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m o o  Soit X - ( X . ) . =  1 une suite de matrices al6atoires r6elles d • d ind6pendantes 
de marne loi # satisfaisant ~: 

IE[Log  + IIX~ll] < + 

le th6or6me de Furstenberg et Kesten 1-3] prouve l'existence d'une constante 
?(#) de IR w { - oo} telle que p.s.: 

lim-1 Log IIX,...X111 =7(#)- 
n n 

Dans les applications de ce r6sultat/ t  la physique th6orique, par exemple [7], 
la connaissance de # peut n'atre qu'approximative et ceci pose le probl6me de la 
stabilit6 de 7 sous une perturbation de #. Pour pr6ciser l 'objet de cette 6tude, 
notons que 7 n'est pas une fonction continue de # pour la topologie faible et 
un aspect du probl6me pr6c6dent est de formuler des hypoth6ses sur la suite de 
probabilit~s (#k)k pour que lim 7(#k)= 7(#)- 

k 
I1 apparait  de fait que cette convergence est intimement li6e au comporte-  

ment asymptotique de la suite (~Log ]IX,.. .X 1 xl]). o6 x est un vecteur n o n  

nul de N d. L'6tude de ce comportement  constitue la premi6re partie de ce 
travail, elle am6ne h la g6n&alisation d'un 6nonc6 de Furstenberg [2]. Les 
r6sultats obtenus nous permettent ensuite de donner des conditions sur la probabi- 
lit6 m pour la convergence de 7(#s) vers 7(#) l o r s q u e / ~ s = ( 1 - s ) # + s m  et que s 
tend vers 0; particularisant au cas o6 # est ponctuelle et o6 m est la mesure de 
Haar  du groupe des rotations de l'espace euclidien IR d, nous obtenons un 
d6veloppcment limit6 au voisinage de 0 de la fonction F(s)=7(#s ) qui montre  
que F n'est pas toujours d&ivable en 0. 

Notons que la question de la convergence de 7(#k) vers 7(#) a 6t6 abord6e 
par Kifer et Slud [5, 12, 6] dans des situations 06 le support de # est compact  
et o6 la distance du support de #k au support de g tend vers 0, ce qui n'est pas 
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le cas ici. La m6thode de regroupement des termes utilis6e dans la 
Proposition 3 est emprunt6e ~t l'6tude d'un comportement asymptotique de y 
men6e par Pincus [10] qui n'en avait cependant pas mis en 6vidence les 
cons6quences pour les probabilit6s invariantes. 

Depuis la premi6re r6daction de cet article Furstenberg et Kifer m'ont 
signal6 qu'ils avaient obtenu un r6sultat semblable au Th6or6me 1 par des 
techniques sensiblement diff6rentes [4]. 

Dans ce qui suit E est un espace vectoriel r6el de dimension finie 6ventuel- 
lement muni d'une structure euclidienne et/~ l'espace projectif associ6, on note 
Y,/~ les images dans/~ d'un vecteur x~E\{0} et d'un sous-espace F de E avec 
la convention {6} =~. GI(E) est le groupe des automorphismes de E , g - ~ / ~  le 
transform6 par geGl(E) de ~e/~ et p le cocycle multiplicatif sur Gl(E)xE 
obtenu par factorisation de la fonction q,q(g,x)=jlgxll.jlxl1-1 de Gl(E) 
|  dans IR, on rappelle que, pour g~Gl(E), ~ E  

IP(g, 4)1 ~ exp L(g) (1) 
off L, d6finie par 

L(g)=sup {log + ]lgl], log + Hg -111} 

satisfait ~t L(g 1 g2) =< L(gl) + L(g2). 
On note ~(  l'ensemble des probabilit6s sur Gl(E) int6grant L et ~ l'ensem- 

ble des probabilit6s sur/~, Jff et ~{ sont munis de la topologie faible pour laquelle 
est compact. L'action de Gl(E) sur /2 permet de d6finir la convolution de 

/ ~ {  et v ~  7, I(#) est alors le convexe compact des 616ments #-invariants de 
J/{ et, pour veI(#) on pose: 

7(#, v) = S Log p(g, ~) kt (dg) v(d~). 

Si X =(X,),~ 1, est une suite de variables al6atoires (v.a.) ind~pendantes de 
loi #~Jg,  on note X" le produit X , . . .  X I et y(/~) ou 7(X) la limite p.s. de la 

suite (!  Log ]'XnN)n. 

/~Z d6signe la puissance de convolution # . l e t  G u le sous-groupe ferm6 de 
GI(E) engendr6 par le support de #; X,, # ou G, sont dits r6ductibles si tous 
les 616ments de G u laissent invariant un m~me sous-espace de E distinct de {0} 
et E. 

w I. Loi des grands nombres 

1. Remarque sur les exposants caracteristiques dans le cas reductible 

Soit X=(X,),~=I une suite de v.a. ind6pendantes de loi ~ ' ,  le th6or6me 
d'Oseledec [11, 8] s'6nonce: 

Th~or~me. Sur un ensemble de probabilit~ 1 
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(i) ( X ' * X ' )  1/2" converge vers un automorphisme symStrique A dont Ies va- 
leurs propres e ~ <eZ~< ... < e  ~" sont constantes ainsi que leurs multiplicitOs; on 
note (u/)r= ~ les sous-espaces propres associds; 

i 

(ii) Posons V o={0} et, pour i = l . . . r ,  V i = @ U ~  alors, pour i = l . . . r  et 
X ~  V / \ l / i _ l  j = l  

lim -1 Log IIX'xll =,~. 
n n 

Les rhels 21 sont les exposants caracthristiques de X, SP(X)={2~: i = l . . . r }  
est appel6 spectre de X et (V~)~= o le drapeau associ4; on a 2 r = 7 ( X  ). Lorsque 
X ,  est r6ductible la dhterminat ion de 5~(X) est facilit6 par:  

Proposition 1. Soit F un sous-espace de E tel que p.s. X r ( F ) c F  et A=(An)~= 1, 
X - -  (X,)n=~176 1 les suites induites par Faction de X sur F et E /F  alors 

~ ( x )  = ~ ( A )  u SP(X). 

En particulier ?(X) = sup {?(A), ?(X)}. 

On en d6duit imm6diatement :  

Corollaire 1. Soit X=(X,)~= 1 une suite de matrices aldatoires ind@endantes 
identiquement distributes, inversibles, triangulaires de dimension d telle que: 
IE[L(X1) ] < + o% si Ak, est le k-i~me terme diagonal de X , ,  alors 

5QX) = {IE [Log IAk, l] �9 k =  1...d}. 

Preuve de la Proposition 1. Elle repose sur la remarque  suivante cons6quence 
du point  (i) du th6or6me pr6c6dent: si J~ = ( X * I -  j le spectre de ~ -  ~ ~ X - (X.),= 1 est n ~, n /  

5P(X) = - 5 ~ ( X ) =  { -2~_ i+  1 : i =  1... r} et le drapeau associ6 est (V~l i)~= o. 
Identifions alors E/F  it H = F  • et soit B=(B,),~= ~ la suite d 'au tomorphismes  

al6atoires de H associ6e/t  X dans cette identification, on note  que p.s. 2 ,  laisse 
~ ~ - -1  stable H et que sa res t r ic t ion/ t  ce sous-espace est B~ = ( B , )  . 

On a clairement 5 f ( A ) c S f ( X )  et ~e(B)~(2) donc 5 e ( A ) u S ~ ( B ) c S f ( X ) .  
Inversement,  soit 2i~5'~(X), si 21(~Sf(A ) on a Fc~V/cV/_  1 soit H+V/•  
puisque V/l_ 1 ~ V/• on en d6duit que (V/l_ 1\1///• ~ H 4= {0} doric -,~i~5P(/3) = 
- Sf(B) d'ofl Y(X)  c 5~ u 5~ 

Remarques. Les 5nonc6s prScSdents restent valides lorsque l 'hypoth6se 
d ' ind6pendance est remplac6e par celle de stationarit6 et d'ergodicit6. 

2. Loi des grands nombres pour (llX'xl]),  

_ o o  Soit X - ( X , ) , =  1 une suite de v.a. ind6pendantes de m6me loi # e J .  

Th6or6me 1. Il existe un entier r, r > l ,  une suite strictement croissante de r~els 
(21)~= 1 et une suite strictement croissante de sous-espaces de E stables par G,, 
(F/)~= 0 avec F o = { 0  } et F~=E, tels que, pour i = 1  ...r, si x e F i \ F i _  1 on a p.s. 

lim 1 Log IlXnxll =~. 
n n 
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De plus, si, pour i = 1...  r e t t  1 > O, on note 

" -  {x: xeF~, [Ix [I = 1; inf{ ]Ix - y I[: yeF/_ 1 } > t/} B i - 

o n  a, uniform~ment sur B 7 

lim 1 IE[Log IIX"xl[] =;t~. 
. n 

CoroUaire 2. Pour i= 1 ... r il existe ve I (# )  telle que 

~ = 7(x(~)) = 7(~, v) 

o~ X (i) ddsigne la restriction de X a Fi; de plus, pour ve I (#)  telle que supp(v)cF/ 
on a ;Li=7(#,v ) si et seulement si v(P/_0=0. 

Les ),i sont des exposants caract&istiques de X.  

Preuve du Th~or~me 1. Nous utiliserons A plusieurs reprises les assertions des 
deux lemmes pr61iminaires ci-dessous. 

Lemme 1. (i) pour tout xeE\{0},  lim -1 Log IIX"xLI-<_7(X) p.s. (2) 
n 

(ii) si, pour tout xeE\{0},  lim 1Log LIX"xLI <4/p.s. alors 7(X)<7 (3) 
n 

Preuve du Lemme 1. (i) est clair. Etablissons (ii). 
Soit (f/)i/= 1 une base de E, pour n > 1, notons 

t < 1} o . ,  ~2/= co: lim ~Log [IXk(co)f/[[ =7- -  n et (~ g2~, 
t k i = 1  

par hypoth6se limP(s done aussi limP(D")=1, choisissons n o tel que 
n n 

P([2"~ pour presque tout coe[2 "~ on a par d6finition de 7(X) et par 
l'6quivalence des normes sur F 

y(X) = lim Log liNk(co)II = lira ~ Log ( s u p  I[Xk(co)f~H) 

< sup lira 1LogllXk(co)f~ll<~ 
1 

i =  1 . . . l  k K n o 

ce qui ach6ve la preuve du Lemme 1. 

Lemma 2. Soit (x,),~ , une suite d'~l~ments normds de E, il existe une sous-suite 
X oo ( nk)k= 1 et veI(#) tels que 

lim 1~ IE [Log IIX"kx,~[I] = 7(#, v). 
k n k 

Preuve du Lemme 2. Soit (~,), l'image dans/~ de (x,), et 

1 n - - 1  

l = O  
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par compacit6 on peut extraire une sous-suite (v,~)k convergeant faiblement vers 
v qui est alors #-invariante. 

D'apr6s l'in6galit6 (1), la fonction 

p(~) = ~ Log p(g, ~) #(dg) 

est continue, par suite en tenant compte de la propri6t6 de cocycle de p 

lim 1 "~- ~ Z ~ Log p(g, g'. r #(dg) #'(dg') = Y(#, v) 
k n k 1=0  

la d6monstration du lemme est compl6te. 
La preuve du th6or~me se fait par r6currence sur la dimension de E en 

utilisant le 

Lemme 3. Soit 

F est u/7 sous-espace strict de E, stable par G~; el7/7otant A la restriction gt F de 

X on a 7(A)<7(X). 

Preuve du Lemme 3. I1 est clair que F est un sous-espace de E. 
Pour x ~ E  notons 

Identifions l'espace canonique (~2, W, P) de la suite (X,), au produit Gl(E), ~ ,  #) 
| off ~ est la tribu bor61ienne de (Gl(E), par l'application (b(co) 
--(Xl(co), 0co), off 0 est l 'op&ateur de d~calage. 

Pour xEF l'6galit6 P(f2x)=l implique, d'apr6s le th6or~me de Fubini, que, 
pour #-presque tout g~Gl(E) 

P {co: (g, co)e f2~} -- 1 

donc lira f L o g  HX,_l(co)...Xl(co)gxll <7(2)  sur un ensemble de probabilit6 1, 
n n 

c'est-g-dire #({g: g XeF}) = 1. 
Puisque {g:gx~F} est ferm6, on en d6duit qu'il contient supp(#), de sorte 

que F est stable par G,. 
L'in6galit6 annonc6e r6sulte de (3) appliqu6e ~ A. 

(i) Si F =  {0}, pour tout x~E\{0}, on a sur un ensemble de probabilit6 
strictement positive: 

l~-m -1 Log I lx ' (co)  xll = 7 (X)  
n /7 

tandis que, d'aprSs le th6orSme ergodique, pour tout v extr6male dans I(#), 

lim 1 Log IIXn(CO) X I[ = 7(#, V) 
n /7 
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pour (oo, 2) dans un ensemble de P | v mesure 1, (cf. [2]), il en r6sulte que pour 
tout v extr6male et, par suite: 

pour tout vd(#), ?(#, v) = 7(#). (4) 

Supposons qu'il existe x0eE\{0  } tel que liml-LogLIX"xoll<7(x) sur un 
n 

ensemble de probabili6 strictement positive, d'apr6s (2), 

lim-ln IE [Log ],X'xol[]<IE [lim-m ~ Log IlX"xolL]<7(x) 
mais alors le Lemme2 avec x ,=x o permettait de construire vsI(#) telle que 
7(#,v)<7(#) en contradiction avec (4); on conclut que, pour tout xeE\{0},  

lim -1Log IlX"xll =7(X) p.s. 
/// 

Par ailleurs, le th6orSme d'Oseledec montre que la limite p.s. de 

(1Log IIX'xll] existe, elle est donc 6gale it y(X) pour tout xeE\{0}.  
I n 

Pour achever l'6tude de ce cas, notons que, d'apr6s l'in6galit6 (1), la conver- 
gence ci-dessus a aussi lieu en moyenne, reprenant un argument de [-9], nous 
concluons par le Lemme 2 et (4) it la convergence uniforme sur la boule unit6 

de ( l l E [ L o g  ,[X'x]k]) �9 

(ii) Supposons F4={0}. Soient H u n  suppl6mentaire de F dans E, 
A = (A,)~= 1 la restriction de X it F et B = (B,),~176 ~ l'image dans l'identification de 
H it ElF de la suite X induite par l'action de X sur ElF; l'hypoth6se de 
r6currence s'applique it A et B. 

Pour ye l l \ {0}  on a 

l im-tLog IlB"Yll=7(2) p.s. 
n r /  

En effet, dans le cas contraire, il existerait un sous-espace H' de H, H ' +  {0} 
stable par le sous-groupe de GI(E) engendr6 par le support de la loi de B, et 
une constante 7 '< 7(X) tels que, pour tout yeH' 

limm-lgog IjB"ylL_<_7' p.s.; 
n V/ 

mais alors E'=FOH'  serait stable par G u et la Proposition l jointe it (3) 
permettraient de conclure que, si X' est la restriction de X it E' et B' la 
restriction de B it H', pour xeE', 

lim 1_ Log I IX" x ll < lira 1 Log [IX'" I I = max (7(A), 7(B')) < 7(X) 
n r /  n /'/ 

donc E' c F et H' = {0}. 
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Soit xCF alors x = y + z ,  yeF, z~H\{O}, en munissant E = F O H  d'une 
norme somme 

lim 1Log  IlX"xII > l im- lLog  liB'z[] = 7(X). (5) 
n n n gt  

I1 reste /t remarquer que, d'une part, pour xaE, ]lxll =1, on a IlX~xll ~ ]lx"l[ 
tandis que, d'autre part, d'apr6s (i) appliqu6/t B on a uniform6ment pour zeH, 
IIz/I =1, 

lim _1 IE [Log lIB" z I I ] = ~(X) 
n Y/ 

pour conclure par (5) ~t la convergence uniforme des moyennes dans les 
conditions de l'6nonc6. 

Preuve du Corollaire 2. L'6galit6 21=7(X (1)) r6sulte imm6diatement de (2) et (3), 
tandis que l'existence de v~I(#) telle que 7(#,v)=2i est cons6quence directe du 
Lemme 2. 

Soit ~ / ~  le Th6or6me 1 s'6crit: 

lim _1 Log p(X", ~)= ~ ~,i 1~,\/~,_ 1(~) p.s. 
n H i = 1  

si veI(#) l'in6galit6 (1) permet de justifier la formule 

7 (#, v) = lira 1 ~ v (d ~) 115 [Log p (X ~, ~)] = ~ ).~ v ( ~ \ ~  -1) 
n n i = 1  

qui prouve la seconde assertion. 
Enfin le dernier point d6coule de la comparaison avec le th6or6me 

d'Oseledec. 

w II. Perturbations des produits de matrices 

Dor6navant on notera F u le sous-espace F,_ 1 associ6 ~ la probabilit6/~6~/~ par 
l'6nonc6 du Th6or~me 1 et Pu son image dans/~. 

1. Quelques consdquences gbn~rales de la loi des grands nombres 

Soit (#k)k~l une suite d'616ments de Jg convergeant faiblement vers #ed// et 
satisfaisant ~ la condition d'~qui-int6grabilit6 

lira sup ~ L(g) #k(dg)=0 , 
N~+~ k (g:llgll>-N} 

on sait que [5] dans ce cas, si la suite (Vk)kC~= 1' VkEI(pk) converge faiblement vers 
v alors v~I(#) et 

lira 7(#k, vk)---- 7(#, V). 
k 
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On dira que # ~ Y  si #~d/d et si 7(#,v) est ind6pendant de veI(#); ceci est 
r6alis~ si I(~) est r6duit /~ un point off d'aprSs le Corollaire2 lorsque # est 
irr~ductible i.e. lorsque G, ne laisse invariant aucun sous-espace strict de E 
autre que {0}. 

Proposition 2. (i) si # ~  alors lira ~ ; ( # k )  = ~ ( ~ ) ,  
k 

(ii) si ~kE~ alors lim T(#k)----7(#) si et seulement si toutes les valeurs 
k 

d'adh~rences des suites (Vk)k, Vk~I(#k) satisfont ~ v(F,)=0. 

Preuve de la Proposit ion2. (i) en effet soit VkGI(#k) telle que ~(#k)=)~(#k~Vk)~ 
pour toute sous-suite (Vk,)~ convergeant vers v on a 

lim 7 (#k,)---- lim 7(#k,, Vk,) = 7(#, V) ---- 7(#) 
1 l 

on conclut par compacit6 de ~ .  

(ii) est obtenu par des arguments similaires en utilisant la caract&isation, 
fournie par le Corollaire 2 des v~I(#) telles que 7(#)--7(#, v). 

2. Etude d'une perturbation particuli~re 

Th6or/~me3. Soient # et m ~ J ~  telle que 
(i) m est irrdductible, 

(ii) pour tout v ~ I(#) m .  v (F,) = O, alors si: 

# s = ( 1 - s ) g + s m ,  0 < s < l  

lim ~ (~) = 7 (#). 
s ~ O  

Donnons deux exemples d'application de r th6orSme. 

1. Supposons E=IR  2 et #~=(1-s ) (5a+s6  b off 

a =  2 1 , 2>1  et b = k s i n 0  

les probabilit6s a-invariantes sur/~ s'6crivent 

v=pb~+q(5~,  u=(1,0),  v=(0,  1), p >0 ,  

- s i n  01, 
cos 0 ] 

q~0 ,  p + q = l ,  

si 04=k~, CSb*V({g})=0 et l imT(#s)=7(3a)=Log2;  si O = k n  un calcul direct 
s ~ 0  

montre que ce r4sultat subsiste, ce qui n'est plus le cas [53 si 0 =(2k  + 1)~. 

2. S im  est une probabilit6 absolument continue de J/d les hypothhses (i) et 
(ii) sont v6rifi6es. En effet dans ce cas m est irr6ductible, de plus 

m ,  v (P.) = S m((g:  g .  ~ ~F,} )  v (d~) 

et, pour x4=0, {g:gxeF,}  est une sous-vari&6 plong6e de dimension (dimE) 2 
- d i m  F, de GI(E) donc de mesure de Haar  nulle. 
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Preuve du thdor~me. Elle repose sur la 

Proposition 3. Soit # ~ / g  s '&rivant #~ = (1 - s) # + s m, 0 < s < 1 
posons : 

a s =  ~ S(1--s)k]2 k et 7q=m*a~ 
k=O 

alors 

(i) a ~ / Z  et pour route fonction f sur Gl(E) telle que 

l 'on O" 

If(g)l <AL(g), Ae~.+ 

~f(g) as(dg ) = ~ s(1 - s) k 5f(g)/~k(dg), 
k=O 

(ii) y (#s) = s 7 (~,), 
(iii) si v~eI(14) alors m*v,~l(~, ) ,  
(iv) s i m  est irr~ductible, il en est de m~me de rt~. 

Preuve de la Proposition 3. Etablissons d'abord le point (i). 
Soit f telle que dans l'6nonc6, pour c > 0  et tout p, q e N ,  p<=q 

q q 

inf{If(g)[, c}. ~ s(1 - s )  k pk(dg)< ~ s(1 --s) k ~ [f(g)[ ktk(dg) 
k=p k=p 

passant ~ la limite en q, il vient 

Sinf{If(g)l,c} ~ s ( l - s ) ~ l . ? ( d g ) < A  k s ( l - s )  k .Sg(g)l~(dg) 
k=p k=p 

de l'arbitraire de c, il r6sulte que 

lira ~lf(g)] ~ S(1--s)k~tk(dg) =0" 
p~ + c~ k= p 

(i) en d6coule. 
Pour la suite de la preuve, introduisons quelques notations. 
Soit ~0 l'espace de probabilit6 ( {0 ,1} •  off ~ o  est la tribu 

bor61ienne de {0, 1} | Gl(lE) et Pole produit semi-direct 

Po(A x B)=(1 - s) 6o(A) #(B) + s fi a (A ) re(B). 

On pose ~ = ~ 0  ~, l'on note 0 l'op6rateur de d6calage sur ~ et (U, ,Xn) la 
projection de ~ sur son ni6me facteur; les v.a. X n sont ind6pendantes de loi p~. 

a) Posons 
To=0 

Ta=inf{n:n> l, Un=l}, 
Tk + l = Tk + Tz o O r k , k > l ;  
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les v.a. (Tk+ 1--Tk)~~ o sont ind6pendantes de m6me loi g6om6trique d'esp&ance 
1 

S ,  

Soit Y , = X T . . .  Tr,_~ +~, n >  1, ces v.a. sont ind6pendantes de mame loi rCs; 
passons fi la limite dans la relation 

1 n 1 
-~TLog HXT~... X1L] = ~ '  nLog  I] Y~... Y1 ]1 

en utilisant la loi des grands hombres pour T,, il vient 7(#s)= s ?(rcs). 
b) On se place maintenant sur C a' trace de Ca sur {U 1 =1} et l'on pose 

T' =inf{n: n>=2, U,= 1} 

T' est un temps d'arr& pour la suite (Un),~ 1. 

Soit f mesurable born6e sur /~ et veI(#,), notant g(v) la mesure image de v 
par geGl(E), Z n = X 1 . . . X , ( v ) ( f )  , n>=l est une martingale [2] sur Ca, il en est 
de m~me de sa restriction ~t Ca' et, puisque f est bornhe, le th6orhme d'arr4t 
permet d'6crire: 

]E' IX1 ... XT,_I  XT,(V)(f) ] = IF; [Xl(V)(f)],  

or dans Ca' la loi de X 1 . . . X T ,  1 est re, tandis que celle de X 1 et X T, est m d'ofl 
l'6galit6 

~s* m.v=mgv .  

c) On a clairement G~scG.s; inversement, si g~supp(m), pour 
h~supp(m*#)cG,~s, ghesupp(mE*#)cG=~ donc g~G~ et supp(m)cG~,  de 
fa~on analogue supp(#)c  G~s; finalement G ~ =  G . .  

Etudions maintenant la convergence de ?(#~) lorsque s tend vers 0. Pour 
cela introduisons 1'ensemble 

B~={~: ~ ,  d(~,P~)>__~} 
off r/> 0 et d est une distance sur/~, et notons le 

Lemme 4. Soit (Ck)k= 0 une suite de r&Is telle que lim C k = 0 alors 
k 

l ims ~ S(1--S)kkCk=O. 
s ~ O  k=O 

En utilisant la propri6t6 de cocyele de p il vient, avec les notations de la 
proposition pr6c~dente 

~/(rc,) = ?(m, o-~, m,vs)=r~(s)+V2(s) 

r~(s) = 5 Log p(g, {) m(dg) ~*m*vAdO 
r~ (s) = 5 Log p (g, ~) o~(dg) m .  ~,(d ~). 

Puisque F~ est born6 par 

5 L(g) m(dg), lim s F~ (s) = 0, (6) 
s+O 
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d 'aut re  part ,  le point  (i) de la Propos i t ion  2 permet  d'6crire 

k = l  

o r  

est born6 par  A=~L(g)p(dg)+lT(#)l  et converge vers 0 uni form6ment  sur B, 
d 'apr6s le Th6or6me 2, donc  

IsFz(s)- (1  -s)7(#)1 <=Am*vs(B~)+ ~ ks2( 1 - s )  k supAk(~). (7) 
k = 1 ~ e B n  

Soit (Sk) k telle que lira s k = 0 et que Vsk converge dans ~ sa limite v e s t  dans 
k 

I(#), choisissons alors (~t)z telle que l i m r h = 0  et que B., soit un ensemble  de 
l 

continuit6 pour  v, appl iquant  le L e m m e  4 dans (7), il r6sulte de (6) et du point  
(ii) de la Propos i t ion  3 que 

l im 17 (#sk) -- 7 (#)l < A m ,  v (B~,) 
k 

et de l 'arbi traire  de 1 il vient 

lim 17 ( g J  - '/(P)I < A m �9 v (Fu) 
k 

qui, par  hypoth6se est nul. 
On conclut  en utilisant ce qui pr6c6de et la compaci t6  de Jff. 

2. Perturbation d'une matrice par des rotations 

On suppose  ma i t enan t  que la no rme  sur E est associ6e ~t une s tructure 
euclidienne de dimension d, l 'on note  SO(E) le groupe des ro ta t ions  de E et m K 
sa probabi l i t6  de Haar .  

Proposi t ion3.  Soit geGl(E) de rayon spectral r(g), rOductible d la forme de 
Jordan dans une base orthonormde du complexifid Er de E et #s = ( 1 - S )  fig + s m K. 

Soit t le plus grand des ordres de multiplieitO des racines de module r(g) dans 
le polynome minimal de g et d I la somme des dimensions des sous-espaces propres 
associds gt ces racines, alors 
si t > l  

7 (Ps) = Log  r(g) + (t - 1) s Log 1 + O l(s) 
S 

si t = l  

a ~ e c  

Y(Ps) = Log  r(g) + J -  s + a 1 (s) 

J = � 8 9  a + . . .  +x21)v'(dx) 
S 
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oft v' est la probabilitk SO(E)-invariante sur S = { x : x e E ,  Ilxlh=l}. a~(u) (resp. 
O~(u)) ddsignent des fonctions dont le quotient par u ~ tend vers 0 (resp. est bornd) 
lorsque u tend vers O. 

Preuve de la Proposition 3. Appliquons comme pr6c6demment la Proposition 2. 
Pour vseI(#s), mK*V ~ est l'unique probabilit6 v SO(E)-invariante sur/~; d'au- 

tre part, puisque pour tout hsSO(E)p(hg,  4)=p(g, 4), 7(n~)=7(a~) de sorte que 

(#~) = s ~ s (1 - s) k ~ Log p (gk, 4) V (d 4) 
k=O 

expression dont l'6tude va r6sulter de celle du comportement asymptotique de 
la suite (I~). 

I~= ~ Log p(g~, ~) v(d~)=~Log ][g~ xl[ v'(dx). 
s 

Identifions E ~ IR d par le choix d'une base orthonorm6e, g~ admet la 
d6composition de Cartan g~ =k~ a~ k'. off k., k'.~O(d) et 

et il vient 

a, = diag (#(1"),..., #(f)), #(1 ") < . . .  < #(f), 

I,=�89 x2 + ... +#(e")2x~)v'(dx)=Log llg"lh +J~ 
s 

~ d ,= �89176 [ [#(~)~2 ) s \\#~")] xzl+ "'" +x2 v'(dx) satisfait ~ l'inhgalit6: 

- oo < y L o g  Ixdl v'(dx)<=J,<=O. 
s 

Par hypothhse, on peut 6crire g = k h k-1 off k est une matrice unitaire et h une 
matrice de Jordan, on a llg"l] = [Ih"[] d'autre part en notant (f;)~=l les vecteurs 
de la base canonique de @d 

sup [[h"fjlL< [Ih"lL < [Ih"fjLI a , 
j = l . . . d  j - 1  

et en utilisant la forme explicite de h", il vient 

[,h",l=Ct~-lr(g)~-t+ ~ [l +a~ ( ! ) ]  

a) Supposons t > 1. 

Dans ce cas l , = n L o g r ( g ) + ( t - 1 ) L o g n + o ~  (ln) et 

Y(#s)=Logr(g)+( t -1)  s2 ~ L o g k ' ( 1 - s ) k  +Ol(s). 
k = l  

On conclut alors par le 

Lemme 5. Soit f (u) = ~ Log k . u k alors 
k = l  

~- a~ -u) .  
1 - - u  - -  
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Preuve du Lemme 5. D'apr~s la formule de Stirling ~ Log k = Log n ! ~ n Log n, 
k = l  

un th6or6me taub6rien [1] page423 mont re  que lorsque u tend vers 1 

mais, pour  lu] < 1, 

1 1 
f (u) ~ g(u) = ~_ u L~ ~_ u ; 

g(u)-f(u)= ~ [1+12 + . . . + ! - L o a n ] u "  
n = l  

m{1 1 } et, puisque li 1 + i  + "'" + - L o g  n -- C, (constante d'Euler) on a 

1 } 
k=l l + ~ + . . . + ~ - L o g k  ~nC 

de sorte que, lorsque u tend vers 1: 
C 

g (u) - f (u) ~ 1 - u' 
b) Supposons t = 1. 

Log[[hn[]=nLogr(g)+o~ d'autre part  en consid6rant une 

d6composi t ion de Car tan  de g" associ6e/ l  une d6composi t ion de Car tan de h n, 
on voit que 

pour  k =  1 .d 1 ,,(") = ]lh"ll = ]lg"l[ �9 " P " d - k +  1 

s ,(n) 

pour  k=dl+l . . .d  ,~lim+ ~ ~d-k+ 1#~)  = 0 

en effet, rappelons [8] que, pour  k = l . . . d ,  

lim 1 L o g  #~") = Log I'~ki 
n F/ 

en d6signant par  2~ . . .2 d les valeurs propres de g rang6es par  ordre  de modules  

croissants, il en r6sulte que l i m J . = J ,  d'ofiI~=nLogr(g)+J+o~ 
s'en d6duit. 
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