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Gekoppelte Biegeschwingungen von Laufschaufeln
im Fliehkrafifeld *

Von F. Weidenhammer

Ubersichi: Bei der Berechnung der Biegeeigenfrequenzen von Laufschaufeln im Fliehkraftfeld rechnet man
iiblicherweise mit Vernachlissigungen hinsichtlich der Fiihrungsbeschleunigung, da diese zu einer rechen-
technisch unbequemen Kopplung der beiden Biegehauptschwingungen fiihrt. Da nicht sicher ist, ob diese und
weitere Vernachldssigungen auch noch bei hoheren Rotordrehgeschwindigkeiten zulassig sind, wurden zunichst
die Schwingungsgleichungen elastizititstheoretisch vollstindiger hergeleitet, um die Bedeutung der Niherungs-
annahmen zu erkennen. Sodann wurden die tiefsten Eigenfrequenzen unter Beibehaltung der Kopplungen aus
einem Variationsproblem niherungsweise berechnet.

Summary: In calculating bending vibrations of turbine blades in a centrifugal field certain terms of the
system acceleration are neglected. This is done usually to avoid couplings in the theory of bending vibrations.
Because it is not evident whether this and other approximations remain reliable at high speed rotations the
equations for the vibrations have been deduced more complete. The lowest eigen-frequencies have been calculat-
ed without neglecting the couplings by means of a variational principle.

1. Die Fragestellung. Bei der Berechnung von Eigenfrequenzen der Laufschaufeln in Stro-
mungsmaschinen hat man den EinfluB der Fliehkraft zu beriicksichtigen, wenn die Schaufeln sehr
lang sind und die Drehzahl hoch ist. Da heute bei der Auslegung der Maschinen hohe Drehzahlen
hiufiger vorkommen als bisher und andererseits fiir die Aufnahme der Fliehkraft in die Rechnung
in der Literatur [1, 2] unterschiedliche Formeln angegeben werden, soll die Frage des Flichkraft-
einflusses hier erneut aufgegriffen werden. Die Verschiedenheiten der Ansitze liegen nur in der
Beriicksichtigung desjenigen Anteils der Fliehkraft der gebogenen Schaufel, der in einer zur Schei-
benebene parallelen Ebene liegt und also senkrecht zur undeformierten Schaufelachse steht (Abb. 1).
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Abb. 1. Die gebogene Schaufel mit Fliehkraftbelastung.

Dieser Anteil ist wesentlich kleiner als der in allen Theorien gleichermaBen erfate Hauptanteil, der
parallel zur undeformierten Schaufelachse gerichtet ist. Er hat jedoch die in der Rechnung unbe-
queme Konsequenz der Koppelung der Biegeschwingungen in den beiden Hauptachsenrichtungen.
Wegen dieser Fliehkraftkopplung der Biegeschwingungen kann auch der Rayleighsche Quotient
nicht zur niherungsweisen Eigenfrequenzberechnung herangezogen werden, wenn man die Flieh-
kraft vollstindig beriicksichtigt. Auflerdem besteht das Emnergieintegral hier nicht, das man iib-
licherweise zur Rechtfertignng der Anwendung dieser Niherungsmethode heranzieht. Denn das
System ist nicht konservativ, da die vorausgesetzte streng konstante Drehzahl bei schwingenden
Schaufeln nur durch ein von diesen Schwingungen und der Drehzahl abhingiges, veranderliches
Antriebsmoment gesichert werden konnte.

Im folgenden sollen daher die Bewegungsgleichungen fiir eine stationir rotierende Schaufel ohne
Verwindung mit den Annahmen der technischen Biegelehre hergeleitet werden. Hinsichtlich der
kinetischen Terme sollen hierbei zunichst keinerlei Vernachlissigungen zugelassen werden. Sodann
soll der Einflufl der umstrittenen Fliehkraftkopplung auf die Biegefrequenzen diskutiert werden.

2. Die Bewegungsgleichungen. Die Schaufel werde als ein gerader Stab im Sinne der technischen
Biegelehre angesehen. Seine fiir die Biegung maBgebenden Haupttrigheitsachsen kénnen verinder-

* Herrn E. Mettler zum 60. Geburtstag gewidmet.
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lich sein, sie sollen jedoch in jedemQuerschnitt die gleiche Richtung haben, so dafl die Schaufel unver-
wunden ist. Zur Beschreibung der Lage eines Massenelementes des Stabes werden drei kirperfeste
rechtwinklige Achsen so eingefiihrt, daB die undeformierte Stablingsachse mit den Flichenschwer-
punkten zur x-Achse wird (Einheitsvektor ¢) und die beiden Haupttrigheitsachsen die y und die
z-Achse (Einheitsvektoren: §j, k) bilden (Abb. 2). Die zugehirigen zeit- und ortsabhingigen Ver-
schiebungen sind u, v, w, von denen besonders die Biegungen v und w interessieren. Die Lage eines
Stabelementes x dx (u(x) verinderliche Masse je Langeneinheit) wird also speziell durch

r=ft+xt+u)itvjtuwk 1)

beschrieben, solange der Rotor mit dem Nabenradius r, stillsteht und eine Achse mit der Rotorachse
zusammenfillt. Um (1) durch zwei einfache Drehungen in eine allgemeine Lage zu iiberfiihren,

x=l

Abb. 2. Die Verschiebung eines Schaufelmassenelementes p dx.

werde die j-Achse zur raumfesten Drehachse gewihlt und um diese mit dem Winkel ¢ = ¢
(w, = konst. Rotordrehgeschwindigkeit) gedreht (Abb. 3). Dann gilt fiir die einspaltige Matrix
der raumfesten Einheitsvektoren vor der Drehung

i
t=1|j
I

Abb. 3. Die Rotordrehung ¢ = wyt. Abb. 4. Die Verdrehung der Schaufel gemessen
: durch die Drehung f,.

und die neuen Einheitsvektoren nach der Drehung #' die Transformation

=M,
worin M, die Matrix
cosgp O —sing
M, = 0 1 0
ging 0 cos @
bezeichnet.” Dreht man nun noch um die neue i’-Achse um den Winkel 5) = konst., so hat das
Hauptachsenkreuz eine allgemeine Lage erreicht (Abb. 4). Diese Drehung beschreibt
t// —_ M2 t/
mit »
1 0 0
M,=10 cosf, sinf, |,
0 —sinfl; cosf,
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so daB durch ¥’ = M, M, t die korperfesten Einheitsvektoren in allgemeiner Lage (1) an die
raumfesten Achsen (f) mit der j-Achse als Drehachse angeschlossen sind. Man erhilt mit der auch
anschaulich herleitbaren Matrix:

cos @ 0 —sin @
M, M, = | singsinf, cos B, cos @ sin 3,
sing cos By —sinf, c0s @ cos 3,

die Transformation der Einheitsvektoren. Damit kann der Vektor (1) in allgemeiner Lage gegen
die raumfesten Achsen beschricben werden. Man findet

r = ((ry + x + u) cos p + v sin @ sin fy + w sin @ cos By} & + (v cos fy — w sin fy) j +
+ (—(ro -+ % -+ u) sing + v cos @ sin fy + w cos @ cos ) k , 2)
wenn man den neuen Vektor 7" wieder mit 7 bezeichnet. -
Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir die Schaufel empfiehlt sich der Weg iiber das

Prinzip von Hamilton, da (2) sehr komplizierte Kopplungen in den Trigheitsgliedern erwarten 146t.
Um also die von diesem Prinzip verlangten Variationen

5[ (T —Vyde—=0 3)

fiir eine Schaufel der Linge I bilden zu konnen, soll zunichst die kinetische Energie der Schaufel
1
T=f%wa ()
0

berechnet werden. Zu dem Zweck muB aus (2) durch Differentiation nach. der Zeit zunichst die
Absolutgeschwindigkeit © berechnet werden und diese dann in (4) eingetragen werden. Man erhilt
nach elementarer, jedoch lingerer, hier nicht wiedergegebener Rechnung schlieBlich:

1 .
TZ%‘[# {(ro + x + u)2 0} + B2 + 02 + w? 4 (wyw cos fy + w, v sin f)? —
b

—2(rg + % + u) wy (v sin By + w cos o) + 2ty (v sin fy + w cos fy)} dx,
worin Punkte partielle Zeitableitungen bezeichnen. Das fiir (3) noch benétigte elastische Potential
besteht aus Dehnungs- und Biegeenergie und liBt sich leicht angeben, da v und w Ausbiegungen
in den Hauptrichtungen sind. Mit der Dehnsteife F F(x), den Hauptbiegesteifen E J;(x) und
E J,(x) erhilt man

1 i l
. EF v,“} w?, 2 EJl 2 EJZ
n‘f?%%+?+7)h+fﬁ””@+fz
0 0 0

worin tiefgestellte Indizes x partielle Ableitungen nach der Ortskoordinate bezeichnen. In (5)
rithren die letzten beiden Summanden von der Biegung her und diese Energieanteile sind der ver-
wendeten Hauptachsen wegen voneinander unabhiingig. Der erste Summand erfafit die Dehn-
energie und muf} die Lingsdehnung bekanntlich nicht-linear enthalten, wenn man die Kopplungen
zwischen Langs- und Querbewegungen exfassen will [3]. Und genau dies ist die Aufgabe, wenn man
den EinfluB}l der Langstrigheit (der Fliehkraft) auf die Querschwingungen (die Biegeschwingungen)
erfassen will. Man hat also ein nicht-lineares Schwingungsproblem zu erwarten, das sich jedoch in
technischer Niherung linear behandeln 148t, wie sich ergeben wird.

Die in (3) verlangten Variationen fithren mit (4) und (5) nach einiger Rechnung auf die Bewe-
gungsgleichungen

—pi + gy (g + x + u) —Zywobsinﬁo—Zluwoivcosﬁo—}—[E F(ux —}—%—{—%’2‘)] =0, (6)
— 0+ wf sin By cos By w —++ p i} sin? S v + 2y wy v sin By +
+PF@4%+%W4-@L%M=m )

x

w2, dx, (d)

— uw + pw; cos? fyw + p i sin fy cos Sy v 2 pwy e cos By +
+[EF(ux+?§+’§‘)wx} — (B Jy e = 0. ®)

20%
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Hierzu kommen die Randbedingungen der einseitig fest eingespannten und am anderen Ende freien
Schaufel. Man findet fiir

vi , wi
£=0 : u=0, x=1 : EF(uer?Jr?):o, 6.1)
x=10 v=0,=0, x=1: v,,=v,,=0, (7.1)
=0 : w=w,=0, x=1: w,=w,,=0. (8,1)

Die Schwingungsgleichungen (6), (7) und (8) bilden ein kompliziertes gekoppeltes nichtlineares
System von partiellen Differentialgleichungen mit geometrischen und nichtlinearen dynamischen
Randbedingungen. Sie sind inhomogen in der Lingsverschiebung u, da in Lingsrichtung die Flich-
kraft eingeht. Die Trigheitsterme lassen sich leicht mit Hilfe der Methoden der Relativmechanik
anschaulich deuten. Die von o, freien Terme beschreiben die Relativbeschleunigung, die Terme
mit 2w, die Coriolisbeschleunigung, wihrend die Terme mit o} die Fiithrungsbeschleunigung er-
fassen. Es entsteht so eine sehr verwickelte, jedoch lineare Kopplung aller Gleichungen mitein-
ander. Hingegen sind die Gleichungen in den elastischen Termen auf Grund der Rechnung in
Hauptachsen so weitgehend entkoppelt, dafi sie bei Linearisierung iiberhaupt keine elastischen
Kopplungen mehr enthalten. Die Biegeschwingungen aus den vollstindigen Gleichungen (6), (7)
und (8) zu berechnen, hat wohl keine Aussicht auf Erfolg. Eine solche strenge Rechnung diirfte
jedoch bei technischen Fragestellungen auch nicht exforderlich sein.

3. Die Fﬁehkraftnﬁherung. Um zu Niherungsgleichungen fiir die Biegeschwingungen zu ge-
langen, wird zunichst die Stablingskraft
. 2
EF£=EF(ux—]— %Jr%%)
aus (6) in der Form
(EFe), = — pog(r+ =) 9)

vereinfacht berechnet, wenn rechisseitig u(x, t) wegen |u| <€ ry + x gestrichen wird. Weiter wuarden
in (9) etwaige Lingsschwingungen und der EinfluB} der Biegeschwingungen infolge dexr Kopplung
durch die Coriolisbeschleunigungsanteile vernachlissigt. Dies diirfte eine sinnvolle Niherung sein,
wie man aus einem Vergleich der Grofenordnungen dieser Terme erkennt. Verwendet man fiir eine
solche Abschatzung die isochronen Ansétze

u(x,t) = Ux) cosw ¢, (10)
v(x, 1) = V(x) cosw t, w(x,t) = W(x)cosw ¢, (11)
so sind auf der rechten Seite von (9) offenbar die Betrige von
prU, podlU, 2pogoVsinf,, 2upwvsoWcosf,

gegeniiber dem eigentlichen Fliehkraftterm vernachlissigt worden und dies dirfte wegen der
Kleinheit der Schwingungsamplituden U, V, W zulissig sein. Man kann dann niherungsweise
fiir u(x, ) einen stationsren Zustand voraussetzen, so daBl u(x,t) von der Zeit unabhingig wird. -
Aus (9) erhilt man durch Integration

E F&(x) = —‘wﬁofﬂ'(ro"l‘xﬂdxl‘l‘ca

worin sich die Integrationskonstante C aus der Randbedingung fiir das freie Stabende bestimmt.
Offenbar mul}

!
EFo() ==} [ +5) dn + € =0
sein, so daBl damit die Stablingskraft zu
!
EFe(w) = Lix) = o [ 1 (1o + ) dy 12)

bestimmt ist,
Aus den Gleichungen (7) und (8) fallt im Rahmen der vorstehend begriindeten Naherung jeweils
nur noch der Kopplungsterm heraus, der von der Coriolisbeschleunigung herrithrt und der & =0
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enthilt. So wird aus (7) und (8) ein System von zwei gekoppelten Biegeschwingungsgleichungen,
in denen allerdings die Langsverschiebung u nicht mehr vorkommt:

~[,6'U +[£60§ sinﬁocosﬁow —f—,uwg Sin2ﬁ0'l7 + (va)x _‘(Ejlvxx)xx = 07
— W+ powj cos? By w + o) sin By cos fyv 4 (Lw,), — (E Jy1w,,),, = 0.

Diese Gleichungen werden identisch mit den auf andere Weise anschaulich hergeleiteten Gleichungen
von Biezeno und Grammel [1], wenn man die Verdrehung der Schaufel nicht mit dem Winkel 3,
gegen die Drehachse, sondern, wie im Strémungsmaschinenbau iiblich, mit dem Schiefstellungs-.
winkel 3 gegen die Scheibenebene mifit. In Abb. 5 ist die Schaufel in einer allgemelnen Lage ge-
zeichnet, in der beide Winkel positiv sind. Es gilt dann

ﬂozﬁ—f-?

Abb. 5. Die Biegehauptachsen der Schaufel in allgemeiner Lage.

und wegen sin 8, = cos 8, cos f; = — sin' erhilt man
—uv—pwsingcosfw - pwjcos?fv 4+ (Lv,), —(EJyv,),., =0, (13)
—puw+po;sin®fw —poisinfcosfv+ (Lw,), — (EJywe)e, =0. (14)

Die von der Fuhrungsbeschleumgung herriihrenden Kopplungen mit 7 kann man in (13)
und (14) im Rahmen einer in sich konsistenten Theorie nicht vernachlissigen. Eine sogenannte
schwache Kopplung glbt es hier nicht. Es kann jedoch im Rahmen technischer Berechnungen
zuldssig sein, die mit wj behafteten vier Terme in ihrer Gesamtheit zu vernachlissigen, so daB} dann
die Gleichungen sehr vereinfacht und entkoppelt werden [1]. In der nachfolgenden Berechnung
der Biegungsfrequenzen sollen diese Terme jedoch vollstindig beibehalten werden. Mit den An-
sitzen (11) erhilt man die zeitfreien gewdhnlichen Differentialgleichungen

pot V—pat 2l ywteo V4 L VY — (B, VY =0, (15)
pet W+ padsint B W — o 2y wwy — ® LWy =0, (16)

in denen Akzente Ableitungen nach der Ortskoordinate x bedeuten. Zu (15), (16) kommen die
Randbedingungen

V=V =W=W =0 firx=0 (17)
und

VII — VIII J— W/I — W’/Il — 0 fﬁr x = l (18)

so daf mit der in (15) und (16) enthaltenen unbekannten Eigenfrequenz o ein Elgenwertproblem
vorliegt.

4. Die niherungsweise Berechnung der Eigenfrequenzen. Da das System (15), (16) mit p, L
und E.J,, E J, nicht-konstante Koeffizienten enthilt, ist man zu einer Niherungsrechnung ge-
zwungen. Man kann zwar nicht den Rayleighschen Quotienten heranziehen, aber doch der Eigen-
wertaufgabe ein isoperimetrisches Variationsproblem

ST =0 (I, +w?l) =0 (19)
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mit dem Eigenwert w? znordnen. Die Gleichungen (15) bis (18) kénnen nimlich als die notwendigen
Bedingungen dafiir aufgefallt werden, I, einen stationiren Wert unter der Bedingung I, = konst.
zu erteilen. In (19)ist I, durch

L —wocoszﬁf,u—dx—}—wosmzﬁflu,—dx— Zsm2ﬁf VWidx —

_wa*#«dx—a)ofL fEJ1 fEJZW”z

i
LW@=JM@b+xJ#1 (20)

! !
VZ W2
Iz———-f[u,de +fMde
0 d

zu nehmen ist. Man kann noch I, leicht anschaulich als bezogene kinetische Energie die Biege-
schwingungen deuten, jedoch ist eine entsprechende energetische Deutung fiir I, nicht sinnvell.
Die GroBe I, enthilt zwar das elastische Potential der Biegung, jedoch auch zahlreiche Terme mit wj,
die kinetischen Ursprungs sind und durch einen Eliminationsprozefl mit Vernachldssigungen hier
eintreten.

Man iiberzeugt sich im iibrigen leicht durch Ausfiihrung der Variationen davon, daB (15) und (16)
als die Fulerschen Gleichungen von (19) aufgefaBt werden konnen. Uber die aus der Theorie der
Stabbiegeschwingungen hinaus bekannten Terme wird neu lediglich die Variation

mit

gegeben, withrend fiir

1 1
a(- w%fL*VTzdx) — — [ L* V' O V] +? f(L* V'Y 8V dx
0 (]

verlangt. Hierin verschwindet der Randansdruck fiir x = 0 wegen der Einspannung (17) und auch
fiir x = I, weil gemaB (20) L*(!) = 0 ist. Somit verbleiben fiir ¥ und entsprechend fiir W nur die
in (15) und (16) verlangten Beitrige wi(L* V') und w3(L* W’).

Zur niherungsweisen Berechnung der Eigenfrequenzen mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens fiihrt
man bekanntlich (19) auf eine gewohnliche Extremalaufgabe zuriick. Zu dem Zweck verwendet
man einen Ansatz mit n endlich vielen Koordinatenfunktionen V; (x), Wi(x), die simtlich méglichst
alle Randbedingungen (17) und (18) erfillen sollen:

V) =S Vi), W) = Z AW @

Fiir die hierin freien Beiwerte oc;, f; (i = 1,2, . . ., n) erhilt man dann als die notwendigen Bedin-
gungen fiir einen stationiren Wert

oI oI . :
8oci=O’ 55;:0, (1,::1,2,...,n). (22)

Diese Gleichungen ergeben sich als linear, homogen und in den w;, f; gekoppelt, wenn wg ;éO
ist. Thre Determinante muBl verschwinden und liefert so eine algebraische Gleichung fiir w2 Ihre
Warzeln sind die Naherungswerte fiir die Biegeeigenfrequenzen und diese sind fiir den nicht still-
stehenden Rotor (w? 5 0) in Strenge nur unter Beachtung der Kopplungen in den beiden Biege-
hauptrichtungen zn berechnen. Inwieweit dieser bisher wohl nicht beachtete Kopplungseffekt auch
zahlenmiBige Bedeutung fiir technische Rechnungen hat, hingt sehr von Abmessungen der Schaufel
und der Drehzahl ab. Um diesen Einfluff formelmiBlig verfolgen zu kénnen, wird im nachfolgenden
ein jeweils eingliedriger Ansatz durchgefiihrt.

5. Niiherungswerte fiir die heiden tiefsten Eigenwerte. Fir n =1 in (21) und mit dem jeweils
gleichen Ansatz V3(x) = W,(x) fitr die Grundschwingungen soll

V=0 Vi), W=5"Vk (23)
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in (19) eingetragen werden. Man hat dann nur die folgenden Integrale auszuwerten:

! !
JuVide =v, 50, JL*VZdy =vfi,
a

0

! !
fE‘]]. Vilgdx:U.ﬁ*a fEJ2 Vl’,zdx—-'_—w:’lkl*.
6 0
Hiermit lassen sich offenbar die Rayleighschen Quotienten
o wke
0)?0 ==, w3 = 4 (24")
V11 Ui

bilden. Sie sind gem#B den Ansitzen (23) als Nihernngen fiir die beiden jeweils tiefsten Eigen-
frequenzen der nicht-rotierenden Schaufel in den Hauptachsenrichtungen 1 uad 2 anzusehen. Mit

der weiteren Konstanten
%
A="1 (25)

U1z
erhilt man mit (23)
28in2p

1 2 2.0 2p M o s o p Pl 2A2 zAlg%
;;1‘(11+w L) = o} cos ﬁ?—[—a)051n‘87~w0 7o f —wid5 — g s —

] 2 2
G I L. RN |
w3 —+ w 7

2 &3
T Wiy T Wy g

so daB sich die Gleichungen (22) hier auf

(w}y + 0y 4 — @3 cos? f — w?) &, +w%sin22E , =0, (26)
w; sm22 4 o+ (w5 + 0t 4 —wisin?f — o) f; =0 27

reduzieren. Ihre Determinante liefert die Frequenzgleichung

wf - (o (sin? f — ) + aifeost f — A) — wy — 0d) + 0f (cost f — 4) (sint f — 1) —

9 . in 2 §\2
~ w0 (sin? f — A) — wdy @ (cos* B — A) + wly w3y — wf (S‘“2 i ) =0, (28)
. . . sin 2 \2
aus welcher sich bemerkenswerterweise wi cos®fsin?f gegen den Koppelterm — w? (- 3

heraustilgt. Man kann also keine konsistente Nihernng durchfithren, in welcher dieser fiir die
. Theorie listige Koppelterm fiir sich allein gestrichen wird [2]. Offenbar gibt es andere Terme
gleicher Grofenordnung und man kann also lediglich alle Fliehkraftdivergenzen in ihrer Gesamtheit
vernachlissigen, wie dies Biezeno und Grammel [1] tun. Man vernachlissigt dann alle Flichkraft-
anteile, die nicht genau in die undeformierte Stablingsachse fallen (Abb. 1). Aus (28) erhilt man
mit ; und w, Naherungen fiir die jeweils tiefste Biegeeigenfrequenz in den heiden Hauptachsen-
Richtungen 1 und 2:

20ip = ol + o +of @4 —1) F (0l — 0d) +of +20icos2B (@} —od). (29)
Hierin ist der Summand w§ (2 4 — 1) stets positiv, da sich in (30) 4 > 1 erweisen wird. Der Radi-
kand in (29) kann fiir kein o, negativ werden und null nur fiir die Schiefstellangswinkel B = 0und
f = 90°, die beide fiir die Technik uninteressant sind. Nach (29) ist fiir die Zahlenwerte von w,
und w, durchaus wesentlich, ob w3, < w}, oder w3, > 3, ist, wenn f 7% 45° ist. Dies ist anschaulich
verstindlich, da fiir den Angriff der Fliehkrifte entscheidend ist, ob sich der Schaufelquerschnitt
wesentlich in Richtung der Drehachse oder senkrecht dazu in der Scheibenebene erstreckt (Abb. 3).
Die Formel (29) findet man wohl nicht in der Theorie der Schaufelschwingungen. Man kann jedoch
diese Frequenzen schon aus einer Theorie von Maier [4] iiber spannungslos verwundene Stibe
(z. B. Propellerblitter) entnehmen, wenn man in dieser Theorie eine Reihe von Spezialisierungen
und Umrechnungen vornimmt. Diese Versffentlichung hat wegen ihrer andersartigen Ziclsetzung
offenbar fitr Schaufelschwingungen keine Beachtung gefunden. Sie geht, wie iiblich, synthetisch
anschaulich und ohne Begriindung unmittelbar von den Niherungsgleichen (15) und (16) aus.

Die beiden durch (29) gegebenen Biegeeigenkreisfrequenzen o, und w, hingen wesentlich von
der Rotordrehgeschwindigkeit w, ab. Fiir das Studium dieser Abhangigkeit sind zwei Grenzfalle
interessant. Krstens findet man unmittelbar fiir die nicht-rotierende Schaufel (w, = 0) die durch (24)
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erklirten Naherungswerte ; = ;o und @, = wy,. Wenn zweitens die Drehgeschwindigkeit w, sehr
groBl gegen die beiden Eigenfrequenzen w;, wird (wg > w9, i =1, 2), so findet man fiir diesen
anderen Grenzfall

e
wlzwo]/A —1 +0(~w—2),
il
und
’ - oy
6()2=CU0VA —}-O(F),
R ¢
worin /A gemiB (25) eine Mitteilung iiber die Fliehkraft enthilt. Fiir jede brauchbare Niherung

muB ersichtlich 4 > 1 sein. Offenbar ist im Falle sehr hoher Drehgeschwindigkeit die Biegesteife
der Schaufel gegeniiber der Rotationssteife der Schaufel zu vernachlissigen und mit

T e =aYd—1, (30)
Wz, =wo |4 (31)

hat man dann die niherungsweise berechneten tiefsten Eigenkreisfrequenzen einer rotierenden
biegeschlaffen Schaufel vor sich, die allerdings nur rein theoretisches Interesse hat. Denn eine solche
biegeschlaffe Schaufel hitte nur als rotierendes Seil ohne Biegesteife physikalische Realitiit. Doch
sind die Eigenfrequenzen (30) und (31) nicht mit den Randbedingungen eines solchen Seiles, sondern
mit (17) und (18) fiir einen eingespannten Stab berechnet worden, so daf} also (30) und (31) nicht die
Eigenkreisfrequenzen eines rotierenden Seiles sind. Die Eigenfrequenzen eines Seiles lassen sich
streng berechnen [6] und sind auch in (30) und (31) enthalten, wenn man (25) mit genau den Eigen-
schwingungsformen des Seiles auswertet. Die biegeschlaffe rotierende Schaufel ist in der Theorie
der Schaufelschwingungen zur Abschitzung des Fliehkrafteinflusses herangezogen worden und
daher eingehend untersucht [1, S. 147]. Hierbei hat man jedoch nur die hohere Frequenz (31)
gefunden und nicht bemerkt, daB es zweimal unendlich viele Eigenfrequenzen gibt. Die Frequenz
(30) kann nicht gefunden werden, wenn in (13) und (14) die Fliehkraftkopplung vernachlissigt
wird. Zu (30) und (31) gehéren zwei verschiedene, zueinander senkrechte Hauptschwingungsrich-
tungen, wie im Folgenden gezeigt werden soll.

v
veosf
z
wcos §
B
v sin
s : { .
y L — | er n “
Abb. 6. Die Hauptkoordinate y der biegeschlaffen Abb. 7. Die Hauptkoordinate z der biegeschlaffen
Schaufel. Schaufel.

Multipliziert man (13) mit sin 8, (14) mit cos § und addiert beide Gleichungen, so erhilt man
fiir die neue abhiingige Verinderliche (Abb. 6)

y(x, 1) = vsinf - wcos B

—p¥ + i (L*y,),=0.
Sie ist wohlbekannt [1, S. 147; 5] und fithrt nach einer Naherungsrechnung wie in Abschnitt 5

mit den Randbedingungen (17) und (18) auf den Wert ws,, von (31). Man erhilt also nur die héhere
der méoglichen beiden tiefsten Eigenfrequenzen (30) und (31). Man kann jedoch fiir

die Schwingungseinzelgleichung

Z(x,t) =vecosff —wsinf

ganz entsprechend eine weitere linear unabhingige Schwingungseinzelgleichung aus (13) und (14)

herleiten (Abb. 7). Man erhilt dann
CuE A pads b (L), =0
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und daraus niherungsweise die tiefere. Frequenz wi,, von (30). Die beiden Grundfrequenzen
gehoren offenbar zu zwei aufeinander senkrecht stehenden Eigenschwingungen, und zwar die tiefere
zur Querschwingung z senkrecht zur Drehachse (Abb. 8). In diesem Falle hat die Fliehkraft offenbar
eine Komponente, die der Rotationssteife der biegeschlaffen Schaufel erweichend entgegenwirkt
und so die Eigenfrequenz herabsetzt. Die Querschwingung y der Drehachse (Abb. 9) hat eine solche

@) y
Abb. 8. Die Hauptschwingungsrichtung y der Abb. 9. Die Hauptschwingungsrichtung z der
biegeschlaffen Schaufel. biegeschlaffen Schaufel.

Fliehkraftkomponente nicht und gehdrt daher zu der bekannten héheren Eigenfrequenz. Damit
sind die beiden Grenzfille verschwindender und sehr hoher Drehzahl ausreichend diskutiert und die
beiden Eigenfrequenzen sollen fiir eine ausgefiihrte Schaufel auch zahlenmiBig berechnet werden.

6. Ein Zahlenbeispiel. Fiir eine Dampfturbinenschaufel wurden zum Zwecke des Vergleichs die
tiefsten Eigenfrequenzen in den beiden Hauptachsenrichtungen auf dreierlei Weise niherungsweise
numerisch berechnet. In allen drei Fillen wurde mit dem gleichen, alle Randbedingungen erfiillen-
den Eingliedansatz V;(x) = 6 x2 — 4 43 4 x* fiir die Biegeschwingungsform gearbeitet und die
Anderungen der Massenbelegung und der beiden Hauptbiegesteifen in der gleichen Weise als lineare
Anderungen von SchaufelfuB bis zur Schaufelspitze beriicksichtigt. Fiir eine Schaufel einer Nieder-
druckstufe mit vernachlissigbarer Verwindung (8 = konst.) wurden folgende Konstruktionsdaten
in die Rechnung aufgenommen (Abb. 10): Schaufellinge ! = 50,3 cm, Abstand der Einspannung
von der Drehachse: 7, = 70,0 ¢cm, Schiefstellungswinkel der Hauptachse 2 gegen die Scheibenebene:
B = 317° 40’, Massenbelegung je Lingeneinheit y = 46,32 - 1073 bis 15,09 . 1073 kg cm ™, Flichen-
trigheitsmomente: J; = 1,154 bis 0,109 cm?, J, = 13,75 bis 5,45 cm%, Elastizititsmodul E =
=2,1-100kp cm™2.

Zuniichst wurden die Eigenfrequenzen ohne Vernachlissigung nach (29) berechnet!. Fiir den
stillstehenden Rotor ergab sich:

w9 = 429,5 sec™?, d. h. 68,3 Hz ,

Weg = 1525,8 sec™®, d. h. 242,8 Hz .

Die Abhiangigkeit von der Drehgeschwindigkeit w, ist die bekannte parabelfsrmig anwachsende
und in Abb. 10 eingetragene. Zur Verdeutlichung dieser Abhingigkeit und fiir den beabsichtigten
Vergleich, wurde die Rechnung auch fiir héhere als technisch sinnvolle Werte w, ausgefithrt. Die
Zahlenrechnung wurde zweitens auch fiir insgesamt konsequent vernachlissigte Fliehkraftdiver-
genzen ausgefiihrt [1]." In diesem Falle sind die Eigenfrequenzen einfach durch

h ] = o} + o) 4 (i=1,2) (32)
gegeben, wenn }, < w3, ist, Wenn hingegen anders w2, > w3, ist, dannhat man ®? und ©? gegen-~
einander auszutauschen, da @, die tiefere der beiden Frequenzen bezeichnen soll. Die Formeln (32)
erhalt man aus (26) und (27), indem man dort von allen von der Divergenz des Fliechkraftfeldes
herrithrenden Termen absieht, wozu man nur die Summanden mit cos f oder sin 8 zu streichen hat,
In (32) ist der Zahlenfaktor A durch (25) erklirt und auf Grund von (30) ist stets 4 > 1. Die in
Abb. 10 eingetragenen Zahlenwerte (32) liegen grundsitalich iiber den mit (29) berechneten, wie

man allgemein zeigen kann und wie fiir w, — oo sofort durch Entwicklung nach w72 folgt. Es gilt
nimlich ‘

fiir w?, < wi,: o — 0! =l + 0(1),

% — 02 = (why — ) cos? f -+ O(wp?)
und fir o}, <<wj: 0} — o0l =]+ 0Q1),

B — o = (@}, — o) sin f 1 O(wy?) .

! Fiir die numerische Rechnung ist der Verfasser Herrn H. 4. Miiller, Karlsruhe, zu Dank verpflichtet.
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Wenn man drittens die Eigenfrequenzen so berechnet, daBl man nur die Fliehkraftkopplung ver-
nachlissigt [2], dann hat man in (26) und in (27) die Koppelterme zu streichen und erhilt so

@ = wjy + 0 (4 — cos?ff), (33)
@ =wl +oi(d —sin?f). (34)
Wenn wf, < w}, ist, wird (33) im allgemeinen die tiefere der beiden Frequenzen (33), (34) liefern.
Dies ist fiir beliebig anwachsende Drehgeschwindigkeiten o, jedoch nicht gesichert, da fiir
(4 — cos? B) > (4 — sin? f) auch w} > w] eintreten kann. Man kann mit (33) und (34) also zu

groBe oder zu kleine Niherungswerte erhalten. Die fiir das spezielle Zahlenbeispiel berechneten und
ebenfalls in Abb. 10 eingetragenen Werte liefern offenbar sehr gute Niherungswerte.
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Abb. 10. Die Eigenfrequenzen o, und w, einer Niedexdruckschaufel nach (29): —, ohne Fliehkrafidivergenz-
terme [1]: —— —, ohne Fliehkraftkopplung [2]): —-—-— .

Aus den in Abb. 10 aufgetragenen Kurven entnimmt man fiir das Zahlenbeispiel, daB fiir die
Drehzahlen des Turbinenbaues alle genannten Formeln zu technisch brauchbaren Zahlenwerten
fiithren, Bei den im Strahltriebwerkbau méglichen sehr hohen Drehzahlen sollten die Eigenfrequen-
zen jedoch unter genauer Beriicksichtigung der Fliehkrifte nach (29) berechnet- werden. Die
Niherungen (33) und (34) fithrten fiir die untersuchte Schaufel zu praktisch vernachlissigbaren
Fehlern. Allerdings wurden nur die jeweils tiefsten Eigenfrequenzen untersucht und es ist zu ver-
muten, daf sich fiir die hsheren Eigenfrequenzen profiere Fehler ergeben, wenn die Fliehkrifte nur
unvollstindig berticksichtigt werden.
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