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Gekoppelte Biegeschwingungen yon Laufsehaufeln 
im Fliehkraftfeld* 
Von F. Weidenhammer 

Ubersicht: Bei der Berechnung der Biegeeigenfrequenzen yon Laufschaufeln im Fliehkraftfeld rechnet man 
iiblicherweise mit Vernachl/issigungen hinsichtlich der Fiihrungsbeschleunigung, da diese zu einer rechen- 
technisch unbequemen Kopplung der beiden Biegehauptschwingungen fiihrt. Da nicht sicher ist, ob diese und 
weitere Vernachl/issigungen auch noch bei hSheren Rotordrehgeschwindigkeiten zul~issig siud, wurden zun/ichst 
die Schwingungsgleichungen elastizit/itstheoretisch vollst/indiger hergeleitet, um die Bedeutung der N/iherungs- 
annahmen zu erkennen. Sodann wurden die tiefsten Eigenfrequenzen unter Beibehaltung der Kopplungen aus 
einem Variationsproblem n/iherungsweise berechnet. 

Summary: In calculating bending vibrations of turbine blades in a centrifugal field certain terms of the 
system acceleration are neglected. This is done usually to avoid couplings in the theory of bending vibrations. 
Because it is not evident whether this and other approximations remain reliable at high speed rotations the 
equations for the vibrations have been deduced more complete. The lowest eigen-frequencies have been calculat- 
ed without neglecting the couplings by means of a variational principle. 

1, Die Fragestellung. Bei der Berechnung yon Eigenfrequenzen der Laufsehaufeln in StrS- 
mungsmaschinen hat man den EinfluB der Fliehkraft zu beriicksichtigen, wenu die Schaufeln sehr 
lang sind und die Drehzahl hoch ist. Da heute bei der Auslegung der Maschinen hohe Drehzahlen 
h~iufiger vorkommen als bisher und andererseits ffir die Aufnahme der Fliehkraft in die Rechnung 
in der Literatur [1, 2] unterschiedliche Formeln angegeben werden, soll die Frage des Fliehkraft- 
einflusses bier erneut aufgegriffen werden. Die Verschiedenheiten der Ans~itze liegen nur in der 
Beriicksichtigung desjenigen Anteils der Fliehkraft der gebogenen Schaufel, der in einer zur Schei- 
benebene parallelen Ebene liegt und also senkrecht zur undeformierten Schaufelachse steht (Abb. 1). 

Abb. 1. Die gebogene Schaufel mit Fliehkraftbelastung. 

Dieser Anteil ist wesentlich kleiner als der in allen Theorien gleichermaBen erfagte Hauptanteil, der 
parallel zur undeformierten Schaufelachse gerichtet ist. Er hat jedoch die in der Rechnung unbe- 
queme Konsequenz der Koppelung der Biegeschwingungen in den beiden Hauptachsenrichtungem 
Wegen dieser Fliehkraftkopplung der Biegeschwingungen kann auch der Rayleighsche Quotient 
nicht zur n/iherungsweisen Eigenfrequenzberechnung herangezogen werden, wenn man die Flieh- 
kraft vollst/indig beriicksichtigt. AuBerdem besteht das Energieintegral bier nicht, das man iib- 
Iicherweise zur Rechtfertigung der Anwendung dieser ~/iherungsmethod e heranzieht. Denn das 
System ist nicht konservativ, da die vorausgesetzte streng konstante Drehzahl bei schwingendeu 
Schaufeln nur dutch ein yon diesen Schwingungen und der Drehzahl abh/ingiges, ver~inderliches 
Antriebsmoment gesichert werden kSnnte. 

Im folgenden sollen daher die Bewegungsgleichungen fiir eine station~ir rotierende Schaufel ohne 
Verwindung mit den Annahmen der technischen Biegelehre hergeleitet werden. Hinsichtlich der 
kinetischen Terme sollen hierbei zun~ichst keinerlei Yernachl~issigungen zugelassen werden. Sodann 
soil der EinfluB der umstrittenen Fliehkraftkopplung auf die Biegefrec~uenzen diskutiert werden. 

2. Die Bewegungsgleiehungen. Die Schaufel werde als ein gerader Stab im Sinne der technischen 
Biegelehre angesehen. Seine fiir die Biegung maggebenden Haupttr~igheitsachsen k6nnen ver/inder- 

* Iterrn E. Matler zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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lich sein, sie sollen jedoch in jedemQuerschnit t  die gleiche Richtung haben, so dab die Schaufel unver- 
wunden ist. Zur Beschreibung der Lage eines Massenelementes des Stabes werden drei k6rperfeste 
rechtwinklige Achsen so eingefiihrt, dab die undeformierte Stabliingsachse mit den Fliichenschwer- 
punkten zur x-Achse wird (Einheitsvektor i) und die beiden Haupttriigheitsachsen die y und die 
z-Achse (Einheitsvektoren: j~ k) bilden (Abb. 2). Die zugeh6rigen zeit- und ortsabh~ngigen Ver- 
schiebungen sind u, v, w, yon denen besonders die Biegungen v und w interessieren. Die Lage eines 
Stabelementes ft dx (tt(x) veriinderliche Masse je Liingeneinheit) wird also spezidl dnrch 

r =(to + x  + ~ ) i + v j  + w k  (1) 
beschrieben, solange der Rotor  mit dem Nabenradius r o stillsteht und eine Achse mit  der Rotorachse 
zusammenffillt. Um (1) durch zwei einfache Drehungen in eine allgemeine Lage zu fiberfiihren, 

y 

dx 

~ =o :e ~ x='I 

Abb. 2. Die Verschiebung eines SchaufeImasseneleme~tes # Ax. 

werde die j-Achse zur raumfesten Drehachse gewfihlt und um diese mit dem Winkel ~ ~--- co o t 
(co o ~ konst. Rotordrehgeschwindigkei t )gedreht  (Abb. 3). Dann gilt fiir die einspaltige Matrix 
der raumfesten Einheitsvektoren vor der Drehung 

. /  
/ 

/ "  i. 

/" 

Abb. 3. Die Rotordrehung ~ = (% t. 

/ 
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Abb. 4. Die Verdrehung der Sehatffel gemessen 
dutch die Drehung ~o. 

und die neuen Einheitsvektoren naeh tier Drehung t '  die Transformation 

t" = M l t ,  
worin M 1 die Matrix 

M I =  1 
ksin ~0 0 cos ~_! 

bezeichnet." Dreht  man nun noch um die neue i '-Achse u m  den Winkel fl0 = k0nst., so hat  das 
Hauptachsenkreuz eine aUgemeine Lage erreicht (Abb. 4). Diese Drehung beschreibt 

t"  = M ~ t "  
mit [i 0 01 

M ~ =  cos& sin& , 
-sint~o cos&J 
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so dab dutch t" = M 2 M  1 t die kfirperfesten Einheitsvektoren in allgemeiner Lage (t") an die 
raumfesten Achsen (t) mit der j-Achse als Drehachse angeschlossen sind. Man erh~ilt mit der auch 
anschaulich herleitbaren Matrix: 

F cos ~o 0 --sin~o 

M2FI 1 = / s i n  ~0 sinfio eosflo cos~p sinfio J Lsin ~ cos 8o - -s in  8o cos ~ cos 8o 

die Transformation der Einheitsvektoren. Damit kann der Vektor (1) in allgemeiner Lage gegen 
die raumfesten Achsen beschrieben werden. Man findet 

= ((ro + x + u) cos ~ + v sin ~ sin 8o + w sin ~ cos ~o) i + (v eos ~o - -  w sin ~o) J + 

q- (--(r o -~ x ~- u) sin~v q- v cos ~ sinSo -[- w cos ~v cosSo ) k ,  (2) 

wenn man den neuen Vektor r "  wieder mit r bezelchnet. 
Zur Herleitung tier Bewegungsgleichungen ffir die Schaufel empfiehlt sich der Weg fiber das 

Prinzip yon Hamilton, da (2) sehr komplizierte Kopplungen in den Tragheitsgliedern erwarten last. 
Um also die yon diesem Prinzip verlangten Variationen 

t l  

f (T -- V,) dt = 0 (3) 
t o 

ffir eine Schaufel der L~inge 1 bilden zu kfinnen, soil zun/ichst die kinetiscbe Energie der Schaufel 
l 

T = f  ~ v 2 d x  (4) 

0 

berechnet werden. Zu dem Zweck muB aus (2) durch Differentiation nach der Zeit zun/ichst die 
Absolutgeschwindigkeit v berechnet werden und diese dann in (4) eingetragen werden. Man erh~ilt 
nach elementarer, jedoch 1/ingerer, bier nicht wiedergegebener Rechnung schlie$1ich: 

l 

l j "  
T = ~ -  t t{( r  o + x + u )  2co F + h  3 + ~ 2 + ~ 2 + ( o o w c o s 8 0 + o ~ o v s i n / ~ o )  9'-- 

0 

- -  2 (r o + x + u) co o (/~ sin 8o + / v  cos 80) + 2 h co o (v sin 8o + w cos 80)} dx, 
worin Punkte partielle Zeitableitungen bezeichnen. Das ffir (3) noch benftigte elastische Potential 
besteht aus Debnungs- und Biegeenergie und 1/igt sich leicht angeben, d a v  und w Ausbiegungen 
in den Hauptrichtungen sind. Mit der Dehnsteife E F(x), den Hauptbiegesteifen E J~(x) und 
E J2(x) erh~ilt man 

l l 1 

x (a) 
0 0 0 

worin tiefgestellte Indizes x partielle Ableitungen nach der Ortskoordinate bezeichnen. In (5) 
riihren die letzten beiden Summanden yon der Biegnng her und diese Energieanteile sind der ver- 
wendeten Hauptachsen wegen voneinander unabh/ingig. Der erste Summand erfaBt die Dehn- 
energie und muB die L~ingsdehnung bekanntlich nicht-linear enthalten, wenn man die Kopplungen 
zwischen L~ings- und Querbewegungen erfassen will [3]. Und genau dies ist die Aufgabe, wenn man 
den Einflul] der Langstr~igheit (der Fliehkraft) auf die Querschwingungen (die Biegeschwingungen) 
erfassen will. Man hat also ein nicht-lineares Schwingungsproblem zu erwarten, das sich jedoch in 
technischer Naherung linear behandeln l~il]t, wie sich ergeben wird. 

Die in (3) verlangten Variationen fiihren mit (4) und (5) nach einiger Rechnung anf die Bewe- 
gungsgleichungen 

- - # ~ + / z ~ ( r  o + x + u ) - 2 / z c o  o 6 s i n S o - 2 / z c o  o/vcosSo-~ E F  u x + ~ - @  = 0 ,  (6) 
/ _ I X  

-- /z  ~ q- # co~ sin 8o cos 8o w -]-/z (o~ si ns/3o v + 2 # co o h sin 8o ~- 

- -  ,u/b + # co~ cos 2 8o w ~-/z ~o~ sin 8o cos 8o v q- 2 # co o t~ cos 8o ~- 

20* 



284 F.Weidenhammer: Gekoppelte Biegeschwingungen yon Laufschaufeln im Fliehkraftfeld Ing~.ie.~-A~hi~ 

Hierzu kommen die Randbedingungen der einseitig fest eingespannten und am anderen Ende freien 
Schaufel. Man findet fiir 

x=-O : u = O ,  x = l  : E F  u,~ + = 0 ,  (6,1) 

x = O  �9 v = v , ~ = O ,  x = l  : vx,~=v~,~,~=O , (7,1) 

x = 0  : w = w ~ = 0 ,  x = l  : w ~ = w ~ = 0 .  (8,1) 

Die Schwingungsgleichungen (6), (7) und (8) bilden ein kompliziertes gekoppeltes nichtlineares 
System yon partiellen Differentialgleichungen mit geometrischen und nichtlinearen dynamischen 
Randbedingungen. Sie sind inhomogen in der Liingsverschiebung u, da in Liingsrichtung die Flieh- 
kraft eingeht. Die Triigheitsterme lassen sich leicht mit Hilfe der Methoden der Relativmechanik 
anschaulich deuten. Die yon e) 0 freien Terme beschreiben die Relativbeschleunigung, die Terme 
mit 2 co o die Coriol isbescMeunigung,  w/ihrend die Terme mit o~ die Fiihrungsbeschleunigung er- 
fassen. Es entsteht so eine sehr verwickelte, jedoch lineare Kopplung aller Gleichungen mitein- 
ander. Hingegen sind die Gleichungen in den elastischen Termen auf Grund der Rechnung in 
Hauptachsen so weitgehend entkoppelt, dab sie bei Linearisierung iiberhaupt keine elastischen 
Kopplungen mehr enthalten. Die Biegeschwingungen aus den vollstiindigen Gleichungen (6), (7) 
und (8) zu berechnen, hat wohl keine Aussicht auf Erfolg. Eine solche strenge Rechnung diirfte 
jedoch bei technischen Fragestellungen auch nicht erforderlich sein. 

3. Die Fliehkraftn~iherung. Um zu Niiherungsgleichungen fiir die Biegeschwingungen zu ge- 
langen, wird zuniichst die Stabliingskraft 

E F e = E F  u , ~ + T  + 

aus (6) in der Form 
(E F e)~ -= -- # ~o~ (r o + x) (9) 

vereinfacht berechnet, wenn rechtsseitig u(x, t) wegen lu[ <~, r0 -{- x gestrichen wird. Welter wurden 
in (9) etwaige Liingsschwingungen und der EinfluB der Biegeschwingungen infolge der Kopplung 
durch die Coriol isbescMeunigungsantei le  vernachliissigt. Dies diirfte eine sinnvolle Naherung sein, 
wie man aus einem Vergleich der Gr(il~enordnungen dieser Terme erkennt. Verwendet man fiir eine 
solche Absch/itzung die isochronen Ansiitze 

u(x, t) = U(x) cos co t ,  (10) 

v(x, t) = V(x)  cos ~o t ,  w(x,  t) = IV(x) cos co t ,  (11) 

so sind auf der rechten Seite yon (9) offenbar die Betr/ige yon 

# ~  U ,  #r U ,  2ju o~0(~ Vsinfl0, 2#co0co Wcosfio 

gegeniiber dem eigentlichen Fliehkraftterm vernachliissigt worden und dies diirfte wegen der 
Kleinheit der Schwingungsamplituden U, V, IF zuliissig sein. Man kann dann naherungsweise 
fiir u(x, t) einen stationiiren Zustand voraussetzen, so dab u(x, t) yon der Zeit unabhangig wi rd .  
Aus (9) erhiilt man dutch Integration 

x 

E F ~(x) = --  ~ f /~  (r0 + Xl) dxl + C ,  
0 

worin sich die Integrationskonstante C aus der Randbedingung fiir das freie Stabende bestimmt. 
Offenbar muB 

l 

E Fe(1) = - -  o9~ f ~ t  (r o -~ xa) dx  x + C = 0 
0 

sein, so dab damit die Stabliingskraft zu 
l 

E F e ( x )  =. L(x)  = co2 o f #  (r o -[- xl) dx 1 (12) 
x 

bestimmt ist. 
Aus den Gleichungen (7) und (8) fiillt im Rahmen der vorstehend begriindeten Naherung jeweils 

nut noch der Kopplungsterm heraus, der yon der Coriol isbeschleunigung herrlihrt und der h ~ 0 
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enthalt .  So wird aus (7) und (8) ein System yon zwei gekoppelten Biegeschwingungsgleichungen, 
in denen allerdings die L~tngsverschiebung u nicht mehr  vo rkommt :  

- s ~ + s ~ eos~ ~0 ~ + s ~ sin ~0 eos ~0 v + (L w.).  - -  (E J2 ~ . ~ ) ~  = 0 .  

Diese Gleichnngen werden identisch mit  den auf andere Weise anschaulich hergeleiteten Gleichungen 
yon Biezeno und Grammel [1], wenn man  die Yerdrehung der Schaufel nicht mi t  dem Winkel/~0 
gegen die Drehachse, sondern, wie  im St r fmungsmaschinenbau fiblich, mi t  dem Schiefstellungs- 
winkel fl gegen die Scheibenebene miBt. In  Abb. 5 ist die Schaufel in ether allgemeinen Lage ge- 
zeichnet, in der beide Winkel positiv sind. Es gilt dann 

/ 

\/" ..'r I\ " -  

Abb. 5. Die Biegehauptachsen der Schaufel in allgemeiner Lage. 

und wegen sin ~o = cos fi, cos flo = - -  sin ~ erh~lt man 

- -  ~t ~ - -  ~ co~ sin/~ cog/~ w d- # w~ cos ~/~ v d- (L v,}, - -  (E -/1 v~,),, = 0 ,  (13) 

- -  # / b  d- # w~ sin s fl w - -  # coy si n fi cog fi v d- (L w,), - -  (E 32 w**)** = 0 .  (14) 

Die yon der Ffihrungsbeschleunigung herriihrenden Kopplungen mit  coy kann man  in (13) 
und (14) im Rahmen  einer in sich konsistenten Theorie nicht vernachl~tssigen. Eine sogenannte 
schwache Kopplung gibt  es bier nicht. Es kann jedoch im Rahmen  technischer Berechnungen 
zul~issig sein, die mi t  o~ behafte ten vier Terme in ihrer Gesamtheit  zu vernachl~ssigen, so dab dann 
die Gleichnngen sehr vereinfacht  und entkoppelt  werden [i]. In  der nachfolgenden Berechnung 
der Biegungsfrequenzen sollen diese Terme jedoch voltst~indig beibehalten werden. Mit den An- 
satzen (11) erh/ilt man  die zeitfreien gewfhnlichen Differentialgleichungen 

# co 2 V --  # co2o ~ W -4- # o~ cos ~ fl V ~- (L V') '  - -  (E J1 V")"  -= 0 ,  (15) 

# o~ 2 W @ # ,oF sin S/~ W --  # coy ~ V ~- (L IV')' - -  (E J2 W")"  = 0 ,  (16) 

in denen Akzente Ableitungen nach der Ortskoordinate x bedeuten. Zu (15), (16) kommen  die 
Randbedingungen 

V =  V ' = W =  W ' = 0  ftir x = 0  (17) 
und 

V"  = V '"  = W" = IF" '  = 0 fiir x = 1, (18) 

so dab mit  der in (15) und (16) enthaltenen unbekannten Eigenfrequenz c9 ein Eigenwertproblem 
vorliegt. 

4. Die n/iherungsweise Bereelmung der Eigenfretluenzen. Da  alas System (15), (16) mi t /~ ,  L 
und E J i ,  E J~ nicht-konstante Koeffizienten enth/ilt, ist man zu einer N/iherungsrechnung ge- 
zwungen. Man kann zwar nicht den Rayleighschen Quotienten heranziehen, aber doch der Eigen- 
wertaufgabe ein isoperimetrisches Variat ionsproblem 

8 I  = 8 ([1 d- co s/2) = 0 (19) 
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mit dem Eigenwert co 2 zuordnen. Die Gleichungen (15) bis (18) k~nnen namlich als die notwendigen 
Bedingungen dafiir aufgefaBt werden, I 1 einen station~ren Weft unter der Bedingung I~. = konst. 
zu erteilen. In (19) ist I x dureh 

! ! 1 
V 2 WZ " 

f t~ T dx --  ~o~ ~ --  
0 g O 

l l 1 l 

f f f --co~ L* z d x  V'~ --  co o~ L*- -~-dx  --  E J x - ~ - d x  --  E J ~ - d x  

0 0 0 0 

mit 

gegeben, wahrend fiir 

1 

L*(x) = f lz (r o + x~) dx t (20) 
x 

I 1 

I 2-~ ~ y d x  ~- ~ - ~ - d x  

0 0 

zu nehmen ist. Man kann noch I S leicht anschaulich als bezogene kinetische Energie die Biege- 
schwingungen deuten, jedoch ist eine entsprechende energetische Deutung fiir I x nicht sinnvoll. 
Die GrfBe I x enthMt zwar das elastische Potential der Biegung, jedoch auch zahlreiche Terme mit coB, 
die kinetiscken Ursprungs siIld und dutch eine~ Eliminationsprozefl m~t Yernachl/~ssigungen trier 
eintreten. 

Man iiberzeugt sich im iibrigen leieht durch Ausfiihrung der Variationen davon, dab (15) und (16) 
als die Eulerschen Gleichungen yon (19) aufgefaBt werden kfnnen, t~ber die aus der Theorie der 
Stabbiegeschwingungen hinaus bekannten Terme wird neu lediglich die Variation 

l l 

T d x  = - - [ o . ~ L  * V'0 V]~+o~. (L* V ' ) 'OV dx  

0 0 

verlangt, ttierin versehwindet der l landansdrnek fiir x --- 0 wegen der Einspannung (17) und aueh 
fiir x = l, well gemgg (20) L*(1) ~- 0 ist. Somit verbleiben fiir V und entspreehend fiir IV nur die 
in (15) nnd (16) verlangten Beitr~ge o~(L* V')' nnd co~(L* V/')'. 

Zur n~iherungsweisen Bereehnung der Eigerffreq-uenzen rait Itilfe des Ritzsehen Verfahrens fiihrt 
man bekanntlleh (19) auf eine gew6hnliehe Extremalatffgabe zurfiek. Zu dem Zweek verwendet 
man einen Ansatz mit n endlieh vielen Koordinatenfunktionen gi(x), W~(x), die sgratlieh m6gliehst 
alle Randbedingungen (17) und (18)erfifllen sollen" 

r, r~ 

v(x) = 2; ~ v~(x), w(,0 = Z ~. w~(,4 �9 �9 (21) 
i = 1  i = 1  

Fiir die hierin freien Beiwerte o% fl~ (i = 1, 2 . . . . .  n) erh~ilt man dann als die notwendigen Bedin- 
gungen fiir einen stationgren Wert 

OI _ 0 OI �9 ~a~ ' ~ = 0 ,  (i = 1, 2 . . . . .  n ) .  (22) 

Diese Gleichungen ergeben sich als linear, homogen und in den a~, fi, gekoppelt, wenn ~o~ # 0 
ist. Ihre Determinante muB verschwinden und liefert so eine algebraische Gleichang fiir co ~. Ihre 
Wurzeln sind die N~herungswerte fiir die Biegeeigenfrecluenzen und diese sind fiir den nicht still- 
stehenden Rotor (co~ # 0) in Strenge nur unter Beachtnng der Kopplungen in den beiden Biege- 
hauptrichtungen zu berechnen. Inwieweit dieser bisher wohl nicht beachtete Kopplungseffekt au~h 
zahlenmfiBige Bedeutung ffir technische Rechnungen hat, hangt sehr yon Abmessungen der Schaufel 
und der Drehzahl ab. Um diesen EinfluB formelm/iBig verfolgen zu k6nnen, wird im nachfolgenden 
ein jeweils eingliedriger Ansatz durchgefilhrt. 

5. N~iherungswerte fiir die beiden t iefsten Eigenwerte .  Fiir n -~ 1 in (21) und mit dem jeweils 
gleichen Ansatz V~(x) ~--- Wx(x ) fiir die Grundschwingungen solI 

V : cx I V l ( X )  , g f z  : f l l  ] P l ( X )  ( 2 3 )  
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in (19) eingetragen werden. Man hat  dann nur die folgenden Integrale auszuwerten: 
l l 

0 o 

1 l 

f E J1V~'2 dx = v ~  ", f E J2 V~'~ dx = w*~ * . 
0 0 

Hiermit  lassen sich offenbar die Rayleighschen Quotienten 

(D~o v**, 2 w*i* (24) - -  0 )20  - -  
V l l  V l l  

bilden. Sie sind gem/iB den Ans~itzen (23) als N~iherungen fiir die beiden jeweils tiefsten Eigen- 
frequenzen der nicht-rotierenden Schaufet in den Hauptachsenrichtungen I und 2 anzusehen. Mit 
der weiteren Konstanten 

d -= v*~ (25) 
V l l  

erh~ilt man mit (23) 
1 /~ 2 " __ 

so dab sieh die Gleiehungen (22) hier auf 
2 sin 2/~ ((D~o + (D~ A --  (D~ c0s2/3 --  o~2) 81 + (Do ~ - - f l l  = 0 ,  (26) 

(D~ sm~ fi a~ + (COCo A- co~ A -- (D~ sin~/3 -- co 2)/3~ = 0 (27) 

reduzieren. Ihre Determinante liefert die Frequenzgleiehung 

(D~ + (D~ ( ~  ( s i . . / 3  - A) + (D~(r - ~ )  - (D~0 - ~ o ) +  ~ (eos~/3 - A) (s~n~ ~ - ~ )  - -  

- (D~02 co o~ (sin~/3 _ ~)  _ ~o~o (D2o (cosZ/3 _ A) + (D~o(D2o _ (Do4 ( ~ ) ~  2 sin fl 2 = 0 ,  (28) 

aus weleher sich bemerkenswerterweise ~o~ cos~fl sin~fl gegen den Koppelterm --COo ~ 

heraustilgt. Man kann also keine konsistente N,iherung durchfiihren, in welcher dieser fiir die 
Theorie l~istige Koppel term fiir sich allein gestrichen wird [2]. Offenbar gibt es andere Terme 
gle~eher GrSBenordnung ~nd man kann also led~glieh alle FEehkraftd~vergenzen in i3arer Gesamtheit 
vernachl~issigen, wie dies Biezeno und Grammel [1] tun. Man vernaeM~issigt dann alle Fliehkraft- 
anteile, die nicht genau in die undeformierte Stabl~ingsachse fallen (Abb. 1). Aus (28) erh~tlt man 
mit (D~ und (D~ N/iherungen ffir die jeweils tiefste Biegeeigenfreciuenz in den beiden Hauptachsen- 
Richtungen 1 und 2: 

2 2 _ (D~,~ ~ (D~o + (D~o + co~ (2 A 1) ~ ~((D~o --  (D~0) ~ -f- r + 2 COo ~ cos 2/3 ((D~o ~- (D~o) �9 (29) 

Hierin ist der Summand (D~ (2 A --  1) stets positiv, da sich in (30) A > 1 erweisen wird. Der Radi- 
kand in (29) kann fiir kein (Do negativ werden und null nu t  fiir die SchiefsteUungswinkel/3 = 0 und 
/3 ~- 90 ~ die beide ffir die Technik uninteressant sin& Nach (29) ist ffir die Zablenwerte yon (D~ 
und (D2 durchaus wesentlich, ob (D~o < ~o~o oder (D~o > (D~o ist, wenn/3 =fi 45 ~ ist. Dies ist anschaulich 
verst~indlich, da fiir den Angriff der Fliehkr~ifte entscheidend ist, ob sich der Schaufelciuerschnitt 
wesentlich in Richtung der Drehachse oder senkrecht dazu in der Scheibenebene erstreckt (Abb. 5). 
Die Formel (29) findet man wohl nicht in der Theorie der Sehaufelschwingungen. Man kann jedoch 
diese Frequenzen schon aus einer Theorie yon Maier [4] fiber spannungslos verwundene St~ibe 
(z. B. Propellerbl~itter) entnehmen, wenn man in dieser Theorie eine Reihe yon Spezialisierungen 
und Umrechnungen vornimmt.  Diese Verfiffentlichung hat  wegen ihrer andersartigen Zielsetzung 
offenbar fiir Schaufelsc/~w~ngungen keine Beachtung gefunden. ~ Sie geht, wie fiblich, synt~etisch 
anschaulieh und ohne Beg~indung unmittelbar yon den N~iherungsgleichen (15) und (16) aus. 

Die beiden durch (29) gegebenen Biegeeigenkreisfrequenzen cox und (D~ h~ngen wesentlich yon 
der Rotordrehgeschwindigkeit (Do ab. Fiir das Studium dieser Abh~ingigkeit sind zwei Grenzf~lle 
interessant. Erstens findet man unmittelbar fiir die nicht-rotierende Schaufel ((Do -~ 0) die durch (24) 
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erkl/irten N/ihernngswerte cox = COlo und cos = co20. Wenn zweitens die Drehgeschwindigkeit co o sehr 
grol3 gegen die beiden Eigenfrequenzen col0 wird (coo >> co~0, i = 1, 2), so findet man ffir diesen 
anderen Grenzfall 

co:=coo/:  1 +  \co~/ '  
und 

co, = coo ~ o ~ / '  

worin z] gem~iB (25) eine Mitteilung fiber die Fliehkraft enth/ilt. Fiir jede brauchbare N~iherung 
mug ersichtHch/I > 1 sein. Offenbar ist im Falle sehr hoher Drehgeschwindigkeit die Biegesteife 
der Schaufel gegeniiber der Rotationssteife der Schaufel zu vernachl/issigen und mit 

= coo - 1, (30) 

cos , ,  = coo ( 3 1 )  

hat man dann die n/iherungsweise berechneten tiefsten Eigenkreisfrequenzen einer rotierenden 
biegeschlaffen Schaufel vor sich, die allerdings nut  rein theoretisches Interesse hat. Denn eine solche 
biegeschlaffe Schaufel ll/itte nut  als rotierendes Seil ohne Biegesteife physikalische ReMit/it. Doeh 
sind die Eigenfreqnenzen (30) und (31) nicht mit den Randbedingungen eines solehen Seiles, sondern 
mit (17) und (18) far einen eingespannten Stab berechnet worden, so dag also (30) und (31) nicht die 
Eigenkreisfrequenzen eines rotierenden Seiles sin& Die Eigenfrequenzen eines Seiles lassen sich 
streng berechnen [6] nnd sind auch in (30) und (31) enthalten, wenn man (25) mit genau den Eigen- 
schwingungsformen des Seiles auswertet. Die biegeschlaffe rotierende Schaufel ist in der Theorie 
der Schaufelschwingungen zur Abschatzung des Fliehkrafteinflusses herangezogen worden und 
daher eingehend untersucht [1, S. 147]. Hierbei hat man jedoch nut  die hShere Frequenz (31) 
gefunden und nicht bemerkt, dab es zweimal unendlich viele Eigenfrequenzen gibt. Die Frequenz 
(30) kann nicht gefunden werden, wenn in (13) und (14) die Fliehkraftkopplung vernachl/issigt 
wird. Zu (30) und (31) geh6ren zwei verschiedene, zueinander senkrechte Hauptschwingungsrich- 
tungen, wie im Folgenden gezeigt werden soil 

! ~  / v  sinp/._ 

Abb. 6. Die Hauptkoordinate y der biegeschlaffen 
Schaufel. 

Abb. 7. Die ttauptkoordinate z der biegeschlaffen 
Schaufel. 

Multipliziert man (13) mit sin fl, (14) mit cos/8 und addiert beide Gleichungen, so erhiilt man 
ftir die neue abh/tngige Ver/inderliche (Abb. 6) 

y(~, t) = v sin/8 + w cos/8 
die Sehwingungseinzelgleichung 

- -  # [~ +coco ( L  * y , ) ~  = O . 

Sie ist woMbekannt [1, S. 147; 5] und fiihrt nach einer Naherungsrechnung wie in Abschnitt 5 
mit den Bandbedingungen (17) und (18) auf den Wert co2.s yon (31). Man erhalt also nnr die hi,here 
der msglichen beiden tiefsten Eigenfrequenzen (30) und (31). Man kann jedoch fiir 

z ( x ,  t) = v cos/8 -- w sin 

ganz entsprechend eine weitere linear unabh/ingige Schwingungseinzelgleichung aus (13) und (14) 
herleiten (Abb. 7). Man erh/ilt dann 

- - ~  + ~ coo~ z +co~ (L* z~)~ = 0 



39. Band 1970 F.Weidenhammer: Gekoppelte Biegeschwingungen van Laufschaufeln im Fliehkraftfe!d 289 

nnd daraus nfiherungsweise die t lefere Frequenz ~o:., yon (30). Die beiden Grundfrequenzen 
geh(iren offenbar zu zwei aufeinander senkrecht stehenden Eigenschwingungen, und zwar die tiefere 
zur Querschwingung z senkrecht zur Drehachse (Abb. 8). In  diesem Falle hat  die Fliehkraft  offenbar 
eine Komponente ,  die tier Rotationssteife der biegeschlaffen Schaufel erweichend entgegenwirkt 
und so die Eigenfrequenz herabsetzt .  Die Querschwingung y der Drehachse (Abb. 9) hat  eine solche 

Abb. 8. Die Hauptschwingungsrichtung y der 
biegeschlaffen Schaufel. 

Abb. 9. Die Hauptschwingungsrichtung z der 
biegeschlaffen Schaufel. 

Fl iehkraf tkomponente  nicht und geh~irt daher zu der bekannten h(iheren Eigenfrequenz. Dami t  
sind die beiden Grenzfiille verschwindender und sehr hoher Drehzahl ausreichend diskutiert  und di~ 
beiden Eigenfrequenzen sollen fiir eine ausgefiihrte Schaufel auch zahlenmiiBig berechnet werden. 

6. Ein Zahlenbeispiel. Ffir eine Dampfturbinenschaufel  wurden zum Zwecke des Vergleichs die 
tiefsten Eigenfrequenzen in den beiden Hauptachsenrichtungen auf dreierlei Weise niiherungsweise 
numerisch berechnet.  In  allen drei Fiillen wurde mit  dem gleichen, alle Randbedingungen erfiillen- 
den Eingliedansatz V:(x)----6 x ~ -  4 x 3 +  x 4 fiir die Biegeschwingungsform gearbeitet  und die 
Xnderungen der Massenbelegung und der beiden Hauptbiegesteifen in der gleichen Weise als lineare 
)~nderungen ~on SchaufelfuB bis zur Schaufelspitze beriicksichtigt. Fiir eine Schaufel einer Nieder- 
druckstufe mit  vernachl~issigbarer Verwindung (/5 = konst.) wurden folgende Konstrukt ionsdaten 
in die Rechnung aufgenommen (Abb. 10): Schaufelliinge l = 50,3 cm, Abstand der Einspannung 
yon der Drehachse: r o = 70,0 cm, Schiefstellungswinkel der Hauptachse  2 gegen die Scheibenebene: 
fi = 37 ~ 40',  Massenbelegung je Liingeneinheit # = 46,32 �9 10 -a his 15,09 �9 10-3 kg cm- : ,  Fliichen- 
tr~igheitsmomente: J :----1,154 bis 0,109 cm ~, if2 = 13,75 bis 5,45 cm 4, Elastizitiitsmodul E = 
= 2,1 �9 108 kp cm -2. 

Zuniichst wurden die Eigenfrequenzen ohne Vernachliissigung nach (29) berechnet:.  Fiir den 
stillstehenden Rotor  ergab sich: 

ml0 = 429,5 sec -1, d .h .  68,3 H z ,  

~%o = 1525,8 sec -1, d .h .  242,8 H z .  

Die Abhiingigkeit yon der Drehgeschwindigkeit r o ist die bekannte  parabelffirmig anwachsende 
und in Abb. 10 eingetragene. Zur Verdeutlichung dieser Abhiingigkeit und ffir den beabsichtigten 
Vergleich, wurde  die Rechnung auch fiir hiihere als technisch sinnvolle Werte  ~o o ausgefiihrt. Die 
ZaMenrechnung wurde zweitens auch fiir insgesamt konsequent  vernachliissigte Fliehkraftdiver- 
genzen ausgefiihrt [1]. I n  diesem Falle sind die Eigenfrequenzen einfach durch 

= ~O~o + ~9~ Zl (i = 1, 2) ~(32) 

2 2 ist, dann hat  man ~ und --2 gegen- gegeben, wenn O3~o < ~o~0 ist, Wenn hingegen anders ~:0 > o9:o r 
einander auszutauschen, da ~ :  die tiefere der beiden Frequenzen bezeichnen soll. Die Formeln (32) 
erhiilt man  aus (26) und (27), indem man dort  yon allen yon der Divergenz des Fliehkraftfeldes 
herriihrenden Termen absieht, wozu man nut  die Summanden mit  cos fi oder sin fl zu streichen hat. 
In  (32) ist der Zahlenfaktor  A durch (25) erkliirt und auf Grund yon (30) ist stets A > 1. Die in 
Abb. 10 eingetragenen Zahlenwerte (32) liegen grundsiitzlich fiber den mit  (29) berechneten, wie 
man  allgemein zeigen kann und wie ffir ~o ~ ~ sofort dutch Entwicklung nach COo 2 folgt. Es gilt 
niimlich 

fiir ~o~0 <03~0: 

2 2 und fiir o):0 < o):0 : 

1 Fiir die numerische Rechnung 

D~ - -  ~ = ~2o -~ 0 ( 1 ) ,  

@ - ~ = ( ~ o  - ~ o )  c o ~ f i  + O@o~) ,  
- - 2  ~ :  - ~ = ~ + O ( l ) ,  

@ - ~ = ( ~ o  - ~ o )  si .~ ~ + o ( ~ 7 ~ ) .  

ist der Verfasser Herrn H. A. Miiller, Karlsruhe, zu Dank verpflichtet. 
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Wenn man drittens die F, igenfrequenzen so bereehnet, dab man nut  die Fliehkraftkopplung ver- 
naehlassigt [2], dann hat  man in (26) und in (27) die Koppelterme zu streiehen und erhfilt so 

~I = eo~0 + co~ (A - -  cos 2 fl),  (33) 
= 2  cos = m~o -}- m~ (A - -  sin = fl). (34) 

Wenn ~o~0 < w~0 ist, wird (33) im allgemeinen die tiefere der beiden Frequenzen (33), (34) liefern. 
Dies ist fiir beliebig anwachsende Drehgeschwindigkeiten co o jedoch nicht gesichert, da fiir 
(A - -  cos ~'/3) > (A - -  sin =/~) auch eo~ > co~ eintreten kann. Man kann mit  (33) und (34) also zu 
groBe oder zu Heine Ig~iherungswerte erhalten. Die fiir das spezielle Zahlenbeispiel berechneten und 
ebenfalls in Abb. 10 eingetragenen Werte liefern offenbar sehr gute N~iherungswerte. 

gSO0 

gOOO 

/SO0 

1040 

bOO 

Abb. lfi. Die Eigenfrequenzen o~ a land tog einer Niectcrdrueksehaufel naeh (29): -- ,  ohne Fliehkraftclivergenz- 
terme [1]: - - - - - - ,  ohne Fliehkraftkopplung [2]: . . . . .  

Aus den in Abb. 10 aufgetragenen Kurven  entnimmt man fiir das Zahlenbeispiel, da6 fiir die 
Drehzahlen des Turbinenbaues alle genannten Formeln zu teehnisch brauehbaren Zahlenwerten 
fiihren. Bei den ira Strahltriebwerkbau mSgliehen sehr hohen Drehzahlen sollten die Eigenfrequen- 
zen jedoeh unter  genauer Beriiekslehtigung der Fliehkrafte nach (29) bereehnet  werden. Die 
Naherungen (33) und (34) fiihrten fiir die untersuehte Sehaufel zu praktiseh vernachlassigbaren 
leehlern. Allerdings wurden nur  die jeweils tiefsten lg, igenfrequenzen untersucht  u n d e s  ist zu ver- 
tauten, dab sieh fiir die hiSheren Eigenfrequenzen grSBere Fehler ergeben, wenn die Fl iehkr~te  nu t  
unvollstfindig beriieksiehtigt Werden. 
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