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Entropie d'un groupe ab61ien de transformations 

J.P. Conze 

Introduction 

Consid6rons le syst6me dynamique (X, G), form6 d'un espace mesur6 (X, d ,  #), 
p (X)=  1, et d'un groupe G d'automorphismes de cet espace. Dans le cas off G 
est le groupe engendr6 par un automorphisme T, on sait d6finir l 'entropie du 
syst6me (X, G) et appliquer cette notion/L l'6tude de ses propri6t6s stochastiques. 

I1 est naturel de chercher/ t  &endre la th6orie de l'entropie ~t des groupes G 
plus g6n6raux t. Cette situation se pr6sente en particulier en M6canique Sta- 
tistique off certains auteurs ont 6t6 conduits/~ d6finir l'entropie de l'action de ~~ 
pour n > 1 (voir Robinson et Ruelle [3]). 

Darts ce travail, nous donnons, darts le cadre abstrait, une d6finition de 
l'entropie d'un syst6me (X, G), quand G est un groupe ab61ien finiment engendr6 
et nous montrons que l'essentiel de la th6orie de l'entropie peut ~tre 6tendu aux 
syst6mes de ce type. Nous obtenons une ~< formule de Pinsker >>/t partir de laquelle 
peut ~tre d6velopp6e une th6orie des facteurs de Pinsker et des syst6mes d'entropie 
compl6tement positive analogue ~ la th6orie classique en dimension un. 

Nous donnons 6galement des r6sultats sur les partitions g6n6ratrices, sur les 
propri6t6s de m61ange fort, sur la propri6t6 de K-syst6me en dimension n. Enfin, 
une <<formule d'Abramov>> permet d'appliquer la th6orie de l'entropie aux 
groupes ab61iens/l n param6tres r6els. 

1. Notations et rappels 

Les transformations consid6r6es dans toute la suite sont des automorphismes 
d'un espace de Lebesgue fix6 (X, d ,  #). Les r6sultats que nous utiliserons sont 
expos6s dans l'article de Rohlin [4]. Nous nous bornerons ~ faire quelques rappels. 

On d6signe par c~, fl, 7, ~ . . . .  des partitions mesurables de l'espace X, en convenant 
d'identifier deux partitions qui coincident en dehors d'un ensemble de mesure 
nulle. On note e la partition de X en ses points, v la partition de X ayant pour 
seul 616ment X. On note ~ fl la borne sup6rieure de deux partitions ~ et fl, a A fi 
leur borne inf~rieure. S ie  est une partition moins fine que fl, on 6crit e _<_ ft. 

Etant donn6e une partition mesurable c~ de X en 616ments A~, en nombre au 
plus d6nombrable, l 'entropie de e est d6finie par: 

H(a)=  - ~ #(Ai) log#(Ai). 
i 

On note ~e l'ensemble des partitions mesurables d'entropie finie. 

1 Voi r  Kir i l lov  - Uspehi .  Mat .  Na uk ,  v. 22, n ~ 5 (1967). 
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Plus g6n6ralement, s i e  est une partition d6nombrable mesurable de X en 
616ments A~, et si /~ est une partition mesurable quelconque de X, l'entropie 
conditionnelle de ~ par rapport ~t/~ est d6finie par: 

i A i  

og par E ~ 1a, on d6signe l'esp6rance conditionnelle par rapport ~t la tribu engendr6e 
par/? dans X de la fonction caract~ristique de A~. 

Rappelons qu'on a l'6quivalence H ( ~ / / ~ ) = 0 . ~ < B ,  et que H(e/fl) est une 
fonction croissante en e, et d~croissante en/L 

Une distance d est d6finie sur N par la formule 

d (c~, ~) = H(c~/~) + H(~/oO. 

Pour cette distance, l'espace 5f est un espace m6trique complet. 

Rappelons maintenant trois propri6t6s essentielles de l'entropie: 

En particulier, l'entropie conditionnelle est sous-additive: 

V a, f l eN ,  V7, H(e~/7)<H(e/?)+H(~/7).  (1') 

Si {7.} est une suite croissante de partitions et si ? = V 7, est leur borne 
sup6rieure, pour toute partition ~ dans ~ ,  on a: 

lim H(a/?,) = H(a/7). (2) 

De m~me si {7,} est une suite d6croissante de partitions et si ? = A 7. est leur 
borne inf6rieure, pour toute partition c~ dans ~ ,  on a: 

lim H (c~/7.) = H (e/7) . (3) 

Entropie d'un automorphisme. Soit T un automorphisme de (X, s~/, #). Pour 
toute partition ~, on pose: 

n - 1  co oo 

O~nr = V r k ~ ,  aT'= V Z-kc~,  O~T= V Tko~. 
0 1 -oo 

Pour toute partition ~ dans ~ ,  la suite --1 H(c~}.) a une limite, quand n tend 
n 

vers l'infini, not6e h(c~, T). De plus, cette limite s'exprime comme une entropie 
conditionnelle: h (e, T) = H(e/e r). 

La partition e[  constitue un << pass6 ~>, par rapport/t  T, de e. 
Plus g6n6ralement, si 7 est une partition strictement invariante par T, 7"7 = ?, 

l'expression 1 H(e~/?) a une limite, 6gale /t H(~/e r 7), que l'on notera parfois 
h(e, T, 7). n 

L'entropie de l 'automorphisme Test  d4finie par 

h(r)  =sup h(e, r).- 
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La formule suivante, due/L Pinsker, joue un r61e important dans l'&ude de 
l'entropie des automorphismes. Pour tout automorphisme T et toutes partitions 

et fl dans ~ ,  
h (~ fl, T) = h (o~, T) + H(a/a T fiT). (4) 

Si 7 est une partition invariante par T, on a, de mame: 

h(afl, T, ?)=h(a,  T, 7)+ H(a/CtTfi r 7). (5) 

2. Entropie d'un syst~me dynamique (X, G) 
Nous appelons syst6me dynamique la collection form6e de l'espace (X, d ,  #) 

et d'un groupe ab61ien G d'automorphismes de (X, ag, #). Nour notons, pour 
abr6ger, (X, G) ce syst6me. 

Nous nous plagons, pour commencer, clans le cas off G est le groupe engendr6 
par n automorphismes qui commutent de (X, ag,/~) (groupe it n g6n6rateurs). 
Ult6rieurement, nous aborderons le cas d'un groupe ab61ien it n param&res 
d'automorphismes de (X, d ,  #). Pour simplifier les raisonnements et les notations, 
nous traitons le casn = 2. Les r6sultats obtenus restent v6rifi6s pour n quelconque. 

A tout choix d'un syst6me de deux g6n6rateurs T et S de G, correspond un 
homomorphisme de 772 sur G permettant de repr6senter les 616ments de G par les 
points du plan 77 2. Nous fixons ce choix dans la suite, mais en v6rifiant, quand 
cela est n~cessaire, que les r6sultats obtenus n'en d6pendent pas. 

Notations. Soit �9 une partition mesurable. Pour tout sous-ensemble E du plan 
772, notons ~r la partition V T vS k ~. Quand E est fini, notons S(E) le nombre 

(p,k)~E 
de ses 616ments. Dans le cas off E est le plan 772 tout entier, la partition ~E est 

V TPSko~. On la note ~G. Une partition ~ est dite g~n~ratrice pour G si ~ = e .  
(p, k) ~7/2 

Etant donn6e une suite de parall61ogrammes {p,} dans 7/2 nous dirons que 
le module de p, tend vers l'infini si la plus petite de ses dimension tend vers l'infini. 

Lemme 2.1. Soit a une partition dans ~_r Soient p un parall~logramme f ix~ dans 
~2 et {p,} une suite de paralldlogrammes de 7Z 2 dont le module tend vers l'infini. 
Pour tout e>0,  il existe n o tel que pour n>=no, on ait: 

1 H(ap.) < ~--~ H(%) + e. (6) 
S(p.) 

D~monstration. On utilise un pavage de chaque parall61ogramme p~ par des 
translat6s du parall61ogramme p, et on applique la sous-additivit6 de l'entropie, 
relation (1'). 

Th6or6me 2.1. Soit ~ une partition dans ~ .  Si {p,,} est une suite de parall~lo- 
1 

grammes, dont le module tend vers l'infini, la suite ~ H(ao. ) a une limite. Cette 

limite est inddpendante de la suite {p~} consid~r~e. 

D~monstration. Donnons nous deux suites {p,,} et {p',} de parall61ogrammes 
dont les modules tendent vers l'infini. D'apr6s (6), pour tout k fix6, on a: 

1 1 
lim S-~j-.) H ( % , ) _ _ < ~  H(%,k), 
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d'ofi la majoration 1 1 
lim ~ H(ap.) < lira ~ H(%~). 

En 6changeant les r61es de {p,} et de {p',}, on en d6duit l'existence et l'egalit6 
des limites, quand n tend vers l'infini, de 

1 1 

S (p,) 

D~finition. On appelle entropie de a par rapport gt G, et on note h(~, G), la limite 

de ~ H(%.), off {pn} est une suite de parall61ogrammes dont le module tend 

vers l'infini. 
D'apr6s le th6or6me 2.1, la valeur de h(a, G) ne d6pend pas du choix de la suite 

{p,}. Elle ne d6pend pas non plus du choix des g6n6rateurs T et S darts G. 
En effet, supposons qu'il n'existe entre T et S aueune relation de d6pendance 

de la forme T'SP=I,  ct, fl~Z, [al+ Ifl[+0. Alors tout changement de g6n&ateurs 
dans G correspond h u n  automorphisme de 7Z z, qui transforme une suite de 
parall61ogrammes de module tendant vers l'infini, en une suite de parall61ogrammes 
ayant la m6me propri&6. Si, par contre, T et S sont d6pendants, il enest  de m6me 
de tout couple de g6n6rateurs, et il est facile de v&ifier que l'entropie h(a, G) 
associ6e/t tout couple de g6n&ateurs est nulle, dans ce cas. 

Diverses expressions de H (a, G): 

Proposi t ion 1. Pour route partition c~e Lr, la suite 1__ h (a"r , S) converge vers h(~, G). 
n 

Ddmonstration. D'apr6s l'in6galit6 (6) et la d6finition de h(c~, G), pour tout 
rectangle p dans le plan Z 2, on a: 

h ( a , a ) <  1 H(a.).  (7) 
- S ( p )  

En particulier, consid&ons les rectangles P,,k form6s des couples (s, t) v&ifiant 
1 

0 < s < n, 0 < t < k. Quand k tend vers l'infini, n restant fix6, la suite ~ H(ap.,~) 

converge vers 1 h(e~, S). On a done: 

n h (e, G) <- lim i h (e~, S). 
n 

On a, d'autre part, 
1 1 

n 
- -  h (e  r ,  S) <-<_ H(eo. ~), 
n S ( p . , k )  ' 

pour tout k, d'ofl: 
lim I h(a~, S)< h(a, G). 

n 
On a donc bien 

h(a, G)= lim I h(a~, S) (8) 
n n 

et en 6changeant les r61es de Se t  de T: 

h(cr G) = lim ml h(a}, T). (9) 
n n 

Montrons enfin que h (cr G) peut 6tre exprim6e comme une entropie conditionnelle. 
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Th6or~me 2.2. Pour route partition a dans ~, 

h (a, G) = H (a/a s (as)~). (10) 

D~monstration. Utilisons la formule de Pinsker [-4]: 

- - n + l  h(a~r, S)-h(a~r -1, S)=H(T "-~ a I Tn-~ as ~ (a}-~)s) = H(a I as ~ T-~ a.. .  T~ )s)" 

Quand n tend vers l'infini, cette expression tend vers H(a la  s (as)r), d'apr& la 
relation (2). En appliquant le th6or4me des moyennes arithm6tiques et le r6sultat 
pr4c6dent, on a doric: 

h (a, G) = lim 1 h (a~, S) = H(a ]a~- o (as) ~ ). 
n / I  

De m~me, en 6changeant Se t  T: 

h(a, G)-- H(a la  r o (at)s).  (11) 

Remarque 2.1. La partition a s o (~s)r joue le r61e d'un (< pass6)) de a par rapport 
/~ Faction de G. I1 y a plusieurs choix possibles d'un tel pass& l'expression obtenue 
en 6changeant S e t  T par exemple, relation (11), et plus g6n6ralement les expres- 
sions obtenues en changeant de g6n6rateurs darts G (automorphisme de Z2). 
Cette situation se rencontre 6galement quand G est engendr6 par un unique 

co 

automorphisme T, puisque le pass6 habituel, a t ,  et le ((futur)), a ~ =  V Tka, 
constituent deux choix possibles d'un pass6 pour Faction de T. 

I1 sera commode par la suite de fixer le choix du pass6, de mame que nous 
avons fix6 le choix des g6n6rateurs, en prenant pour expression du pass6 a s o (as) r , 
que nous noterons, quand il n'y aura pas d'ambiguit6, a~. 

Propridtds de h(a, G). Nous donnons une s6rie de r6sultats qui 6tendent aux 
syst6mes (X, G) les r6sultats classiques de la th6orie de t'entropie des syst6mes 
dynamiques. 

1. Si ae~f , h(a, G)<=H(a). (12) 

La formule r&ulte de l'in6galit6 (7) appliqu6e h un rectangle p r6duit ~t un point. 

2. Si 
a, f l e ~ ,  h(a fl, G)<=h(o~, G)+h(fl, G). 

C'est une cons6quence de la sous-additivit6 de l'entropie. La fonction h(a, G) 
est donc une fonction croissante en a sur ~e. 

3. Si 
a, f leer ,  [h(a, G)-h(fl, G)l__<d(a, fl). (13) 

En effet, pour tout parall61ogramme p dans le plan Z 2, on a: 

D'ofi: H(ap) - H(flo) = H(flo lap)-  H(% [ ]?o)" 

1 5 S(p) IH(%)-  H(/~P)I < (H(fl~176 

__< H(/~[ a) + H(a [ ]~) = d (a, fl) (d'aprbs la relation (1)). 
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En passant ~t la limite pour une suite de parall61ogrammes de module tendant 
vers l'infini, on obtient (13). 

4. Soit Gp un sous-groupe de G d'indice p. Consid6rons un << domaine fonda- 
mental)) 6p de Gp dans G, contenant l'616ment neutre de G. Etant donn6e une 
partition ct, nous noterons pour simplifier ~P la partition ct~p = V g. ~. On a alors 
la relation: g~p 

h (ct p, Gp) = p h (~, G). (14) 

5. Pour tout automorphisme T dans le groupe G, 

h(a, G)<h(~, T). (15) 

On obtient cette relation en revenant ~ la d6finition de h(e, G), ou en utilisant 
la formule (10). 

6. Si a, f le~,  h(fl, G)<h(e, G)+n(filctG). (16) 

t !  Soient Pn,P',,v,Pp les carr6s dans Z z d6finis respectivement par O<s, t<n, 
-p<s ,  t<p+n, -p<s ,  t<p. D'apr6s la relation (1), on a: 

H(fip.) <= H(flp~ ap~.,) = n(%;.,) + H(flp. [%h..) 

< H(%~,.,) + n z H(fl 1%~;) �9 

D'ofl, en divisant par n z et en faisant tendre n vers l'infini, p restant fix6, 

h (fl, G) < h (~, G) + n (fl I ctp~;). 

Faisons alors tendre p vers l'infini. D'apr6s (2), H(fll~p~;) tend vers h(fll~a). 
L'in6galit6 (16) en r6sulte. 

Remarques 2.2. (a) La relation (16) g6n&alise l'in6galit6 (voir [43). 

~,f le~,  h(fl, T)<h(~, T)+ H(fiIC~T). (17) 

(b) En remplaqant dans (16) fl par a fl, on obtient: 

h (a fl, G) -< h (cq G) + n(fl  I a~). (18) 

(c) Si a est une partition g6n6ratrice pour G, c'est h dire si aa = e, il r6sulte de 
(16) que, pour toute partition fie ~,  h(fl[G)<= h(e, G). 

7. (Formule de Pinsker.) Si 

~,f le~,  h(~fi, G)=h(~, G)+ n(fllfl~ ~) .  (19) 

Cette formule g6n6ralise la formule de Pinsker classique (formule (4)). 
Soit Gp un sous-groupe de G d'indice fini p. D'apr6s (14) et (18), on a: 

h(e fl, G)=1_ h((0~ fl)P, Gp) 
P 

<=l h(~P, Gp)q.-1H(flPl(a)~l~) 

= h (a, G) + 1 H(flv I a~). 
P 
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Choisissons une suite d6croissante de sous-groupes Gp tels que l ' intersection A Gp 
P 

, , 1 
soit r6duite/t  1616ment neutre de G. L e n t r o p i e - -  H(flPlcta) converge vers h(fl, G, ~a) 
=H(fllfl~ ~G). On en d6duit l'in6galit& P 

h(~fl, G)<h(c~, G)+ H(fllfl~ ~ ) .  

Par  ailleurs, s ip  est un rectangle duns 2g 2, on a d'apr6s la relation (1): 

1 1 H 1 
S(p) U(:'#)~=S-~S (~2+S-T~H(#~ 

I i 

En passant /t la limite pour  une suite de rectangles dont  le module  tend vers 
l'infini, on obtient:  

h (c~ fl, G) >= h (o:, G) § H (fl l fl E o:G) . 

8. Si 
ct, f l ~ ,  lim H(e  I T-"fiE ct~) = H ( e l e ~ ) .  (20) 

n ~ o o  

Appliquons  la formule (19) aux parti t ions c~ et T - "  ft. On obtient:  

h(o;o T-nil, G) = h(ct, G)+ H(T-n  fl] T-nilE o~a) 

=h(cr G)+ H(fllflo so). 

D'aut re  part,  en d6veloppant  h(c~ o T - "  fl, G) par la formule (1), on t rouve:  

h(c~o T-"fl,  G)=H(c~ o T-"flIeE o T-"fiE) 

=H(c~lcr E o T-nfi~)+H(T-nfl]or162 T-ntiS) 

=/-/(~ l ~ o T - "  f iG) + l - l ( f l l  T " (~  o ~E) o t iE).  

Quand n tend vers l'infini, H(fl] T" (c~ o ~ )  o fiE) tend vers H(fl [ ~G o fiE), d'apr6s 
la relat ion (2). (Rappelons qu 'on a pos6 c~ E = c~ s o (as)r.) En comparan t  les deux 
expressions de h(a o T -n fl, G), on en d6duit que: 

H(cc ]T-" t i  E o ~ )  tend vers h(c~, G ) = H ( a ] a E ) .  

Remarques 2.3. (a) La relation (20) g6n6ralise la relation cor respondant  au 
cas d 'un groupe  engendr6 par un unique au tomorph isme  S: 

lim H(~]S-" fls- o Cts)= H(c~[ ~s) .  (21) 
11~ oo 

Cette relation est utilis6e duns 1-4] pour  d6montrer  la formule de Pinsker  en 
dimension un cont ra i rement  au proc6d6 employ6 ici, qui ddduit (20) de (19). 

(b) Nous  aurons besoin d'un r6sultat un peu plus g6n6ral que (21), et que l 'on 
obtient  facilement par  la m6thode pr6c6dente: si e, fl, 6 ~ ~e, avec ct___< 8, si 7 est une 
part i t ion quelconque invariante par  S, S 7 = 7, a lors  

l i ra  H(c~ ] 6 s o S - "  fis ~ 7) = H(a  ] 6s  ~ ~). (21') 

2 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 25 
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Entropie du syst~rne (X, G) 
Ddfinition. On appelle entropie du syst~me (X, G) la quantit6 

h(G) = sup h(e, G). 

L'entropie h(G) est un invariant du systSme (X, G). L'entropie de (X, G) est 
sup6rieure ou 6gale /t l'entropie de ses facteurs. Si (X, G) et (Y, H) sont deux 
syst6mes, l'entropie du systSme produit (X x Y; G x H) est h(G x H) = h(G) + h(H). 

D'apr~s la remarque 2.2 (c) suivant la relation (16), si e est une partition g6n6- 
ratrice pour G, on a h(G)=h(e, G). En particulier, d'aprSs (12), l'entropie h(G) 
est major6e par l'entropie de toute partition g~n6ratrice pour G. Nous verrons 
que quand G est un groupe ap6riodique, h(G) est exactement la borne inf6rieure 
des entropies des partitions gSn~ratrices pour G. 

D'aprSs la relation (14), on a, pour tout sous-groupe Gp d'indice p dans G, 
h(Gp) =p h(G). 

Th~or~me 2.3. Si S et T sont deux automorphismes qui commutent de l'espace 
(X, d ,  #), si Sou T ont une entropie finie, le syst~me (X, G) qu'ils engendrent a une 
entropie nulle. 

D~monstration. Supposons par exemple que h(T) soit fini. Pour tout entier 

p>0,  soit Gp le sous-groupe de G engendr6 par S e et T. On a h(G)=lh(Gp) et, 
d'apr~s (15), h(@)< h(r). D'ofi h(G)=0. P 

Exemples. (1) Soient X une vari6t6 munie d'une mesure diff6rentiable #, Se t  
T deux automorphismes qui commutent de l'espace X muni de la tribu des 
bor61iens et de la mesure/~. Si T, par exemple, est diff6rentiable, le systSme (X, G) 
engendr6 par Set  Test d'entropie nulle. En effet, on sait que Test d'entropie finie 
(th6orSme de Kouchnirenko) et donc, d'apr~s le th6or~me 2.3, h(G)= O. 

(2) Soient f~=(c0~) un espace fini, P=(p~) un vecteur de probabilit6 sur Q. 
Formons l'espace produit (X, 9)= (~, p)Z,. 

Le groupe G=7Z" op6re sur (X, #) par translations sur les coordonn6es. Le 
systSme (X, G) constitue un sch6ma de Bernoulli g6n6ralis6. D6signons par xo, o 
la coordonn6e d'indice (0, 0) d'un x darts X. 

La partition ~=(Ai), off A~={x: xo, o=~ @, o~i~f2, est g6n6ratrice pour 2~". 
On a donc 

h (G) = h (c~, 7Z,") = H(c~) = - ~ p~ log  p~. 
i 

(3) Soient (I1, do ,  P) un espace mesurable, de mesure totale 1, et S O un auto- 
morphisme de cet espace. Formons l'espace produit (X, d ,  #)= (Y, s~o, P)~. 

Un point de X est donc une suite x=(x, )  d'616ments de I1. Nous d6finissons 
deux automorphismes de X en posant: Sx=(Sox,), Tx=(x,+O, pour x=(x,).  
Les automorphismes T et S commutent et engendrent un groupe G. 

Soit rc o l'application x = (x,) -~ x o de X dans Y. Si ~ est une partition d'entropie 
finie dans Y, on a: 

P 

expression qui tend vers h(e, So), quand p tend vers i'infini. 
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n 

Les partitions moins fines que V T * ( ~  ~ ~), pour un entier ne t  une partition 
- n  

d'entropie finie dans I1, forment un ensemble dense dans ~ .  On a donc: 

= sup h(c~, So) = h(So). 

L'entropie du syst~me (X, G) est donc 6gale fi h(So). 

(4) Si Se t  T sont deux automorphismes qui commutent de l'espace (X, d ,  g), 
l'entropie h(G) du groupe qu'ils engendrent mesure, en un sens, l'ind6pendance 
de Se t  de T, comme le montre le r6sultat suivant: 

Proposition 2.1. Si S est faiblement adherent d l'orbite de T dans le groupe des 
automorphismes de (X, ~ #), ['entropie du systdme engendrd par Se t  Tes t  nulle. 

DOmonstration. D6sigrions par A la diff6rence sym6trique des ensembles dans 
X. Par hypoth~se, pour tout sous-ensemble A ~ ,  il existe une suite d'entiers 
{k~}, tels que r Tk~A) tende vers 0, quand i tend vers l'infini. 

Soient A un sous-ensemble dans s~/, e t a  la partition de X en A et X - A .  Pour 
tout e>0,  il existe un entier k tel que d(Se, T~a)<e. D'autre part, comme S et T 
commutent, on a 

d(S'a, T'~)<[nl d(S~, T~), pour tout entier n. 
On a donc 

D'ou: 
d(S" c~, T~" o:) ~ lnt e. 

p - 1  

[h(c~, T)--h(~Pk, T)[<d(c~, c~k)N ~ d(S'o~, Tk~c~)<p2e. 
n = l  

D'autre part, on a: 
h ( ~ ,  r ) = h ( a ,  r ) .  

On en d6duit, s 6tant arbitraire, h(c~, T)= h(c~, T). 

En particulier, h(e, q )=  lim I h(~P, T)---0, Pour passer au cas d'une partition 
p p 

quetconque finie, 4crivons 

~=a la2  ...c~,,, off c~-:(Ai, X - A ) ,  r 

On a h(~, G)< 2 h(cq, G)=0. D'ofi h(G)-:O. 
i 

3. Groupes ap~riodiques d'automorphismes, existence de g~n~rateurs 
Rohlin [5] a montr6 qu'6tant donn6 un automorphisme T ap6riodique d'un 

espace (X, ~r ~), # (X)--- i, il existe, pour tout entier n > 0 et tout hombre e > 0, un 
ensemble A ~ s f  dont les images A, TA, ..., T ' -~A sont deux ~i deux disjointes et 
ont une r6union de mesure sup6rieure fi 1 - e .  

Ce r6sultat joue un r61e essentiel dans plusieurs questions de th6orie ergodique, 
en particulier dans l'6tude des partitions g6n6ratrices et dans le probl6me de 
2* 
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l'isomorphisme des syst6mes dynamiques. Nous nous proposons, dans ce para- 
graphe, de l'6tendre au cas d'un groupe G ~t n g6n6rateurs. 

La d6monstration que nous donnons, dans le cas n=2,  pour simplifier les 
notations, est g6n6rale. En dimension un, elle redonne une preuve du r6sultat de 
Rohlin, diff6rente des d6monstrations donn6es par Halmos [1], ou Neveu [2]. 

Ddfinition. On dit que des automorphismes d'un espace (X, d ,  #), qui com- 
mutent, T~, i=  i, ..., n, engendrent un groupe G apdriodique si, pour tout n-uple 
d'entiers (p~), non tous nuls, l'ensemble des points fixes de la transformation 
TiP1 ... T~ p" est de mesure nulle. 

Notations. Consid6rons en particulier le cas de deux automorphismes S et 
T. Pour tout couple (t, s) d'entiers positifs, nous notons ~(t ,  s) la famille des 
ensembles mesurables A tels que T k S r A ~ T k' S" A = ~, si (k, r) # (k', r') et 0 < k, 
k '<t ,O<r ,r '<s .  

Pour tout ensemble A dans ~ (t, s), nous posons 

At, s = U T k S r A ,  0 < k < t ,  O<r<s.  

Enfin, nous posons 
q5 (t, s) = sup # (At, s). 

A~( t , s )  

Lemme 3.1. Si deux automorphismes S et T de (X, d ,  #) engendrent un groupe 
G abdlien ap~riodique, pour tout couple d'entiers positifs (t, s), pour tout ensemble M 
mesurable, il existe A c M  tel que A E ~ ( t ,  s) et #(At, s)>�88 #(M). 

D~monstration. Soit Bun  ensemble mesurable de mesure non nulle, quelconque. 
Pourtout couple d'entiers (k, r) tels que I kl + h r] =~ 0, il est possible de construire, 
d'apr6s l'ap6riodicit6 de G, un sous-ensemble B o de B, de mesure non nulle tel que 
B o c~ T k S"B o = ~. On en d6duit l'existence, pour tout couple d'entiers (t, s) positifs, 
d'un sous-ensemble B1 de B de mesure non nulle appartenant ~ ~ (t, s). 

Consid6rons un ensemble A maximal pour l'inclusion (aux ensembles de mesure 
nulle pr6s) parmi les ensembles contenus dans M e t  appartenant ~ ~( t ,  s). Posons 
C=UTkS~A,  - t < k < t ,  - s < r < s .  

Si l'on a # (M - M c~ C) > 0, il existe, d'apr6s ce qui pr6c6de un ensemble A t c M, 
disjoint de C et de mesure non nulle, appartenant/t ~(t ,  s). I1 est clair que l'ensemble 
A~ u A est contenu dans M, appartient /t ~( t ,  s) et a une mesure strictement 
sup6rieure ~t celle de A. 

Donc en fait M est contenu dans C. On a # ( M ) < # ( C ) < ( 2 t - 1 ) ( 2 s - 1 ) / z ( A ) .  
D'ofl: 

# (At, s) = t s # (A) >= �88 # (M). 

Th6or~me 3.1. Si des automorphismes Ti, i= 1, . . . ,  n de (X, xd, #) engendrent un 
groupe G apdriodique, pour tout n-uple entiers (t~) et pour tout e>0, il existe un 
ensemble A ~ d  dont les images Tlk'... T~"A, O<=ki<tl, i=1  . . . . .  n, sont deux d 
deux disjointes et ont une r~union de mesure sup~rieure d 1 -  e. 

Ddmonstration. Nous nous plaqons pour simplifier les notations, dans le cas 
n = 2, c'est h dire dans le cas off G est engendr6 par deux automorphismes Se t  T. 
Avec la notation introduite plus haut, le th6or~me peut s'6noncer: pour tout 
couple d'entiers (t, s) positifs, ~b(t, s)= 1. 
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Remarquons d'abord que la suite ~b (t", s") est d6croissante en n. En effet, si 
u~, vz sont deux entiers divisant respectivement des entiers u et v, pour tout A 

u v 
appartenant fi N(u,v) ,  l'ensemble A I = ( . J T k " ' s r ~ A , O < k <  , 0 < r < - - ,  
appartient/l N (u 1, v 1). L'in6galit6 ~b (u, v)_< ~b (ul, vl) en r6sulte, ul Vl 

I1 suffit donc de montrer que la limite 1 = lim ~b (t", s") vaut 1. 
n 

Soit A un ensemble dans N (t p, sP), off pest un entier strictement positif. Notons 
pour abr6ger Ap l'ensemble Ar;,~,. 

Consid6rons les ensembles M = X - A v, M 1 = ~ T k S" M,  - t < k < t, - s < r < s. 
En appliquant le lemme 3.1 /t M~ et aux entiers (t, s), on peut trouver B c M ~ ,  
B e Y ( t ,  s), tel que 

# (Bt,s) >= �88 # (M1)"  

I1 est clair, d'apr6s la d6finition de M 1 et le choix de A et de B, que l'ensemble 
D = B u U Tkt Sr~ A, O < k < tP-1, O < r < sP-1, appartient fi N(t, s). 

On a donc ~b (t, s) > # (Dr,,) = # (Ap) d- # (Bt, s) ~ # (Ap) + �88 # (M 0 . 

Un calcul simple donne par ailleurs: 

D'oti: 

# ( M - M 1 ) = p ( ~ ( M n  TkS'Ap)) ,  - t < k < t ,  - s < r < s ,  

<= 4 t  s #(A)  <= d t l - p  . s I -p .  

(o (t, s) >= # (Ap) + �88 (1 - # (Ap)) - t 1-  v .  s p 

=�88188 s'-P. 

En prenant la borne sup6rieure sur les ensembles A appartenant tt N(t p, s p) 
dans cette in6galit6, on obtient: 

On en d6duit que la limite ~ = lira ~b (t", s") v6rifie l'in6galit6 1 a E > ~ + ~  Y, et donc 
est 6gale/t 1. 

Partitions g~nOratrices. Notation. Par analogie avec la notation de [4], nous 
notons BG l'ensemble des partitions d'entropie finie g6n6ratrices pour G dans 
(X, d ,  #), et par Fa l'ensemble des partitions d'entropie finie pour lesquelles 
h(c~, G) atteint son maximum, c'est/t dire telles que h(ct, G)= h(G). 

Nous avons vu, au paragraphe 2, que BG est contenue dans Fs. D'apr6s (13), 
FG est un ferm6 de l'espace m6trique complet Lr. 

De m6me qu'en dimension un, B G est un G6 darts F G. En effet, soit {e,} une 
suite de partitions croissant verse dans ~ .  Posons 

B 6 ( p , q , n ) = { ~ F 6 : H ( e p ]  V T k g " ~ ) < l / q } .  
Iki, Irl < n 

Alors B~(p, q, n) est ouvert dans F Get on a: 

B6 = (-] 0 Q) B~ (p, q, n). 
p q n 
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Le th6or6me 3.1 permet d'&endre les r6sultats de Rohlin sur les partitions 
g6n6ratrices au cas d'un groupe ~ n g6n&ateurs. Comme la d6monstration est en 
tous points analogue/~ celle des paragraphes 10.5 ~ 10.8 de [4], except6 l'utilisation 
du th6orbme 3.1, nous nous bornons/~ 6noncer les r6sultats. 

Th~or~me 3.2. Soit G u n  groupe abdlien ap~riodique, d n gdn~rateurs, d'auto- 
morphismes de (X, s~r #). Uentropie h(G) du systdme (X, G) est la borne infOrieure 
des entropies des partitions g~ndratrices pour G. 

Si h(G)< co, pour tout ~ >0, il existe une partition c~ d'entropie finie g dn~ratrice 
pour G telle que H(~)< h(G)+ e, et le compldmentaire de BG dans Fa est un ensemble 
de premiere catdgorie dans F a. 

4. Partitions de Pinsker, syst~mes d'entropie compl&ement positive 
Le syst~me (X, G) &ant donn6 (nous supposerons pour simplifier que G est 

engendr6 par deux automorphismes T et S qui commutent), nous associons 
toute partition ~ mesurable de X la partition n (c 0 borne sup6rieure des partitions 
fi ~ ~ telles que 

fl<--~o et h(fl, G)=O. 

La partition n(e) est appel6e partition de Pinsker associ~e d ~. Dans le cas off 
est la partition ~ de X en ses points, nous obtenons la partition de Pinsker du 

syst~me, que nous notons n (G). 

Proposition 4.1. Pour route partition c~, n(e) est invariante par G. Pour toute 
partition f l e ~  telle que fl<n(c O, on a h(fl, G)=0. Le syst~me G/n(c 0 facteur de 
(X, G) correspondant d n (cO est d' entropie nulle. En particulier G/~ (G) est d'entropie 
nulle et, inversement, tout syst~me facteur de (X, G) d'entropie nulle est un facteur 
de Gift(G). 

D~monstration. Si fl est une partition dans ~ ,  telle que h(fl, G)= 0, pour tout 
automorphisme R qui commute avec G, on a: 

h(R fl, G)= O. 

La partition n(e) est donc invariante par tout automorphisme qui commute 
avec G et qui laisse ~G invariante. En particulier, n(G) est invariant par tout 
automorphisme qui commute avec G. 

Les partitions f l e~  ~', telles que fl<=eG et h(fl, G)=0, sont denses dans Fen- 
semble des partitions ~ s ~  telles que ~_-<n(c 0. D'apr6s (13), pour toute partition 
fie ~A(, on a done l'6quivalence: 

fl__<n(c0~,h(fl, G)=0 et fl----<~G. 

La fin de la proposition 4.1 en r6sulte. 
Le th6or6me suivant montre que la partition n(e), associ6e /t ~ peut &re 

consid6r6e, de marne qu'en dimension un, comme un <<pass6 61oign~>> pour la 
partition e. 

Notation. Pour toute partition ~ dans ~ ,  posons 

& = A S-"c~ s �9 T-"(as)r .  
/1 

La partition & est invariante par S, mais n'est pas, en g6n6ral, invariante par T. 
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Introduisons 6galement 
N 

~ = V  ~N, off aN=V Tkc~. 
N - N  

La partition c~ est invariante par G. 

Th6or6me 4.1. Pour toute partition ~ dans 2Y, c(~ =re(a). 

D~monstration. Montrons d'abord l'in6galit6 ~ _< ~(c~), qui est 6quivalente/t: 
pour toute partition fia ~e, telle que fl_<_ ~oo, on a: 

h(fi, G)=0.  

Les partitions moins fines que l'une des partitions ~N pour un entier N forment 
un ensemble dense dans l'ensemble des partitions moins fines que ~ .  I1 suffit 
donc de d6montrer que B ~  et ~< iN  pour un entier N implique h(fi, G)=0. 
Nous supposons que fi est moins fine que 8, le cas fi < 8N se traitant de fa~on 
identique. 

On a donc 
H(fi[ S -~ c( s �9 fis " T-k(aS)T ( f is)~)=0,  

pour tout n e t  tout k. En faisant tendre n vers l'infini, on en d6duit, d'apr6s la re- 
lation (21'), 

H(fi I fis " T-k(~ " (fiS)T ) = O. 

Faisons maintenant tendre k vers l'infini et appliquons la relation (20). On obtient 

U(fl [/S~. (&)~ ) :  0, 
soit encore h(fl, G) = O. 

inversement, montrons que, pour route partition fle~e telle que h(fi, G)=0 
et fi--<~G, on a fi--<~o. 

Si Gv est un sous-groupe d'indice p dans G, on a (cf. les notations du w 2), 

h(fl, Gp)K=h(fi p, Gp)=p h(fi, G)=0. 

D'autre part, la relation (19) appliquhe 5. une partition y quelconque dans ~d~, ~ fl 
et ~ @ donne: 

H(yIy  G) + H(filfi G yo.) = H(fil fiG) + H(y lTG fiG,), 

d'ofi puisque 

Afortiori,  

H (fi ! fig Y o,) = H (fl l fl6,) = O, 

H(7 [ ?G) = H(7[ ?< fiG~)" 

H(~ I ?G)= H(~ I~G 3)- 

Si G.2 est le sous-groupe de G engendr6 par T" et S", la partition du << pass4 >> 7~.2 
est moins fine que S-"+17~ -. T-~  T. On a d'apr6s le r4sultat prhchdent: 

H(yIfi)>-_H(yIY&~ fi)=H(7[Y~.~)>=H(TI S - ' + '  7s" T-'§ �9 
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En passant ~t la limite en n, on trouve: 

H(71 [3)->_ H(~ I ~). 

En particulier, si 7 est major6e par une partition de la forme ep, off p e s t  un 
rectangle fini dans Z 2, on a: 

H(71 fl) > H(y 19) > H(Y I &o) > H(71 ~ ) .  

Comme fl est limite darts ~ de partitions y v6rifiant la condition pr6c6dente 
(d'apr6s fl <"a),  on a bien: 

O=H([31[3)=H([31,~), soit [3___,~. 

Th~or~me 4.2. Soient a e t  [3 deux partitions d'entropie finie telles que: &= v 
(ou, ~t fortiori 7z (~)= v), et h([3, G)= O. Alors ~ et [3 sont indkpendantes. 

D~monstration. Soit G k le sous-groupe de G engendr6 par T "~ et S n~, off {rig} 
est une suite d'entiers tels que n k divise nk+ 1. La suite a ~  est d6croissante, et sa 
limite est contenue dans&, donc 6gale ~t v. On a donc, d'apr6s (3), 

lirn H(~ I a~)  = H(~). 
k 

Comme h ([3, G)= 0, nous avons (cf. la d6monstration du th6or6me 4.1): 

H(~ ] [3) > H(~ I ~ "  [3) = n(~  I ~ ) .  

D'ofl, en passant h la limite, 'H(,l[3)=H(a), ce qui montre que ~ et [3 sont 
ind6pendantes. 

D~finition. Un syst6me (X, G) est d'entropie eompl&ement positive si 7r(G)= v, 
autrement dit, si pour toute partition [3 dans ~ ,  h([3, G)= O, entraine [3 = v. 

Tout syst6me facteur d'un syst6me d'entropie compl&ement positive est 
d'entropie compl6tement positive. Les sch6mas de Bernoulli g6n6ralis6s sont des 
syst6mes d'entropie compl&ement positive. 

Si (X, G) est d'entropie compl&ement positive, pour tout automorphisme 
T~ G, T#: Identit6, le syst6me (X, T) est d'entropie (infinie) compl&ement positive, 

Une earact~risation des syst~mes ( X, G) d'entropie compl&ement positive 

Proposition 4.2. Pour qu' un syst~me ( X, G) soit d' entropie complOtement positive, 
il faut et il suffit que, pour route partition ,~Lr,  on ait: 

H(~) = sup H(, ,  Gp), off G v d~crit une suite d~eroissante de sous-groupes d'indiee 
Gv 

fini Gv, tels que l'intersection A G v soit rOduite dt l'identit~ de G. 
p 

DOmonstration. Si (X, G) est d'entropie compl6tement positive, ,~ ,  d6croit 
vers la partition triviale v de X, d'apr6s la d6monstration du th6or6me 4.1. On a 

donc H(a)>h(~,  Gv) = H ( a ] a ~ ) ~ H ( a ) ,  p ~  ~ .  

Inversement, si h(,, G)= 0, on sait que pour tout sous-groupe G v d'indice fini 
dans G, h(,, Gv)= 0. La r6ciproque en r6sulte. 

Le r6sultat suivant donne une caract6risation des syst6mes d'entropie com- 
pl&ement positive li6e h la structure de groupe de G. 
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Ddfinition. Un groupe G d'automorphismes de (X, d ,  #) est dit totalement 
ergodique si, pour tout sous-groupe G v d'indice fini dans G, tout ensemble me- 
surable invariant par G~ est mesure 0 ou 1., 

Th6or6me 4.3. Soit G un groupe ab~lien d n gdn&ateurs d'automorphismes de 
(X, sr I~). Supposons G apdriodique et totalement ergodique. Alors le systOme (X, G) 
est d'entropie complOtement positive si et seulement si, pour toute partition c~ dans 
~ ,  pour route familIe d&roissante de sous-groupes Gp d'indices finis dans G d'inter- 
section r~duite d l'identit~ de G, on a: 

Gv 

D~monstration. D'apr6s l'in6galit6 (16), on a, pour ~ et fl dans ~f, 

h(fi, Gv)<=h(~, ap)+ H(fl[~a,)<=H(cO+ H(fl [ A eOp)" 
Gv 

Supposons (X, G) d'entropie compl6tement positive. D'apr6s la proposition 
4.2, on obtient en prenant la limite de h(fl, Go): 

H (fl)_~ H (e) + H (fl [ A eap). 
Gv 

Si fl est contenue dans A ~G, et contient ~, on a donc: 
~p 

H(,8) = H(fi I.) + H(c~) =< H(c~). 

D'off fl = c~, et A c~op = c~. 
Gp 

Inversement, consid6rons une partition 2 invariante par G, telle que le syst6me 
G/y facteur de (X, G) dans 7 soit d'entropie nulle. D'apr6s le th6or6me 3.2 sur 
l'existence de g6n6rateurs, pour chaque sous-groupe Gp d'indice fini dans G, il 
existe dans ~e(y), l'espace des partitions d'entropie finie moins fnes que 7, un G a 
dense de partitions g6n6ratrices pour GJT. Comme ~(7)  est un espace m6trique 
complet, il existe une partition c ~ ( 7  ) g6n6ratrice pour chaque Gp/y dans y. 
On a donc %p = y, pour tout p. Comme G est totalement ergodique, y n'est pas 
une partition d'entropie finie, donc A eGp = Y =t = e. 

% 

5. K-syst~mes, propri6t6s spectrales des syst~mes (X, G) 

La notion de K-syst~me pour un automorphisme T est li6e 5 la structure 
d'ordre sur 2g. La d6finition que nous proposons en dimension deux est 6galement 
li6e au choix d'un ordre sur 7z 2, et fait jouer un r61e dissym6trique aux g6n6rateurs 
de G. Elle est donc relative au couple ordonn6 d'automorphismes (T, S). Cette 
d6finition s'6tendrait de maniare 6vidente ~t un syst~me de dimension n. 

Nous utilisons sur 2g 2 l 'ordre lexicographique d6fini par: 

(n', p') = (n, p) <=> (n' < n, ou n = n' et p' _--< p). 

D~finition. Soit (T, S) un couple ordonn6 d'automorphismes qui commutent 
de (X, ag, #). On dit que ce couple d6finit un K-syst~me s'il existe une partition 
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mesurable i de X telle que: 

(I) ies tg6n6ratr ice:  V T"S p~=~. 
(n ,p)e~  2 

(II) i est croissante, au sens de l'ordre lexicographique sur 2~2: 

(n', p')_<_ (n, p) ~ T"' SO' ~ < T" S~ ~. 
(III) A S-  " ~ = T - l ~ s .  

n 

(IV) A T - " i s = V ,  partition triviale de X. 
tt 

Le thhorhme suivant montre que, comme en dimension un, les K-syst4mes 
sont des syst4mes d'entropie compl~tement positive. 

Nous ignorons si la r6ciproque de ce r6sultat est v4rifihe en dimensions n, 
comme elle l'est en dimension un. 

Th6or6me 5.1. Soient T et S deux automorphismes qui commutent de (X, ~4, #) et 
G le groupe qu'ils engendrent. Si le couple ordonnd (T, S) ddfinit un K-systdme, 
le systdme (X, G) est d'entropie compldtement positive. 

Dkmonstration. Montrons d 'abord que pour toute partition f l s ~  telle que 
h(fl, G)=0 et/?--<~s, on a f i < T  -~ Cs. 

On sait que pour tout sous-groupe Gv d'indice fini dans G, h(fl, @ )=0 .  La 
formule de Pinsker (5) et l'hypoth6se f l< ~s impliquent donc: 

H(VI7s~fls~" T -1 ~s)=H(VlVs~ �9 T-~ ~s)> H(ylS -k+~ Vs" r - 1  ix), 

pour toute partition V e ~  et tout entier k. 

Si 7<SV ~, pour un entier p, on a: 

H(V[fl" r -1 ~s)>=H(7lVs~fls ~" r -~ ~s)>H(y[S -k+l 7s" T-~ ~s)> H(71 S-k+~ r 

En passant g la limite en k, on obtient d'apr6s (III): 

H(vlfl" T-1 ~s)> H(71T-1 ~s). 

D'apr6s la densit6 des partitions 7 consid6r6es, cette relation est v6rifi~e pour 
toute partition d'entropie finie moins fine que ~s, en particulier par/3: H(/~[ T -~ ~-s) 
= 0, soit fl__< T -  1 Cs. 

Soit fle~e telle que h(fl, G)=0 et fl<= T ~ ~s, pour un entier p. Le raisonnement 
pr6c6dent, appliqu6 successivement/~ T ~ ~s, T~  ~ r etc., montre que fl < A T -  ~ ~-s, 
donc fl = v d'apr6s l'hypoth6se (IV) de K-syst6me. 

Si ctest une partition d'entropie finie telle que c~<__ T o ~s, pour un entier p, 
pour toute partition fl~LY telle que/~<~, on a h(fl, G)=0, d'apr6s le th6or~me 4.1, 
donc fl = v, d'apr6s ce qui pr6cbde. D'ofi ~ = v. Les partitions V telles que h (7, G)= 0 
sont doric ind6pendantes des partitions e telles que c~___ T o ~s, pour un entier p 
(th6or6me 4.2). Comme ces partitions ~ sont denses dans LY, on a V = v e t  (X, G) 
est d'entropie compl~tement positive. 

Th~or~me 5.2, Soit G le groupe engendr~ par deux automorphismes T et S qui 
commutent. II existe une partition mesurable ~ satisfaisant aux conditions (I) et (II) 
de la d~finition des K-syst~rnes, c'est d dire g~n~ratrice et croissante, telle que : 

h(G) =H(S  ~/~)=H(~/r 
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La d6monstration repose sur la formule de Pinsker (19), et est analogue /t 
celle de la premiere partie du th6or~me 1 de [7]. 

Propridtds speetrales des systdmes dynamiques 

Dffinitions. Soit G u n  groupe topologique localement compact d'automor- 
phismes d'un espace (X, ~r #). Le syst6me (X, G) est dit fortement mblangeant 
st, quels que soient les ensembles Aet B mesurables darts X, #(gA c~ B) ~ #(A).#(B), 
quand g tend vers l'infini. 

On note g ~ ~ la repr6sentation de G dans le groupe des op6rateurs unitaires 
de L 2 (X, ~4, #) d6finie par: 

(Ugf)(x)=f(g-l .x) ,  g~G, x 6 X ,  feL2(X). 

Quand G est engendr6 par n g6n6rateurs, nous dirons que le syst6me (X, G) 
est/t spectre de Lebesgue d~nombrable, s'il existe dans l'orthogonal H des fonctions 
constantes dans LZ(X), un syst~me de fonctions {f~,i,g~G,i~I}, 1 ensemble 
d6nombrable d'indice, formant une base orthonorm6e de H e t  tel que, pour 
tout hsG, 

Uh fg,~ =s 

I1 est clair quesi (X, G) est h spectre de Lebesgue d6nombrable, il est fortement 
m61angeant. 

Th~or~me 5.3. Soient ( T, S) un couple ordonnd d' automorphismes qui commutent, 
et G le groupe qu'iIs engendrent. Si (T, S) est un K-systOme, le syst~me (X, G) est 
d spectre de Lebesgue d~nombrable. 

Dbmonstration. Dans l 'orthogonal H des fonctions constantes dans Lz(X), 
soient f ,  resp. ~4/1 , le sous-espace des fonctions constantes sur les 616ments de 4, 
resp. de S -I  ~, et Ha le suppl6mentaire de :U s dans W. L'espace ~ est de dimension 
infinie (cf. [4], w 14.1). Pour (n', k')+(n, k), s i f  et g sont dans H~, T"'Sk'f est 
orthogonal h T"Skg. (Condition (II) de K-syst6me.) Des conditions (I), (iII) et 
(IV), it r6sulte que le sous-espace engendr6 par T"SkH~, (n, k)~;g 2, est dense dans 
W. S i r ,  ieI, est une base d6nombrable orthonorm6e darts H~, les fonctions T"Skf, 
(n, k)~7L 2, i~l, forment une base orthonorm6e dans ~ .  

Nous ignorons si un syst6me (X, G) d'entropie compl6tement positive est/ l  
spectre de Lebesgue d6nornbrable. Les deux th6or6mes suivants constituent des 
r6ponses partielles/~ cette question. 

Th~or~me 5.4. Soit (X, G) un syst~me dynamique, d'entropie h (G)> O. Le syst~me 
(X, G) a un type spectral maximal de Lebesgue ddnombrable (c'est ~ dire, il existe 
dans 19 (X), un systdme orthonormd de fonctions J~.~, g~ G, i~I dOnombrable, tel que 

[~.fg, i=fhg, i, quels que soient h,g~G, i~I). 

La d6monstration est analogue fi celle du thOor6me 5.3. 

Th~or~me 5.5. Si le systdme (X, G) est d'entropie complOtement positive, il est 
jbrtement mOlangeant. 

DOmonstration. Nous nous plagons dans le cas n = 2. Le groupe G est engendr6 
par des automorphismes T et S. 
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Soit A un ensemble mesurable, et (nk,Pk) une suite dans ~ 2  telle que 
sup(Inkl , [pkl)~ oC. Montrons que 

i.t(T "~ S~'~ A c~ A) --+ #(A)  z . 

La propri6t6 de m61ange fort en r6sultera par polarisation. 

I1 suffit de raisonner dans le cas of 1, par exemple, n k ~ - ce. Soit ~ la partition 
de X en A, X -  A. La suite T "~+1 (~s)~ est d6croissante, et sa limite est une partition 
moins fine que c%, donc triviale (cf. th6or6me 4.1), puisque (X, G) est d'entropie 
compl6tement positive. On a donc, d'apr6s la relation (3): 

H(c 0 > lim H(~ I T"~ SP~ c~) >= lim H(~ I T "~ S p~ c 0 

_>_ lim H (~ I T"~ +1 (aS) T) = H (~). 
k 

D'ofl H(c~I T"~ S p~ c~) ~ H(cO, ce qui entraine: 

#(T"~ SP~ A ~ A )  ~ #(A) 2. 

6. Entropie d'un syst~me d6fini par n groupes ~ un param~tre 

Supposons donn6s dans le groupe des automorphismes de (X, d ,  #), n groupes 
/ t un  param6tre r6el, commutant detax ~ deux, T t, S t , . . . ,  Rr, t~IR, tel que la re- 
pr6sentation de ]R dans L z (X) associ6e/t chacun de ces groupes soit continue. 
Soit G le groupe engendr6 par T~, St, . . .  , R t. 

Consid6rons le sous-groupe discret F de G engendr6 par T~, $1, ..., R 1. On 
peut consid6rer G comme espace vectoriel r6el muni de la base T~, S 1 . . . . .  R1, et 
donc faire op6rer toute matrice r6elle M de dimension n sur G. Notons Fu l'image 
par M du sous-groupe F. Le th6or6me suivant donne la relation entre l'entropie 
de (X ,F )  et l 'entropie de (X, FM). I1 g6n6ralise la formule d'Abramov h(T~)= 
Itl h(T0. 

Th~or~me 6.1. h(F~) = Idet (M)[ h(F). 

D~monstration. Dans cette formule, on doit prendre 0 pour valeur du produit 
Idet(M)l h(F), si det (M)= 0 et h(F)= ce. 

La d6monstration repose sur la m6thode utilis6e en dimension un par Pinsker 
pour prouver la formule d'Abramov. Cette m6thode est expos6e dans [6]. Pour  
simplifier, nous ferons les raisonnements dans le cas n = 2. 

Lemme 6.1. Notons (T, S~), (T, Su) les groupes discrets engendrds par T =  T 1 
et St, et T =  T 1 et S, et h(T, St), h(T, Su), Ieur entropie, oft t et u sont deux r~els. Si 
0 < u < t ,  on a h(T, St)<__t/u h(T, Su). 

Dkmonstration. Fixons un entier m, et soit 6 = 1/m. A toute partition e associons 
la partition ~ = e .  S~u cr Scm_l)~, , e. Pour  tout entier n, soit k = k(n) le plus petit 
entier tel que: n t<=ku<(n+ 1) t. 

Comme dans [6], on a, pour toute partition e dans ~e, 

H(c~. S~c~ ... S,, ~)< H(~ �9 S,~  ... S k ~ ) +  ~ H(So~ c~ I c0, 
i=1 
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off les nombres  0 i v6rifient O<Oi<3u. D'ofl en divisant par n et en passant fi la 
limite en n: 

h(c~, St)<= t~ h(6~, S,)+e(:r 3u), 
U 

avec ~(c~,3u)= sup H(SoalCO. 
O<=O<~u 

Appliquons  cette re la t ion / t  une par t i t ion ~ de la forme e .  Te . . .  T p-1 e. On 
obtient:  

1_ h(e. Tcr T p-~ a, St)< t~. 1 h(~. rife... T 1'-~ a, S,)+ 1 ~(cr Tc~... T p-~ a, 3u). 
p u p p 

Pour  chaque 0, on a: 

H(So(e. r e . . .  r p-1 or �9 re . . .  r v-1 oO<p H(Soc~la ). 

D'ofl 
1 h(cr Tcr T v-~ cr St)< t .  1_ h(~. r~ . . .  T v-~ ~, S,)+~(cr 3u). 
p u p 

En passant / t  la limite sur p, on en d6duit: 

h(a, (T, S,.)=u<t h (~(T, S,))+ ~ (c~, 3u)<= tu  h(T, S,)+e(a, 3u). 

D'apr6s l 'hypoth6se de continuit6 faite sur les groupes Tt, St, . . . ,  on peut  
rendre e(a, bu) arbi t ra i rement  petit  pour  un choix convenable  de 3. Donc:  

h(c~, (T, S,))6 Z h(T, S.), 
U 

t 
et, en prenant  la borne  sup6rieure en ~ e ~ ,  h(T, S~)__<-- h(T, S,). 

U 

DOmonstration du thdorOme. Pour  tout  entier positif p, 

h(T, S v) = h(T p, S)=p h(T, S). 

Soient u et t des r6els positifs. Supposons qu 'on  ait 0 < u < t. D'apr6s le lemme, 

t 
h(T, S~)<-~ h(T, Su), 

et de m6me, en choisissant un entier p tel que 0 < t < p u, 

d'ofl 

On a donc  l'6galit4: 

h(T, G.)--P h(T, S,,)_-< ~Y-h(T, S~), 

U 
h(T, Su)<= T h(r, S,). 

uh(T, Sr)=t h(T, Su), 
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6galit6 qui s'6tend fi des r6els t et u quelconques: lu[ h(Z St)=lt[ h(T,S,).  Darts 
cette 6galit6, il convient de poser u h(T, S~)=0 si u--0 et h(T, St)=co (en effet si S 
est l'identit6 h(Z S) = 0). 

Soit alors M une matrice r6elle de dimensions 2 x 2. SiM est de la forme ( ;  ~), 

la formule h(Fu)= [det(M)] h(F) est d6montr6e par ce qui pr6c6de. Elle est 6gale- 

(0 ;t (; It ~ ment v6rifi6e pour M de la forme , ou , ou 1 , ces matrices 

correspondant/~ des automorphismes de F. 
Enfin, on a, d'apr~s ce qui pr6c~de, 

h ( T S  t , S)= + h ( T S  t, St)= + h(T, St)--- h (T, S), 

ce qui prouve la formule cherch6e dans le cas o~ M = ( ;  ; ) ,  t , 0 .  

Comme les matrices des types pr6c6dents engendrent l'anneau des matrices 
2 x 2, la formule h(FM)= [det (M)I h(F) est d6montr6e dans le cas g6n6ral. 
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