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Entropie d’un groupe abélien de transformations

J.P.Conze

Introduction

Considérons le systéme dynamique (X, G), formé d’un espace mesuré (X, .7, ),
u(X)=1, et d’un groupe G d’automorphismes de cet espace. Dans le cas ou G
est le groupe engendré par un automorphisme 7, on sait définir I'entropie du
systéme (X, G) et appliquer cette notion a I'étude de ses propri€tés stochastiques.

11 est naturel de chercher & étendre la théorie de 'entropie & des groupes G
plus généraux®. Cette situation se présente en particulier en Mécanique Sta-
tistique oul certains auteurs ont été conduits & définir entropie de I'action de Z7,
pour n>1 (voir Robinson et Ruelle [3]).

Dans ce travail, nous donnons, dans le cadre abstrait, une définition de
Pentropie d’un systéme (X, G), quand G est un groupe abélien finiment engendré
et nous montrons que l’essentiel de la théorie de 'entropie peut étre étendu aux
systémes de ce type. Nous obtenons une «formule de Pinsker» a partir de laquelle
peut étre développée une théorie des facteurs de Pinsker et des systémes d’entropie
complétement positive analogue a la théorie classique en dimension un.

Nous donnons également des résultats sur les partitions génératrices, sur les
propriétés de mélange fort, sur la propriété de K-systéme en dimension n. Enfin,
une «formule d’Abramov» permet d’appliquer la théorie de l'entropie aux
groupes abéliens a4 n paramétres réels.

1. Notations et rappels

Les transformations considérées dans toute la suite sont des automorphismes
d’'un espace de Lebesgue fixé (X, o, p). Les résultats que nous utiliserons sont
exposés dans l'article de Rohlin [4]. Nous nous bornerons a faire quelques rappels.

Ondésignepara, 8,7, &, ... des partitions mesurables de ’espace X, en convenant
d’identifier deux partitions qui coincident en dehors d’un ensemble de mesure
nulle. On note ¢ la partition de X en ses points, v la partition de X ayant pour
seul élément X. On note « B la borne supéricure de deux partitions « et f§, a A f
leur borne inférieure. Si « est une partition moins fine que $, on écrit =< .

Etant donnée une partition mesurable « de X en éléments A4;, en nombre au
plus dénombrable, I'entropie de o est définie par:

H(@)=—Y u(A;) log u(4).

On note & l'ensemble des partitions mesurables d’entropie finie.

! Voir Kirillov — Uspehi. Mat. Nauk, v. 22, n° 5 (1967).
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Plus généralement, si o est une partition dénombrable mesurable de X en
éléments A4;, et si f est une partition mesurable quelconque de X, Pentropie
conditionnelle de a par rapport a § est définie par:

H(o/B)= —ZAS log(E*1,)dp,

ou par E? 1, on désigne I'espérance conditionnelle par rapport  la tribu engendrée
par f dans X de la fonction caractéristique de 4;.

Rappelons qu’on a I'équivalence H(x/f)=0<>a<f, et que H(x/B) est une
fonction croissante en o, et décroissante en f.

Une distance d est définie sur & par la formule

d(a, f)=H(o/B)+ H (/o).

Pour cette distance, I'espace & est un espace métrigue complet.
Rappelons maintenant trois propriétés essentielles de Pentropie:

Vo,feZ, ¥y, H(@p/y)=Hla/y)+H(B/xy). ty)
En particulier, 'entropie conditionnelle est sous-additive:
Va,feZ, Vy,  HBM=H(/y)+HEB/). 1)

Si {y,} est une suite croissante de partitions et si y= \/ Y, est leur borne
supérieure, pour toute partition « dans %, on a:

lim H(a/y,)=H(o/y). 2

De méme si {y,} est une suite décroissante de partitions et si y= /\ ¥, est leur
borne inférieure, pour toute partition o dans &, on a:

lim H(e/y,)=H(@/). (3)

Entropie d’'un automorphisme. Soit T un automorphisme de (X, </, p). Pour
toute partition o, on pose:
n—1 © ©
=V T'a, ar=V T *a, a,=V T*a.
0 1 —o0

. .1 ..
Pour toute partition « dans %, la suite 7H (o3) a une limite, quand n tend

vers linfini, notée h(a, T). De plus, cette limite s’exprime comme une entropie
conditionnelle: h(a, T)= H(o/oy).

La partition oy constitue un «passé», par rapport & T, de a.

Plus généralement, si y est une partition strictement invariante par T, Ty=y,

1 . . r by * M
lexpression — H(a%/y) a une limite, égale & H(o/ar ), que Fon notera parfois
h(e, Ty)-

L’entropie de I'automorphisme T est définie par

h(T)=sup h{o, T)-
) aed
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La formule suivante, due a Pinsker, joue un réle important dans I'étude de
Pentropie des automorphismes. Pour tout automorphisme T et toutes partitions
aet fdans &,

hia B, T)=h(e, T)+ H(a/ar BT). )
Si y est une partition invariante par 7, on a, de méme:
h(a B, T, 7)=h(x, T, y)+ H(a/og Br 7). ()

2. Entropie d’un systéme dynamique (X, G)

Nous appelons systéme dynamique la collection formée de I'espace (X, <, )
et d’un groupe abélien G d’automorphismes de (X, s7, y). Nour notons, pour
abréger, (X, G) ce systéme.

Nous nous plagons, pour commencer, dans le cas ou G est le groupe engendré
par n automorphismes qui commutent de (X, ., u) (groupe a n générateurs).
Ultérieurement, nous aborderons le cas d’un groupe abélien & n parameétres
d’automorphismes de (X, o7, u). Pour simplifier les raisonnements et les notations,
nous traitons le cas n=2. Les résultats obtenus restent vérifiés pour n quelconque.

A tout choix d’un systéme de deux générateurs T et S de G, correspond un
homomorphisme de Z? sur G permettant de représenter les éléments de G par les
points du plan Z>. Nous fixons ce choix dans la suite, mais en vérifiant, quand
cela est nécessaire, que les résultats obtenus n’en dépendent pas.

Notations. Soit o une partition mesurable. Pour tout sous-ensemble E du plan

Z2, notons oy la partition V  T?S¥a. Quand E est fini, notons S(E) le nombre
(p,k)eE
de ses éléments. Dans le cas ol E est le plan Z* tout entier, la partition oy est

V. TPS*«. On la note a;. Une partition « est dite génératrice pour G si ag=¢.
(p,k)eZ?
Etant donnée une suite de parallélogrammes {p,} dans Z2, nous dirons que

le module de p, tend vers linfini si la plus petite de ses dimension tend vers linfini.

Lemme 2.1. Soit o une partition dans &. Soient p un parallélogramme fixé dans
Z* et {p,} une suite de parallélogrammes de Z* dont le module tend vers linfini.
Pour tout £>0, il existe n, tel que pour n=n,, on ait:

1 1
Ho, )S——
S(p) 7 S(p)

Démonstration. On utilise un pavage de chaque parallélogramme p, par des
translatés du parallélogramme p, et on applique la sous-additivité de I’entropie,
relation (1).

Hia,)+e. {6)

Théoréme 2.1. Soit & une partition dans &. Si {p,} est une suite de parallélo-

e . 1 -
grammes, dont le module tend vers linfini, la suite S—(-—)—H (x,,) a une limite. Cette
Pn "
limite est indépendante de la suite {p,} considérée.

Démonstration. Donnons nous deux suites {p,} et {p,} de parallélogrammes
dont les modules tendent vers I'infini. D’apres (6), pour tout k fixé, on a:

S(py)

— 1
lim ———H(x, )<

56 Hiy),
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d’ou la majoration
< Hle, ) Slim —+ Hlx,).
s (p ) S ( A
En échangeant les rdles de {p,} et de {p,}, on en déduit I'existence et I'egalité
des limites, quand n tend vers l'infini, de

1 1
S_(p;)_H(a‘D") et WH(Q‘O;').

Définition. On appelle entropie de o par rapport d G, et on note h(e, G), la limite

S (p ) < H(,), ou {p,} est une suite de parallélogrammes dont le module tend
vers l'infini.

D’aprés le théoréme 2.1, la valeur de i{x, G) ne dépend pas du choix de la suite
{p,}. Elle ne dépend pas non plus du choix des générateurs T et S dans G.

En effet, supposons qu’il n’existe entre T et S aucune relation de dépendance
de la forme T*S*=1,a, feZ, |a|+|B|+0. Alors tout changement de générateurs
dans G correspond a un automorphisme de Z? qui transforme une suite de
paraliélogrammes de module tendant vers I'infini, en une suite de parall¢logrammes
ayant la méme propriété. Si, par contre, T et § sont dépendants, il en est de méme
de tout couple de générateurs, et il est facile de vérifier que I'entropie h(a, G)
associée a tout couple de générateurs est nulle, dans ce cas.

Diverses expressions de H (a, G):
. . 1
Proposition 1. Pour toute partition ae &, la suite - h(a%, S) converge vers h(a, G).

Démonstration. D’aprés l'inégalité (6) et la définition de h(x, G), pour tout
rectangle p dans le plan Z2, on a:

1
h(tx G)_TH(QP). (7)
En particulier, considérons les rectangles p, , formés des couples (s, t) vérifiant
. 1
0=<s<n, 0<t<k.Quand k tend vers Pinfini, n restant fixé, la suite :S(p—) H(o pn’k)
1 n.k
converge vers — h(ocT, S). On a donc:
h(a, )<11m~— h(ey, S).
On a, d’autre part,
1
—h(o, S)= ,
w MO DIy, )
pour tout k, d’ou: {
lim o (e, S)Eh(a, G)
On a donc bien 1
h(a, G)=lim - ko, S) ®)
et en échangeant les roles de S et de T
1
h(e, G)=lim o h(og, T). 9)

Montrons enfin que h(x, G) peut &tre exprimée comme une entropie conditionnelle.
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Théoréme 2.2. Pour toute partition o dans Z,
h(x, G)=H (/o5 (0tg)7) - (10)
Démonstration. Utilisons la formule de Pinsker [4]:
h(oh, SYy—h(o 2, S)=H(T " o| T" tag ol V) =H(et| ot o (T  ar... T, ")),

Quand n tend vers l'infini, cette expression tend vers H(x|ag (x5)7 ), d’apres la
relation (2). En appliquant le théoréme des moyennes arithmétiques et le résultat
précédent, on a donc:

1
h(o, G)=lim — (o, $)=H (x5 © (49)7)-

De méme, en échangeant S et T:
h(x, G)=H(o| a7 o (otp)5 )- (11)

Remarque 2.1. La partition ag  (og)7 joue le réle d’un « passé» de o par rapport
a l'action de G. Il y a plusieurs choix possibles d’un tel passé: I'expression obtenue
en échangeant S et T par exemple, relation {11), et plus généralement les expres-
sions obtenues en changeant de générateurs dans G (automorphisme de Z?).
Cette situation se rencontre également quand G est engendré par un unique

o
automorphisme 7, puisque le passé habituel, a7, et le «futur», af =V Tq,
constituent deux choix possibles d’un passé pour I’action de T. !

Il sera commode par la suite de fixer le choix du passé, de méme que nous
avons fixé le choix des générateurs, en prenant pour expression du passé oy o (og)7 ,
que nous noterons, quand il 0’y aura pas d’ambiguité, ag.

Propriétés de h(x, G). Nous donnons une série de résultats qui étendent aux
systémes (X, G) les résultats classiques de la théorie de Pentropie des systémes
dynamiques.

LSi we, hin, G)SH(). (12)

La formule résulte de P'inégalité (7) appliquée & un rectangle p réduit a un point.

2.8i
o,feZ, hp, G)<h(a, G)+h(B, G).

C’est une conséquence de la sous-additivité de Pentropie. La fonction h(x, G)
est donc une fonction croissante en « sur Z.

3.8 wBe?,  |hG)~h(p G)|<d(, ). (13)

En effet, pour tout parallélogramme p dans le plan Z2, on a:

H(a,)—H(B,)=H(B,lo,)—H(ot, | B,).

D’ou:
1 1
S50 [H (e,)—H(B,)] és—(';) (H(B,|a,)+H(x,|5,)

SHBlo)+H(x|f)=d(x, p) (d’aprés la relation (1)).
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En passant 4 la limite pour une suite de parallélogrammes de module tendant
vers I'infini, on obtient (13).

4. Soit G, un sous-groupe de G d’indice p. Considerons un «domaine fonda-

mental» J, de G, dans G, contenant I’élément neutre de G. Etant donnée une
partition a, nous noterons pour simplifier o’ la partition a; = V g-o. On a alors

la relation: gedp
h(?, G,)=ph(a, G). (14)
5. Pour tout automorphisme T dans le groupe G,
h(a, G)=h(o, T). (15)

On obtient cette relation en revenant a la définition de h(x, G), ou en utilisant
la formule (10).

6. 5i wBe®, h(p,G)<h(w G)+H(Bla). (16)

Soient p,, p, ,, 0, les carrés dans Z* définis respectivement par 0<s, t<n,
—pSs,t<p+n, —p=s,t<p. D’aprés la relation (1), on a:

H(B,)SH(B,,a,, )= Hay, )+ HB, |2, )
§H(ocp;hp)-i—nZ H(B|e,).
D’ou, en divisant par n? et en faisant tendre n vers I'infini, p restant fixé,
h(B, G)sh(e, G)+H(Bla,,).

Faisons alors tendre p vers l'infini. D’apres (2), H(B|a,,) tend vers h(B|ag).
L’inégalité (16) en résulte.

Remarques 2.2. (a) La relation (16) généralise 'inégalité (voir [4]).

o, peZ, h(B, T)Shia, T)+H(B|og). (17)
(b) En remplagant dans (16) § par « 8, on obtient:
h(a B, G) S h(x, G)+H(B|ag). (18)

(c) Sia est une partition génératrice pour G, c’est & dire si a;=¢, il résulte de
(16) que, pour toute partition fe Z, h(B| G) S h(a, G).

7. (Formule de Pinsker.) Si
o, peZ, h(ap, G)=h(x, G)+H(B|Bg ag)- (19)
Cette formule généralise la formule de Pinsker classique (formule (4)).
Soit G, un sous-groupe de G d’indice fini p. D’aprés (14) et (18), on a:
1
h(a B, G) = h((@ ), G,)

< hon, G+ B0,

1
=h(a, G)+? H(p?|og).
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Choisissons une suite décroissante de sous-groupes G, tels que I'intersection A G,
p

soit réduite 4 I'’élément neutre de G. L’entropie — H{f? | o5) converge vers A(f, G, o)
=H(f| B o). On en déduit I'inégalité:

h(ap, G)=h(x, G)+H(B| g ag)-

Par ailleurs, si p est un rectangle dans Z2, on a d’apreés la relation (1):

1 1
mH(“ﬂ)p—mH( a,)+ S )H(ﬁ )
1
_mH(a )+S( )H(ﬂ [og)-

En passant a la limite pour une suite de rectangles dont le module tend vers
P'infini, on obtient:
h(a B, )z h(o, G)+H(B|Bg o)
8. Si
o, feZ, ImH@|T"fgaz)=H(log). (20)

Appliquons la formule (19) aux partitions o et T~" ff. On obtient:
h(@o T~" B, G)=h(e, G)+H(T =" B| T~" 5 0 0tg)
= h(e, G)+H(BIB5 ag)-
D’autre part, en développant h(xe T~" f, G} par la formule (1), on trouve:
h(oo T™"B,G)=H(ae T™" Blog o T™" Bg)
=H(ulog o T7" )+ H(T ™" Blacag T7" Bg)
=H(alog o T™"fg)+H(BI T"(x05)° B5)-

Quand n tend vers Iinfini, H(B| T"(x o a5) o fg) tend vers H(B|ag o ), d’aprés
la relation (2). (Rappelons qu’on a posé ag =ug o (og)y.) En comparant les deux
expressions de h(ao T~" 5, G), on en déduit que:

H(@|T""fgoag) tendvers hia, G =H(a]og).

Remarques 2.3. (a) La relation (20) généralise la relation correspondant au
cas d’un groupe engendré par un unique automorphisme S:

lim H(x|S~" B5 o o5 )=H(et]oi5). (21)

Cette relation est utilisée dans [4] pour démontrer la formule de Pinsker en
dimension un contrairement au procédé employé ici, qui déduit (20) de (19).

(b) Nous aurons besoin d’un résultat un peu plus général que (21), et que I'on
obtient facilement par la méthode précédente: si o, , 0e %, avec a <0, si y est une
partition quelconque invariante par S, Sy=1, alors

lim H(x| 65 =S~ B5 07)=H(@155 7). 1)

2 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 25
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Entropie du systéme (X, G)
Définition. On appelle entropie du systéme (X, G) la quantité
h(G)=sup h(o, G).
(1574

L’entropie 2(G) est un invariant du systéme (X, G). L’entropie de (X, G) est
supérieure ou égale a Pentropic de ses facteurs. Si (X, G) et (Y, H) sont deux
systémes, 'entropie du systéme produit (X x Y; G x H) est h(G x H)=h(G)+h(H).

Draprés la remarque 2.2 (¢) suivant la relation (16), si o est une partition géné-
ratrice pour G, on a h(G)=h(o, G). En particulier, d’aprés (12), Pentropie h(G)
est majorée par 'entropie de toute partition génératrice pour G. Nous verrons
que quand G est un groupe apériodique, h(G) est exactement la borne inférieure
des entropies des partitions génératrices pour G.

Draprés la relation (14), on a, pour tout sous-groupe G, d’indice p dans G,
h(G,)=p h(G).

Théoréme 2.3. Si S et T sont deux automorphismes qui commutent de Pespace
(X, o, 1), si S ou T ont une entropie finie, le systeme (X, G) qu’ils engendrent a une
entropie nulle.

Démonstration. Supposons par exemple que h(7T) soit fini. Pour tout entier

p>0, soit G, le sous-groupe de G engendre par S et T.On a h(G)——h(G ) et,
d’aprés (15), h(G JSh(T). D’ou h(G)=

Exemples. (1) Soient X une variété munie d’une mesure différentiable p, S et
T deux automorphismes qui commutent de 'espace X muni de la tribu des
boréliens et de la mesure u. Si 7, par exemple, est différentiable, le systéme (X, G)
engendré par S et T est d’entropie nulle. En effet, on sait que T est d’entropie finie
(théoréme de Kouchnirenko) et donc, d’aprés le théoreme 2.3, A(G)=

(2) Soient Q=(w,) un espace fini, P=(p) un vecteur de probabilité sur Q.
Formons Pespace produit (X, u)=(Q, PY*".

Le groupe G=Z" opére sur (X, u) par translations sur les coordonnées. Le
systéme (X, G) constitue un schéma de Bernoulli généralisé. Désignons par x, ,
la coordonnée d’indice (0, 0) d’un x dans X.

La partition a=(4,), o0 4,={x:x, ,=w;}, ,€Q, est génératrice pour Z".

On a donc
h(G)=h(z, Z")=H(@)= ~Y p;log p;.

(3) Soient (Y, .«,, P) un espace mesurable, de mesure totale 1, et S, un auto-
morphisme de cet espace. Formons l'espace produit (X, o7, p)=(Y, o7, P}

Un point de X est donc une suite x={(x,) d’¢éléments de Y. Nous définissoins
deux automorphismes de X en posant: Sx=(S,x,), Tx=(x,_ ), pour x=(x,).
Les automorphismes T et S commutent et engendrent un groupe G.

Soit 7y l'application x=(x,) - x, de X dans Y. Si o est une partition d’entropie
finie dans Y, on a:

1 1
— hlems f, T)=—-h{(m " a)f)=—-hos,)

expression qui tend vers h(x, S,), quand p tend vers Pinfini.
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n
Les partitions moins fines que V T*(zg! ), pour un entier # et une partition

—n
o d’entropie finie dans Y, forment un ensemble dense dans &. On a donc:

h(G)=sup h (\/ T*(ng" o), G) =sup hing' o, G)

—n o

=sup h(a, Sp)=h(S,).

L’entropie du systéme (X, G) est donc égale & A(S,).

(4) Si S et T sont deux automorphismes qui commutent de 'espace (X, o, 1),
I'entropie #(G) du groupe qu’ils engendrent mesure, en un sens, I'indépendance
de S et de T, comme le montre le résultat suivant:

Proposition 2.1. Si S est faiblement adhérent a Porbite de T dans le groupe des
automorphismes de (X, <, u), l'entropie du systéme engendré par S et T est nulle.

Démonstration. Désignons par 4 la différence symétrique des ensembles dans
X. Par hypothése, pour tout sous-ensemble Ae.oZ, il existe une suite d’entiers
{k,}, tels que u(SAAT" A) tende vers 0, quand i tend vers Vinfini.

Soient A un sous-ensemble dans .7, et o la partition de X en 4 et X — 4. Pour
tout ¢>0, il existe un entier k tel que d(Sa, T*a) <e. D’autre part, comme S et T
commutent, on a

d(8"a, T"a)<|n|d(Se, Ta), pour tout entier n.

On a donc
d(S" o, T @) <l 6.
D’ou:

(o, T) = b, T SA (L, aB) < S (S0, T o)< pPe.
n=1

D’autre part, on a:

h(cds, T)=h(a, T).
On en déduit, ¢ étant arbitraire, h(og, T)=h(a, T).

En particulier, h(x, G)= h,fn —;— h(ef, T)=0. Pour passer au cas d’une partition
¢ quelconque finie, écrivons
=0y 0. 0, OU o=(4,X—A4), &=(4).

On a h(¢, G)gz h{e;, G)=0.D’ou h(G)=0.

3. Groupes apériodiques d’automorphismes, existence de générateurs

Roblin [5] a montré qu'étant donné un automorphisme T apériodique d’un
espace (X, &, u), u(X)=1, il existe, pour tout entier n>>0 et tout nombre ¢ >0, un
ensemble Ao/ dont les images 4, T4, ..., T"~* 4 sont deux 4 deux disjointes et
ont une réunion de mesure supérieure a 1 —e.

Ce résultat joue un réle essentiel dans plusieurs questions de théorie ergodique,
en particulier dans I'étude des partitions génératrices et dans le probléme de

2%
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lisomorphisme des systémes dynamiques. Nous nous proposons, dans ce para-
graphe, de I'étendre au cas d’un groupe G & n générateurs.

La démonstration que nous donnons, dans le cas n=2, pour simplifier les
notations, est générale. En dimension un, elle redonne une preuve du résultat de
Rohlin, différente des démonstrations données par Halmos [1], ou Neveu [2].

Définition. On dit que des automorphismes d’un espace (X, &, ), qui com-
mutent, T, i=1,...,n, engendrent un groupe G apériodique si, pour tout n-uple
d’entiers (p,), non tous nuls, I'ensemble des points fixes de la transformation
TP ... TP~ est de mesure nulle.

Notations. Considérons en particulier le cas de deux automorphismes S et
T. Pour tout couple (¢, s) d’entiers positifs, nous notons Z(t,s) la famille des
ensembles mesurables A4 tels que T*S"ANT* S” A=@, si (k,r)+(k,7) et 0Lk,
k<t,0<rr'<s.

Pour tout ensemble 4 dans Z (i, s), nous posons

4,,=\T*S"4, 0=k<t, 0sr<s.

Enfin, nous posons
¢(t,s)= sup u(4,)).
Ae2(t,s)
Lemme 3.1. Si deux automorphismes S et T de (X, <, 1) engendrent un groupe
G abélien apériodique, pour tout couple d’entiers positifs (1, s), pour tout ensemble M
mesurable, il existe A= M tel que AcD(t,s) et (A, )25 pu(M).

Démonstration. Soit B un ensemble mesurable de mesure non nulle, quelconque.
Pourtout couple d’entiers (k, ) tels que |k|+|r|=0, il est possible de construire,
d’aprés lapériodicité de G, un sous-ensemble B, de B, de mesure non nulle tel que
B, T*S"B,=0. On en déduit I'existence, pour tout couple d’entiers (t, s) positifs,
d’un sous-ensemble B, de B de mesure non nulle appartenant & Z (z, s).

Considérons un ensemble 4 maximal pour I'inclusion (aux ensembles de mesure
nulle prés) parmi les ensembles contenus dans M et appartenant & 9 (t, s). Posons
c=\JT*s 4, —t<k<t, ~s<r<s.

Sil'onau(M —M n C)>0, il existe, d’apres ce qui précede un ensemble 4, < M,
disjoint de C et de mesure non nulle, appartenant a 2(t, s). Il est clair que 'ensemble
AU A est contenu dans M, appartient & Z(t,s) et a une mesure strictement
supérieure a celle de A.

Donc en fait M est contenu dans C. On a p(M)Sp(C)2Qt—1)2s—1) u(A).

D’ou: .
u(A4, )=tspu(d)zs p(M).

Théoréme 3.1. Si des automorphismes T,, i=1, ..., n de (X, o, 1) engendrent un
groupe G apériodique, pour tout n-uple entiers (t,) et pour tout £>0, il existe un
ensemble Acsf dont les images TF... T A, 0=k, <t;, i=1,...,n, sont deux d
deux disjointes et ont une réunion de mesure supérieure d 1 —e.

Démonstration. Nous nous plagons pour simplifier les notations, dans le cas
n=2, c’est & dire dans le cas ou G est engendré par deux automorphismes S et T.
Avec la notation introduite plus haut, le théoréme peut s’énoncer: pour tout
couple d’entiers (t, s) positifs, ¢ (z, s)=1.
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Remarquons d’abord que la suite ¢ (t*, s") est décroissante en n. En effet, si
u;, v, sont deux entiers divisant respectivement des entiers u et v, pour tout 4

u

appartenant a 2(u,v), l'ensemble A= U TFu S A, 0< k<—, 0§r<i,

appartient a 9 (u,, v,). L’inégalité ¢ (u, v) < ¢ (u,, v;) en résulte. ! !
11 suffit donc de montrer que la limite /=1m ¢ (¢", s") vaut 1.

Soit 4 un ensemble dans Z (t?, s¥), ou p est un entier strictement positif. Notons
pour abréger A, l'ensemble 4,, .
Considérons les ensembles M =X — A, M, =) T*S'M, —t<k<t, —s<r<s.
En appliquant le lemme 3.1 & M, et aux entiers (¢, s), on peut trouver B M|,
Be2(t, s), tel que
n(B, )z L u(M,).

Il est clair, d’aprés la définition de M, et le choix de A et de B, que I'ensemble
D=BuUlJT"S"A4,0<k<t?~!,0<r<s”"", appartient & 2(t, ).
On a donc ¢(t, )2 u(D, ) =u(A,) +p(B, )= p(4,)+% p(M,).

Un calcul simple donne par ailleurs:

pM=M)=p(JMATS'4,), —r<k<t, —s<r<s,

S4rsu(d)ys4t-r-stoe,
D'ou:
bt )Zp(A)+5(1—p(4,) -t 7757

=i+iu)—rrs .

En prenant la borne supérieure sur les ensembles A appartenant 3 Z(t%, s¥)
dans cette inégalité, on obtient:

A, 5)ZL+2p (17, )17 572,

On en déduit que la limite #=1lim ¢ (", s") vérifie l'inégalité £/=%+3 /, et donc
est égale a 1. "

Partitions génératrices. Notation. Par analogie avec la notation de [4], nous
notons B; I'ensemble des partitions d’entropie finie génératrices pour G dans
(X, o, u), et par I; l'ensemble des partitions d’entropie finie pour lesquelles
h(a, G) atteint son maximum, c’est & dire telles que h(x, G)=h(G).

Nous avons vu, au paragraphe 2, que B est contenue dans I;. D’aprés (13),
I; est un fermé de 'espace métrique complet Z.

De méme qu'en dimension un, By est un G, dans I;;. En effet, soit {a,} une
suite de partitions croissant vers ¢ dans &. Posons

Bg(p, g, m)={¢ely: H(w,| V T*S"¢)<1/q}.

kl, ¥l <n

Alors Bg(p, g, n) est ouvert dans I; et on a:

BG:ﬂ m U Bg(p, g, n).
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Le théoréme 3.1 permet d’étendre les résultats de Rohlin sur les partitions
génératrices au cas d’un groupe & n générateurs. Comme la démonstration est en
tous points analogue a celle des paragraphes 10.5 3 10.8 de [4], excepté l'utilisation
du théoréme 3.1, nous nous bornons a énoncer les résultats.

Théoréme 3.2. Soit G un groupe abélien apériodique, & n générateurs, d’auto-
morphismes de (X, o, p). Lentropie h(G) du systéeme (X, G) est la borne inférieure
des entropies des partitions génératrices pour G.

Si h{(G)< 0o, pour tout >0, il existe une partition o d’entropie finie génératrice
pour G telle que H(&)<h(G) ¢, et le complémentaire de Bg dans Iy, est un ensemble
de premiére catégorie dans I;.

4. Partitions de Pinsker, systémes d’entropie complétement positive
Le systeme (X, G) étant donné (nous supposerons pour simplifier que G est
engendré par deux automorphismes T et S qui commutent), nous associons a
toute partition o mesurable de X la partition n(x) borne supéricure des partitions

e % telles qu
d e ane B<ag et h(,G)=0

La partition n{a) est appelée partition de Pinsker associée d «. Dans le cas ol
o est Ja partition ¢ de X en ses points, nous obtenons la partition de Pinsker du
systéme, que nous notons 7(G).

Proposition 4.1. Pour toute partition o, n(x) est invariante par G. Pour toute
partition BeZ telle que f<n(x), on a h{B, G)=0. Le systéme G/n(a) facteur de
(X, G) correspondant a n(a) est d’entropie nulle. En particulier G/n(G) est d’entropie
nulle et, inversement, tout systéme facteur de (X, G) d’entropie nulle est un facteur
de G/n(G).

Démonstration. Si f§ est une partition dans &, telle que h(f, G)=0, pour tout
automorphisme R qui commute avec G, on a:

h(R B, G)=0.

La partition n(xz) est donc invariante par tout automorphisme qui commute
avec G et qui laisse o, invariante. En particulier, n(G) est invariant par tout
automorphisme qui commute avec G.

Les partitions feZ, telles que <o et h(f, G)=0, sont denses dans l'en-
semble des partitions £ Z telles que £ <n(x). D’aprés (13), pour toute partition
peZ, on a donc I'équivalence:

Bsn(e) < h(f,G)=0 et fxoe.

La fin de la proposition 4.1 en résulte.

Le théoréme suivant montre que la partition m(e), associée & o peut Etre
considérée, de méme qu’en dimension un, comme un «passé éloigné» pour la
partition a.

Notation. Pour toute partition « dans &, posons

G=A S5 - T~"(og)7
n

La partition & est invariante par S, mais n’est pas, en général, invariante par 7.
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Introduisons également
N
a,=Vay, ou ay=V Tra.
N —-N
La partition «_, est invariante par G.

Théoréme 4.1. Pour toute partition o dans %, o, = ().

Démonstration. Montrons d’abord l'inégalité o, <7(e), qui est équivalente a:
pour toute partition fe %, telle que f<o , on a:

(B, G)=0.

Les partitions moins fines que I'une des partitions &, pour un entier N forment
un ensemble dense dans 'ensemble des partitions moins fines que a . II suffit
donc de démontrer que fe % et B8y pour un entier N implique h(f, G)=0.
Nous supposons que f est moins fine que &, le cas f<dy se traitant de fagon
identique.

On a donc (
H(BIS " a5 - f5 - T (29)7 (Bs)7) =0,

pour tout 5 et tout k. En faisant tendre n vers l'infini, on en déduit, d’aprés la re-
lation (21"), i

H(ﬂtﬁs_ - T~ Hag)r - (ﬁs);)=0'
Faisons maintenant tendre k vers I'infini et appliquons la relation {20). On obtient

H(BIBs - (Bs)7)=0,
soit encore h(f, G)=0.

Inversement, montrons que, pour toute partition fe% telle que h(f, G)=0
et f<ag,ona f<u,.
Si G, est un sous-groupe d’indice p dans G, on a (cf. les notations du § 2),

h(B, G )=h(?, G))=p h(f, G)=0.

D’autre part, la relation (19) appliquée 4 une partition y quelconque dans &, a f§
eta G, donne:

HElyz)+ HBIBs, 76,)=HBI Bs,)+ H 175, Bs,):
d’ou puisque
H(B\Bs, v6,)=H(BIBs,)=0,
H(ylys,)=H@lvg, Bs,)-

A fortiori,
H(ylyg,)=H0lvg, B)-

Si G, est le sous-groupe de G engendré par 7" et 8%, la partition du « passé» yg ,
est moins fine que S™"*'yg - T~ "*!(yg)r. On a d’aprés le résultat précédent:

HEIPZH |y, By=H@E 15, 2HEIS™"  ys - T " (39)7)-
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En passant 4 la limite en n, on trouve:

HEBzHEGI)).

En particulier, si y est majorée par une partition de la forme a,, ou p est un
rectangle fini dans Z2, on a:

HQGIP)ZHy|)ZHG,)ZH>|0y,).

Comme f est limite dans & de partitions y vérifiant la condition précédente
(d’aprés f=<0g), on a bien:

0=H(p|p)=H(pla,), soit f=a,.

Théoréme 4.2. Soient o et f§ deux partitions d’entropie finie telles que: 4=v
(ou, a fortiori m(x)=v), et h(B, G)=0. Alors « et B sont indépendantes.

Démonstration. Soit G, le sous-groupe de G engendré par T" et S™ ou {n,}
est une suite d’entiers tels que n, divise n, ;. La suite o5, est décroissante, et sa
limite est contenue dans &, donc égale & v. On a donc, d’aprés (3),

lim H(x|og,)=H().

Comme h(f, G)=0, nous avons (cf. la démonstration du théoréme 4.1):
H(z|f)2 H(e| g, f)=H(ox|og,)

D’ou, en passant a la limite," H (x| f)= H(x), ce qui montre que « et  sont
indépendantes.

Définition. Un systéme (X, G) est d’entropie complétement positive si n(G)=v,
autrement dit, si pour toute partition § dans &, h(p, G)=0, entraine f=v.

Tout systéme facteur d’'un systéme d’entropie complétement positive est
d’entropie compleétement positive. Les schémas de Bernoulli généralisés sont des
systemes d’entropie complétement positive.

Si (X, G) est d’entropie complétement positive, pour tout automorphisme
Te G, T 1dentite, le systéme (X, T) est d’entropie (infinie) complétement positive.

Une caractérisation des systémes (X, G) d’entropie complétement positive

Proposition 4.2. Pour qu’un systéme (X, G) soit d’entropie complétement positive,
il faut et il suffit que, pour toute partition ae %, on ait:

H()= sgp H(a, G,), ob G, décrit une suite décroissante de sous-groupes d’indice

P
fini G, tels que lintersection \ G, soit réduite d lidentité de G.
p

Démonstration. Si (X, G) est d’entropie complétement positive, ag décroit

vers la partition triviale v de X, d’aprés la démonstration du théoréme 4.1. On a

donc H(w)2h(x, G,) =H@log) - H@), p— 0.

Inversement, si h(x, G)=0, on sait que pour tout sous-groupe G, d’indice fini
dans G, h(x, G,)=0. La réciproque en résulte.

Le résultat suivant donne une caractérisation des systémes d’entropie com-
plétement positive liée 4 la structure de groupe de G.
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Définition. Un groupe G d’automorphismes de (X, .o, p) est dit totalement
ergodique si, pour tout sous-groupe G, d’indice fini dans G, tout ensemble me-
surable invariant par G, est mesure 0 ou 1.

Théoréme 4.3. Soit G un groupe abélien a n générateurs d’automorphismes de
(X, o, u). Supposons G apériodique et totalement ergodique. Alors le systéeme (X, G)
est d’entropie complétement positive si et seulement si, pour toute partition o dans
Z, pour toute famille décroissante de sous-groupes G, d’indices finis dans G d’inter-
section réduite a lidentité de G, on a:

N ag =o.
GP

Démonstration. D’aprés I'inégalité (16), on a, pour « et f dans &,

h(B, G,)=h(o, Gp)+H(ﬁlaGp)§H(0<)+H(ﬁié\ %G,)-

Supposons (X, G) d’entropie complétement positive. D’apres la proposition
4.2, on obtient en prenant la limite de h(B, G,):

H()SHG)+H(B) A ,).

Si B est contenue dans A o et contient o, on a donc:
GP

H(p)=H( o)+ H ()= H(w)-
Dot f=a, et A a5 =o.
G

Inversernenti considérons une partition y invariante par G, telle que le systéme
G/y facteur de (X, G) dans y soit d’entropie nulle. D’aprés le théoreme 3.2 sur
I'existence de générateurs, pour chaque sous-groupe G, d’indice fini dans G, il
existe dans Z (y), I'espace des partitions d’entropie finie moins fines que y, un G,
dense de partitions génératrices pour G ,/y. Comme Z (y) est un espace métrique
complet, il existe une partition ae 2 (y) génératrice pour chaque G,/y dans y.
On a donc o =y, pour tout p. Comme G est totalement ergodique, y n’est pas
une partition d’entropie finie, donc é\ Ag, =)+

P

5. K-systémes, propriétés spectrales des systémes (X, G)

La notion de K-systtme pour un automorphisme T est liée 4 la structure
d’ordre sur Z. La définition que nous proposons en dimension deux est également
liée au choix d’un ordre sur Z?, et fait jouer un rdle dissymétrique aux générateurs
de G. Elle est donc relative au couple ordonné d’automorphismes (7, S). Cette
définition s’étendrait de maniére évidente a un systéme de dimension n.

Nous utilisons sur Z? P'ordre lexicographique défini par:

H,p)E(n,p<=m<n,oun=r'ct p<p).

Définition. Soit (T, S) un couple ordonné d’automorphismes qui commutent
de (X, o, p). On dit que ce couple définit un K-systéme s%il existe une partition
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mesurable ¢ de X telle que:
(I} & est génératrice: V T"SP¢=
(n,p)eZ?
(IT) £ est croissante, au sens de Pordre lexicographique sur Z?:

(', p)<(n,p) = T" ST LS TSPE.
) A S "e=T""¢&.
(IV) A T~"&g=v, partition triviale de X .

Le théoréme suivant montre que, comme en dimension un, les K-systémes
sont des systémes d’entropie complétement positive.

Nous ignorons si la réciproque de ce résultat est vérifiée en dimensions n,
comme elle I'est en dimension un.

Théoréme 5.1. Soient T et S deux automorphismes qui commutent de (X, o/, u) et
G le groupe qu'ils engendrent. Si le couple ordonné (T, S) définit un K-systéme,
le systéme (X, G) est d’entropie complétement positive.

Démonstration. Montrons d’abord que pour toute partition feZ telle que
h(B, G)=0et f<&s, ona f<T' &g

On sait que pour tout sous-groupe G, d’indice fini dans G, h(, G,)=0. La
formule de Pinsker (5) et 'hypothese f = &g impliquent donc:

H(lys By T E)=H@lyse- T EJZHp ST 95 - T7H &),
pour toute partition ye & et tout entier k.
Siy <SP ¢, pour un entier p, on a:

H|B- T E)ZHO |y o THEJZH@IS ™ y5 - TTHEYZ Hy|STFHP41 ().
En passant a la limite en k, on obtient d’aprés (III):

H|B- T &)z HGI T &)

D’aprés la densité des partitions y considérées, cette relation est vérifiée pour
toute partition d’entropie finie moins fine que &g, en particulier par f: H(B| T~ &)
=0, soit S T~ &

Soit fe Z telle que h(B, G)=0¢et < T? &, pour un entier p. Le raisonnement
précédent, appliqué successivementa T? &, TP~ 1 &g, etc., montre que f < /\ T="é&,
donc p=v d’aprés '’hypothese (IV) de K-systeme.

Si o est une partition d’entropie finie telle que «< TP &g, pour un entier p,
pour toute partition fe % telle que § <&, on a h{p, G)=0, d’apres le théoréme 4.1,
donc f=v, d’apres ce qui précéde. Dot & =v. Les partitions y telles que h(y, G)=0
sont donc indépendantes des partitions o telles que a< T? &g, pour un entier p
(théoréme 4.2). Comme ces partitions o sont denses dans &, on a y=v et (X, G)
est d’entropie complétement positive.

Théoréme 5.2, Soit G le groupe engendré par deux automorphismes T et S qui
commutent. Il existe une partition mesurable & satisfaisant aux conditions (1) et (1I)
de la définition des K-systémes, c’est d dire génératrice et croissante, telle que:

hG)=H(S /O =H(S/Es)-
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La démonstration repose sur la formule de Pinsker (19), et est analogue a
celle de la premiére partie du théoréme 1 de [7].

Propriéiés spectrales des systémes dynamiques

Définitions. Soit G un groupe topologique localement compact d’automor-
phismes dun espace (X, o/, u). Le systéme (X, G) est dit fortement mélangeant
si, quels que soient les ensembles A4 et B mesurables dans X, u(g A n B)— pu(A)-u(B),
quand g tend vers Pinfini.

On note g — U, la représentation de G dans le groupe des opérateurs unitaires
de I2(X, o, p) définie par:

U N)=fg " x), gelG, xeX, fel*(X).

Quand G est engendré par n générateurs, nous dirons que le systéme (X, G)
est & spectre de Lebesgue dénombrable, 8’1l existe dans Porthogonal 5 des fonctions
constantes dans I[*(X), un systtme de fonctions {f,,;,g€G,iel}, I ensemble
dénombrable d’indice, formant une base orthonormée de 57 et tel que, pour
tout heG,

(]hfg,iz.ﬂlg,i’

I est clair que si (X, G) est 4 spectre de Lebesgue dénombrable, il est fortement
mélangeant.

Théoréme 5.3. Soient (T, S) un couple ordonné d automorphismes qui commutent,
et G le groupe qu’ils engendrent. Si (T, S) est un K-systéme, le systéme (X, G) est
a spectre de Lebesgue dénombrable.

Démonstration. Dans lorthogonal # des fonctions constantes dans I*(X),
soient 7, resp. A, le sous-espace des fonctions constantes sur les éléments de ¢,
resp. de 71 &, et #, le supplémentaire de 4 dans 7. L’espace # est de dimension
infinie (cf. [4], § 14.1). Pour (w,k)=(n, k), si f et g sont dans #;, T" S* [ est
orthogonal a T"S*g. (Condition (II) de K-systéme.) Des conditions (I), (II) et
(IV), il résulte que le sous-espace engendré par T"S* #,, (n, k)e Z?, est dense dans
HA.Sif,,iel, est une base dénombrable orthonormée dans 5#,, les fonctions T" S*f.,
(n, k)eZ?, icl, forment une base orthonormée dans /.

Nous ignorons si un systéme (X, G) d’entropie complétement positive est &
spectre de Lebesgue dénombrable. Les deux théorémes suivants constituent des
réponses partielles & cette question.

Théoréme 5.4. Soit (X, G) un systéme dynamique, d’entropie h{G)>0. Le systéme
(X, G) a un type spectral maximal de Lebesgue dénombrable (Cest a dire, il existe
dans 1*(X), un systéme orthonormé de fonctions Joi-8€G, i€l dénombrable, tel que

U, [y i= Jag.i» quels que soient h,geG, iel).

La démonstration est analogue & celle du théoréme 5.3.

Théoréme 5.5, Si le systéme (X, G) est d’entropie complétement positive, il est
Jfortement mélangeant.

Démonstration. Nous nous placons dans le cas n=2. Le groupe G est engendré
par des automorphismes 7 et S.
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Soit 4 un ensemble mesurable, et (n,,p,) une suite dans Z? telle que
sup(|m|, |py}) = co. Montrons que

u(T™ SP= A~ A)— p(A)>?.

La propriété de mélange fort en résultera par polarisation.

11 suffit de raisonner dans le cas ou, par exemple, n, - — c¢. Soit  la partition
de X en 4, X — A. La suite T+ (a); est décroissante, et sa limite est une partition
moins fine que a,,, donc triviale (cf. théoréme 4.1), puisque (X, G) est d’entropie
complétement positive. On a donc, d’aprés la relation (3):

H ()= 1im H (c] T™ SP* o) = lim H (o] T™ SP* 1)
2lim H(o| T (x5)7) = H(@).

D’ou H (x| T™ SP* o) » H(x), ce qui entraine:

(TSP A N A)— u(A)>*.

6. Entropie d’un systéme défini par n groupes 4 un paramétre

Supposons donnés dans le groupe des automorphismes de (X, =/, p), n groupes
3 un parameétre réel, commutant detix a deux, 7., S,, ..., R,, teR, tel que la re-
présentation de R dans I?*(X) associée 4 chacun de ces groupes soit continue.
Soit G le groupe engendre par 7, S,, ..., R,.

Considérons le sous-groupe discret I' de G engendré par T, S,,...,R;. On
peut considérer G comme espace vectoriel réel muni de la base 7}, S,, ..., R, et
donc faire opérer toute matrice réelle M de dimension #n sur G. Notons I, 'image
par M du sous-groupe I'. Le théoréme suivant donne la relation entre I'entropie
de (X,I') et Tentropie de (X, I,,). Il généralise la formule d’Abramov h(T)=
el h(T).

Théoréme 6.1. h(I,,) =|det(M)| h(I).

Démonstration. Dans cette formule, on doit prendre O pour valeur du produit
|det(M)| h(I"), si det(M)=0 et h(I')= co.

La démonstration repose sur la méthode utilisée en dimension un par Pinsker
pour prouver la formule d’Abramov. Cette méthode est exposée dans [6]. Pour
simplifier, nous ferons les raisonnements dans le cas n=2.

Lemme 6.1. Notons (T, S)), (T, S,) les groupes discrets engendrés par T=T,
et S,,et T=T, et S, et h(T, S), h(T, S)), leur entropie, oui t et u sont deux réels. Si
O<u<t,ona h(T,S)<t/uh(T,S,).

Démonstration. Fixons un entiet m, et soit d = 1/m. A toute partition « associons
la partition &=o - S;,%... S, _1)s, % Pour tout entier n, soit k=k(n) le plus petit
entier tel que: nt<ku<(n+1)t.

Comme dans [6], on a, pour toute partition & dans &,

Hw-S,a...S, ) SH@E-S,&...S,,8)+ Y H(S, x|a),
i=1
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ou les nombres 6, vérifient 06, <ou. D’ou en divisant par n et en passant a la
limite en n:

hie, S)=—h(& S,)+e(o, ou),

t
u
avec e(o, du)= sup H(S,o|a).
0=8<du

Appliquons cette relation 4 une partition ¢ de la forme « - Ta... T? 1. On
obtient:

:lw

1 1
?h(oc-Toc... TP 1o, S)< h@-Ta&...T? 13, SJ—I——;S(OC-TO(... TP~ o, 6u).

1
P
Pour chaque 6, on a:

H(Sy(- Tar... TPt a)|ou- Tor... TP ' o) S p H(Spx|00).

D’ou

1 t 1
?h(fx-Toc...T"_lfx S)§7 ?h(&-T&...T"”&, S,)+e(e, du).

En passant a la limite sur p, on en déduit:

h(o (5 8) S h{EH(T 5,)+ (0 50— h(T; $,)+2(0, 60)

SR

D’aprés '’hypothése de continuité faite sur les groupes T,,S,,..., on peut
rendre e(a, ou) arbitrairement petit pour un choix convenable de 0. Donc:

h(o, (T, 8))=—h(T; S,).

Iy
u
et, en prenant la borne supérieure en e %, h(T, S,)§—u—~ (T, S,).
Démonstration du théoréme. Pour tout entier positif p,

h(T; 8%)=h(T*, S)=p (T, S).

Soient u et ¢ des réels positifs. Supposons qu’on ait 0<u <t D’aprés le lemme,
t
et de méme, en choisissant un entier p tel que 0<t<pu,

h(T.S,) =ph(LS)S 2= (T S),
d’ou
WL S)S = h(TS).

On a donc I'égalité:
uh(T,5)=th(T,$,),



30 J.P. Conze: Entropie d’un groupe abélien de transformations

égalité qui s’étend a des réels ¢ et u quelconques: |u| h(T, S,)=|t| h(T, S,). Dans

cette égalité, il convient de poser u h(T; S,)=0si u=0 et h(T}S,)=co (en effet si S

est l'identité h(T, S)=0). .
Soit alors M une matrice réelle de dimensions 2 x 2. Si M est de la forme ( 0 u) s

la formule h([,,)=|det(M)| h(I') est démontrée par ce qui précéde. Elle est égale-

s 01 11 1 0 .
ment vérifiée pour M de la forme ( | 0), ou ( 0 1), ou ( ) 1), ces matrices

correspondant & des automorphismes de I'.
Enfin, on a, d’aprés ce qui précede,

1 1

t
0 1)”*0'

Comme les matrices des types précédents engendrent 'anneau des matrices
2x 2, 1a formule h(I;,)=|det (M)| h(I') est démontrée dans le cas général.

ce qui prouve la formule cherchée dans le cas ou M = (
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