Zeitschrift fiir

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete Wahrscheinlichkeitstheorie
35, 349 — 353 (1976) und verwandte Gebiete

© by Springer-Verlag 1976

Corps convexes et processus Gaussiens de petit rang

X. Fernique

Institut de Recherche Mathématique Avancée, Laboratoire Associé au C.N.R.S.
Université Louis Pasteur, U.E.R. de Mathématique, 7 rue René Descartes
F-67084 Strasbourg Cedex, France

On calcule des moments du maximum de certains processus gaussiens & partir
d’¢léments géométriques.

1. Introduction, notations

Soient 7 un entier positif et X =X(w, t), weQ, te T=[1, n], un vecteur gaussien

centré de covariance I inversible; soit g la densité de X sur R”=R" nous avons

donné précédemment en utilisant des idées de Chevet ([1]) un calcul de E[sup X]
T

4 partir d’intégrales sur R"~* liées a g ([2], lemme 2.2.1). Nous allons généraliser
ce calcul dans deux directions: lui donner un sens lorsque I' n’est pas inversible,
Pétendre au calcul d’autres moments; nous constaterons aussi dans des cas
particuliers sa signification géométrique. Nous supposerons T fini.

Soit (s, £) un couple d’éléments de T, nous noterons Y (s, f) le processus gaussien
défini par:

YueT, Y(s,t)w)=Xw)—-E{XWu)|X(s)—X(®)},

P, 8)—y(u, 1)

soit si d(s, 1)+0, Y(s, {#) =X () =5 =3

(X(s)= X ().

Remarquons que pour tout couple (s, t) de distance d{s, t)+0, la probabilité '
de {X(s)=X(z)} est nulle; elle vaut 1 si d(s,t)=0. Puisque T est fini, on peut
donc définir presque slirement une variable aléatoire ¢=0, & valeurs dans T
muni de la tribu engendrée par les d-boules en posant:

ox(@)=s=X{w, s)=s1%p X(w).

Nous noterons u= uy la probabilité sur T qui est la loi de o.

2. Le calcul fondamental

2.1. Nous supposons pour commencer que X a une covariance I' inversible, nous
notons G la matrice inverse de I’ et g la densité sur R de la loi de X; nous posons

Yo =Ssup y(s, 5).
seT
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Lemme 2.1. Pour toute fonction f continue d dérivée continue d’une variable
réelle telle que:

3271 lim (£ e 27} =0,
on a pour tout élément s de T':
E{[X(s) f (X( S))—f’(X(S)) (s, 81 L, _ s}

=Y (y(s,8)—7(s, t))j éff(oc)g(x)doc, E={x,=x,=supx=a}, (2.1.1)

2E{[X(0)f(X(U))—f'(X(0'))?(07 o)1}

=Y > d*(s, t)j [f@g(x)da, E={x=x=supx=a}, (2.1.2)
s t¥s X, E

E[X(s) X(O’)]=E[V(S’ o)l={(s, ) dut). (2.1.3)

Démonstration. On calcule facilement E{[ f(X(s))(GX)(t)]I,_,} pour t=s en

intégrant par rapport a x, puisque (Gx)(f)g(x) est égal a —8—6~ 2(x);
xt

on calcule aussi E{[ f(X(s)(GX)(s)—f"(X(s))]1,_,} en développant suivant les
ensembles ot les X (t), t+s sont les plus grands & part X (s) et en intégrant alors
par rapport a x, sur [x,, +oo]. La relation (2.1.1) se déduit de ces deux calculs
en utilisant:

= 7(s, )(GX)(1);

la relation (2.1.2) s’obtient alors en sommant sur (2.1.1); les mémes calculs liés
a la fonction f(x)=x donnent (2.1.3).

2.2. Les relations ci-dessus font intervenir explicitement G et g. En fait, on
peut les écrire aussi & partir des processus conditionnés Y(s, t); il suffit de re-
marquer que la fonction ]/ﬁd(s, ) g(x) pour x,=x, est la densité¢ de Y(s,1).
On obtient alors, si I' est inversible:

E{{X () f(XE) - (XE) v(s 9],

U} 221
E(LX(0) f(X(0)~ /' (X(0) y(e, o)
d(s, t)

—gtgsz WE{f(Yt LD, (222)
E{X ()X (0)} =E{y(s,0)} = [ (5, £) dpu(2). (223)

2.3. Nous étudions maintenant le cas ou I' n’est pas inversible; les variables
aléatoires (X (¢), te T) définissent dans I?(Q) un ensemble fini; nous notons &(X)
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I'ensemble fini des indices des sommets de son enveloppe convexe; c’est un
sous-ensemble de T (identique & T si I' est inversible) et la variable aléatoire
=0, prend ses valeurs dans § =& (X), on a d’ailleurs:

supX =supX.
T &

Lemme 2.3. Soit X un processus gaussien sur un ensemble fini T séparé par d;
pour toute fonction f continue d dérivée continue d'une variable réelle telle que

3y>supy(s,9): lim {f'()e 21} =0,
seT

on a pour tout élément s de &
E{[X(s) f(X()—f" (X&) v(s, 91, _}
y(s, 8)—v(s, 1)
——E{f(Y I.__3, 2.3.1.
L ds. D {/(Y(t, )DL, _} (23.1)

t*+s

E{X(o )f(X( ) 1(X (o) (0, 0}
_y y 6 ”E{f(Y(z SO, (232)

sed ted
t¥s

et pour tout élément s de T
E{X(s) X (o)} =]7(s,0)du(). (2.3.3)
Démonstration. Elle résulte d’'un passage a la limite sur les processus auxiliaires

inversibles X (t)=X (t)+eA(t), teé, ou A est un processus normal sur & indé-
pendant de X ; on vérifie en effet:

Vseéd, linéP{[aX:s] Aloy =s1}=0,

V (s, t)eé x &, HI%P{[UYS(S, p=s]4loy_ =s]}=0.

3. Etude de cas particuliers

3.1. Le rang 2

Supposons qu’il existe deux vecteurs 4, et A, de R” et un couple normal (4,, 1,)
tels que:

VieT, X0=A,0)7+A4,(0)%;

dans ces conditions, X peut étre représenté dans IR? par 'ensemble A des points
{A(t)=(A4,(1), A, (1)), te T}; nous notons P le polygone convexe engendré par A.
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Théoréme. Si le rang de X est inférieur ou égal a 2, les premiers moments de supX
sont donnés a partir du périmétre p de P et son aire of par:

1
ﬂ‘p’

ELX*(0)=y(c, o)) =5

E[X(0)]=

Démonstration. Si d(s, t) est non nulle, alors Y(s, £) est de rang inférieur ou égal
a 1 et 'ensemble {oy ,=s} sera de probabilité nulle ou égale a 1/2; le second
cas se produit si la projection orthogonale commune de A(f) et A(s) dans la
direction A(f) A(s) est un sommet de la projection de P, c’est-a-dire si A(z) et
A(s) sont deux sommets consécutifs de P. On aura donc, en notant & (s) 'ensemble
des indices des deux sommets de P contigus a A(s):

E{X(0) f(X (o)) —f'(X(0)) 7(0, 0)}

_ d(s, ) ‘ .
“L ¥ S EU0e 6, s

la premiére formule s’en déduit en prenant f(x)=1, les derniers facteurs valant
alors 1/2. On établit la seconde en prenant f(x)=x, on obtient en effet:

) ds,t)  [OASIAADA()
X @-ral=Y ¥ e[S

ou g, , vaut +1 si lorigine 0 est du c6té de A(s) A(t) qui contient le polygone P
et vaut (— 1) dans le contraire. En sommant sur les différents sommets, on obtient
le résultat indépendamment de la position de l'origine.

3.2, Le rang 3

Supposons maintenant que X soit de rang inférieur ou égal 4 3; nous le repre-
sentons par un ensemble 4 dans IR® et nous notons P le polyedre convexe
engendré par 4; pour tout sommet A(s) de P, nous notons & (s) 'ensemble des
indices des sommets contigus. Dans ces conditions, 'ensemble {ay(s, t)=s} sera
encore de probabilité nulle si f n’appartient pas & &(s) et on obtient:

Théoréme. Si le rang de X est inférieur ou égal a 3, le second moment de SupX
est donné g partir de l'aire latérale of de P par:

E{X*(0)(0,0)} = 2.

Démonstration. En appliquant aux Y(s,?) les résultats du rang 2, on obtient:
E{X*(0)—y(0,0)}

:i_ Z dX (S> t) yY(s, t) (S’ S) _—'))Y(S’ 2] (S’ u)
4n

s tedx(s) uefys,o)(®) 2 dY(s, ) (Sa M)
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et on reconnait dans ce terme l'aire du triangle A{s) 4(¢) 0, ot O est la projection
orthogonale de l'origing sur le plan A(s) A(f) A(u), comptée positivement si ce
triangle coupe le triangle A(s) A(f) A(u). En projetant parallélement aux diffé-
rentes arétes successives de la facette contenant A(s)A(t) A(u), on obtient le
résultat.

3.3. On remarquera qu’en appliquant les formules 3.1. aux cas ou P est un
segment ou un triangle, on obtient des formules connues, de méme en engendrant
une ellipse ou un ellipsoide par des polygones ou des polyédres inscrits. Le fait
que E(X (0)) s'exprime, en rang 2, & partir du seul périmétre est lié & son indé-
pendance par rapport a la position de l'origine relativement & A, ceci est classique.

Par contre, il est plus troublant que E{X?(6)—7y(s,s)} soit aussi indépen-
dant de la position de l'origine et soit donc fonction de la seule distance du
processus. C’est pourtant une propriété générale indépendante du rang de X
et de la dimension de T.

Théoréme 3.3. Soit X un processus gaussien centré sur un ensemble fini T; alors
la projection orthogonale de X(c)=supX sur le sous-espace vectoriel de I*(Q)
T

engendré par {X(t),teT} est [X(1)du(t) ou p est la loi de o. De plus,
E{X*(0)—7(0, 0)} est une fonction de la seule distance du processus.

Démonstration. La premicre affirmation résulte immédiatement de la formule 2.3.3.
1
——— Y Xt
CardT t;r ®
ne dépend que de la distance de X, de montrer que E{X"' *(5.)—7,.(0y., 0,)} est
¢gal & E{X?*(0x)—7yx(0y,05)}. Comme oy est égal a4 oy, la vérification est
immédiate a partir de la formule 2.3.3.

Pour démontrer la seconde, il suffit, puisque la loi de X'=X

3.4. Lauteur remercie tout particulierement les probabilistes de 'Université de
Clermont dont les critiques ont été précieuses pour la mise au point de ce travail.
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