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On calcule des moments  du max imum de certains processus gaussiens ~ partir 
d'616ments g60m6triques. 

1. Introduction, notations 

Soient n un entier positif et X=X(co, t), o~f~, tE T= [1, hi, un vecteur gaussien 
centr6 de c~variance F inversible; soit g la densit6 de X sur IR r = IR", nous avons 
donn6 pr6c6demment en utilisant des id6es de Chevet ([1]) un calcul de E [sup X]  

r 
/t partir  d'int6grales sur IR "-1 li6es ~ g ([2], lemme 2.2.1). Nous  allons gdn6raliser 
ce calcul dans deux directions: lui donner  un sens lorsque F n'est pas inversible, 
l '6tendre au calcul d 'autres  moments ;  nous constaterons aussi dans des cas 
particuliers sa signification g6om6trique. Nous  supposerons  T fini. 

Soit (s, t) un couple d'61~ments de T, nous noterons  Y(s, t) le processus gaussien 
d6fini par :  

v ue r ,  r(s, t)(u) = X ( u ) -  E {X(u)lX(s)-  X(t)}, 

(u, s ) -  ~ (u, t) 
soit si d(s, t)=t=O, Y(s, t)(u)=X(u) d2(s, t) (X(s)=X(t)). 

Remarquons  que pour  tout  couple (s, t) de distance d(s, t)+O, la p r o b a b i l i t 6  
de {X(s)=X(t)} est nulle; elle vaut  1 si d(s, 0 = 0 .  Puisque T e s t  fini, on peut 
donc  d6finir presque sfirement une variable al4atoire a = o -  x h valeurs dans T 
muni  de la tribu engendr6e par les d-boules en posant :  

o-x (co) = s ~ X ( ~ ,  s) = sup X(co). 
T 

Nous  noterons  # = #x la probabitit6 sur T qui est la loi de o-. 

2. Le calcul fondamental 

2.1. Nous  supposons  pour  commencer  que X a une covariance F inversible, nous 
notons  G la matrice inverse de F et g la densit6 sur IR r de la loi de X;  nous posons  

7o = sup 7(s, s). 
s e T  
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Lemme 2.1. Pour toute fonction f continue d ddriv& continue d'une variable 
r~elle telle que: 

X 2 

3 7>70: iI~moo{f'(x) e 27} =0, 

on a pour tout ~l~ment s de T: 

E {[X(s) f ( X ( s ) ) - f ' ( X ( s ) )  7(s, s)]/~=,} 

dx 
= Y',(2(s,s)-7(s,t))5~,,s ~If(e)g(x)d=' E = { x , = x , = s u p x = e } ,  (2.1.1) 

2 E { [X(a) f (X(a)) - f ' ( X  (a)) 7 (a, a)] } 

= Y ' , E d 2 ( s , t ) 5 5 ~  - -  If(e)g(x)dc~, E = { x , = x t = s u p x = a } ,  (2.1.2) 
s t*s ax s ax t E 

E IX(s) X(a)] = E [7 (s, a)] = 1 7 (s, t) d# (t). (2.1.3) 

D~monstration. On calcule facilement E{[f(X(s))(GX)(t)]I~=~} pour t+s  en 

intdgrant par rapport & x~ puisque (Gx)(t)g(x)  est 6gal ~t - ~ T g ( x ) ;  

on calcule aussi E { [ f (X ( s ) ) (GX) ( s ) - f ' (X ( s ) ) ]  Io=~} en ddveloppant suivant les 
ensembles off les X(t), t 4= s sont les plus grands & part X(s) et en intdgrant alors 
par rapport / t  x~ sur [xt, + oe]. La relation (2.1.1) se ddduit de ces deux calculs 
en utilisant: 

x(~) = E v(s, t)(ox)(t); 
t 

la relation (2.1.2) s'obtient alors en sommant sur (2.1.1); les mSmes calculs lids 
/t la fonction f ( x ) = x  donnent (2.1.3). 

2.2. Les relations ci-dessus font intervenir explicitement G e t  g. En fait, on 
peut les dcrire aussi ~t partir des processus conditionnds Y(s, t); il suffit de re- 
marquer que la fonction t r O d ( s ,  t)g(x) pour xs=x  ~ est la densit6 de Y(s,t). 
On obtient alors, si F est inversible: 

E { IX  (s) f ( X  (s)) - f ' ( X  (s)) ? (s, s)]/~ = s} 

- V 7-(s's)-7(s'- t) E~ f ( y t t  ~/~- : , j ,  , , s ) ( s ) ) L ~ = ~ }  (2.2.1.) 
t .s Vzrcats,  t) 

E { IX  (a) f (X (~)) - f ' ( x  (a)) 7 (a, ~)] } 

V V d(s, t) = ~ t~g, ~ - ~  E {f(Y(t, s)(s)) I~ ~ = ~}, (2.2.20 

E {X (s) X (a)} = E {7 (s, a)} = ~ 7 (s, t) d# (t). (2.2.3.) 

2.3. Nous 6tudions maintenant le cas off F n'est pas inversible; les variables 
aldatoires (X(t), t e T )  ddfinissent dans L2(O) un ensemble fini; nous notons g(X) 
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l 'ensemble fini des indices des sommets  de son enveloppe convexe;  c'est un 
sous-ensemble de T (identique A T si F est inversible) et la variable al6atoire 
a= a x prend  ses valeurs dans E - g ( X ) ,  on a d'ail leurs:  

sup X = sup X.  
T g 

L e m m e  2.3. Soit X un processus gaussien sur un ensemble fini T s@arO par d; 
pour toute fonction f continue d dOriv~e continue d'une variable rkelle telle que 

X2 

~ 7 > s u p T ( s , s ) :  lim { f ' ( x ) e  2~}=0,  
~T Ixl~ oo 

on a pour tout ~lkment s de ~ : 

E { [X  (s) f ( X  (s)) - f ' ( X  (s)) 7 (s, s)] I<, = ~} 

_ ~7(s ,  s ) -7 ( s ,  t) E { f ( y ( t ,  s)(s))i~y=~}, (2.3.1.) 
t~g ] ~  d(s, t) 
t@s 

E {X(a) f iX (a ) )  - f ' ( X ( a ) )  7(a, 09} 

d (s, t) L ~  ,~ 2 - F / ~  E { f ( Y(t' s) (s)) I~Fs}' 
t 4: s 

(2.3.2) 

et pour tout ~ldment s de T: 

E {X(s) x(~)} = ~ ~(s, t) d~(t). (2.3.3) 

D~monstration. Elle r6sulte d 'un passage / t  la limite sur les processus auxiliaires 
inversibles X , ( t ) = X ( t ) + z A ( t ) ,  t e g ,  off A est un processus normal  sur • ind6- 
pendan t  de X;  on v6rifie en effet' 

V s e g ,  l i m P  {[o-x = s  ] A [axo=S]} = 0 ,  
~ 0  

V (s, t ) e ~  x o ~, l i m P  {[err (5 t )=s]  A [crr( ~ t, = s ]}  = 0 .  

3. Etude de eas partieuliers 

3.1. Le rang 2 

Supposons  qu'il  existe deux vecteurs A 1 et A 2 de IR r et un couple no rma l  (21, 22) 
tels que: 

V t ~ T ,  X( t ) : -A l ( t )21+A2( t )22;  

dans ces conditions,  X peut  &re repr6sent6 dans 1R 2 par  l 'ensemble A des points  
{A(t) = ( A  1 (t), A 2 (t)), t e T}; nous notons  P l e  po lygone  convexe engendr6 par  A. 
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Th6or6me. Si le rang de X est infdrieur ou ~gal d 2, les premiers moments de sup X 
r 

sont donn& d partir du pdrim~tre p de P e t  son aire d par: 

1 
e [ x ( ~ ) ]  = ~ p, 

E IX  ~ (~) - 7 (~, ~)] = ~ .  

Ddmonstration. Si d(s, t) est non nulle, alors Y(s, t) est de rang inf6rieur ou ~gal 
fl 1 et l'ensemble {~y(s,t)=s} sera de probabilit6 nulle ou bgale ~ 1/2; le second 
cas se produit si la projection orthogonale commune de A(t) et A(s) dans la 
direction A(t)A(s) est un sommet de la projection de P, c'est-/t-dire si A(t) et 
A (s) sont deux sommets cons6cutifs de P. On aura donc, en notant g (s) l'ensemble 
des indices des deux sommets de P contigus fl A (s): 

E {X(~) f (X( (r ) ) - f ' (X( ,~) )  y(o-, o-)} 

teg(s)  V Z ~ 

la premiere formule s'en d6duit en prenant f ( x ) =  1, les derniers facteurs valant 
alors 1/2. On 6tablit la seconde en prenant f ( x )  = x, on obtient en effet: 

- - >  ) 
d(s, t) [0A (s) A A(t)A(s)] 

o/l a,,r vaut + 1 si l'origine 0 est du c6t6 de A (s)A (t) qui contient le polygone P 
et vaut ( -  1) dans le contraire. En sommant sur les diff6rents sommets, on obtient 
le r6sultat ind6pendamment de la position de l'origine. 

3.2. Le rang 3 

Supposons maintenant que X soit de rang inf6rieur ou 6gal ~t 3; nous le repr6- 
sentons par un ensemble A dans IR 3 et nous notons P le poly6dre convexe 
engendr6 par A; pour tout sommet A(s) de P, nous notons g(s) l'ensemble des 
indices des sommets contigus. Dans ces conditions, l'ensemble {o-y(s, t)=s} sera 
encore de probabilit6 nulle si t n'appartient pas/t  ~(s) et on obtient: 

Th6or~me. Si le rang de X est inf&ieur ou ~gal d 3, Ie second moment de sup X 
est donnd a partir de raire lat&ale d de P par: r 

d 
E {x ~ (~)-  ~ (~, ~)} = ~ .  

D~monstration. En appliquant aux Y(s, t) les r6sultats du rang 2, on obtient: 

E {x ~- (~)-  ~ (~, ~)} 

1 V dx(s, t) 7y(~, 0(s, s)-vy(s, 0( s, u) 
= 4 - - ~  ~ 2 2 dy (s, ,) (s, u) t~o~x(S) u~g :~ (s, t)(s) 
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et on reconnait dans ce terme l'aire du triangle A(s)A(t)(9, off (9 est la projection 
orthogonale de l'origine sur le plan A(s)A(t)A(u),  compt6e positivement si ce 
triangle coupe le triangle A(s)A(t)A(u).  En projetant parallblement aux diff6- 
rentes ar&es successives de la facette contenant A(s)A(t)A(u),  on obtient le 
r6sultat. 

3.3. On remarquera qu'en appliquant les formules 3.1. aux cas off P est un 
segment ou un triangle, on obtient des formules connues, de m6me en engendrant 
une ellipse ou un ellipsoide par des polygones ou des poly6dres inscrits. Le fait 
que E(X(~r)) s'exprime, en rang 2,/t partir du seul pdrim&re est li6 ~t son ind& 
pendance par rapport/t la position de l'origine relativement ~t A, ceci est classique. 

Par contre, il est plus troublant que E{XZ(rr)-V(~r, ~r)} soit aussi ind6pen- 
dant de la position de l'origine et soit donc fonction de la seule distance du 
processus. C'est pourtant une propridt6 g6n6rale ind6pendante du rang de X 
et de la dimension de T. 

Th6orbme 3.3. Soit X un processus gaussien centrk sur un ensemble fini T; alors 
la projection orthogonale de X(o-)=supX sur le sous-espace vectoriel de L2(O) 

T 

engendrd par { X ( t ) , t e T }  est ~X( t )d#( t )  oft # est la loi de ~r. De plus, 
E{X2(a)-V(a, a)} est une fonction de la seule distance du processus. 

D~monstration. La premi6re affirmation r4sulte imm6diatement de la formule 2.3.3. 
1 

Pour d6montrer la seconde, il suffit, puisque la loi de X ' = X  CardT ~ X ( t )  
taT  

ne d6pend que de la distance de X, de montrer que E{X'  2(r ) -  7x,(rrx,, ax')} est 
6gal /~ E{X2(ax)-Yx(ax,~rx)} .  Comme a x, est 6gal /t Ox, la v6rification est 
immddiate/t partir de la formule 2.3.3. 

3.4. Uauteur remercie tout particulibrement les probabilistes de l'Universit6 de 
Clermont dont les critiques ont 6t6 prhcieuses pour la mise au point de ce travail. 
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