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Die konvexe Hiille von n rotationssymmetrisch
verteilten Punkten*

H. CARNAL

Summary. The number of edges A, the length I, and the surface F, of the convex hull of n independ-
ent, identically distributed random points in the plane are considered under the assumption of rotational
symmetry. The asymptotic behaviour of the expectations E(A4,), E(I,) and E(F) is studied according
to the behaviour of the function Pr(OP >x) as x — 1 (distributions on the unit disc) or x — co (distribu-
tions on the whole plane).

In [4] studierten Rényi und Sulanke die konvexe Hiille von n zufillig in der
Ebene gewihlten Punkten, entweder mit gleichmiBiger oder mit normaler Ver-
teilung. Diese Untersuchungen wurden unter anderem in [1] und [3] fortgesetzt.
In der vorliegenden Arbeit nehmen wir nun an, daB die gemeinsame Verteilung
der n unabhédngigen Punkte P, rotationssymmetrisch ist und untersuchen das
asymptotische Verhalten der Erwartungswerte E(4,), E(F) und E(l,), wobei 4,
F, und I, die Anzahl der Eckpunkte, bzw. die Fliche und den Umfang der kon-
vexen Hiille H, von B, ..., B, bedeuten sollen. Dieses Verhalten héngt natiirlich
von der Beschaffenheit der Wahrscheinlichkeitsverteilung am Rande des Tréigers
ab (des Einheitskreises etwa oder der ganzen Ebene). Bei Verteilungen im Ein-
heitskreis (§ 3) wachsen die Erwartungswerte um so schneller mit n, desto stirker
die Konzentration am Rande ist; dagegen ist es bei Verteilungen in der unbe-
schrinkten Ebene (§2) etwas unerwartet moglich, dafl E(A4,) gegen eine feste
Konstante (sogar gegen 4) konvergiert (vgl. 2.5).

§ 1. Allgemeine Formeln
Die Verteilung von P.(&;, ;) sei charakterisiert durch

F(x)=W(OR=y&+n?zx), x20

(W fiir Wahrscheinlichkeit). Wir bezeichnen mit d;; den Abstand vom Nullpunkt
zur Geraden g;; durch P, und P, und mit F; die Fliche des Dreiecks OP.F,. Es sei
dann:

G(x)=W(¢zx) (die Marginalfunktion), (1.1)

H(x)=W(d;jzx), (1.2

K(x)= [ F;dWw (falls das Integral existiert). (1.3)
dij=zx

* Herrn Prof. H. Hadwiger zu seinem 60. Geburtstag gewidmet.
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Wie es in [4] gemacht wurde, ist es auch hier moglich, nur das Paar B, P, zu
betrachten, da die (;) Paare eine symmetrische Rolle spielen. Das Paar gehort zu
H, mit der Wahrscheinlichkeit

G2 (dy,)+(1—-G(dy,)) 2. (14)

Wegen G <3 vernachlissigen wir G*~2 und erhalten:

E(4,)= (;) jo(1 —GW)PAMH 02277, (15)

E(F)= (g) [(1=GEy-21dK(x)] +0m227m), (L6)
(4]

E()= (Z) 0fo(1 _ G(x))"‘z-%ldK(x)I o227, (17

letzteres wegen B P,=2F,,/d,,.

Wir versuchen jetzt, die Funktionen G, H und K durch F auszudriicken. Es ist

zuerst :
o0

1
G(x)=—farc cos% dF()|  (x=0). (18)
Um H zu berechnen, nehmen wir zuerst OB =y>OPB, =z (Fig. 1). Damit d,, > x
werde, mul3 P, auBerhalb der Tangenten an K durch P, liegen. Der Anteil der

Fig.1. Ist OB =y, OB =z und d,,>x, so steht B, auf einem der zwei zwischen den Pfeilen liegenden
Bogen

ausgeschnittenen Teile an der Gesamtldnge von K’ ist 48/2x, mit f—arc cos(x/z).
Da der Beitrag im Falle y < z gleich groB ist, erhilt man bei stetiger F:

H(x)=% [ 1dF )] jy arc cos ; |dF (2)|
4 5 (1.9)
— j F(z)arc cos— |dF(z)| = fare cos% |d(F?(2))|-
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Die Giiltigkeit von (1.9) bei unstetiger F kann man entweder direkt nachweisen
oder indem man F in der schwachen Topologie durch stetige Verteilungsfunktionen
approximiert.

Um nun K zu bestimmen, betrachten wir wieder Fig. 1, wobei erneut OF, > OP,
vorausgesetzt wird. Ist y der Winkel zwischen OF, und OP,, so ist Fy, =y z sin y/2.
P, muB, wie oben, auBerhalb der Tangenten liegen. Auf einem der ausgeschnittenen
Teile ist a— B<y<a+ f, mit a=arc cos(x/y), § wie oben. Der zweite Teil liefert
einen gleich groBen Beitrag. Somit ist der Anteil an (1.3), bei festen y und z, gleich

1 e+8
3 jyzsmydy—y—smcxsmB» Vy —x*y 22 —x.

a—p

Da der Ausdruck in y und z symmetrisch ist (die Annahme y > z ist also irrelevant)
und zudem ein Produkt, haben wir:

Km_m[h@-mtmm] (1.10)

§ 2. Verteilungen in der unbeschriinkten Ebene

Wir betrachten zuerst Verteilungen der Form:
F(x)=x"%L(x) (k=0), 2.1
wobei L(x) eine ,Jangsam variierende Funktion® ist:
LAX)/L(X) =21 (V1>0).

Fiir k =0 wird natiirlich L— 0 verlangt. Nach [4, S. 274], kann man L so schreiben:

L(x)=a(x) exp[ UL dt] (2.2)

a(x)—>ag+0,00; e()—0.

L heiBe etwa ,sehr langsam®, falls ¢(¢)}/log t — 0. Wir berechnen zuerst G(x).
Nach (1.8) ist

nG(x)=— j" arc cos — dF(y j arc cos — dF(y)

=x§ y @)
x yYy—x*

wobei der Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile durch partielle Integration
erfolgt. Ist, bei vorgegebenem J, A groB genug, so ist arccos(x/y) fir y=A4x
praktisch n/2, so daB die Summe der letzten zwei Terme dem absoluten Betrage
nach kleiner wird als 6F(A x). Ist nun x groB genug, so ist L(y)/L(x), xSy < Ax,

1
dy—F(Ax)arc cos—— j arc cosidF(y),
A Ax y
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wie aus (2.2) ersichtlich, ungefdhr gleich 1, so daB3

G (x)=(140) x L(x) T

x y—k—l
xj]/ 2 _x?
1

dy +6F(Ax)

A y=ke- 1 k+1
=(1+6)x ¥ L(x) j dyiéF(Ax):%(li35)x"‘L(x)B (7, T),
1
G(x)~—1~B(; k+1) X% L(x). (23)
Ahnlich erhilt man:
H(x)~_3(;_ 2k2+1>x“2"L2(x)
(2.4)

1 1 (1 k+1 s
Setzen wir in (1.5) G(x)=w und bemerken wir, daB nur kleine Werte von w einen

Beitrag liefern, so daB wir unsere asymptotischen Formeln einsetzen kénnen,
ersetzen wir schlieBlich (1 —w)" durch e="*, so kommt

11 3 11
E(An)~4n*B(21@—n2§e‘"wwdw~4n~—B(@~)—. (2.5)
Bz(_l_ k+1) 6 Bz(i k+1>
272 272

Fiir k=0 ergibt (2.5): E(4,)~4.
Von nun an soll k> 1 sein, womit das Integral in (1.10) konvergiert. Durch
dhnliche Betrachtungen wie oben bekommt man:

r=arei= 2 gy~ v p (1,40,

K(x)~~417 x? 2k 12(x) B (%, k_;{) ~nx?(k/k—1)? G2(x).

Setzen wir w=G(x) in (1.6), so erhalten wir

nZ

E(F)~n(k/k—1)? 5

S

e~ "™ d(x* w?). (2.6)

Es handelt sich nun darum, (2.3) nach x aufzulésen, d. h. eine Beziehung der Form
cw=x"¥L(x) > x=x(w)
herzuleiten. Wir zeigen, daB dies geschrieben werden kann

x=(cw)" Li(w~!) (L% langsam variierend). (2.7)
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Ist ndmlich x ¥ L(x)=cw, und sucht man x, so, daB

x;=x(Aw) (A<l fest), d.h. x7*L(x;)=Acw,
so sieht man, daB fiir >0 und w klein genug

(L+e) *Ax*L(1+e A~ Y x)SAx *L(x)=Acw,

was x,<(1+&A-Y* x bedeutet (F ist ja monoton). Ahnlich kommt x,>
(1—g) A~ x d.h.

%, (cAwh
71 % ——5~ 11 x(w)(cw)* langsam variierend.

Fiir ,,sehr langsame“ L kann man analog zeigen:
LEwY)~(Lw=hH)x. (2.8

(2.7) in (2.6) eingesetzt und ein bekannter abelscher Satz iiber die Laplace-Trans-
formation [4, S.421] liefern:

BB~ (k17 [B (3.5 / 2n| " fomaw Huzo ),
0
2.9)
1 k+1 w9
BB~ k17 [B( 5.5 / x| 1 (3- 1) (Lt
Analog:
2 1
E()~m(kfk— 1) - [ % d(x? W), (2.10)
0
Vk 2k —
E()~n(k/k—1)° [B (% %)/u] -%r (3-%) % I (). (2.11)

Wir untersuchen nun auch eine Art des Verhaltens von E die z.B. bei der 2-
dimensionalen Normalverteilung vorkommt. Es sei

1 ..
x=L (F—(x)—) , L langsam variierend, monoton, L(c0)= c0.

Bei der Normalverteilung ist z.B. L(s)=1/2log s. In der Darstellung (2.2) wollen
wir a=1 annehmen. Es gilt

x=L(s)=exp (f 8(? dt) o F(x)=exp (—fx v(i:;u ) (2.12)

0<v(u)=e(L*w)=¢(1/F) =0, (2.13)

U-—= O
wie man aus

dx &(s) ds dx dx
ds s T e(s)x  v(x)x 2.14)
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ersicht. Ferner verlangen wir von v einige Eigenschaften, die bei den meisten in
Frage kommenden Verteilungen, insbesondere F(x)=x* exp(—x*), x=x,,, erfiillt
sind:

v monoton (u=u,); u-v'logv—-5-0; viogu——0. (2.15)

Die Bedingung uv'— 0 bedeutet, wie man aus (2.13) und (2.14) ausrechnen kann
(defe):(ds/s)— 0, d.h. ¢ langsam variierend.

Wir berechnen nun das Integral (1.8). Indem man F(x)=s, F(y)=¢ setzt,
bekommt man:

L(s) do 25 °
L(o) P2 j+J

0 As

nG(x)= | arccos % [dF(y)|= [ arccos

(A fest). Fiir den Integranden konnen wir im ersten Teilintegral schreiben, indem
wir die langsame Variation von L und ¢ beriicksichtigen:

arc cos - L() ~/2)/1 L(S) 1/(1 exp (- | 20 , ))

t

Nf[ —exp(—s (s)log )r~]/§[£(s)log%r, (2.16)
Loy /0 | (o2 7) 42 VR flog

Fiir 6 = 4 s ist, weil v und daher ¢ monoton sind:

i‘((z_)) >exp (—s(s) log i) 21-s(s)log i’

b L{s) d g L td 2
Aj;arccos L(S) ag_As2[1———L((Z))} f: l/—(;)f(l

o
Da A beliebig groB gewihlt werden darf, folgt aus (2.14)—(2.17):

As

{ arccos
s

(2.17)

G(x)~——l/2;(x)F(x)f(logt tZ 1/_.]/v(x Fx). (2.18)

Ahnlich:
H(x)~———r 1/_ VV()/2 F3(x)~27/7 G*(x) [v(x)] *. (2.19)

Wir setzen G(x)=w und zeigen: v(x)~&(1/w). Ist nimlich G(x)=F(x,), so

F(x) Fix) F dt X—x
60 B ey S 0 o
—x~%xv(x)log(cv(x))=>v(x1)—v(x)~%xv(x)log(cv(x))-v’(x)
V(%) —v(x)

v{x)

—3log(cv(x))=log ——=

~zlog(cv(x)) xv(x)—>0  (vel (2.15)).
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Deshalb ist H(w)~27/nw?(z(1/w))"* und
E(A)~1/nn? | e d(w? [e(Lw)] ) ~27/7(e(n) . (2.20)

Bei der Normalverteilung haben wir

1

L=]/2—lozs, s(s)=sL’(s)/L(s)=21 E(A,)~2y2nlogn

(vgl. [1] und [3]). Man bemerke, daB das Verhalten von 4, fiir F(x)=exp(—x)
auch durch }/logn bestimmt wird.
Analog bekommt man

K(x)~3v(x) x? F?(x)~nx? G*(x)=m x* - wh

Wie vorher bei v(x)~e&(1/w) gilt jetzt x ~ L(1/w) und

E(E)~ %zfe‘"wd(wz (1w~ 2 (#), 2.21)
0
% —nw 1
E(l,,)~n2§ e T d(w? 2 (1/w))~27 L(n). (2.22)

§ 3. Verteilungen im Einheitskreis
In diesem Abschnitt setzen wir voraus: F(1)=0, F(x)=0 fiir x<1. Wir be-
trachten zuerst den Fall
F(l—x)~x*L(1/x) (x—0, L langsam variierend, k> 0).

Da die Berechnungen dhnlich wie in § 2 verlaufen, beschrinken wir uns auf einige
Resultate (abgesehen von der Bestimmung der Funktion K, die wir ausfiihrlicher
behandeln):

2! .
G(l—x)~§h/y—(1—x) |dF (y)|~a L(1/x) x**+3, 3.1)
H(1—x)~b[L(1/x)]? x****~ba~2 x " [G(1 —x)]?, (3.2)
a=B(k+1,3)//2n; b=y2BQ2k+1,Y/n. (3.3)

Ist G(1 —x)=w, so kann x wiederum geschrieben werden als
= [W] 2k+1( %, w01
a
(vgl. (2.7) und (2.8)). Der Abelsche Satz ergibt dann

b "2+ﬁf 1 YE@E+D [T % 1
E(4)~~a r (3 —m) n [Lt, . ] (34)
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Zur Berechnung von K aus (1.10) bemerken wir, daB fiir x, y— 1:
arc cos %—ﬂz—xzﬂ/i(y—x)(l;x +2~1:—3l). (3.5)
Damit ergibt sich nach einigen Rechnungen:

1 1 2
nH(x)= [f arc cos % |[dF ()| — | (arc cos %—]/yz—xz) ]dF(y)]]

=[nG(x)—c(l—x)*"% L(1/1—x)(1 +0(1))]?

=12 G?(x) {1 —;2;— (1—-x)(1 —{—o(l))].
Mt kg
an T 2k+3

i
2

E@E)=n ) [0-wr—2d 2(1—2v(%)ﬁ(LL%(w*))-l(l+o(1))]-

Ist k>4, so geniigt die Approximation:

2

P;,;" ferm™d(..)
(4]
und ergibt:
2
BB =r—ya (34} T @] o). (59

DICSC Formel bleibt aber auch fiir k<1 richtig, da die vernachlissigten Terme in
n~! und n~? sich aufheben. Fiir den Umfang von H, bekommt man:

E(l)=nn? j%e‘"w {1—&- (%)—2"2_“ (L s w™ ]It +0(1))} d(...),

Qk+1)?

T Rk+2)2k+3) 3.7

E(l)=2n—

QT (3+5057) T L ] (1 o(1),

2
2k+1
Fiir die gleichméBige Verteilung hat man k=1, L—2, L — 2% und man erhilt
durch Einsetzen in (3.4), (3.6) und (3.7) die Formeln von [1] fiir den Kreis wieder.

Fiir Verteilungsfunktionen der Form
1—x=L{1/F(x)), e(s)=sL(s)/L(s) —==>0,
.erhéilt man unter denselben Bedingungen und mit derselben Argumentation wie
n a2 EU,)~2/2 L) 5],
E(R)=n—2n L(n)(1+0(1)),
E(l)=2n-2n Ln)(1+o(1)).
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