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1. Introduction 

Si quelques art icles consacr6s ~. des aspects impor t an t s  de l 'h is to i re  du th6o- 
r~me fondamen ta l  de l 'a lg~bre ont  pa ru  ces derni~res ann~es ([BACHNACOVA 1960], 
[PETROVA 1974], [HouZEL 1989]), on ne dispose pas  encore d 'une  monograph i e  
d ' ensemble  sur le sujet [1]*. Cependant ,  la s t ructure  g6n6rale de l 'h is to i re  de ce 
th6or~me peu t  sembler  bien 6tablie. Elle appa ra i t  en effet de mani~re ana logue  
dans  la p l u p a r t  des ouvrages  classiques d 'h i s to i re  des math6mat iques .  D o n n o n s -  
en deux exemples,  pa rmi  beaucoup  d ' au t res  [2]: 

"The  d isser ta t ion  [of GAUSS] gave the first r igorous  p r o o f  o f  the so-cal led 
.fundamental theorem of algebra, which states tha t  every a lgebra ic  equa t ion  with 
real  coefficients has at  least  one roo t  and  hence has n roots .  The  theorem goes 

* Voir les Notes, p. 121. 
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back to Albert Girard [...]; d'Alembert had tried to give a proof  in t746" [S~RU~K 
1967, 141]. 

"D'Alembert  had spent much of his time and effort attempting to prove the 
theorem conjectured by Girard and known today as the fundamental theorem 
of algebra -- that every polynomial equation f(x) = 0, having complex coeffi- 
cients and of degree n > 1, has at least one complex root [...]. 

[The] statement, which Gauss later referred to as the.fundamental theorem of 
algebra is essentially the proposition known in France as d'AIembert's theorem; 
but Gauss showed that aII previously attempted demonstrations, including some 
by EuIer and Lagrange, were inadequate" [BoYEg 1968, 490-491 et 548]. 

De ces citations se d~gage la conception d'une histoire marquee par trois 
moments principaux, qui en d6terminent la p6riodisation: 

- -  les premieres formulations du th~orgme, sans d~monstration, au d~but du 
XVII e si~cle (GIRARD notamment); 

-- les premieres tentatives de d6monstration au milieu du XVIII ~ si~cle (D'ALEM- 
BERT, EULER); 

- -  la premiere d~monstration rigoureuse au tournant du XIX ~ si~cle (GAUSS). 

Se succ~dent ainsi, sur le mame axe historique, ce qui apparalt comme la conjec- 
ture, I'essai de preuve et la preuve du th~or~me. Cependant, cette pr6sentatio~. 
ctassique de l'histoire du th~or~me fondamental de l'alg~bre ne nous parait pas 
satisfaisante, car elle male des ~16ments qui ressortissent eu fait 5, deux histoires 
distinctes [3]. Ii nous sembte en effet n~cessaire de dissocier clairement deux r~sut- 
tats darts le cadre de la th~orie des ~quations alg6briques : te th6or6me fondamen- 
tal de l'alg6bre -- en abr~g~: TFA -- (appel6 encore th~or~me de D'ALEMB~RX, 

�9 . L I  ou de D ALEMBER~-GA SS) [4], et ce que nous appellerons le th~or~me de factori- 
sation lin~aire -- en abr~g~: TFL -- (nomm6 parfois th~or~me de KRONECKER). 

Sur le plan math6matique, rappelons que le TFA peut s'exprimer sous l 'une 
des formes 6quivalentes suivantes: 

(a): tout polyn6me de de~6  n ~ t ~ coefficients complexes a au moins une 
racine complexe; 
(b): tout polyn6me de degr6 n ~ I ~ coefficients complexes se d~compose 
en un produit de n facteurs lin~aires ~ coefficients complexes et admet n racines 
complexes (distinctes ou confondues); 
(a') et (b'): m~mes conclusions qu'en (a) et (b) fi partir d 'un polyn6me quelcon- 
que ?~ coefficients r6els; 
(c): tout polyn6me de degr6 n => 1 ~ coe~cients r6els peut se d~composer en 
un produit de facteurs r~els du premier ou du second degr& 

En termes de structures: l'ensemble C des hombres complexes est un corps 
alg~briquement c loset  l'ensemble R des hombres r~els m~ corps ordonn6 maximal 
(ou  r~el clos). 

Le T F L  correspond, tui, 5. t'~nonc6 selon lequet tout polyn6me de degr6 
n ~ I peut se d~composer en un produit de n factenrs du premier degr~, on en- 
core a exactement n racines (distinctes ou confondues), avec lesquelles on peut 



L'histoire du thdordme fondamental de l'algdbre 93 

calculer algdbriquement. Plus prdcisdment, il affirme que si 

P = anx  ~ + . . .  + a l x  + ao 

est un polyn6me de degrd n ~ 1, /~ coefficients dans un corps commutat i f  K, 
il existe un corps L (corps de ddcomposition) contenant les coefficients ag et tel 
que l 'on ait P := a n ( x  - -  x l )  . . .  ( x  - -  x , ) ,  avec les racines x i appartenant /t L. 

Dans le cas des polyn6mes 5 coefficients rdels ou complexes, qui nous concerne 
pour l'histoire du TFA, les 6noncds semblent se confondre. Cependant, on est 
rdellement en prdsence de deux thdordmes mathdmatiquement inddpendants, aucun 
n 'ayant  besoin de l 'autre pour atre ddmontr6. Ainsi, le TFL figure comme lemme 
dans les ddmonstrations dites algdbriques du TFA, mais on peut s'en passer dans 
le cas des ddmonstrations dites analytiques. Le TFL apparak,  pour un polyn6me 
quelconque, comme un dnonc6 trds gdndral d'existence de la factorisation et des 
racines, inddpendamment de la forme de ces derni~res, tandis que le TFA, lui, 
correspond/~ un rdsultat prdcis sur la nature des racines (ou de la factorisation), 
lid 5. la structure particulidre des corps R et C. 

Sur le plan historique, il nous semble que la distinction entre ces deux thdo- 
rdmes permet de mieux comprendre l'histoire du TFA et plus gdndralement celle 
de la thdorie des dquations algdbriques. Dans cet article nous reprenons, /t la 
lumidre de cette distinction, quelques dpisodes significatifs de cette histoire, certains 
bien connus, d'autres moins. Nous concentrerons particulidrement notre analyse 
sur le XVII I  e si~cle, pdriode c16 pour faire appara~tre l'utilitd d'une telle rddcri- 
ture. Nous verrons ainsi que les mdmoires d'EULER et de D'ALEMBERT sur le TFA 
apparaissent, non comme des tentatives tardives de ddmontrer la conjecture de 
GIRARD - -  laquelle se rattache plut6t au TFL -- ,  mais comme un achdvement 
relatif d 'une pdriode ouverte vers 1700 par des travaux de LEmNIZ sur le calcul 
intdgral. Nous serons alors conduits ~t souligner le r61e fondateur de D'ALE/VIBERT 
en thdorie des 6quations, puis ~t revenir sur la place de GAUSS dans cette histoire. 
Auparavant,  il est ndcessaire d'dvoquer ~t grands traits la situation au XVII  ~ 
sidcle. 

2. La th~orie g~ndrale des ~quations au XVII e si~ele 

On salt qu'en 1629, ALBERT GIRARD 6nonce, dans son I n v e n t i o n  n o u v e l l e  en  

r a l g j b r e ,  le "Thdor~me" suivant: 

"Toutes les dquations d'alg~bre regoivent autant de solutions, que la ddno- 
ruination de la plus haute quantitd le ddmontre, exceptd les incompldtes: et la 
premidre faction des solutions est dgale au nombre du premier mdld, la seconde 
faction des m~mes, est 6gale au nombre du deuxidme mald; la troisidme, au troi- 
si+me, et toujours ainsi, tellement que la dernidre faction est dgale 5. la fermeture, 
et ce selon les signes qui se peuvent remarquer en l 'ordre alternatif." [GIRARD 
1629, E4 r -v]  [5]. 

I116ve en fait la restriction "except6 les incompl~tes" dans son "Explication" qui 
tient lieu de ddmonstration. GIRARD fonde en effet sa thdorie, comme le suggdre 
la seconde pattie de son thdordme, sur le syst~me des relations entre les coeffi- 
cients et les racines qu'il utilise de manidre systdmatique, notamment  pour calculer 
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les solutions. Pour lui, il y a autant de racines qu'il y a de tetles relations et autant 
de relations clue de coefficients moins un, c'est-~t-dire autant que t'indique te degr6. 
Si une ~quation est incompl6te, certains termes, doric certaines relations, manquent, 
mais GIRARD remarque que l 'on peut retrouver le bon nombre de relations (et 
donc de racines) en ajoutant des termes dont le coefficient est z6ro. Ainsi, consid6- 
rant l'exemple de l'6quation x 4 -- 4x -- 3, le math6maticien lorrain indique, de 
fagon correcte, que les "factions" sont 0, 0, 4, 3 et les quatre solutions: 

1 , 1 , - 1  + r  - t  - r  

D'une mani~re g~n6rale, il distingue trois sortes de solutions: "il y e n  a qui sont 
plus que rich; d'autres moins que rien; et d'autres envelopp6es, comme celles qui 

ont  des 1/----, comme des 1/------3, ou autres hombres semblables" [op. cit., Fd.  
Pour lui, l'utilit~ de l'introduction des solutions "'impossibles" r6side dans ce 
qu'elles assurent " la  certitude de la r~gte g~n6rale", ce qui permet ainsi de 
n'oublier aucune racine, alors que ses pr~d6cesseurs, souligne-t-il, n'6taient pas 
m~me certains d'avoir trouv~ toutes les racines r~elles positives. 

Cet 6nonc6 g6n6ral sur le hombre de racines ~gal au degr6, qui implique l'exis- 
tence d'au moins une racine pour toute ~quation alg~brique et suppose l'accep- 
tation des solutions non r6elles, repr~sente un pas en avant substantiel par rapport 

ta simple affirmation, alors courante, de majoration du nombre de racines par 
le degr6. Cependant, on ne peut pas dire, pensons-nous, que le th6orSme de GIRARD 
constitue une conjecture du TFA, car si, pour une 6quation quelconque de degr~ 
n, il affirme bien l'existence de n racines exactement, il n'6nonce pas que toutes ces 

racines sont complexes, c'est4t-dire de ta forme A + B ~/~---]-, avec A et B r6els. 
Certes, darts les exemptes num6riques qu'il traite, correspondant essentietlement ~t 
des 6quations de degrd __<4, les solutions trouv6es sore r~elles ou de la forme 

a + ]/-----b (avec b > 0). Mais, si les expressions de ce type font effectivement 
partie de ses solutions "envelopp6es" ou "impossibles", GIRARD n'aborde pas 
la question de savoir si ces derni~res sont toutes de cette forme; il ne donne pas 
d'~nonc6 g6n6ral sur la nature pr6cise des racines non r6elles. On peut cependant 
se demander si on n 'a pas affaire avec l'~nonc~ de GIRARD ~ une premiSre forme, 
impr6cise, du TFA. Ne suffira-t-il pas, el1 effet, de pr6ciser peu ~ peu la nature des 
racines non r~elles pour parvenir de mani~re continue ~ l'finonc~ exact du TFA ? 
Si une r@onse positive ~ cette interrogation peut sembler logique, l'examen de 
la suite des travaux sur ce sujet, 6clairant le statut historique de l'6nonc6 de GIRARD, 
nOUS conduit ~t 6carter l'idde d'une filiation entre ce travail et ceux de D'ALEMBERT 
et D'EULEg sur le TFA au milieu du XVIIV si~cle (voir infra). 

Les deux r6sultats g6n6raux pr6sent6s par GIRARD dans son "th6or~me" cor- 
respondent au nombre des racines d'une dquation quelconque et au syst~me des 
relations entre coefficients et racines, ce qui, 6crit-il, 6claire "ta nature des ~qua- 
tions qui est qu'icelles ont Ieurs termes compos~s des factions, et clue toutes tes 
questions front  autre nceud" lop. tit., F,.]. R~sultant clairement de la supposition 
d'une d6composition compl6te de toute 6quation atg6brique en facteurs lin6aires 
[6], ces propri6t6s des racines apparaissent ainsi pr6atablement ~t la recherche de 
leur forme g6n6rale et semblent bien ind6pendantes de celle-ci. L'~nonc~ de GIRARD 
peut donc plut6t 8tre interpr6t6 comme repr6sentant une premiere forme du TFL, 
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qui assure alors le fondement de la th6orie naissante des 6quations alg6bfiques 
g6n6rales [7]. Autrement dit, le texte de GmARD ne se situe pas dans la pr6histoire 
du TFA mais dans celle du TFL. 

En 1637, dans le livre III de La Gdorndtrie, REN~ DESCARTES 6nonce: "Sachez 
donc qu'en chaque 6quation, autant que la quantit6 inconnue a de dimensions, 
autant peut-il y avoir de diverses racines, c'est-5'-dire de valeurs de cette quantit6" 
[DESCARTES 1637, 372]. La formulation peut laisser 5' penser que DESCARTES 
indique seulement que le nombre de racines est au plus 6gal au degr6 [8], ce que 
semble confirmer la nature de la justification donnde qui consiste 5' construire, 
par la multiplication de certains facteurs lin6aires, des 6quations du 3 e et du 4 e 
degr6 ayant respectivement trois et quatre racines r6eltes. Cependant, il ajoute 
plus loin: 

"'Au reste tant les vraies racines que tes fausses ne sont pas toujours r~elles, 
mais quelquefois seutement imaginaires; c'est-5'-dire, qu'on peut bien toujours en 
imaginer autant que j 'ai d i t en  chaque 6quation, mais qu'it n 'y a quelquefois au- 
cune quantit6 qui corresponde 5. celles qu'on imagine" lop. cit., 380]. 

DESCARTES cite alors I'exemple de l'6quation x 3 -- 6x 2 @ 13x -- 10 -- 0 pour 
laquelle on peut "imaginer" trois racines, indique-t-il, bien qu'une seule, 2, soit 
r6elle, les deux autres 6tant imaginaires. Prises ensemble, ces deux citations, ex- 
traites d'un long passage de son ouvrage que DESCARTES consacre h "De la nature 
des 6quations", constituent un ~nonc6 qui apparait, encore plus nettement que 
chez GIRARD, comme une forme du TFL et non du TFA. Sa d6marche consiste, 
en effet, h admettre que, puisque l'on peut former une ~quation de degr6 n e n  
faisant le produit de n 6quations simples, r6ciproquement toute 6quation de degr6 
n peut se d6composer en n facteurs lin6aires. Les racines imaginaires n6cessaires 
pour assurer la g6n6ralit6 de cette factorisation apparaissent alors comme des 
adjonctions formelles, sans pr6cision de leur nature. 

I1 est int6ressant de rappeler la critique qui a 6t6 faite de la th6orie de DESCAR- 
TES, darts des pamphlets datant de 1638 et dus sans doute h JEAN DE BEAUGRAND 
[9]. Sur la question du hombre, de la nature des racines et de la factorisation 
lin6aire des 6quations, on peut y lire: "s'il y a une infinit6 d'6quations qui se pro- 
duisent par la multiplication d'autres 6quations, il y e n  a aussi une infinit6 d'autres 
qui ne peuvent atre produites suivant cet ordre" [TANNERY, Mdrnoires, 226]. C'est 
cela, indique BEAUGRAND, qui a retenu VI~TE "de rien 6crire de g6n~ral sur ce 
sujet" [op. cir., 226], et qui correspond au fait "qu'il  y a beaucoup dYquations off 
il est impossible que la quantit6 inconnue ait autant de valeurs qu'etle a de dimen- 
sions" [op. cit., 214]. Pour justifier cette affirmation, il cite entre autres, I'exemple 
de l'6quation utilis6e par DESCARTES: X 3 - -  6X 2 + 13x -- 10 = 0, off il ne peut y 
avoir, insiste-t-il, qu'une seule racine +2 .  Le fond de la position de BEAUGRAND 
est, bien stir, qu'iI refuse l'existence des racines imaginaires, car, ~crit-il "lorsque 
non seulement elles ne sont point, mais qu'il implique contradiction qu'elles soient, 
on ne les peut pas nommer avec raison ni r6elles ni imaginaires, puisqu'elles ne 
peuvent &re l'objet de notre entendement ni de notre imagination" [op. cit., 228]. 

Cependant, la plupart des math6maticiens du XVII ~ si~cle admettront, comme 
DESCARTES, ce que BEAUGRAND refusait. Nous ne multiplierons pas les citations 
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car il suffira pour notre propos de faire le point sur les grandes lignes de la th6orie 
g6n6rale des 6quations tt l'articulation du XVII e et du XVIIF si6ele, it un moment 
oh d'ailleurs paraissent plusieurs ouvrages comprenant une partie synth6tique sur 
le sujet (voir notanament [WALHS 1685], [PRESTET 1689], [OZANAU 1702], [NEw- 
TON 1707], [REYNEAU 1708]). Sans 8tre identiques sur tousles points, ces trait6s 
pr~sentent de mani6re analogue la structure de la th6orie gdn6rale des 6quations, 
dans la lign6e de DESCARTES [10]. Suivons par exemple l'ouvrage de REYNEAU, 
dont la prdsentation est particuli6rement claire. L'id6e de base est que "pour 
concevoir clairement la nature des 6quations compos6es, il faut voir la mani6re 
dont elles peuvent 6tre form6es" [1708 I, 56]. I1 6nonce ainsi le "Thdor6me I" :  
"Toute 6quation compos6e peut 8tre congue comme 6tant form6e par la multipli- 
cation d'autant d'6quations simples, que l'6quation composde a de degr6s" [op. 
cit., 58]. REYNEAU en ddduit une s6rie de corollaires portant sur le "nombre" et la 
"qualit6" des racines, notamment: "une 6quation composde a autant de racines, 
qu'elle a de degrds" [op. cit., 63]; les racines peuvent 8tre rdelles ou imaginaires; 
les relations entre coefficients et racines lop. cit., 65]. Or, ce "th6or6me", qui 
apparaR ainsi comme assurant le fondement de la th6orie g6ndrale des 6quations, 
correspond clairement ~ une forme du TFL. REYNEAU en donne une "d6monstra- 
tion" d'abord pour les 6quations du second et du troisi6me degr& Elle consiste, 
en r6alit6, it montrer que l'on peut construire des produits de deux ou de trois 
facteurs lin6aires donnant des 6quations des divers types possibles, suivant le 
signe des coefficients. Pour les degrds sup6rieurs, il 6crit simplement: 

"On voit clairement que les 6quations des autres degrds peuvent 8tre congues 
form6es par les 6quations du premier, du second et du troisi~me degr6 [...] par 
cons6quent toute 6quation compos6e peut atre congue form6e par autant d'6qua- 
tions simples qu'elle a de degr6s" [op. cit., 61]. 

Ceci ne construe pas bien stir une ddmonstration du th6or6me en question, 
le raisonnement portant plut6t sur sa rdciproque. Dans la plupart des trait6s de 
l'6poque, il n'y a d'ailleurs mSme pas d'essai de preuve de ce r6sultat, la d6compo- 
sition des polyn6mes en facteurs lin6aires ~tant consid6r~e comme un v6ritable 
principe de base de la th6orie gdn6rale des 6quations. C'est un 6nonc6 qu'on ne 
pouvait alors qu'accepter ou refuser, suivant l'id6e que l'on se faisait des math6- 
matiques, et en particulier de la place donn6e b, la gdn6ralit6 de l'alg6bre et it l'auto- 
rtomie de son formalisme [11]. 

Cependant, s'il conduit n6cessairement /t introduire des racines non r6elles 
avec lesquelles on peut calculer alg6briquement, ce principe de factorisation 
lin6aire ne dit rien en lui-mSme sur la forme prdcise de ces racines imaginaires. 
Sur ce dernier point, les trait6s font apparaltre d'ailleurs des points de vue vari6s, 
alors qu'une quasi-unanimit6 se manifeste dans l'acceptation du prineipe de fac- 
torisation. L'expos6 de REYNEAU, lit encore, illustre bien la situation de l'6poque 
quant it la fluctuation des d6finitions et des d6nominations des imaginaires: il s'agit 

d'abord des grandeurs "impossibles" de la forme ]/--~aaa lop. cit., 57], mais aussi des 

'~ imaginaires" a ~ ]/--aa [op. cit., 58], puis darts un autre chapitre [op. 
cit., Livre V], apparaR la forme plus g~n6rale ~ i • ] /~kk  alors que, par ailleurs, 
il est remarqu6 que les diverses racines paires d'une grandeur n6gative sont aussi 
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des grandeurs imaginaires [op. cit., 58]. Ainsi, si tel ou tel type d'expression est 
rep6r6 comme "imaginaire",  ou "impossible",  il n 'y  a pas encore de caract6risation 

d'ensemble de ces racines non r6elles sous la forme a + b l / ' l .  
Cette situation ne correspond pas 5- une absence de formulation d 'un r6sultat 

qui serait en fair admis implicitement par  tous; c'est alors la marque d'une rdelle 
difficult6 5, saisir le statut gdn6ral des imaginaires [12]. Une tentative de clarifica- 
tion de la "nature des racines imaginaires" effectu6e par J. PRESTET [1689 II], illus- 
tre d'ailleurs ce fait. Celui-ci d6crit une 6chelle des "absurditds" qui commence 
par les absurdit6s "lindaires" correspondant aux racines n6gatives, puis les absur- 
dit6s du second degr6 qui font intervenir les racines carr6es de hombres n6gatifs. 
Les absurdit6s du troisi6me degr6 se r6duisent, pour  lui, aux deux premiers types, 
puisque l 'on peut toujours diviser l '6quation correspondante par un facteur lin6aire 
(r6el). 

"Mais,  6crit PRESTET, le quatri~me degr6 peut avoir des contradictions encore 
plus compliqu6es que les planes, parce qu 'on y peut supposer des contradictions 
of~ il faudra tirer les racines carrdes des racines des grandeurs n6gatives; comme dans 

l'6galit~ z 4 + a 4 = 0, ou z 4 = - - a  s, l ' inconnue z e s t  t/1/--a 4,, [op. cit., 371]. 

Il d6crit ainsi l 'apparition d'une infinit6 d'esp~ces, de racines imaginaires cor- 
respondant 5- des polyn6mes de degr6s successifs du type 2 n [13]. 

L'absence, dans la th6orie des 6quations au XVII  e si~cle, de caractdrisation 
exacte de la forme des imaginaires, confirme que les 6nonc6s gdn6raux d'alors 
sur la factorisation lindaire et le nombre des racines se rattachent non pas au 
TFA, mais au TFL. Cela va d'ailleurs apparaitre encore plus nettement, 5- l'orde 
du XVII I  e si~cle, avec l'6mergence du probl~me pr6cis du TFA, qui ne se situera 
pas dans le prolongement continu des 6nonc6s de factorisation lin6aire du XVII  e 
si~cle. 

3. Leibniz, l'int6gration des diff6rentielles rationnelles 
et le probl6me du th6or6me fondamental de l'alg~bre 

En 1702, se produit en effet un 6v6nement tr6s important pour  notre sujet, 
non pas directement en th6orie des 6quations, mais dans un nouveau domaine 
math6matique alors r6cemment cr66: le calcul infinitdsimal. I1 s'agit de la publi- 
cation d 'un mdmoire de GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ sur l 'int6gration des diff& 
rentielles rationnelles ([LEIBNIZ 1702]). Le 5 aofit de la m~me ann6e, JEAN (I) 
BERNOULLI envoie 5- PIERRE VARIGNON un m6moire consacr6 aussi 5- ce probl6me 
de calcul int6gral, texte qui, traduit, est lu par son correspondant le 13 ddcembre 
/t l 'Acad6mie des sciences de Paris et qui paraitra, en 1704, dans les M A R S  1702 
([BERNOULLI 1702]). Ces deux mdmoires ont plusieurs points communs:  un m~me 
objet d'dtude, mais aussi l'utilisation d 'un m~me type de mdthode, la d6composi- 
tion des fractions rationnelles en une somme d'dl6ments simples. De plus cette 
d6composition repose dans les deux cas sur l 'expression du d6nominateur de la 
fraction rationnelle sous la forme d 'un produit de facteurs lin6aires. Ainsi, J. BER- 
NOULLI, apr6s s'fitre ramen6 par  une division au cas oh le degr6 du num6rateur 
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est inf6rieur h celui du d6nominateur, 6crit la diff6rentielte sous la forme: 

r d x : q  = adx :  (x + f ) - t -  b dx: (x + g) + c d x : ( x +  h ) +  etc. 

"c'est-h-dire r dx :  q 6gale ~ autant de diff~rentielles logafithmiques, que la plus 
grande dimension de x, dans q, a d'unit6s." lop. cit., 393-394]. La d6termination 
des num6rateurs des fractions simples, repose alors sur la m6thode des coefficients 
ind6termin6s. 

De marne, L~mN~Z 6crit: 

"Hanc demptis integris puris a jo posse ostendi aequalem aggregate fractionum, 
qtmrum numerator sit con~stans seu sine x, denominator autem sit simplex, ita 

a 
ut quaevis harum fractiormm sit qualis x § quod qui fieri possit, sic ostendo.'" 
[L~mNIZ 1702, 351] [t4]. 

Pour parvenir '2 ce r6sultat, il indique d'abord: 

"Primum ex Algebra suppono divisores simplices cujusque formulae rationalis 
integrae utcunque cognitos; [...] Itaque ex suppositis resolutionibus aequationum 
Atgebraicis habentnr divisores formularum, et nostra haec Analysis infinitesimalis 
Analysin Atgebraicam, ut superior inferiorem, supponit" [op. cit., 351--3521 
[151. 

M~me si L~mNIZ salt bien alors que les connaissances alg6briques ne permettent 
pas de calculer toujours exactement les racines [t6]; il s'appuie sur l'existeace 
aprior i  de la factorisation lin6aire, 6crivant te d6nominateur de la fraction sons Ia 
formelmnetc ,  avec l = x + b, m = x + c, n = x + d, etc. C o m m e  L BER- 
NOULLI, il suppose donc l'6nonc6 du TFL. 

Malgr6 ces grandes similitudes [17], les travaux des deux savants pr6sentent 
des diff6rences notables, voire des divergences, snr la d~composition des fractions 
rationneltes et l'int6gration des 61~ments simples. LEIBNIZ, dans son m~moire de 
1702, suppose de fait que les racines du d~nominateur de la fraction rationnelle 
consid~r~e sent totltes distinctes. Mais t'ann~e suivm~te, il fair paraitre une suite 
[L~mN~z I703], consacr6e au cas des racines multiples. On. y trouve la r6gle g6n6- 
rate correcte correspondante: ~ chaque facteur du d6nominateur du type h ~ 
avec h = x + a et t entier correspond une d6composition de Ia forme 
A/h  t -b B/h t'-l' + . . .  + lv;Ih (A, B, . . . .  N eonstantes) (voir lop. cir., 364-365]). 
Quant ~ JEAN B~RNOULLI, sa m6thode g6n6rale publi6e correspond essentiellement 
au cas des racines distinctes ([B~RNOULLI 1702], [BERNOULLI 1703]) [18]. 

Pour l'int6gration des 616ments simples, la m6thode g6n6rale de JEAN BERNO~JLLI 
consiste ~ int6grer formellement chaque diff6rentielle a dx : (x + f )  sous la forme 
d'uu logarithme Log (x +f )~ ,  r~el ou imaginaire. Cemme il est indiqu6 dans 
l'6nonc6 du probl6me en tate de son m6moire ([BERNOULLI 1702, 393] OU mieux 
[B~rtNOULr~I 11703, 26]), il en conclut que, si elle n'est pas alg~brique, l'int6grate 
d'une diff6rentielle rationnelle est toujours r~ductible ~ ta quadrature de l'hyper- 
bole (si le togarithme est r6el) ou ~ celle du cercle (si le logarithme est imaginaire). 
Sa conclusion est doric correcte, mais sans que soit donn6e de preuve g6n6rale 
car, si le r6sultat apparaissait bien ~tabli darls le cas r6el, dans t'autre, s'ajoutait 
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alors ~ la confusion sur Ia nature des imaginaires, celle sur le statut des logarithmes 
[19]. La conviction de J. BERNOULLI apparait li6e aux cas particuliers trait6s dans 
la derni~re partie de son article, consacrde ~t l'expos6 de "Mani~res abrdgdes de 
transformer les diff6rentielles compos6es en simples, et r6ciproquement, et m~me 
les simples imaginaires en r~elles compos6es" [BERNOULLI 1702, 399]. I1 y remarque 
notamment que a & : (bb 4- zz) correspond d'une part, 5. une diffdrentielle de 
secteur circulaire r6el et, d'autre part, en d6composant en 616ments simples, g 
la somme des deux diff6rentielles de logarithmes imaginaires 

} a dz : (bb 4- bz ]/----~) 4- �89  (bb - bz ]/-- l ) . 

"On voit, conclut-il, que les logarithmes imaginaires se doivent prendre pour 
des secteurs circulaires r~els: parce que la compensation, qui se fait de ces grandeurs 
imaginaires ajout6es ensemble, les d~truit, de mani+re que la somme en devient 
route r~elle" [op. cir., 400]. 

LEIBNIZ, quant /t lui, apr6s avoir rappel6 que les 616merits simples r~els font 
intervenir la quadrature de l'hyperbole, aborde le cas des racines imaginaires 

/t partir de l'exemple 1/(x 4 -- 1) qui conduit aux deux integrations f dx/(x t/~-----( -- 1 ) 
et f dx/(xfT(% 1) tesquelles, indique-t-il, ne peuvent atre rapport& qu'5 
une hyperbole imaginaire. Cependant, iI note que l'on peut regrouper entre elles les 
racines imaginaires de mani6re 5. obtenir une d6composition r6elle, soit ici: 

1 1 1 1 

x ~ -- 1 4(x -- 1) (4x + 1) 2(xx + 1)" 

Ceci fait apparakre que l'int6grale f dx/(x - 1) d@end en m~me temps de la 
quadrature de l'hyperbole et de celle du cercle, puisque LEmNIZ rappelle qu'il a 
montr6 ant6rieurement que l'int6grale f dx/(xx + 1) se rapporte ~t la quadrature 
du cercle. I1 remarque que, d'une fa~on g6n6rale, on aura de m~me une int6grale 
ne d6pendant que de la quadrature du cercle ou de l'hyperbole, 5' chaque fois que 
le d6nominateur de la fraction rationnelle ne poss~de que des diviseurs r6els du 
premier ou du second degr6. Se plagant ainsi syst6matiquement dans le cadre r6el, 
LEmNIZ pose Nors le probl~me de fagon claire: 

"Hic jam ordo nos ducit ad maximi momenti Quaestionem, utrum omnes 
quadraturae rationales ad Quadraturam Hyperbolae et Circuli reduci possint, 
quae huc redit in nostra hac Analysi: utrum omnis Aequatio Algebraica seu for- 
mula realis integra quad indeterminatam rationalis possit resolvi in divisores 
reales simplices aut pianos." [op. cit., 359] [20]. 

Ce texte est essentM pour notre sujet: le probl~me de calcut int6gral de ta r6ducti- 
bilit6 des quadratures rationnelles ~ celles du cercle et de l'hyperbote y apparalt 
comme ddpendant directement d'un probl~me de th6orie des ~quations alg~briques 
qui correspond/t l'6nonc6 exact du TFA sous la forme (c). Or, 5~ cette question 
tout 5. fait pr6cise, LEmNIZ donne explicitement une rdponse ndgative: il ne pense 
pas que l'on puisse obtenir une telle factorisation r6elle pour tousles polyn6mes 
et justifie cette r@onse en avangant le fameux "contre-exemple" du polyn6me 
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x 4 + a ~ [op. cit., 359-360]. Consid6rant les d6compositions successives 

(xx  -- aa ~/---~1) (xx @ aa ] /~ i) 
puis 

(x ~- a ]/]/-----1 ) (x -- a ]/]/--~( ) (x 4-a]/(--r (x -- a ] /7  - I/------f)) 

du polyn6me, il affirme que, de quelque fa~on clue l'on combine deux de ces 
quatre facteurs, il n'est pas possible de faire que leur produit donne un trin6me 
r6el. Ainsi, LEIBNIZ aboutit/~ la conclusion fausse que l'int~grale f dx/(x* @ a 4) 
ne peut pas ~tre ramen6e aux quadratures du cercle ou de l'hyperbole, et qu'elle 
correspond ~t une nouvelle quadrature originale. 

Les m~moires de G. W. LEIBNIZ et de J. BERNOULLI constituent une 6tape im- 
portante de l'histoire dn calcul integral, car ils ouvrent la voie 5. l'int6gration en 
termes finis d'une classe 6tendue de diff~rentielles: les diff6rentielles rationnelles 
(et les diff6rentielles irrationnelles qui s'y ram6nent), dans un domaine o~ les 
r~sultats g~n~raux 6talent plut6t rares [21]. Mais, par ailleurs, le double aspect du 
texte de LEIBNIZ -- ~nonc6 precis du TFA et refus de l'admettre pour vrai -- lui 
confute un r61e essentiel pour l'historiographie de la th6orie des 6quations alg6bri- 
ques. D'une part, en effet, est pos6, pour la premi6re lois ~ notre connaissance, le 
probl~me du TFA sous une forme/t  la lois g6n~rale et precise: tout polyn6me Qt 
coefficients r6els) peut-il se d6composer en faeteurs rdels du premier ou du second 
degr~ [22] ? D'autre part, la r@onse n6gative qui est apport~e ~t cette interrogation 
fait apparaltre clairement la dualit~ entre le TFL, que LEIBNIZ admet comme un 
principe indiscut6, et le TFA qu'il refuse. Sur le premier repose la d~composition 
des fractions rationnelles en ~16ments simples 5. d6nominateurs lin~aires dans un 
cadre g6n6ral; le second commande la possibilit6 d'une d6composition rdette 
d6nominateurs lin6aires ou quadratiques. 

Le refus du TFA est clairement li6, chez LEmNIZ, 5~ une conception des ima- 
ginaires consid~r~s comme classables en diverses esp~ces, irr~ductibles les unes aux 
autres. Ainsi, son erreur sur l'exemple x 4 -~ a 4, provient bien stir de ce qu'il ne 
voit pas que les racines quatri~mes de --1 peuvent s'exprimer sons la forme 
a + b ]/-----]- avec a e t  b r6els [23]. Pour LEmNIZ, cette complexit6 croissante des 
imaginaires [24] se retrouve au niveau des logarithmes et de l'int6gration des 616- 
ments simples: 

~ autem veri coincidunt cure quadratura Hyperbolae, Logarithmi 
imaginarii primi grados coincidunt cure qnadratura Circuli. Sed quia dantur Lo- 
garithmi imaginarii infinitorum graduum altiorum [...] hinc etiam totidem dantur 
Quadraturarum gradus, a quadraturis Circuli et Hyperbolae independentes" 
[LE~BNIZ 1703, 362] [25]. 

I1 s'agit d'une critique directe de la conclusion de J. BERNOULLI qui reposait sur 
la supposition que les logarithmes imaginaires correspondent toujours ~t la qua- 
drature du cercle (voir aussi [op. cit., 366]). 

Plusieurs auteurs ont signal6 la connexion qui s'est 6tablie, au d6but du XVIII ~ 
si6cle, entre l'analyse infinitdsimale et l'alg6bre [26]. N. BOURBAKI, par exemple, 
indique: 
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"Il  semble que ce soient Ies besoins de la nouvelIe analyse qui aient peu 
peu ranim6 t'int6r& port6/~ l'alg~bre. L'int~gration des fractions rationnelles, effec- 
tu6e par Leibniz et Johann Bernoulli, et la question des logarithmes imaginaires 
qui s'y rattache 6troitement, donnent l'occasion d'approfondir le calcul sur les 
hombres imaginaires, et de reprendre la question de la d6composition d'un poly- 
n6me en facteurs du premier degr6 (thdor~me fondamental de l'alg~bre)." [Histoire, 
98-99]. 

Ainsi, ce qui se passe alors est souvent d6crit comme une reprise de la question 
apr~s une p&iode de sommeil des &udes alg6briques, le calcul int6gral conduisant 
~. poser 5. nouveau, de fagon plus pr6cise, le probl~me du TFA. En r6atit6, nous 
pensons que, plus fondamentatement, les travaux de LE~BNIZ Ie conduisent non / t  
reposer, mais 5~ poser le probl~me du TFA, sous la forme de la possibilit6 de d& 
composer tout potyn6me en facteurs lin~aires ou quadratiques r&ls. C'est en effet 
un rtouvel 6nonc6 de th6orie des 6quations qui apparait ainsi en 1702, li6 5. un 
probl~me analytico-g6om&rique: l'int6gration en termes finis des diff6rentielles 
rationnelles dans le cadre r6eI, c'est-/1-dire la r6duction des quadratures des courbes 
d'ordonnfie rationnelle/~ une combinaison finie d'aires de sections coniques. La 
r@onse n6gative apport& par LHBNtZ 5~ ce probl&ne de factorisation illustre 
bien l'absence de continuit6 entre cet 6nonc6 et te principe de factorisation tin6aire 
issu du XVIU si~cle qui subsiste parall61ement, identique h tui-m~me. Mais si 
ta formulation du TFA n'appara~t ainsi que pour &re refus6e, la nature erron6e 
de Ia r@onse de LEIBNIZ a sans doute moins d'importance clue sa question. En 
effet, ~t c6t6 de l'6nonc6 du TFL dont te caract~re g6n6rat mais vague le rend peu 
susceptible d'une d6monstration, appara~t alors celui, pr&is, du TFA sous ta 
forme (c), justiciable d'une recherche effective. S'ouvre ainsi une p6riode de tra- 
vaux autour du th6me de la d6composition r&lle des polyn~3mes en facteurs du 
1 ~ ou du 2 ~ degr6, dont les m~moires d'EULER et de D'ALEMBERT au milieu du 
XVIIP siacle constitueront un ach+vement relatif, en r6alisant le consensus des 
math6maticiens sur une r@onse positive ~ la question soulev& par L E ~ z .  
On peut ainsi consid&er que le m6moire de 1702 de L ~ I ~ z  constitue le point de 
d@art de la pr6histoire du TFA, dont nous allons d6crire quelques moments dans 
le paragraphe suivant. 

4. Int6gration en termes finis et d&omposition r6elle 
des binSmes et trin6mes 

Un personnage a jou6 un r61e important pour notre probl~me dans le premier 
tiers du XVIIV si~cle, c'est le math&naticien anglais ROGER COTES. Ce r61e, it 
l'a d'ailleurs jou~ largement de mani6re posthume puisqu'il meurt pr~matur6ment 
en 17t 6 et que la ptupart de ses ceuvres ne seront pubti&s qu'en 1722 par R. S~tT~ 
dans t'ouvrage Harmonia mensurarum. Le 5 mai, un mois avant sa mort, COTES 
a &rit ~_ W. JONES une lettre importante par son conterm et ses effets [t716] [27]. 
II y indique qu'il est parvenu 5, ramener aux mesures des rapports et des angles, 
c'est-~t-dire aux tbnctions togarithmes et circulaires, tes fluentes des fluxions 
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t~ 

(bin6mes) de la forme (dk z ~ "Tn- ')/(e - k f z  n) avec d, e, f constantes, 0 un entier 
positif ou n6gatif, et ~[2 une fraction (~ et 2 entiers naturels tels que ~[2 < 1). 
Cela g6n6ralise, remarque-t-il, des r6sultats de NEWTON, qui correspondaient aux 
cas particuliers 3/~. ~- 0 et 8/2 = �89 [28]. COTES fait ensuite allusion ~t l'article 
de LEmN~Z de 1702 et souligne que son travail permet de r6pondre ~ la question 
alors pos6e de la nature des fluentes de Yc/(x 4 + a4), Jc/(x 8 -r aS), etc., mais de 
mani6re contraire ~t celle du philosophe allemand. 

I1 indique d'ailleurs qu'il est aussi parvenu ~t ramener aux mesures des rapports 
et des angles, la fluente des fluxions (trin6mes) de la forme [29]: 

(d~z~ fz ~ + gz z'l) 
avec les m~mes hypoth6ses que ci-dessus sur les symboles, mais 2 d6signant ici une 
puissance de deux [30]. Puis il conclut: 

"In truth I am inclined to believe, that Mr. Leibniz's grand question ought to 
be determined the contrary way, and that it will be found at last, that the fluent 
of any rational fluxion whatever does depend upon the measures of ratios and 
angles, excepting those which may be had in finite terms even without introducing 
measures" [op. tit., 147-148]. 

COTES conjecture donc le r6sultat correct mais sans pouvoir en donner de preuve, 
ses r6sultats 6tant trop partiels. R. SMITH, qui indique dans l'Harmonia mensurarum 
que cette lettre l'a pouss6 5. analyser de pr6s les manuscrits de COT~S, r6v61e les 
aspects essentiels de la m&hode de celui-ci [1722, 113-119]. I1 ressort que, pour  
une large part, le fondement en est un th6or6me (appel6 depuis th6or~me "de 
Cotes") qui donne la d6composition en facteurs r6els lin6aires ou quadratiques des 
polyn6mes de la forme a n ~ x n, gr~tce/~ l'6tablissement de relations g6om6triques 
dans un cercle de rayon a divis6 en n parties 6gales [31]. Par un changement de 

variable du type x z - -  + Z', la fluxion bin6me de COTES se met en effet sous la 

forme kxUc/(1 zL x ~) (avec k constante et r entier relatif), et l'application du th6o- 
r6me pr6c6dent aboutit ~t la d6composition du d6nominateur en facteurs r6els 
irr6ductibles du 1Cr ou du 2 ~ degr6, permettant d'exprimer la fluente/t l'aide des 
seules fortctions alg6briques, logarithmiques et trigonom6triques. 

Darts ce travail de calcul int6gral, comme dans d'autres domaines, Cotes se 
situe darts la tradition newtonienne, notamment, on l'a vu, par les types de fluxions 
6tudi6s [32]. Cependant, il conna~t aussi les travaux de LEIBNIZ de 1702, et, comme 
lui, ram6ne les probl6mes d'int6gration en termes finis ~t une question d'alg6bre 
r6elle: la d6composition des polyn6mes en facteurs du 1 ~ ou du 2 ~ degr6. I1 
s'oppose certes ~ la conclusion de LEIBNIZ mais cela m~me a pu constituer une 
motivation au d6veloppement de ses travaux, dans le contexte de rivalit6 de l'6po- 
que. 

En tout cas, les r6sultats de COTES allaient 8tre utilis6s pour nourrir la concur- 
rence entre les savants anglais et ceux du continent. En 1719, TAYLOR se sert (sans 
le dire) du contenu de la lettre ~t Jones de 1716 pour lancer un d6fi aux g6om6tres 
non anglais, par l'interm6diaire de MONTMORT. Sans oublier, en passant, de souli- 
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gner l'erreur de LE~BNtZ quant ~ l'int6gration de .~ : (x * + a4), il demande de trou- 
ver par la quadrature du cercle ou de l'hyperbole ta fluente de la fluxion tfin6me 
indiqu6e ci-dessus [33], le probl6me devant ~tre r~solu "without limitation by im- 
possible roots" (voir [HERMANN 1719, 352]). Trbs rapidement, la m~me ann6e 1719, 
deux matMmaticiens du continent, JEAN(I) BZRNOtrLLI et JACOB HER~ANN, 
r6solvent, ind6pendamment sernble-t-il, ce problbme "de Taylor", dont il apparai- 
tra senlement en 1722 lors de ta publication de ses oeuvres posthumes qu'il s'agis- 
sait en fait d 'un probtbme de COTES. Dans son introduction, JEAN BERNOULLI 
[1719], donne la d6composition de x 4 + a 4 en tes deux trin6mes r6els 

x z + a x ~ 2 4 - a  2 et x 2 - a x | / 2 §  2 

et en d6duit que l'int~grale f (dx : (x 4 + a4)) s'exprime/~ l'aide de deux quadra- 
tures circulaires et de deux quadratures hyperboliques. Rappelant son anciennet6 
dans ce genre de probl~me, compte tenu de ses travaux de 1702 sur l'int6gration 
des fractions rationnelles, il se propose d'adapter sa m6thode h la contrainte 
posse par TAYLOR de ne pas employer les racines imaginaires. JEAN BERNOULL~ 
s'astreint effectivement ici h travailler dans le cadre r6el tant pour la factorisation 
des polyn6mes que pour la d6composition des fractions rationnetles en 616merits 
simples. Par le changement de variable z ~ = x z, ta diff6rentielle trin6me propos~e 
prend la forme k x  ~ dx  : (e + f x  ~ + gx  z~') (avec k constante, r entier relatif et 
2 = 2P), diff6rentielle dont l'int6gration est ramen6e aux quadratures du cercle 
et de l'hyperbole grace/t des d6compositions successives de la fraction rationnette 
1 : (e + f x  ~ § gx  2~') en sommes de deux fractions donts le d6nominateurs sont 
des trin6mes r6els de degr6 moiti6 2. Si J. BERNOULLI n'6tablit pas rigoureusement 
la r6currence, les cas 2--: 2 et 2 = 4 trait6s correctement montrent la g6n6ralit6 
du proc6d6. Ainsi, pour 2 .... 2, il 6crit que le trin6me e q-J3c2+ gx'* 
off l 'on peut prendre e > 0 et de la forme b-', se d6compose en un produit de 
deux bin6mes r6els (b + mx  2) (b § nx 2) si f2  > 4eg, et en un produit de deux 
trin6mes r6els (b + nx  -4-- mx  2) (b - -  nx + m x  2) si f 2  < 4eg, et calcule expli- 
citement ~ chaque fois tes coefficients par identification [34]. Dans le deuxiOme 

cas, par exemple, il vient: m -~ ~g ,  n ----- } /~-f  + 21/~g. Oft obtient en fait, 
quel que soit 2 = 2 p (p ~ 1), une factorisation 

b z @ f x  ~" + gx  2~ = (b + nx zjz -k mx  ~') (b -- nx a/2 -~- m x  ~') 

avec les m~mes coefficients n et m (faire x ~ =  yZ). La  d6monstration d u  fair 
que l'int6grale trin6me s'exprime ~ l'aide des quadratures du cercle et de l'hyper- 
bole r~sulte done de la possibilit6 de d6composer effectivement le trin6me 
e +- f x  z + gx  2~" en facteurs r6els du second degr6 grgtce h l'hypoth6se que 2 est 
une puissance de 2. Dans ce probl6me, il n'~tait donc pas n6cessaire pour factoriser 
d'utilJser le th6or6me de COTES; la m6thode classique des coefficients ind6ter- 
min6s suffisait [35]. 

La solution donn~e par HERMANN la m~me ann6e, si elle diff~re darts ta forme 
de l'exposition (il pr6sente d'embl6e le cas g6n&at), est analogue quant au fond h 
celte de BERNOULLL Notons qu'it expose le problbme de fagon particuli~rement 
claire, en indiquant que la r6duction de la diff6rentielle aux 616ments du cercte ou 
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de t'hyperbole d6pend de la d6composition du trin6me e + f x  ~ + gx  zz en ses 
diviseurs primitifs ("divisores primitivos") [HERMANN t719, 353]. I1 appelle ainsi 
ceux qui ne peuvent se r4soudre en d'autres plus simples sans que s'introduisent 
des quantit4s imaginaires; dans le pr6sent probl6me, ce sont, dit-il, les trin6mes 
de la forme x 2 §  if- n. HERMANN donne doric une bonne d6finition de la 
notion de polyn6me irr6ducible dans R[x] mais il rt'4nonce pas que-ces polyn6mes 
sont dans tousles  cas de degr6 ._2. 

ABRAnAM DE MOIVR~, darts son ouvrage Miscellanea anaIytica de seriebus et 
quadraturis [1730], non seutement expose tes r4sultats de COTES parus en 1722, 
mais les am61iore en levant t'hypoth6se restrictive )~ = 2 v dans la diff&entietle 
trin6me de ce dernier. Ceta est rerLdu possible grfice 5, la d6composition en facteurs 
quadratiques r6els des trin6mes du type A 4- Bx  m + Cx  ~ (.in enfier naturel). 
Plus pr6cis6ment, Mo~vaE consid6re tes expressions de la forme 1 ~ 21z ~ 4- z 2'~ 
avec 0 < I < 1 et n entier positif, clue, grftce 5, une g4n&alisation du th6or6me 
de C o ~ s  sur le cercle, il parvient ~ d6composer en un produit de facteurs qua- 
dratiques du type 1 -- 2xz  § z 2 off, si on pose l ~- cos A, x est de la forme 
cos ( ( •  4- kC)/n) ,  C 4tant l'arc correspondant au cercle entier de rayon 1 
(k  ~- 0, 1, etc.). On trouve chez MOIVR~ les m~mes 616ments caract&istiques que 
pr6c6demment: l'int4gration en termes finis (c'est-h-dire h l'aide des quadratures 
des sections coniques) de diff&entieltes bin6mes ou trin6mes est obtenue grace 
5̀  une d6composition en fractions simples r6elles [36], qui n4cessite la factorisation 
de polyn6mes ~ l'aide de diviseurs r6ets du premier ou du second degr6. Dans un 
corollaire concluant son &ude suz les fluentes des quantit6s z~ off P est un poly- 
n6me, il indique que la courbe correspondante aura une quadrature exacte ou se 
ramenant/~ celles des sections coniques si P se ddcompose en facteurs bin6mes ou 
trin6mes [op. cit., 63]. Mais, cet 4nonc6 pr6sente un caract6re conditionnel, MOIVRE 
n'affirmant pas que la propri6t4 est g~n4rale, qu'une telle d6composition est effec- 
tivement toujours possible. 

Cependant, si l 'on ne trouve pas chez lui d'6nonc6 g6n6ral correspondant au 
TFA [37], il faut signaler un r4sultat int&essant de MO~VRE dans la d6composi- 
tion rdelle des polyn6mes r6ciproques [op. cir., 67 sq.]. II donne en effet une ana- 
lyse presque compl&e de ta d6composition d'un polyn6me r4ciproque du 4 ~ degr6 
z* 4- pz  3 4- qz a 4- p z  + t en un produit de deux trin6mes r4els. Consid4rant 
d'abord la d~composition sons la forme (z 2 + az -~- 1) (z'- + bz 4- 1), il constate 
que les coefficients a et b, obtenus par la m6thode des coefficients ind6termin6s, 
peuvent &re imaginaires, ce qui, dit-il, ne dolt pas conduire ~t conclure que la 
factorisation en trin6mes n'est pas possible. I1 cherche ators dans ce cas ta d4com- 
position sons la ibrme (z 2 + az + b) (z z 4- a/b z + I/b), exprimant le fait que 

" e chaque racine a sort inverse non plus dans le mere mais dans l'autre facteur tri- 
n6me. Sa d4monstration que a et b sont alors r6els m&iterait d'atre pr6cis6e, 
mais Ie principe en est correct; MOIVRE dortne ensuite la d6composition effective 
dans l'exemple du polyn6me z* 4- 4z 3 4- 8z 2 4- 4z 4- 1. Le r6sultat sur le degr6 
4 lui permet alors d'obtenir la d4composition pour le polyn6me r6ciproque g6- 
n6ral de degr4 6: z 6 + pz  s + qz 4 + rz 3 4- qz 2 4- p z  4- 1 [op. eit., 69]. Au-dels,, 
si sa m6thode permet de ramener le caleul des coefficients des facteurs d'un poly- 
n6me r6ciproque de degr4 pair ~ la r6solution d'une &tuation de degr6 moifi6, te 
caract6re r~el des racines de cette derni&e 6quation n'est plus assur6. 
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MOlVRE a par ailleurs pr6cis6 ses id6es sur la division des angles/l l'occasion 
de deux lettres, aux contenus voisins, envoy6es l'une le 29 avril 1740/t l'6diteur de 
The elements of algebra de SAUNDERSON [MoIvRE 1740], l 'autre b~ W. JONES 
[MOIVRE 1738 ][38]. Ne se plaqant plus dans le seul cadre r6el comme dans son 
ouvrage de 1730, il d&ermine les racines cubiques ou plus g6ndralement les racines 

n-i6mes de l'expression a + ] / ~ .  Supposant cette racine n-ieme de la forme 

x ,a_ I/_---y, il trouve les valeurs de x et y grgtce aux lignes trigonomdtriques d'arcs 
d 'un cercle divis6 en n parties 6gales. I1 est clair, bien que MOIVRE ne l'indique 
pas ici, que ce rdsultat permettait de retrouver la factorisation r6elle des trin6mes 
du type A § Bz m @ CZ 2m obtenue dans tes Miscellanea analytica. 

A l'issue de cette p&iode 1702-1740, la situation se pr6sente donc ainsi: des 
progr~s ont 6t6 accomplis quant /t la ddcomposition effective en facteurs r~els 
lin6aires ou quadratiques de certains types de polyn6mes (de la forme x n • a n 
ou x 2~ + px n -k q, notamment), ce qui a permis de rdduire l'int6gration de plu- 
sieurs classes de diff&entielles/t la quadrature des sections coniques. Mais si, en 
particulier, les "contre-exemples" de LEmNIZ sont reconnus comme erron~s, il 
ne semble pas y avoir jusqu'~ la fin des ann6es 1730 d'affirmation claire de l'6nonc6 
gdn&al du TFA. On trouve par contre dans les textes de l'6poque une utilisation 
g6n~rale du TFL fonctionnant comme un principe a priori. 

5. Le r61e d'Euler 

Vers 1740, le probl6me g6ndral de la nature des int~grales des diff&entielles 
rationnelles reste donc non r6solu; il est d'ailleurs souvent plut6t 6vit6 que posS. 
C'est ce que l 'on peut constater, par exemple, dans l ' important ouvrage de MAC- 
I~AV~aY A treatise offluxions [1742]. L'auteur expose en d&ail les m6thodes d'in- 
t6gration pour les divers types de fractions rationnelles [39], remarquant, selon les 
cas, que la fluente s'exprime par des quantit6s algdbriques, des arcs circulaires ou 
des logarithmes [1742 II, 628-645]. Puis, il formule ainsi l'une de ses conclusions 
dont la prudence est manifeste: 

"And thus it appears how the fluent of 

xrA 
X 2n - -  A x  2 n - 1  @ B x  2 n - 2  - -  etc. 

is assignable by circular arcs and logarithms when the denominator is the product 
of any quadratic divisors "[op. eit., 639] (soulign6 par nous). 

Ainsi, 6vitant de se prononcer sur la gdn6ralit6 d'une telle factorisation du d6no- 
minateur (cf MOIVRE, supra), MACLAURIN n'6nonce pas de conclusion g6n&ale 
sur la nature de l'int~grale pour une fraction rationnelle quelconque. I1 se contente 
de remarquer, /t propos des polyn6mes du type y2,, _ 2zyn -k 1 [op. cit., 626], 
que, de ce que les facteurs d'une d6composition sont imaginaires, on ne doit pas 
conclure qu'on ne peut pas obtenir des diviseurs quadratiques r~els. Ainsi MAC- 
I.AURIN 6vite-t-il de se prononcer sur la propridt6 g6n~rale des polyn6mes qui corres- 
pond au TFA, alors que, par ailleurs, il utilise syst6matiquement le TFL [40]. 
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Alors que celui de l'int6gration des fractions rationnelles n'admet toujours pas 
de r6ponse compl6te et sfire, un autre problbme de calcul int6gral va 6galement 
soulever la question du TFA et contribuer hen  faire un objet central d'&ude dans 
les ann6es 1740: il s'agit de l'int6gration des 6qnations diff6rentielles lin6aires 
d'ordre n ~ coefficients constants, sans second membre. Ce probl6me est, on le sait, 
pos6 de mani6re g6n6rale et r6solu par EULER dans son m6moire "De integratione 
aequationum differentialium altiorum graduum" [EULER, Opera (1) XXII, 108- 
124] publi6 en 1743. En cherchant les solutions sous la forme y = e px (p constante), 
il ram6ne la r&olution de l'6quation diff6rentielle 

dv d2y d~y 
(*) 0 = Ay -k B-'~x + C~x2 + . . .  -~- N'd"- ~ 

~t celle de l'6quation algdbrique 

(**) 0 -- A + Bp + Cp ~ +, . . .  + Np". 

Supposant syst~matiquement la d6composition des polyn6mes en facteurs lindai- 
res ou quadratiques b. coefficients r6els, EULER discute tousles  cas, suivant que 
l'6quation (**) a des racines simples ou multiples, r&lles ou imaginaires. A cha- 
que fois, il exhibe n int6grales particuli6res ind6pendantes de l'6quation (*), ex- 
prim6es en termes finis r&ls, et en d6duit l'int6grale g6n6rale comme combinaison 
lin6aire. 

Ce travail a constitu6 une &ape importante de t'histoire de la th6orie des 6qua- 
tions diff6rentielles car EULER obtient, pour une classe &endue d'6quations diff6- 
rentielles d'ordre n, une int6gration compl&e "en des termes finis tout d'un coup 
sans avoir besoin des int6grations autant de fois r6it6r6es qu'il y a de degr& des 
diff6rentielles, et m~me, il n'entre dans l'int6grale d'autres quadratures que celle 
du cercle et de l'hyperbole", selon les termes de sa lettre ~ CLAIRAUT du 31 octobre 
1741 [EULER, Opera (4A) V, 95]. 

Cependant, ce r&ultat g6n6ral de calcul int6gral apparalt clairement tributaire 
de l'exactitude du TFA, EULER utilisant syst6matiquement dans son m6moire le 
fait que les racines imaginaires peuvent &re associ6es par paires dont la somme et 
le produit sont r6els [op. cit., 117-118]. D6s sa tettre de Petersbourg h JEAN BER- 
nOULLI dat& du 15 septembre 1739, EULER annon~ait les d6couvertes pr6c6dentes 
sur les 6quations diff6rentielles et manifestait sa conviction quant ~t la g6n6ralit6 
de la d6composition de tout polyn6me en facteurs r&ls du premier ou du second 
degr6: 

"Haec expressio [ 1 - - a p + b p  2 - c p  3 -kdp  * - e p  5 §  si fieri 
potest in factores simplices reales hujus formae 1 - - ~ p  resolvatur: si autem 
hoc fieri nequeat, resolvatur in factores duarum dimensionum hujus formae 
1 - -  c~p + flppo quae resolutio realiter semper institui potest, hocque modo pro- 
dibit superior expressio sub forma producti ex factoribus vel simplicibus 
1 - -  o~p vel duarum dimensionum 1 -- o~p -~ flpp, omnibus realibus." [EULER, 
En. 1905, 37-38] [41]. 

Cela constitue, ~t notre connaissance, le premier 6nonc6 g6n6ral et positif du 
TFA. Dans un long 6change de lettres avec EULER sur le th6me des 6quations 
diff6rentielles lin6aires 5. coefficients constants [42], JEAN BERNOULLI, en 
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s'appuyant notamment sur son m6moire de 1719 consacr4 au probl6me de 
COTES, cherchera /t faire valoir une priorit6 sur plusieurs points. L'originalit6 
d'EULER apparait cependant indiscutable, par son soucisyst6matique d'exprimer 
l'int6grale compl6te de l'6quation diff4rentielle lin6aire g6n~rale en termes finis 
r4els, par l'utilisation et la formulation du TFA [43]. 

Darts une lettre du I er septembre 1742 ~ NICOLAS ([)BERNOULLI, EULER 
r6affirme /~ propos de l'intdgration d'une fraction rationnelle d6compos6e en 616- 
ments simples, que, dans le cas off il y a des racines imaginaires du d6nominateur, 
non seutement elles sont en nombre pair mais que l'on peut Ies associer deux/~ 
deux de fa~on/t obtenir un r~sultat r6el. I1 6nonce alors ~ nouveau le TFA [44]: 

"Ut  omnis expressio algebraica o~ + fix + 7'x 2 § 3x 3 q- etc. quotcunque 
fuerit dimensionum, si non in factores simplices p + qx omnes reales resotvi 
queat, ea saltem in factores trinomiales p + qx -? rxx,  qui omnes sint reales, 
semper resolubilis existat." [EULER, Opera post. I, 525] [45]. 

Mais il avoue en marne temps qu'il n'a pas encore de ddmonstration g6n6rale de 
ce tMor~me. Dans sa r4ponse du 24 octobre de la m~me annde, [EULER, FUSS II, 
695], NICOLAS BERNOULLI conteste la valeur gdn4rale de cette factorisation 
r4elle des polyn6mes [46]. II avance ainsi le "contre-exemple" du polyn6me 

x 4 --  4x 3 + 2x z + 4x § 4 dont les quatre racines imaginaires 1 + 1/2 + 1/--3, 

1 - -  1/2 + ]/~----3, 1 + 1/2 -- 1 / ~ ,  1 -- 1/2 1/----~ ne peuvent, pense-t-il, ~tre 
associ6es deux/t  deux de fagon "~ obtenir des facteurs quadratiques r6ets. EULER 
reconnaltra, dans une lettre ~ CHRISTIAN GOLDBACH du 15 d4cembre 1742 [EULER, 
FUSS I, 170-171], que cet exemple l'avait, dans un premier temps, fait douter de 
son 6nonc6. Mais, d6s sa lettre ~t N. BERNOULLI du l0 novembre 1742 [EULER, 
Opera post. I, 528 sq.], il r6affirme d'autant plus sa conviction de l'exactitude du 
TFA qu'il pense avoir maintenant une d6monstration "rigoureuse" pour les poly- 
n6mes de degr6 =<4; en particulier, il donne explicitement les deux facteurs qua- 
dratiques r6els du polyn6me propos6 par BERNOULLI. Insistant sur l'importance 
exceptionnelte de ce probl~me de factorisation r6elle, tant pour l'int6gration des 
diff&entielles rationnelles, que pour la r6sotution des 6quations diff6rentielles 
lin6aires g coefficients constants, EULER exhorte alors N. BERNOULLI ~t contribuer 

la recherche d'une solution qui y apporte une r6ponse ddfinitive dans un sens 
positif ou n6gatif. 

Cet appel d'EULER, on le verra, sera entendu; mais la r6ponse de N. BERNOULLI 
se fera attendre durant cinq mois. Dans l'intervalte, EULER va discuter du pro- 
blame dans une correspondance avec CHRISTIAN GOLDBACH. Darts la lettre de Berlin 
du 15 d6cembre 1742, d4j~t 6voqu6e, EULER informait GOLDBACH du contenu de 
sa r6ponse/t N. BERNOULLI, et donnait l'6nonc6 g6n6ral du thdor~me [47]. La rd- 
ponse de GOLDBACH du 5 f6vrier 1743, depuis Petersbourg [EULER, Fuss I, 193], 
off il utilise l'exemple d'un polyn6me du type x ~ + p x  + q, fait aussi apparaitre 
son scepticisme quant/t  la possibilit6 de toujours combiner deux ~ deux les racines 
imaginaires d'une 6quation de mani~re ~ obtenir un rfisultat r6el. Dans sa lettre 
du 26 f~vrier suivant, EULER, apr6s avoir corrig6 une erreur de calcul de GOLD- 
BACH sur Ie polyn6me correspondant aux quatre facteurs pr4sent6s [48], donne ta 



108 C. QILAIN 

d6composition en diviseurs quadratiques r6els dans un cas englobant l'exemple 
num6rique de celui-ci. I1 annonce qu'il poss~de d'ailleurs maintenant une d6mons- 
tration du th6or6me pour les 6quations de degr6 inf6rieur ~ 6 et pour celles de la 
forme 

o~x 5" + f ix  4" + yx 3n + ~x 2" + ex" + ~ = O. 

Ces derni6res affirmations reposent certainement sur sa conviction d'avoir dd- 
montr6 que route 6quation du 4 ~ degr6 pouvait se ddcomposer en un produit de 
deux facteurs r6els [49]. EULER donne d'ailleurs explicitement dans sa lettre les 
deux facteurs qui correspondent aux quatre racines de l'6quatiort g6n6rale du 4 e 
degr6 [50]. Sans eontredire explicitement EULER, la r6ponse de GOLDBACH du 
23 mars 1743 [EULER, FUSS I, 210] t6moigne d'une perplexit6 persistante. 

Cet 6change de lettres entre EULER, N. BERNOULLI et C. GOLDBACH dans la 
p6riode fin 1742--d6but 1743, montre non seulement qu'il n 'y avait pas alors 
d'accord entre les math6maticiens sur la valeur du th6or~me g6ndral de factori- 
sation rdelle des polyn6mes (c'est-~t-dire le TFA), mais que le d6bat portait 
m~me sur le cas apparemment simple du 4 e degr6. Quarante ans apr6s l'erreur de 
LEIBNIZ k propos du polyn6me x 4 @ a 4, on retrouvait donc les m~mes objec- 
tions sur l'impossibilit6 6ventuelle de combiner deux ~t deux les racines imaginaires 
pour obtenir des facteurs quadratiques r6els. Certes, DESCARTES avait donn6 
dans La Gdomdtrie [1637, 383] une m6thode pour d6composer un polyn6me 
x 4 + p x  2 + qx  -? r en un produit de deux facteurs du second degr6 x 2 -[- y x  ~- a 
et x 2 -- y x  + b; elle consistait ~t utiliser le fait que le coefficient ind~termin6 y 
est solution de l'6quation du 6 e degr6 (eubique en y2): 

(***) y6 + 2py4 + (p2 _ 4r) y2 _ q2 = O. 

Cependant, utilisant cette derni~re 6quation essentiellement pour trouver d'6ven- 
tuels facteurs ~t coefficients entiers, il n'avait pas pos6 le probl~me gdn6ral de l'exis- 
tence de la d6composition dans le cadre r6el [51]. Dans sa r6ponse ~t EULER du 
6 avril 1743 [EULER, FuSS II, 702-704], NICOLAS BERNOULLI reconnaissant l 'erreur 
qui figurait dans sa lettre du 24 octobre 1742, en situe la source pr6cis6ment ~t 
ce niveau de l'6quation rdsolvante de DESCARTES: il n'avait pas vu, indique-t-il, 
que l'6quation (***) a non seulement une racine r6elle au moins en yZ, mais qu'elle 
en a toujours une positive [52]. Convaincu d6sormais que la proposition d'EULER 
est vraie. N. BERNOULLI affirme qu'elle peut &re d6montr6e si l 'on admet -- ce 
que personne ne niera, dit-il --  que toute quantit6 imaginaire est une fonction 

(sous-entendue 616mentaire) de quantit6s de la forme b ~ I/------a; car elle pourra 

alors s'dcrire aussi sous la forme B :~ ~/~'~-"A, comme il le montre darts le eas des 
raeines carr6es et cubiques. 

Darts sa r6ponse du 14 mai 1743 [Opera post.  I, 536-537], EULER, tout 

en approuvant l'affirmation de BERNOULLI sur la forme a • ] /--b de toute 
racine imaginaire, indique qu'il ne voit pas cependant comment le d~montrer 
rigoureusement [53]. Poursuivant donc dans sa voie de recherche directe d'une 
d6composition r6elle des polyn6mes, il fair la remarque int6ressante que les coeffi- 
cients des facteurs quadratiques d'un polyn6me de degr6 2n sont solutions d'6qua- 
tions de degr6 n dont les coefficients peuvent atre choisis r6els, comme racines de 
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polyn6mes dont il est possible a priori sans calcul explicite, de d&erminer le carac- 
tare impair du degr6 [54]. La r6ponse de NICOLAS BERNOULL~ ne vient que six mois 
plus tard, le 29 novembre 1743 [EuLER, Fuss II, 710-713], mais elle est trbs 
importante pour l'histoire du TFA. BERNOULLI montre d 'abord les faiblesses 
de la m6thode propos6e par EULER qui, si elle conduit 5. des 6quations/t  coeffi- 
cients r6els, ne permet pas d'&ablir ce marne caract6re r&l pour leurs racines, 
c'est-~t-dire pour les coefficients des facteurs trin6mes. I1 propose alors de consi- 
d~rer plut6t, selon la m&hode de DESCARTES, une 6quation de degr6 n dont on a 
annul6 le terme de degr6 n - -  1, et de chercher directement 5_ caract6riser tes 
6quations satisfaites par les coefficients des facteurs quadratiques cherch&. Ainsi, 
pour l '6quation du 4 e degr6 x 4 + q x  z ~ - r x + s = O ,  il montre ta possi- 
bilit6 de la d~composer en deux 6quations quadratiques x 2 + ~x + t3 = 0 et 
x 2 -- 0~x + d --~ 0 5. coefficients r&ls, /t partir du fait que ~2 est solution d 'une 
6quation du 3 e degr6 5_ terme constant - - r  2 ndgatif. C'est exactement la d6mons- 
tration que prdsentera EULER darts son m6moire de 1749 [op. cit., 93-94] [55]. 
De plus, N~coLas BERNOULLI apporte dans sa lettre deux iddes essentielles pour la 
d6monstration g6n6rale. I1 remarque que le probl~me de la d6composition en 
facteurs quadratiques des 6quations de degr6 quelconque se r6duit ~ celle des 
6quations de degr6 2" et que pour la d6composition de ces derni6res en deux 
facteurs: 

x 2 n - - 1  , -~n-- 1 _  I -f- c~x- -- 1 + etc. et x z"-~ - -  o:x z'~- ~- t t + etc. 

il s'agit de trouver une solution positive cd d'une 6quation de degr6 impair. 
N. BERNOULL~ s'arr&e alors devant la difficult6 de traiter de telles ~quations 
de degr6 61ev6 (35, par exemple, s i n  ---- 3) [56]. La r6ponse d'EULER du 4 f6vrier 
1744 [EULER, Opera post. I, 539-540] montre qu'il a parfaitement compris l'im- 
portance des remarques de son correspondant, les utilisant imm6diatement pour 
aller plus loin. En soulignant qu'il suffit, pour obtenir le r&ultat cherch6, d'6tablir 
l'existence d'une racine ~ r6elle, m6me si on ne sait pas la trouver effectivement, 
EULER montre que ~ v&ifie une 6quation de degr6 pair 5_ terme constant n6gatif. 
II donne alors une "d6monstration" qu'une telle 6quation a toujours une racine 
r6elle, ce qui assure la conclusion. On constate donc que, grftce g l'aide de NICOLAS 
BERNOULLI, EULER dispose alors, au ddbut de 1744, des 616ments essentiels pour 
construire la d6monstration du TFA qu'il pubtiera en t751. 

Mais auparavant va paraitre, en 1748, le c61~bre ouvrage Introductio in analysin 
infinitorum [EuLER, 1748] qui, visant 5_ &ablir la pr&entation du calcui infinit& 
simal sur une base alg6brique, jouera, on le sait, un r61e historique consid6rable. 
Examinant son contenu relativement au probl~me de la factorisation des polyn6- 
rues, nous y trouvons d'abord, daus le chapitre II, "De la transformation des fonc- 
tions" (De transformatione functionurn), un ~nonc6 du TFL:  

"Perspicuum autem est factorem duplicem duos complecti factores simplices, 
factorem triplicem tres simplices et ita porro. Hinc functio ipsius z integra, in qua 
exponens summae potestatis ipsius z est - - n ,  cont inent  n factores simplices" 
~Opera (1) VII, 34] [57] (soulign6 par nous). 

Cela est pr6sent6 comme une 6vidence, ne n&essitant pas de d6monstration: 
c'est un principe. Un peu plus loin, appara~t un ~nonc6 du TFA pour le 4 ~ degr6: 
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"Si fuerit Q productum reale ex quator factoribus simplicibus imaginariis, turn idem 
hoc productum Q resolvi poterit in duos factores duplices reales" [op. cit., 35] 
[58]. EtrLER en fournit une demonstration lacunaire, puisqu'il suppose a priori 
que Q peut toujours s'ecrire comme produit de deux facteurs quadratiques fi 

coefficients imaginaires de la forme a + b ]/---T [59]. Elle semble cependant 
l'autoriser ~t gdneraliser: 

"Qrtartquam autem eundem demortstrandi modum ad altiores potestates ex- 
tendere non licet, tamen extra dubium videtur esse positum eandem proprietatem 
in quotcunque factores imaginarios competere, ita ut semper loco 2n factotum 
simplicium imaginariorum induci queant n factores duplices reales. Hinc omnis 
function integra ipsius z resolvi poterit in faetores reales vel simplices vel duplices" 
[op. tit., 37] [60] (souligrt6 par nous). 

11 ajoute: "Quod quamvis non summo rigore sit demonstratum, tamen eius veritas 
in sequentibus raagis corroborabitur" lop. cit., 37] [61], et renvoie en fair le lecteur 
au ehapitre IX. 

Dans ce chapitre, intitul6 "De la recherche des facteurs trin6mes" (De in- 
vestigatione factotum trinomiatium), EVLER, en utilisant la formule dite "de 

Moivre": (cos 95 ~ ]/---~i'sin 95)" = c o s n + •  l/----I sinnq5 (n entier naturet), 
donne la ddcomposition en facteurs reels des polyn6mes des types a" :E z n e t  
o~ § flz ~ + 7z 2~. I1 6crit alors: "Confirmatur ergo etiam his exemplis omnem func- 
tionem integram in factores reales sive simplices sive duplices resolvi posse" [op. 
cit., 164] [62] (soulign6 par nous). Puis, utilisant le fait qu'un polyn6me de degr6 
impair a au moins une racine rdelle, airtsi que te r&ultat du chapitre II sur les poly- 
n6mes du 4 ~ degr6 d~ja 6voque, EtrLER peut affirmer que la m~me ddcomposition 
en facteurs r&ls simples ou doubles est toujours possible pour les polyrt6mes des 
types 

O;- -1- ~Z n @ ~Z 2n @ (~Z 3", 0r -}- ~Z n ~- ~Z 2n "~- OZ 3n ~- t?Z 4n 

et 
o~ + pz ~ + 7,z z" + Oz 3" + ez 4" + Cz s~. 

I1 conclut: "Quare si ullum dubium martsisset circa huiusmodi resolutionem ore- 
ilium funetionum integrarum, hoc nunc fere  penitus tolletur" [op. eit., 165] [63] 
(soulign6 par nous). 

Les expressions d'EULER que nous avons soulign&s, montrent certes sa con- 
viction quant ~t la justesse du TFA et sa votont6 de la faire partager au lecteur, 
mais elles t~moignent aussi de l'absence ators d'une demonstration gendrale du 
theoreme. Comment expliquer une telle pr6sentatiort incomplete dans un ouvrage 
fondamental paru en 17487 Essentiellement, nous semble-t-il, par l'6cart entre les 
dates d'61aboration et de parution de l'Introduetio. Darts une lettre/i D'ALeMUeRT 
du 28 septembre 1748, en rdponse aux critiques de ce dernier, EVLER indiquait en 
effet: 

"Vos remarques sur mon Introduction ne sont que trop bien fond&s; mais 
vous ne serez plus surpris des fautes qui s'y trouvent par rapport aux facteurs tri- 
n6mes [...], quand je vous dirai que cet ouvrage a 6t6 presque trois ans "a Lausanne 
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et queje l'avais achev~ d~js` quelque temps auparavant. Ators, j'avoue frauchement 
que je n'avais pas encore une d6monstration solide, que toute expression alg6bri- 
que est r6soluble en facteurs trin6mes r6els." [EULER, Opera (4A) V, 294]. 
Ces indications fournies par EtrLER sont coh~rentes avec ce qui ressort de sa cor- 
respondance 6tudi6e pr6c6demment: le contenu de l'Introductio correspond sur 
ce sujet 5̀  l'6tat des connaissances d'EULER au cours de l'ann~e 1743, tel qu'il 
apparaissait dans sa lettre h C. GOLDBaCH du 26 f6vrier, avant qu'iI ait regu celle 
de N. BERNOULLI dat6e du 29 novembre. 

Le grand m6moire d'EULER sur le TFA, "Recherches sur les racines imaginaires 
des ~quations", paralt, lui, en franqais, en 1751 darts les Mgmoires de t'aeaddmie 
de Bet4in pour 1749 [EVLEg t749] [64]. Dans une premibre partie, EVLER d6vetoppe 
sa d6monstration principale qui se situe dans ta continuit6 du contenu de la cor- 
respondance 6tudi6e pr6c6demment: il s'agit d'6tabtir directement ta d6composi- 
tion des polyn6mes en facteurs r6ets. I1 inverse ensuite sa d6marche [op. cir., 114-- 
I21], en se proposant de montrer d'abord que toute racine d'une 6quation alg6bri- 

que est de la forrne M + N l/~--~ (Met  N r6els), pour en d6duire la factorisation 
r6elle. Iciest 6voqu6, de faqon d'ailleurs ambigu6 [65], le travail de D'ALEMBERT. 

EULER 6tablit la stabilit6 des symboles M + N t/---T, notamment dans les op6- 
rations algObriques fondamentales, d'une faqon analogue/t celle du math6maticien 
frangais, puis en d6duit que toutes Ies racines imaginaires d'une 6quation sont de 
cette forme, en utilisant que ieurs expressions g6n6rates en fonction des coeffi- 
cients de l'6quation, bien qu'inconnues, "ne contiennent point d'autres operations 
que t'extraction des racines, outre tes quatre op6rations vulgaires, et l'on ne saurait 
soutenir que des op&ations transcendantes s'y malassent" lop. cir., 120]. Cette 
derniare affirmation, erron6e, invalide bien stir totalement la deuxi~me "d6mons- 
tration" du TFA donn6e par EULER [66]. 

Revenons /t la premiere partie [op. cit., 78-113] du m6moire, qui contient sa 
d6monstration principale du TEA. Notre propos n'est pas ici d'exposer celle-ci 
en d6tail, il nous sufl]ra d'expliciter la structure de ta thfiorie des Oquations, telle 
qu'elle apparait dans Ie texte, et la place qu'y tient le TFA. Cette d~monstration 
inaugure la tradition des d6monstrations dites alg~briques du th6or~me; la pattie 
analytique minimale n6cessaire y est clairement isolde de la partie atg6brique de 
la d~monstration, cette derni~re consistant 5̀  r~duire te probl6me de ta factorisa- 
tion r6etle 5̀  cetui de t'existence d'une solution r6elle d'une ~quation d'un type trait~ 
dans la partie anaIytique. Outre des lacunes math~matiques ~671 qui seront com~ 
bl6es par LAGRa~'GE darts son m6moire "Sur la forme des racines imaginaires des 
6quations" [1772], ce texte contient une tacune de principe que GAuss, on ie sait, 
a raise en 6videuce [1799, 14]. La d6monstration d'EULER de la d~composition de 
tout polyn6me en facteurs r6els lin6aires ou quadratiques, implique que toute racine 
est de la forme a .-~- b l/---~-i-. Mais pour aboutir 5̀  ce r~sultat, il suppose a priori 
l'existence de n racines et il calcute avec, comme si elles ~taient justiciables des 
op6rations alg6briques habituetles sur les nombres, alors que leur nature est 
inconnue. Ii y a 15, une contradiction qui constitue une v4ritable lacune logique 
de Ia d6monstratiom 

Examinons plus pr4cis6ment tes premibres pages du mfmoire, 0,5 EULER for- 
mute les 6nonc6s g6ndraux ainsi admis a priori lop. cir., 78-80]. Remarquant que, 
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pour trouver les racines d'une ~quation alg6brique x" § A x  ~-~ + . . .  § N -~ O, 

il suttit de chercher les facteurs simples de la forme x + ~ du polyn6me du premier 
membre, EULER affirme: 

"si nous posons ces facteurs: (x § 00 (x +/3) (x + ~) (x + b) etc. il est 
d'abord clair que le nombre de ces facteurs dolt &re 6gal ~t l'exposant n, et partant 
le nombre de toutes les racines qui seront x ~ --cx., x = --/3, x = --Y, x -: --8 etc. 
sera aussi 6gal ~t ce marne exposant n, puisqn'un tel produit 

(x + ~) (x + fl) (x + r) (x + 
ne saurait devenir ~gal fl z~ro, ~t rnoins qu'un de ses 
6quation donc, de quetque degr6 qu'etle soit, aura 
que l'exposant de ta plus haute puissance contient 

8) etc. 

facteurs n'6vanouisse. Toute 
toujours autant de racines, 
d'unit&". 

I1 pr&ise, ~t l'aide d'un exemple simple, que "quand nous disons clue chaque 
6quation a autant de racines que l'exposant de son degr6 indique, cela se dolt 
entendre de toutes les racines tant r&lles qu'imaginaires [68]". Puis, r6affirmant 
plus loin: 

"nous concevons done, que de quelque degr6 que soit l'6quation propos6e 
x" + A x  "--1 + B x  ~-2 + Cx  n--3 ~- . , .  @ N := O, elle puisse toujours &re repr& 
sent& pal" une telle forme: (x + c~) (x + /3) (x + ),) (x + 8) . . .  (x + v) = 0 oh 
le hombre des facteurs simples soit -~ n", 

il en d6duit le syst6me des n relations entre les coefficients A, B, C . . . . .  N e t  les 
racines de l'~quation. 

On constate doric clue darts ces premieres pages de son m6moire, EULER pr6- 
sente trois ~nonc6s: 

(i) le r&ultat de factorisation lin6aire, sans d6monstration, consid6r6 comme 
un principe ~vident; 

(ii) le r&ultat sur le hombre des racines 6gal au degr6 de l'6quation, qu'il d~duit 
de (i), sans d'ailleurs que soit 6voqu6e l'unicit6 de la d&omposition; 

(iii) les relations entre coefficients et racines, d6duites aussi de (i), par un calcul 
sur les racines comme s'il s'agissait de nombres ordinaires. 

Tout cela est pr6sent6 et fonctionne dans le m6moire d'EULER, comme un 
ensemble de propri&6s g6n6rales constituant la base alg6brique, indiscut6e et 
ind6pendante du TFA, de la th6orie des 6quations. Le contraste est donc net 
entre ces premi6res affirmations se rattachant au TFL, qui ne serablent pas poser 
de probl~me, et le eontenu de la trentaine de pages suivantes oh EULER multiplie 
les d6monstrations sur la d6composition en facteurs r6els. Etudiant divers cas 
particuliers, puis le cas g6n6ral, pr6sentant deux mani&es de ramener les poly- 
n6mes de degr6 quelconque ~ ceux de degr6 2 n, EULER n'h6site pas /t donner ~t 
l'expos6 de sa d6monstration principale un caract6re r6p6titif, cherchant par tous 
tes moyens ~ cortvaincre le lecteur de la justesse du TFA. Le m6moire imprim6 
d'EULER fait ainsi apparaRre clairement la dualit6 qui existait alors darts l'archi- 
tecture de la th6orie des 6quations. 

On a pu constater que, durant tontes ces ann6es 1740, alors que le TFA fait 
l'objet de recherches nombreuses, longues et difftciles, comportant des controverses 
entre math6maticiens, l'6nonc6 du TFL, lui, n'est ~t aucun moment contest6 ni 
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d6montr~; ces deux r~sultats se situent bien sur des axes historiques diffSrents. 
Les importantes contributions de L~GRANGE [1772] et de Ln~'LAC~ [1795, 63-65] 
~t l'histoire des d6monstrations alg~briques du TFA, maintiendront ce caract~re 
dual de la th~orie des 6quations, qui sera remis en cause explicitement par GAuss 

la fin du si~cle [1799]. Mais, avant d'aborder ce point, nous allons examiner 
l 'apport de D'AL~ERT. 

6. Le travail fondateur de d'Alembert 

La d6monstration du th6or~me fondamentat de l'alg~bre par D'ALEMBERT 
figure, on le salt, darts la premiere partie d 'un m6moire intitul6 "Recherches sur 
le calcul int6gral" qui, envoy~/t t'Acad~mie de Berlin te 6 d6cembre t746 [69], 
a paru en t748 dans les Mdmoires de cette institution pour l'annde 1746. Ce travail 
sur le TFA se situe expticitement dans le cadre de l'~tude de t'int~gration des frac- 
tions rationnelles et plus pr6cis~ment de ta rdduction g~n6rale de ces intSgrales 
Ia quadrature du cercle ou de l'hyperbote. L'intSgration en termes finis des diff~ren- 
tieltes alg6briques -- int6gration exacte ou rSduction g la quadrature des sections 
coniques,/t teur rectification, etc. -- est un thSme dont D'ALEMBERT s'est beaucoup 
occupS, d6s le dSbut de sa carriSre. Des m~moires portant sur ce sujet, rest6s 
in~dits, avaient d6j~ 8t6 prSsent6s/t l'Acad~mie des sciences de Paris en t739 [70], 
t740 [71] et 1745. Ce dernier m6moire, intitut8 "Recherches sur Ie catcut int6gral" 
nous int6resse particuliSrement ici. Annonc~ dos la sSance du 23 d6cembre 1744, 
il est tu, en six lois, entre le 6 mars et le 7 avril 1745 et une copie du texte pr6sent6 
figure dans les registres acad6miques [PV 1745, t02-123]. 

Ce texte contient une grande partie (avec souvent une correspondance mot 
mot) de l'article de m~me titre publi6 dans les Mdmoires de Berlin pour 1746 
ainsi que des passages des suites parues dans les recueils pour 1748 et 1750. On 
ne trouve pas par contre dans ce manuscrit la d6monstration du tMorSme fonda- 
mental de l'alg~bre qui figure dans le mSmoire imprim6 /l Berlin. Cependant, 
il n 'a pas, semble-t-il, 6t6 remarqu6 (cf. [EULER, Opera (4A) V, 254]) que ce travail 
de 1745 commen~ait lui aussi, dans le premier paragraphe consacr6 ~t l'int6gration 
des fractions rationnelles, par une "d6monstration" de ce th~or~me, tr~s diff6rente 
de celle de 1746 [PV 1745, 102-103] (nous la publions en annexe 5. cet article). 
D'ALEMBERT, syst6matisant et gSn6ralisant les connaissances de l'6poque, montre 

d'abord ta stabitit6 des symboles a + b 1/-----]- (a et b r6els) par les operations 
alg6briques et analytiques 616mentaires [72]. Pour tui, une fonction "quelconque" 

de grandeurs du type x § y ~/-----]- pourra donc toujours s'6crire sous la forme 

p + q I/---~ (corollaire 7). I1 en d~duit qu'une racine imaginaire d'une ~quation 

est ton]ours une quantit8 de cette forme p + q I/---~i- et, montrant qu'iI en existe 

alors n~cessairement une autre du type p -- q ~--~i-, it parvient 8 ta proposition 
(num6ro 2): "Une ~quation dont Ies racines sont imaginaires, peut se diviser en 
trinSmes, dont tes coefficients soient r6ets". 

Cette "d6monstration" de D 'AL~ERT est 6videmment erronSe puisqu'elle 
suppose que ta racine d'nne 6quation alg6brique s'exprime en termes finis/~ t'aide 
des fonctions ~l~mentaires explicites, mais elte est intdressante/t ptusieurs dgards. 
Elle confirme le lien 6troit qui existait/~ t'6poque dans l'esprit des mathSmaticiens 
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entre les deux r6sultats g6.n&aux: sur la forme des "quantit6s" imaginaires, c'est- 

~t-dire des fonetions explicites des symboles a ..+* b I/-----i- d'une part et sur celle 
des "racines" imaginaires des 6quations alg6briques d'autre part (D'ALE~vmBRT 
ne distinguant d'ailleurs pas ces deux notions en 1745), EUL~R, NICOLAS B~RNOU1~LI, 
on l'a vu pr~c6demment; ainsi que l'abb6 de GUA [1741, 480-481], ont darts ce sens 
expos6 ou esquiss6 des d6monstrations du TFA reposant sur le r6sultat, admis 
alors, que route racine d'une 6quation alg6brique s'exprimait ~ t'aide de radicaux. 
Mais cette premi&e "ddmonstration" de D'AI:~M~T penner aussi de pr6ciser 
chronologiquement t'6volution de la pens6e de l'encyclop6diste qui l'ann6e sui- 
vante, en 1746, y a substitu6 une d6monstration directe du rdsultat sur les "racines", 
sans supposition sur leur expression en termes finis en tbnction des coefficients. 
En l'absence de d6monstration envisageable sur ce dernier point, la dissociation 
des deux 6nonc6s, sur les "racines" et sur Ies "quantit6s", lui est apparue indispen- 
sable/t la recherche d'une d6monstration rigoureuse de ce qui va devenir le th6o- 
r6me fondamental de l'alg6bre. C'est ce qu'il indique clairement dans ses Obser- 

vations dat6es du 15 juin 1752: 

"j'ai d6montr6 
1 ~ que toute quantit6 imaginaire d'une forme quelconque, peut se r6duire ~ 

A + B [/------i, A e t  B 6tant des quantit6s r~eltes. 
2 ~ que route racine imaginaire d'une ~quation quetconque pouvait s'exprimer 

par A § B ~/-----i-, et qu'en ce cas it y e n  avait une autre repr6sent6e par 

A -- B ]IQ~I, d'o~ j 'ai conclu que route quantit6 alg6brique rationnetle, ou si 
t 'on veut, route 6quation 6tait r6ductible en facteurs trin6mes r~els [...]. 

A l'6gard de la seconde proposition, il semble d'abord qu'elte soit une suite 
n6cessaire de la premi&e, mais il faudrait pout" cela avoir d6montr6 [...] que 1'on 
peut toujours supposer une forme imaginaire quelconque h une racine non r6elle; 
cette supposition peut &re fort vraisemblable, mais elle est en marne temps fort 
difficile (et impossible peut-atre) [73] /t d6montrer rigoureusement. J'ai done 
cherch6 une m6thode directe, et ind6pendante de ta forme qu'on peut donner aux 
racines imaginaires des 6quations." [EuLER, Opera (4A) V, 343-344]. 

La seconde ddmonstration de D'AL~BERr [t746] est, elle, bien connue e t a  
6t6 d~j~ comment6e (voir notamment [PETROVA 1974], [HouzEL 1989]). Rappelons 
t'6nonc6 donn6 alors du th6or6me (Proposition II) et l'id~e de la d6monstration: 

"Soit un multin6me quelconque x m + ax  m-1 + bx  ~ - 2  + . . .  + f x  -}-. g, 

tel qu'il n 'y air aucune quantit6 r6elle qui &ant substitu6e ~t la place de x, y fasse 

6vanouir tous lea termes, je dis qu'il y aura toujours une quantit6 p + q ]/-----i~ 
substituer ~ la place de x, et qui rendra ce multin6me 6gal ~ z&o" [o12. cit., 189]. 

La m6thode de D'AL~MBERT consiste d 'abord/ t  consid6rer ia courbe d'6quation 
G(x,  y) ~ x ~ + a x ' - 1  [~ . . .  + f x  + y = 0 et ~ d6velopper x en s6rie de puis- 
sances fractionnaires par rapport/t y au voisinage de z6ro: x = ay '~'~" + b f  '~ + etc. 
I1 obtient ainsi que pour y voisin de 0, positif ou n6gatif, x appara]t sous ta 
forme p + q (---T [74]. En raisonnant par l'absurde et ~ t c e  ~ une applicatioa 
de la propri0t6 locale prfe6dente au point d'ordonn6e a~ suppos6e repr6senter la 
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derni~re valeur des y tets que la valeur de x associte soit de la forme p § q ]/---~-]- 
avec p e t  q rtels, il 6tend le r tsul tat / t  un y rtel  quelconque. En prenant y = g, 

il obtient alors l'existence d'au moins un x de la forme p + q l/---i- v&ifiant 
l ' tquation P(x )  = x m + ax m-1 - 5 . . .  + f x  § g =- O. En dtduisant, comme 

dans le manuscrit de 1745, que si Pes t  divisible par x -- p -- q 1/---S'i " , il l'est aussi 

par x - p  + q l / ~ l ,  D'ALEMBERT donne l'autre forme du TFA (Proposi- 
tion III): 

"Les  m~mes choses 6tant suppostes que dans l'art. 6 [Proposition II], je dis que Ie 
mult intme poun'a toujours se diviser en facteurs x x  + hx  6- i, x x  -5 tx  + m, 
etc. dont les coetficients soient r~els" [op. cit., 190-191] [75]. 

Le texte de D'ALEMBZRT a 6t~ considtr6 par la plupart des historiens comme la 
premitre tentative strieuse de dtmonstration du T F A / t  atre publite [76]. Cepen- 
dant, les lacunes de cette preuve ont aussi 6t6 raises en 6vidence: notamment, elle 
n'assure ni la convergence locale de la sdrie de puissances fractionnaires reprtsen- 
rant x, n i l e  fait que la borne c~ de l'ensemble des y considtrds posstde la m~me 
proprit t t .  Mais, par-delh ces lacunes dont les commentateurs citts signalent, 5. 
juste titre, qu'elles peuvent ~tre combltes, se pose la question essentielle du statut 
du thtor~me chez D'ALLuBERa'. GAUSS, en effet, a prtsent6 contre cette dtmonstra- 
tion une objection de m~me type que celle avancde au sujet des exposts d'EucEP. 
et de LAGRANGE: "D'Atembert nullum dubimn mover de existentia valorum ipsius 
x [...], sed illam supponit, s o t a m q u e f o r m a m  istorum valorum investigat" [GAUSS 
t799, 9] [77]. L'opinion s'est alors r tpandue que l 'on avait affaire, chez D'ALEM- 
BERT, ~ un thtorame sur la forme des racines imaginaires [78], et que le thtor~me 
fondamental de l 'algtbre n'avait acquis un statut de thtor6me d'existence qu'avec 
les travaux de GAUSS. 

En rtalitt ,  nous pensons qu'il est possible de dire que le TFA a bien chez 
D'ALEMBERT, contrairement ~. ce qui se passe chez ses contemporains, un statut 
de thtor~me d'existence [79]. Dtj~ au niveau de l 'tnonc~ du thtor~me, il y a u n  
6cart significatif entre une formulation d'EULzR comme: "toutes les racines ima- 
ginaires que [l 'tquation algtbrique] peut avoir, sont toujours comprises dans cette 

forme gtntrale M + N l / ~ l  ' ' [1749, 1t9], off l'existence des racines imaginaires 
apparait nettement admise a priori, avant m~me la dttermination de Ieur nature, 
et celle de o'ALEMBERa': s'il n 'y a pas de racine r~elle, "il y aura toujours une quan- 

tit6 p + q ]/--1 h substituer ~t la place de x"  et qui annulera le polyn6me [1746, 
189]. Cependant, cet argument portant sur la forme de l'6nonc6 serait b, lui seul 
in,mffisant car l 'on trouve parlbis chez D'ALEMBER~ des formulations ambiguts, se 
rapprochant de celles d'EuLER. On peut constater, plus profondtment,  que si 
EULER avait besoin, pour conduire sa dtmonstration algtbrique du TFA, de sup- 
poser l ' tnonc6 du TFL c'est-5.-dire l'existence apriori  des racines dans un surcorps, 
il n'en est pas de m6me pour D'ALEMBERT. Celui-ci, avec sa mdthode analytique 
ou, si l 'on veut, analytico-gtomttrique, n 'a  en effet pas besoin d'utitiser le TFL 
et peut dtmontrer  directement l'existence d'au moins une racine dans l'ensemble 

des quantitts p + q l/--i-. De plus, on a une autre source importante qui permet 
de confirmer le statut du TFA et de prtciser la structure de la thtorie des 6qua- 
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tions chez D'ALEMBERT, ce sont ses articles de l'Encyclopddie [80], particuli&ement 
les entr6es "Equat ion",  "Imaginaire", "Racine",  et "Fraction rationnelle". Tous 
ces textes ne sont certes pas d'une 6gale clart6 et nous utiliserons essentiellement 
l'article "Equation",  paru dans le tome V en 1755, off D'ALEMBERT ddveloppe sa 
thforie de mani6re particuli6rement longue et coh6rente. Apr6s une premi&e 
partie consacr6e 5. une traduction de l'article correspondant de l'encyclop6die de 
CHAMBERS, inspir6 de l 'Arithmetica universalis de N~WTON, D'ALEMBERT se propose 
de compl&er l'expos6 de la th6orie des 6quations, car: "quoique la mati&e ait 
6t6 fort mani6e dans un grand nombre d'ouvrages, nous esp6rons montrer, 6crit-il, 
qu'ette a 6t6 trait6e d'une mani6re insuffisante/~ plusieurs 6gards, et la pr6senter 
d'une mani6re presque enti&ement nouvelle". 

Indiquons les grandes lignes de l'expos6 de D'ALEMBERT sur le sujet qui nous 
concerne ici. Consid~rant l '6quation /t r6soudre x ~ § p x  " - t  + ... -+- r .... O, 
il "suppose" qu'on ait trouv6 une quantit6 a, "positive ou n6gative, r6elle ou 
imaginaire", qui, substitut6e ~ x, satisfasse l'6quation. I1 montre ensuite, par la 
division euclidienne, que (x -- a) divise le premier membre de l'6quation et en 
recommenqant le raisonnement sur les quotients successifs, il parvient classique- 
ment ~t la factorisation lin6aire (x -- a) (x -- b) (x -- c) . . .  - :  0 de l'6quation. 
Suit alors cette remarque, essentielle: 

' "La  d6monstration pr6c6dente, dira-t-on, suppose qu'il y a toujours une 
quantit6 a possible, qui substitu6e ~ la place de x dans une quantit6 alg6brique, 
x '~ -+- px ~-x,  etc. fera 6vanouir tous les  termes. Sans doute; mais cette supposi- 
tion est 16gitime. J'ai d6montr6 le premier, MOrn. de l'ac. de Berlin, 1746, qu'it y 
avait toujours en effet une telte quantit6, laquelle sera ou r6elle, ou 6gale 

m + n l/-----l, m et n 6tant r6elles, et m pouvant atre =0.  Cette propositionfonda- 
mentale de l'algkbre et m~me du catcul intdgral [...] n'avait 6t6 d6montr6e par 
personne avant moi" (soulign6 par nous). 

Ce passage montre que l'encyclop6diste 6carte la supposition d'existence a priori 
des racines (correspondant alors ~ l'6nonc6 du TFL), en consid6rant que cette 
existence est assur6e par son th6or~me de 1746. D'ALEMBERT en d6duit alors la 
factorisation lin6aire: 

"De  1/t il s'ensuit qu'une 6quation est le produit d 'autant de quantit6s simples, 
x --  a, x -- b, x -- c, etc. qu'il y a d'unitfis dans le degr6 de l'6quation; quelques- 
unes des quantit6s a, b, c, ou mutes, peuvent marquer des quantit6s r6elles, 6gales 

ou in6gales, imaginaires simples comme n ~/-----]'1, ou mixtes imaginaires comme 
C--S" 

m @ - n  - -  , 

I1 poursuit alors son expos6 en montrant que la ddcomposition du polyn6me en 
facteurs lin6aires est unique (il en donne d'ailleurs deux d6monstrations). Cette 
preuve de l'unicit6 rend rigoureuse la conclusion sur le nombre des racines 6gal au 
degr6: 

"dans toute 6quation, 6crit D'ALEMBERT, l'inconnue ne peut avoir qu'autant 
de valeurs, soit r6elles, soit imaginaires, qu'il y a d'unit6s dans le degr6 de l'6qua- 
tion. Voil/~ encore une proposition qu'aucun auteur n'avait suffisamment prouv6e." 
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L'encyclop6diste souligne en outre qu'it a d6montr6 "le premier", la proposition 

selon laquelle les racines imaginaires "vont toujours deux ~ deux", a -  b ]/--1 

6tant racine si a § b ]/-----~ en est une. I I en  d6duit que les 6quations de degr6 
impair ont au moins une racine r6elle, r6sultat dont il donne aussi la d6monstra- 
tion connue bas6e sur l'utilisation de la propri6t6 des valeurs interm6diaires (bien 
stir non prouvde alors rigoureusement). 

On peut donc constater que l'apport de D'ALEMBERT darts ce domaine, ne se 
r6duit pas au fait d'avoir publi6 le premier une tentative s&ieuse de d6monstra- 
tion du TFA; il r~side surtout dans Ie statut qu'il donne 5 ce th6or~me et dans la 
ptace que celui-ci prend alors dans la th6orie des 6quations alg6briques. En effet, 
ta d6monstration du TFA de D'ALEMB~RT, si elle comporte des lacunes math6ma- 
tiques, ne contient pas d'erreur de principe, de cercle vicieux, bref de lacune logique 
[81 ]. En particulier, contrairement ~t ce qui se passe dans les d6monstrations alg6- 
briques d'EULER et de LAGRA~GE, le TFL, en rant qu'6nortc6 autonome e t a  priori, 
ne figure pas chez o'ALEMBERT, le TFA apparaissant alors, chez lui, comme un 
v6ritable th6or~me d'existence des racines. Par ailleurs, au niveau de la structure de 
la th6orie g6n6rale des 6quations alg6briques, o'ALEM~ERT la r6organise et l'unifie 
sur la base du TFA, thdor~me d'existence qui en assure le fondement rigoureux 
et qui appara~t alors explicitement comme la "proposition fondamentale de l'al- 
gabre" [82]. Le TFA se pr~sente chez o'ALEMBERT SOUS les formes 6quivalentes 
(a'), (b') et (c) (volt supra i'introduction), mais aussi sous les formes (a) et (b). 
I1 faut en effet souligner que dans un m6moire postdrieur, il a 6tendu le th6or~me 

au cas oia les coefficients du polyn6me sont de la forme p § q t/---~i" [D'ALEMBERT 
1769, 74-75] [83]. Quand on sait que Gauss n'a pas fourni une telle extension du 
TFA avant sa quatri~me d6monstration de 1850 [84], on peut mesurer la profon- 
deur de l'apport de D'ALEMBERT, qui maitrise bien l'idde de cl6ture de l'ensemble des 

expressions a § b ~/--'-~-]-, ensemble dont il montre la stabilit6 par les opdrations 
alg6briques explicites ou implicites (et par les op6rations transcendantes 616men- 
taires). 

Ainsi, un fondement solide est donn6 fi la th6orie des 6quations alg6briques, 
mais c'est un fondement analytique. Situation paradoxale qui a beaucoup gan6 
les contemporains de D'ALEMBERr, qui voulaient qu'une d6monstration purement 
alg6brique ffit & la base d'un th6or~me fondamental d'alg6bre [85], Cependant, 
c'est pr6cisdment ce caract+re analytique qui a permis de sortir du cercle vicieux 
dominant/ t  l'6poque sur cette question, compte tenu de l'absence alors de d6mons- 
tration possible du TFL. Avec les travaux contemporains de D'AI~EMBERT et 
d'EULER, on est ainsi entr6, au milieu du XVIIF si~cle, dans l'histoire (au sens 
strict) du TFA, le premier math6maticien inaugurant la tradition des d6monstra- 
tions dites analytiques, le second celle des d6monstrations dites alg6briques du 
th6or~me, 

7. La th6orie moderne et la place de Gauss 

I1 ne s'agira pas dans ce dernier paragraphe de suivre, m~me ~ grands traits, 
l'fivolution de la th6orie au cours des XIX ~ et XX e si~ctes. Nous ferons seulement 
quelques remarques sur certains points qui concernent les rapports du TFA et du 
TFL et la conception de l'histoire du TFA. 
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Darts l'introductiort de son quatri6me m6moire consacr6 au TFA et publi6 en 
1850, GAuss caract6rise ainsi lui-mame son premier travail sur la question: 

"Die im Jahre 1799 erschienene Denkschrift, Demonstratio [...], hatte einen dop- 
pelten Zweck, nS.mlich erstens, zu zeigen, dass s~imtliche bis dahin versuchte Be- 
weise dieses wichtigsten Lehrsatzes der Theorie der algebraischen Gleichungen 
ungentigend und illusorisch sind, und zweitens, einen neuen vollkommen strengen 
Beweis zu geben." [Werke III, 73] [86]. 

Une telle description a fit6 largement reprise par les historiens [87]. Par un double 
mouvement de d6valorisatior~ des d~monstrations ant6rieures, parce qu'elles ne 
donneraient pas au ~FA le statut de tMor~me d'existence, et de surestimation de 
la rigueur et de la medernit6 de cellos de GAuss, les travaux de celui-ci ont 6t6 sou- 
vent pr6sent6s cornme constituant 5_ la fois un commencement et une sorte d'ach~- 
vement de la th6orie. Sans nier l 'importance particuli~re de l'ceuvre de GAUSS dans 
l'histoire du TFA, il apparalt cependant n~cessaire de relativiser cette interpreta- 
tion historique. 

Comme l 'a rappel6 le matMmaticien S. SMALE dans un article r6cent [1981, 
4-5], la d~monstration de GAuss de 1799 n'a pas la rigueur absolue affirm~e, 
mais comporte des lacunes qui n 'ont d'ailleurs pas ~t6 combldes avant le XX ~ si~cle 
(voir [OslgowsKI 1927]). Ceci, joint ~ l'analyse du statut du thdoI~me chez D'ALEM- 
BERT donn~e pr6c6demment, r6duit sensiblement Ia distance souvent instaur~e 
entre les travaux des deux savants. Certaines critiques faites par GAuss 5~ la d~- 
monstration de D'ALEMBERT sont d'ailleurs loin d'atre pertirtentes. Ainsi le re- 
proche de l'usage de consid6rations gfiom6triques ou concernant les s~ries, pour 
6tablir le th6or~me fondamental de la thfiorie des 6quations ('"theorema fonda- 
mentale doctrinae aequationum") [GAuss 1799, 8 et 10], apparalt curieux de la 
part de Gauss, quand on sait qu'il s'apprate lui aussi, dans ce m~me m~moire, 5. 
pr6senter une m6thode analytico-g~om6trique pour 6viter l'utilisation a priori du 
thdor6me de factorisation lin6aire. En outre, l'affirmation selon laquelle D'ALEM- 
BERT supppose l'existence de la racine et en cherehe seulement la forme lop. eit., 
9] n'est pas justifi6e, on l'a vu au paragraphe pr~eddent. D'ailleurs, GAuss conclut 
l'ensemble de son analyse en affirmant que le rterf de la ddmonstration de D'ALEM- 
13ERT rt'est pas bris6 par ces objections [op. cit., ll]. Son opinion sur le travail de 
D'ALEMBERT ~mise en 1799, ne correspondait donc pas exactement ~ cello, tr6s 
n6gative, formul6e en 1850 5. l'6gard de toutes los d6monstrations du XVI[I ~ 
si~cle. 

On peut d'ailleurs constater une similitude de d6marche des deux math~mati- 
ciens au plan de l'organisation de la th6orie des 6quations alg6briques, unifi~e sur 
la seule base du TFA, l'utilisation d'un 6nonc6 autonome du TFL 6tant dcart6e. 
D~terminant l'existence et les propri6t6s essentielles des racines, ce th6or+me, cons- 
titue alors le fondement unique et rigoureux de toute la th6orie, et apparalt 
donc bien comme la "proposition fondamentale de l'alg6bre" [D'ALEMBERT, 
Equation] ou comme te "th6or~me fondamental de la th6orie des 6quations" 
[GAuss 1799, 10]. Ces deux appellations fleuriront dans les titres des nombreux 
m6moires consacr6s 5_ ce sujet au XIX * si~cle (voir, par exemple, los bibliographies 
de LORIA [1891 a, b]). Cependant, tant par le contenu math6matique de la d6mons- 
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tration propos6e du TFA que par ses analyses critiques et l 'accent mis explicite- 
rnent sur les questions d'existence, il faut noter que le mdmoire de GAuss de 1799 
repr6sente certainement l'expression d'une plus grande conscience de la nature des 
problames et constitue un progr6s substantiel dans la thdorie, notamment au ni- 
veau de la rigueur [88]. 

Si l 'on consid~re maintenant la critique de GAUSS ~ l'encontre des ddmonstra- 
tions alg~briques ant6rieures, on constate, 1/t encore, ~t la fois sa pertinence et la 
n6cessit6 de la nuancer. Pertinence quand il objecte ~ la deuxi~me d6monstration 
d'EuLER, qu'il semble plus judicieux de conjecturer que les racines d'une ~quation 
de degr6 > 4  ne peuvent pas en g6ndral s'exprimer g l'aide de radicaux [op. cit., 
17-18]. Pertinence aussi quand, dans la premiere d6monstration d'EuLzl~ ainsi 
que dans celles de FoNcENex et de LA6~ANGE, il d6c~le une m~me erreur logique 
consistant/i admettre apriori que l'~quation de degr6 n se ddcompose en n facteurs 
lin6aires et poss~de donc n racines avec lesquelles on peut calculer [op. cit., 14 et 
19-20]. Cependant, GAUSS va jusqu'/~ consid6rer leur raisonnement comme bas6 
sur une v6ritable p~tition de principe ("petitio principii") [GAUSS 1816, 40], comme 
si EuL~R ou LA6RaN~ supposaient. /~ peu de chose pr6s, ce qu'ils 6talent cens6s 
d6montrer [89]. I. BACHMACOVA, notamment, a remarqu6 que cette appr6ciation 
de GAUSS, qui conduirait ~ ruiner totalement les d6monstrations de ses prdd6ces- 
seurs, 6tait inexacte, car "on peut construire un corps de d6composition pour cha- 
que 6quation alg6brique sans recourir/~ l'existence du corps des nombres comple- 
xes" [1960, 215]. Dit autrement, ce que supposent EuLER et LACRANGE c'est 
l'6nonc6 du TFL, non celui du TFA, et les travaux post6rieurs montreront effec- 
tivement la possibilit6 d'6tablir le premier th6or6me ind6pendamment du second, 
permettant ainsi de donner un fondement exact / t ce  type de ddmonstration du 
TFA.  

En 1816, on le sait, GAUSS parvenait, en 6vitant l'usage du TFL, / t  donner une 
d6monstration alg6brique du TFA, techniquement compliqude mais rigoureuse 
(si on suppose 6tabli le th6or6me des valeurs interm~diaires qui en constitue la 
partie "transcendante"). Ke, ON~CKER s'est inspir6 de la m6thode de GAUSS dans son 
m6moire Ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik [90] o/~, ~t l'aide de con- 
gruences de polyn6mes, il montre que l 'on peut ddcomposer en un produit de fac- 
teurs lin6aires, tout polyn6me ~ coefficients rationnels ou appartenant / t  un do- 
maine de rationalit6 ("Rationalit~itsbereich") [K~oy~c~:z~ 1887a] [91]. 

S r~I~rz  a donn6 de ce th6or6me qui correspond ~ l'existence d'un corps de 
ddcomposition, une version plus g6n6rale, pour un polyn6me dont les coefficients 
sont dans un corps commutatif  quelconque, obtenant la forme actuelle de ce que 
l 'on a appel6 ici le TFL [1910, w167 6 et 8] [92]. Quelque temps apr~s, les travaux 
d'E. ARTIN et O. S c n ~ t ~  ont conduit ~ l'6tablissement d'une th~orie des corps 
r6els (ou ordonn6s) dans laquelle figure la g6n6ralisation suivante du TFA:  

"Besitzt in einem geordneten K6rper K jedes positive Element eine Quadrat- 
wurzel und jedes Polynom ungeraden Grades mindestens eine Nullstelle, so ist der 
durch Adjunktion von i entstehende K6rper algebraisch abgeschlossen" [1927, 
89] [93]. 

Ce th6or~me s'6nonce aussi: si K est un corps r6el clos, alors le corps K(i) est 
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alg6briquement clos [94]. ARTIN et SCIagEIER font certes encore r6fdrence fi GAUSS 
[95], mais leur ddmonstration de ce th6or~me, qui correspond/i  celle de la partie 
alg6brique du TFA [96], se fonde, elle, sur l'utilisation du rdsultat d'existence de n 
racines dans une extension de K, pour un polyn6me donn6 de degr6 n darts K[x], 
c'est-~t-dire, sur le TFL. On constate ainsi que, tout en repr&entant un moment 
essentiel de l'histoire du TFA, par les diverses d6monstrations apport6es et par le 
souci manifest6 d'un fondement logiquement coh6rent appuy6 sur un v6ritable 
th6or~me d'existence, les travaux de GAUSS ne constituent ni le  premier ni le dernier 
mot de la th6orie. 

Dans la premi6re 6dition de son ouvrage rest6 classique, Moderne Algebra, 
VAN DER WAERDEN notait, ~t propos du TFA (consid6r6 comme l'6nonc6: le corps 
C est alg6briquement clos): 

"In der modernen Algebra hat der Satz seine fundamentale Bedeutung verlo- 
ren, weft man yon der Existenz der Wurzeln in einem anderen, mehr symbolischen 
Sinn [...], zu reden gelernt hat und daher auch, ohne auf komplexe Zahlen Bezug 
zu nehmen, yon den Eigenschaften der Wurzeln einer Gleichung reden kann.'" 
[1930, 229 (n. 2)] [97]. 

Si le th6or6me a perdu de fait dans la th6orie moderne son statut de "th6or6me 
fondamental de l'alg6bre", bien que l'appellation subsiste tr6s largement [98], ce 
changement n'est pas seulement dfi ~ ce que l'alg~bre ne s'identifie plus ~t la th6orie 
des 6quations alg6briques /i coefficients r&ls ou complexes; cela est aussi lid, 
comme le sugg6re VAN DER WAERDEN, au fait que le TFA a 6t6 supplant6 par le 
TF L  comme th6or6me gdn6ral d'existence des racines d'un polyn6me. Ainsi trouve- 
t-on dans la th6orie moderne des 6quations alg6briques, une situation de dualit6 
qui n'est pas sans rappeler, ~ un autre niveau, celle qui existait au XVIIP si&le 
chez EULER, LAGRANGE OU LAPLACE, avec deux 6nonc6s distincts: le TFL et le 
TFA. Le premier, purement algdbrique, exprimant les propri6tds des polyn6mes 
quelconques et li6 aux notions de ddcomposition et d'adjonction formelle, assure 
l'existence g6n6rale des racines et la possibilit6 de calculer avec dans un surcorps. 
Le second correspond aux propri&ds de cl6ture des corps particuliers R et C et 
comporte un contenu non alg6brique irr6ductible; il peut d'ailleurs &re d6montr6 
directement d'une mani6re analytique, notamment dans le cadre de la th6orie des 
fonctions de variable complexe [99]. 

8. Conclusion 

Nous avons indiqu6 combien, g notre avis, l'historiographie classique du TFA 
reste de mani6re excessive influenc& par les travaux et les remarques de GAUSS 
en la mati6re et ne prend pas suffisamment en compte les progr6s essentiels r6alis& 
en alg6bre/i la fin du XIX e et au d6but du XX e si6cle. La distinction math6mati- 
que qui apparait aujourd'hui entre le TFA et ce que l 'on a appel6 ici le TFL 
(th6or~me de KRONEC~CER) permet en effet de reprendre l'analyse historique et 
conduit, nous esp6rons l'avoir montr6, ~t une nouvelle conception de la structure 
globale de l'histoire du TFA, dans le cadre de celle de la th6orie g6n6rale des 6qua- 
tions alg~briques. 
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La prrsentation courante, tout en vatorisant particutiOrement la contribution 
de GAuss, place sur un m~me axe historique les divers travaux effectn~s sur le 
th~me de l'rgalit6 entre le degr6 d'un polyn6me et le nombre de ses racines [100]. 
Elle conduit ainsi ~t une histoire du TFA qui comporte une prrhistoire allant du 
drbut du XVIP jusqu'~t la fin du XVIIF si~cle (avec un moment fort au milieu de 
ce si~cle) et une histoire (au sens strict) drbutant avec le mrmoire de Gauss de 
1799. Mais, on l'a vu, cette conception ne permet pas de rendre compte de la prr- 
sence dans la plupart des travaux du XVIIF sircle sur le sujet, d'une dualit6 essen- 
tietle entre deux ~noncrs de statuts diffrrents sur la factorisation des polyn6mes; 
dualit6 qui rrv~le l'existence de deux filiations distinctes darts l'histoire de la throrie 
des 6quations algrbriques. Pour t'une de ces filiations, qui correspond au TFL, 
la prrhistoire s'rtend sans doute du drbut du XVIF jusqu'~ la fin du XIX e si~cle 
oh les travaux de KRONECKER en inaugurem l'histoire (au sens strict). Pour l'autre, 
correspondant au TFA, sa prrhistoire ddbute plus tardivement, vers 1700 chez 
LEmNIZ, et apparait beaucoup plus courte puisqu'elle s'ach~ve un demi-sircle 
apr~s, lorsque les mrmoires de D'ALEMBBRT et d'EULER ouvrent l'histoire (au sens 
strict) du thror~me. 

Nous avons vu, de plus, le rrle jou6 par le calcul intdgral dans l'rmergence du 
probl~me du TFA et dans son drvetoppement au cours de la premiere moiti~ du 
XVIIF si~cle. I1 existe un lien historique essentiel entre le probt~me anatytico- 
gromrtrique de l'int~gration en termes finis de certaines classes d'expressions ou 
d'~quations diff~rentielles (r6ductibilit6 des intrgrales anx quadramres de l'hyper- 
bole ou du cercte) et ta question d'alg~bre r~elle (rdductibilit6 des polyn0mes en 
produits de facteurs r~els du W ou du 2 ~ degrr) qui va constituer te fondement de 
ta throrie correspondante. On trouve ainsi g l'origine de l'histoire du TFA cette 
influence extrrieure au domaine de la throrie algrbrique des 6quations, dans le 
cadre de laquelle se situait au contraire alors les 6noncrs lirs au TFL. 

Le drroulement historique fait donc appara~tre 6galement la diffrrence de 
nature de ces deux thror~mes. Certes, on trouve dans l'histoire de la throrie des 
6quations Ngrbriques des interactions importantes entre des travaux correspondant 
au TFL et d'autres concernant le TFA, portant particuli~rement sur Ies aspects 
alg~briques de ce dernier [101]. Cependant, et c'est 1~ l'aspect essentiet sur lequel 
nous voulions insister ici, le TFA et te TFL sont fondamentalement siturs sur des 
axes historiques distincts; leurs histoires n'ont ni la m~me origine, n i l e  m~me 
rythme, ni la m~me durre. 
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qu'h ma femme MARTINE, pour Ieur aide prrcieuse dans l'rtablissement de plusieurs 
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Notes 

I. Les articles de LORIA [189ta, b] et celui de l'Encyctopddie des Sciences mathd- 
matiques [1907] peuvent fburnir des matrriaux pour un tel travail. 

2. On peut citer encore: [STRuIIr t969, 81, 99, 115], [SMITH 1925, 473-474], [Hof- 
fmANN t967 I, 108--109; II, 124]. 
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3. La notion d'histoire d 'un th6or6me va sans doute moins de soi clue celle d'histoire 
d 'une th6orie. Aussi n'est-il pas inutile de pr6ciser quelque peu le vocabulaire utilis6 
dans cet article: nous parlons de d6but de l '"histoire (au sens strict)" quand, dans le 
cadre d 'une th6orie, apparait  un texte off figurent ii la lois un 6nonc6 relativement pr6cis 
et une d6monstration assez s6rieuse (meme si elle est lacunaire) du th6or6me. Nous 
nommons alors "pr6histoire" du th6or6me la s6quence ant6rieure off figurent de premi6res 
formes du th6or6me, manquant d'exactitude ou de g6n6ralit6; c'est une p6riode qui non 
seulement pr6c~de mais pr6pare l 'histoire (au sens strict). Enfin, dans l 'histoire (au sens 
large), ou "histoire" tout court, nous comprenons t ous l e s  616ments figurant dans la 
pr6histoire ou dans l 'histoire (au sens strict) du th6or6me. 

4. La d6nomination de "th6or6me fondamental de t 'alg6bre" m6riterait h elle seute 
une 6tude historique. Voir infra quetques remarques ~t ce sujet dans les paragraphes 6 
et 7. 

5. Nous avons pris l 'opt ion de moderniser l 'orthographe dans les citations en langue 
fran~aise. 

6. I1 6tait d6j~ connu que l'existence d'une racine 6quivalait h l'existence d 'un diviseur 
lin6aire correspondant. 

7. Nous n 'aborderons pas ici la question de savoir si GIRARD a 6t6 r6ellement le pre- 
mier ~t formuler un tel 6nonc6. 

8. C'est en particulier l ' interprdtation qui figure dans [ESM 1907, 191]. 
9. L'int6r~t historique de ces pamphlets a 6t6 signal6 par J. ITARO [1969]. 
10. Cependant, on sait que WALLIS accorde souvent la priorit6 h HAgRIOT sur DES- 

CARTES. 

11. L'acceptation du TFL 6tait sans doute facilit6e par la croyance d 'alors en ta 
possibitit6 de r6solution des 6quations ~t l 'aide des seules op6rations alg6briques 616men- 
taires. 

12. Notons cependant la pr6sence alors darts la th6orie, d 'un 6nonc6 g6n6rat correct 
(mais sans d6monstration satisfaisante) concernant le nombre n6cessairement pair des 
raeines imaginaires (voir, par exemple, [REYNEAU 1708 I, 68-69]). 

13. Voir infra, note 24. 
14. "Une lois 6t6s les termes non fractionnaires, je pr6tends pouvoir montrer qu'une 

telle expression est 6gale ~t une somme de fractions ayant pour num6rateur une constante, 
ne faisant pas intervenir x, et un d6nominateur simple, c'est-~t-dire toutes de la forme 

t7 7, 
X -~- /~ [PARMENTIER 1989, 388]. 

Dans l 'ensembte de cet article, nous faisons figurer en note ta version francNise des 
citations en latin ou en allemand, la r6f6rence 6ventuelle correspondant / t  la traduction 
indiqu6e dans la bibliographie (si elle existe). 

15. "Grgtce ~t l 'alg6bre, je suppose connus, de quelque mani6re que ce soit, les divi- 
seurs simples de toute expression rationnelte non fractionnaire. [...] Ainsi, en admettant 
la r6solution alg6brique des 6quations, nous disposons des diviseurs des formules; mon 
analyse infinit6simale suppose l 'analyse alg6brique comme le sup6rieur suppose l'inf6- 
rieur" [op. cit., 388-389]. 

16. LEIBNIZ n'a, semble-t-il, jamais dout6 de la possibilit6 d 'obtenir finalement une 
telle r6solution alg6brique des 6quations. 

17. La correspondance entre LEIBNIZ et J. BERNOIJLLI en 1702 (volt lettres des 
10juin, 24 juin et t2  aofit dans [LEmNIZ, M S  III2, 702 sq.]) atteste du caract6re ind61~en- 
dant de leurs d6couvertes sur ce sujet. 

18. Sa correspondance avec P. VARIGNON [BERNOULU, Briefwechset II ,  III]  permet de 
donner quelques pr6cisions h cet 6gard. I1 apparait  notamment que c'est NARIGNON qui 
a soulev6 te probl6me des racines 6gales darts une lettre du 18 d6cembre 1702 off il indique 
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J. BERNOULLI, sur un exemple de racine double, que l 'on parvient alors, en cherchant 
les coefficients, h u n  systeme d'equations incompatibles. J. BERNOULLI repond le 20 jan- 
vier 1703 que sa methode n'est pas en cause, la contradiction h laquelle on aboutit  
revelant seulement que la differentielle contient encore une partie integrable absolument 
qu'il  faut d 'abord  separer. Plus tard, dans une lettre du 16 juin 1703 h VARIaNON, BER- 
NOULLI se plaint que sa solution "du cas de la contradiction" n 'ai t  pas et6 inseree dans 
le mdmoire des Aeta eruditorum ([BERNOULLI 1703]) et suggere que LEIBNIZ s'en est ins- 
pir6 pour son propre travail sur le cas des racines 6gales publi6 dans la meme livraison. 
On remarquera que la publication dans les M A R S  1702, contient, elle, un court paragraphe 
6voquant ce cas "de la contradiction" [BERNOULLI 1702, 394], qui ne figurait pas darts le 
texte original lu ~t l 'Academie [PV  1702, 459]. Cependant, on est loin de la theorie gene- 
rale systematique du cas des racines multiples donnee par LEJBNIZ. 

NOUS remercions vivement JEANNE PEtFFER, coediteur de la correspondance de J. BER- 
NOULLI et P. VARIGNON, de nous avoir communique la transcription de ces lettres, qui 
seront publiees darts le troisieme volume de [BERNOULLI, Briefwechsel]. 

19. On salt d'ailleurs qu'une controverse opposera LEIBNIZ et J. BERNOULLI en 1712- 
1713, sur le theme des togarithmes des nombres negatifs et imaginaires, la question 
n 'ayant  6t6 clarifiee que plus tard par EULER. 

20. "Nous sommes doric logiquement conduits h la question la plus importante, routes 
tes quadratures rationnelles peuvent-elles se ramener /t celle de l 'hyperbole et du cercle, 
question qui darts l 'analyse clue je suis en train de mener, peut se formuler ainsi: toute 
equation algebrique, autrement dit, toute expression reelle enti&e, rationnelle par  rap- 
port  ~ l ' indeterminee peut-elle se decomposer en diviseurs reels simples ou plans?" 
lop. tit.,  399]. 

21. Mis ~t part  le cas simple des polyn6mes, on ne savait alors integrer en termes finis 
guere plus que quelques cas de diff&entielles (dites bin6mes ou trin6mes) du type kxmAPdx 
avec A = a + bxn ou A = a + bxn + ex  2n, pour certaines valeurs rationnelles parti- 
culieres de m, n e t  p. 

22. Autrement dit, les polyn6mes du 1 er ou du 2 e degr6 sont-ils les seuls polyn6mes 
irreductibles darts R[x] ? I1 faut noter qu'existait alors dans la theorie des 6quations un 
domaine de recherches sur la decomposition de certains polynemes en facteurs "irre- 
ductibles" de tel ou tel type. Etait pose particulierement le probleme de la determination 
des diviseurs "rationnels" de polyn6mes h coefficients entiers, darts la lignde des travaux 
algebrico-geom&riques de DESCARTES [1637, Livre III] (voir [REYNEAU I, Livre IV], 
[NEWTON, M P  V, 370-386]). NEWTON &udie de plus la factorisation de certains polyn6- 
rues/t  l 'aide de diviseurs "irrationnels" de types particuliers, notamment ceux dont les 
coefficients ne font intervenir que l 'operation racine carree (el. infra note 32). Dans l 'en- 
semble, ces recherches sur la reduction des equations 6talent, au XVII e siecle, orientdes 
vers le calcul effectif des facteurs pour certains polynemes particuliers, sur tout / t  coeffi- 
cients entiers. Chez LEIBNIZ, par  contre, est pose le probleme gdndral de la decomposition 
dans le cadre reel et de la caract&isation de la classe correspondante des polynemes irre- 
ductibles. 

23. Si, pour LEtB,',~Z, les racines imaginaires vont par deux et que leur hombre est 
pair, condition necessaire pour obtenir un resultat reel (affirmation classique ~t l 'epoque), 
elles ne sont donc pas considerees comme conjuguees deux /~ deux au sens actuel. 

24. Les degres de complexit6 apparaissent lies ~t l 'ordre des radicaux selon les puis- 
sances successives de 2, suivant une conception qui rappelle celle de J. PRESTET 6~,oquee 
au paragraphe precedent. Notons que PRESTET avait ainsi aborde, de fair, la question de 
la nature des polynemes irreductibles/t coefficients reels, mais sans envisager le probleme 
du TFA. 

25. "Or les logarithmes veritables coincident avec la quadrature de l 'hyperbole, les 
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logarithmes imaginaires du premier degr6 avec la quadrature du cercle. Mais comme il 
existe une infinit6 de logarithmes imaginaires de degr~s sup&ieurs, [...] ilexiste done 6gale- 
ment autant de degr& de quadratures ind6pendantes de celles du cercle et de l 'hyperbole" 
lop. eit., 404], 

26. On pent citer notamment Ro~IN E. RIOER, darts l ' introduction g son excellent 
inventaire bibliographique sur l'alg6bre entre 1500 et 1800 [RIDER 1982, 8]. 

27. SMITH fait aussi r6f6rence ~t cette lettre dans [CoTEs 1722, 113 sq.]. 
28. I1 s'agit des formes I e t  II  figurant darts la table de NEWTON des courbes dont les 

aires s'expriment h l 'aide des sections coniques ([1704] et I M P  VIII, 136-137]). Notons 
que CoTrs, dans une lettre ~t NEWTON du 18 aofit 1709, avait corrig6 deux erreurs figurant 
dans cette table [NrwTON, Correspondence V, 3-4]. 

29. Ce type de fluxion g6n6ralise les cas V e t  VI de la m~me table de NEWTON ([1704] 
et I M P  VIII, 140-141]). 

30. COTES annonce encore un r6sultat identique pour les fluxions ayant le marne 
num6rateur et le quadrin6me e + f zn  + gz  2'j + hz 3~ pour d6nominateur. 

31. Par exemple, si on divise en 5 parties 6gales grgtce aux points A, B, F, D, E, la 
circonf6rence du cercle de rayon CA unit6, alors, si Kes t  un point de CA, on a: CA s --  
C K S = K A • 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5  2 d'ofi l 'on d6duit, en posant 
C K  = x:  

1 - - x  5 = ( 1 - -  x) ( 1 - -  2x cos 72 ~ + x  2)(1 - - 2 x c o s 1 4 4  ~ + x 2 ) .  

La relation g6om6trique dans le cercle d&ermine h la fois l'existence de la factorisation 
et le calcul des coefficients. 

32. Les cas consid6r6s par NEWTON conduisaient, apr6s changement de variable, /t 
des polyn6mes dont les facteurs ne ddpassaient pas le degr6 deux. Un manuscrit in6dit 
[ M P  IV, 205-213] fait apparaitre ses essais pour d6composer des polyn6mes du type 
1 • x m en facteurs quadratiques, d~s les ann6es 1675-1676. En partie infructueuses, ces 
recherches de NEWTON montrent cependant qu'il a connu vraisemblablement assez t6t 
la d6composition r6elle de x 4 + a 4 (voir aussi [ M P  V, 86 et 386 sq.], [Correspondence, 
156]). Soulignons que, chez lui aussi, ces travaux alg6briques apparaissent li6s aux recher- 
ches de calcul int6gral. 

33. Le d6nominateur est un trin6me e + f z  ~ + gz  a'j c'est-~t-dire, ~t l '6poque, une ex- 
pression comprenant trois termes dont les exposants de la variable sont en progression 
arithm6tique, mais pas n&essairement entiers. Dans le pr&ent probl+me, c'est le change- 
ment de variable qui conduit ~ &udier un trin6me ("simple")/t  exposants entiers naturels : 
e + f z  z § gz 22. 

34. Au sens strict, ee raisonnement montre seulement l'unicit6 de la factorisation, 
une v6rification 6tant n&essaire pour en assurer l'existence. 

35. !1 en est de m~me pour l'int6grale quadrin6me, proposde aussi par TAYLOR, 
puisque e + f z  z + gz  zz + hz 3z est toujours le produit  d 'un facteur bin6me du type 
(A q- Bz  ~) et d 'un facteur trin6me (C • Dz  z • Ez2Z). 

36. La d6composition donn6e par MOIVRE darts le cas des racines 6gales, comprenant 
des termes N/(1 --  mx)  ~ avec degr6 (N) < 2, est moins bonne que celle de LEmNIZ. 
MOIVRE affirme d'ailleurs n'avoir connu que tardivement, en 1722, les articles de ce 
dernier sur la question (voir [MoIVRE 1722]). 

37. Par contre, comme cela apparalt  notamment dans sa d6composition des fractions 
rationnelles (voir [MoIVRE 1722], [MoIvRE 1730, 56 sq.]), il suppose a priori  un principe 
g6n6ral de faetorisation qui correspond au TFL. 

38. La lettre ~t JONES est en fair post6rieure (voir [ScIarqEIDER 1968]). 
39. Utilisant notamment les travaux de LEIBNIZ [1702, 1703] et ceux de MOXVRE 

[1730], l'expos6 de 1V[ACLAURIN sur ce sujet est sans doute Fun des meilleurs de l '6poque, 
avant que ne paraisse celui d'EULER dans l ' Introductio [1748], qui restera classique. 
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40. On peut lire ainsi dans son ouvrage posthume A treatise o f  algebra: "And an 
equation of any dimension may be considered as produced by the multiplication of as 
many simple equations as it has dimensions" [MACLAURIN 1748, 132]. 

41. "On r6sout si possible cette expression en facteurs simples r6els de la forme 
1 - -  c~p: mais si cela ne peut &re fait, on la r6sout en facteurs de dimension deux de la 
forme 1 -- ~p +/3pp, r6solution qui peut toujours &re faite; de cette faqon, l'expression 
ci-dessus pourra apparaRre sous la forme d 'un produit de facteurs simples 1 -- c~p ou 
de dimension deux 1 -- ~p +/3pp, tous r6els". 

42. Les lettres de J. BERNOULLI sont dat6es des 9 d6cembre 1739; 19 janvier, 16 avril, 
20 juin, 31 aofit et 18 octobre 1740; 18 f6vrier et 28 octobre 1741 (voir [EtJLER, En. 1897 
et 1905] et [EtJLER, FUSS II]). 

43. S'il affirme sa priorit6 pour la d6composition de x 4 + a 4 en deux facteurs qua- 
dratiques r&ls. J. BERNOULLI, dans ces lettres, ne se prononce pas clairement sur le TFA. 

44. Certains auteurs ont cit6 cette lettre comme marquant la premi6re formulation de 
l'6nonc6 g6n6ral du TFA chez EtJLER (voir, par exemple, [EULER, Opera (4A) V, 253]). 

45. "Pour toute expression alg6brique [...] quelle que soit sa dimension, si elle ne 
peut pas &re r6solue en facteurs simples p + qx tous r6els, il est du moins toujours 
possible de la r6soudre en facteurs trin6mes p + qx + rxx  tous r6els." 

46. Cela a 6t6 signal6 notamment par E. CARTAN dans [ E S M  1907, 191]. 
47. Des auteurs ont cit6 cette lettre comme correspondant ~t l 'apparition de l'6nonc6 

g6n6ral du TFA chez EULER (voir, par exemple, [SMIT~ 1929, 292]). 

48. I1 obtient x 4 + 24 ]/2-x -- 20 ators que GOLDBACH avait &fit x 4 + 7x -- 20. 
49. En faisant x" = z, on se ram6ne/t une 6quation du 5 e degr6 qui a toujours une 

racine r6elle et la d6composition annonc6e se r6duit alors ~ celles des polyn6mes de la 
forme x n :k a" et x 2" + p x  n + q r6alis6es par COXES et MOIVRE. 

50. EtILER pr6sente ici de fagon concentr6e la d6monstration lacunaire qui figurera dans 
l'lntroduetio (voir infra). 

51. Cf. supra, note 22. 
52. On trouve la m~me erreur, par exemple, dans [SAtJNDERSON 1740 II, 738]. 
53. EtJLER redira la m~me chose dans sa lettre ult6rieure du 4 f6vrier 1744. Par contre, 

dans son m6moire imprim6 [EVLER 1749], il donnera une deuxi6me d6monstration du 
TFA qui sera du type pr6conis6 par N. BERNOULLI (voir infra). 

54. Son raisonnement, soulignons-le, suppose l'utilisation du TFL. 
55. Sup6rieure ~t celle qu'EtJLER donnait auparavant et qui figurera encore dans 

l'Introductio [1748, ch. I1], cette d6monstration n'est cependant pas sans lacune. En effet, 
outre le fait qu'elle admet a priori l'existence d'une factorisation du polyn6me, elle ne 
consid6re pas le cas particulier r = 0 off l 'on peut avoit c~ r6el sans que/3 et 6 ne le soient. 

56. Curieusement, N. BER~OVLH est arr&6 par le m6me type de difficult6 que celle 
qui l 'avait conduit b~ l'erreur de sa lettre du 24 octobre 1742 sur l '6quation du 4 ~ degr6. 

57. "I1 est elair d'ailleurs qu'un facteur double renferme deux facteurs simples; un 
facteur triple, trois facteurs simples, ainsi de suite. Donc une fonction enti6re de z, dans 
laquelle l'exposant de la plus haute puissance = n, contiendra n facteurs simples" [LA- 
BEY 1796, 16]. 

58. "Si Q est un produit r6el de quatre facteurs simples imaginaires, je dis que ce 
m~me produit pourra fitre r6solu en deux facteurs doubles r&ls" [op. eit., 17]. 

59. D'ALEMBER~ n 'a  pas manqu6 de souligner ce point darts sa lettre du 7 septembre 
1748 [EULER, Opera (4A) V, 289-290], off il reproche h EtJLER de supposer "ce qui a 
besoin d'6tre d6montr6". 

60. "Quoique la m6me mani6re de d6montrer ne s'6tende pas aux puissances plus 
61ev6es, i lparait eependant hors de doute que cette propri&6 convient 6galement b, un nom- 
bre quelconque de facteurs, de sorte qu'h la place de 2n facteurs simples imaginaires, on 
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pourra supposer un nombre n de facteurs doubles r6els. Donc, toute fonction enti~re de 
z pourra atre d6compos6e en facteurs r6els, ou simples ou doubles." lop. cit., 18-19]. 

61. "Si la v6rit6 de cette proposition n'est pas d6montr6e ici en toute rigueur, elle 
acquerra dans la suite un nouveau degr6 de force" lop. cit., 19]. 

62. "Ces exemples, sont propres ?t confirmer que toute fonction enti6re peut ~tre 
r6solue en facteurs r6els, soit simples, soit doubles" [op. cit., 115]. 

63. "Ainsi, s'il restait quelque doute sur la d6composition de toutes les fonctions 
enti6res, il sera maintenant presque entikrement levd" [op. cit., 115-116]. 

64. Cependant, EUL~R avait pr6sent6 d~s le 10 novembre 1746, devant l 'Acad6mie, 
une version latine de son travail dont il a 6t6 remarqu6 [EULER, Opera (4A) V, 349] 
qu'elle devait @tre quelque peu diff6rente de la version franqaise. Cette derni6re comprend 
en effet une allusion au m6moire de o'ALE~BERT sur le m~me sujet qui n 'a  6t6 envoy6 ~t 
l 'Academie de Berlin qu'en d6cembre 1746. 

65. Ce que D'ALEMBERT rel6vera dans un texte de 1752 (voir [EtJLER, Opera (4A) V, 
345]). 

66. On peut se demander pourquoi EtSLER pr6sente dans son m6moire imprim6 une 
telle preuve qu'il consid6rait encore comme non rigoureuse dans sa correspondance avec 
N. BERNOULLI (voir supra). Son affirmation sur l 'expression des solutions par radicaux 
figurant d6jh dans un article de 1732 [EuLER Opera (1) VI, 1-19], on peut penser que 
l'616ment nouveau intervenu entre-temps est qu '  EULER dispose maintenant d 'une d~mons- 

tration g6n6rale de la stabilit6 de l'ensemble des expressions a q- b ]/--'~ par l 'op6ra- 
t ion racine n-i6me. Ce r6sultat qui, bien que ddjh prouv6 par  MOIVRE vers 1740, n 'apparai t  
pas dans l'Introductio, figure pr6cis6ment dans les m6moires de D'ALEMBERT de 1746. 

67. La d6monstration comporte essentiellement deux lacunes math6matiques. La 
premiere consiste en l 'absence de d6monstration solide des deux caract6ristiques essentiel- 
les de l '6quation vdrifi6e par le premier coefficient inconnu des facteurs - son degr6 
"impairement pair"  et son terme constant ndgatif -- ,  qui permettent d'assurer l'existence 
d 'une racine r6elle. La seconde lacune r6side dans l 'affirmation d'EuLzR selon laquelle si 
ce premier coefficient est r6el, alors les autres coefficients sont aussi ndcessairement rdels 
comme fonctions rationnelles du premier. 

68. EULER 6crit : "On nomme quantit6 imaginaire, celle qui n'est ni plus grande que 
zdro, ni plus petite que z6ro, ni 6gale 5. z6ro" lop. cit., 79]. Autrement dit, c'est une quan- 
tit6 non r6elle. Mais, il ajoute: "ce sera donc quelque chose d'impossible, comme par 

exemple ]/~"~, ou en g6n6ral a + b 1/--~ ; puisqu'une telle quantit6 n'est ni positive, ni 

n6gative, ni z6ro". La formulation est ambigu~, mais a + b ~/~-'~-1 ne repr6sente sans 
doute ici pour lui qu'un exemple, sinon la ddmonstration qui suit n'aur~it pas de sens. 

69. D'apr6s la lettre de D'ALEMBERT ~t EULER du 24 mars 1747 [EULER, Opera (4A) V, 
262]. 

70. D'apr6s le rapport  du 29 juillet 1739 sign6 par CLMRAUT et BRAaELOONE (voir 
[PV 1739, 145-146]), ce m6moire visait h corriger des lacunes concernant des int6grales 
bin6mes qui figuraient dans l'Analyse d~montrde du p~re REVNEAU [1708 II], ouvrage dont 
une r66dition, posthume, venait de paraitre. 

71. Ce m6moire, "Recherches sur l ' int6gration des fractions rationnelles", pr6sent6 
~t FAcad6mie en d6cembre 1740, a fait l 'objet d 'un rapport  le 18 janvier 1741 sign6 par 
CLAmAUT et DORTOUS DE MAmAN (voir [PV 1741, 23-24]). D'apr~s le r6sum6 figurant 
darts ce rapport,  on peut penser, avec G. MAnEtJ [1967], que l'essentiel du contenu de ce 
m6moire se retrouve dans les chapitres X ~t XII  du tome I du Traitd de calcuI intdgral de 
BOUGA~NVlbL~ [1754]. 

72. I1 n'est pas inutile de remarquer que ces r6sultats, qui figurent darts le m6moire 
Sur la cause gOnOrale des vents [~3'ALEM~ERT 1747, 141--143] sont ainsi apparus auparavant 
dans le cadre d 'un m6moire de math6matiques pures. 
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73. Les mots que nous avons ajout6s entre crochets figurent, barr6s, sur le brouillor~ 
autographe du manuscrit  (Biblioth~que de l 'Institut, Ms 1787, f~ 22). Ils nous paraissent 
confirmer l '6volution de D'ALr~aBERT par rapport  g son m6moire de 1745 et rendre plus 
claire sa motivation dans la recherche d'une d6monstration directe du TFA, motivation 
apparemment diff6rente d'ailleurs de celle qui a guid6 EULER (of. supra, note 66). 

74. Ici, D'ALEMBERT utilise le r6sultat sur la stabilit6 des symboles a + b ~/-----i par  
les op6rations alg6briques explicites: produit, somme, extraction de racines. 

75. On remarque que les deux 6nonc6s (propositions II  et III) de D'ALEM~rRT de 
1746, comme celui de 1745, portent sur les polyn6mes sans racine r6elle (donc de degr6 
pair). C'est, en effet, le cas difficile auquel se r6duit imm6diatement la d~monstration du 
cas gdn6ral off il y a aussi 6ventuellement des racines r6elles. On trouve l'dnonc6 du TFA 
pour un polyn6me quelconque dans [Equation] (voir inJra), et dans [Fraction rationnelle] 
sous la forme: "toute quantit6 algdbrique rationnelle mx p + rx p-1 + .. .  + t d'un degr6 
quelconque, est r~ductible ou en facteurs simples, tels que x + a, ou en facteurs trin6- 
rues, tels que x x  + bx + e, a, b, c &ant des quantit& r~elles". 

76. La d6monstration d'EULER, contemporaine, n 'a  paru que trois ans plus tard. 
77. "D'ALEMBERT ne met pas en doute l'existence des valeurs de x [...J, mais il la 

suppose, et cherche seulement la forme de cos valeurs". 
78. Citons, par exemple, D. J. STRUIK: ~'As a matter of fact, d 'Alembert  did not even 

prove the existence of  a root, but only showed the form the root takes" [1969, 99]. 
79. Notons d'ailleurs que GAuss, en 1799, nuance son propos en ajoutant h la phrase 

cit6e pr6c6demment: "Quamvis vero haec objectio per se gravissima sit, tamen hic ad 
solam dictionis formam pertinet, quae facile ita corrigi potest" [op. cit., 9] ("Bien que cette 
objection soit en elle-m~me tr~s grave, cela ne concerne ici que la mani6re de dire qui 
peut 6tre facilement corrig6e"). 

80. Faute  d 'un trait~ ou m~me d'un m~moire complet sur le sujet, l'Encyclopddie est 
une source privil6gi6e permettant d 'avoir  une rue d'ensemble sur l'~euvre alg6brique de 
D'ALEMBERT, qui est loin d'atre mineure. I1 faut 6videmment, comme l 'a  remarqu6 juste- 
ment G. MAHEU [1967], distinguer h chaque fois l 'apport  lzropre de I)'ALrMBERT, de ce 
qui est simplement transpos6 de l'encyclop~die de C~AMBE~S. 

81. Cela ressort clairement des articles de S. PETROVA [1974] et C. HOUZrL 
[19891. 

82. Et "m~me du calcul int6gral", ajoute-t-il, le T F A  permettant en effet d '&ablir  
un r6sultat gdn6ral --  celui sur la r6duction de toutes les quadratures rationnelles ~ celles 
du cercle et de l 'hyperbole -- ,  dans un domaine off il y e n  avait peu. 

83. Cela a 6t6 signal6 par E. CARTAN dans [ESM 1907, 192]. 
84. Notons qu 'Argand 6tudiera, lui, le cas des coefficients complexes d6s 1806 (voir, 

par exemple, [PETROVA 1974]). 
85. LAGRANGE, par exemple, 6crit en 1772: "Cette d6monstration [de D'ALEMBERT] 

est tr6s ing6nieuse et ne laisse, ce me semble, rien/~ d&irer du c6t6 de l 'exactitude; mais 
elle est indirecte, &ant tir6e de la consid&ation des courbes et des suites infinies, et elle 
porte naturellement & croire qu'on peut arriver au marne but par une analyse plus simple, 
fond6e uniquement sur la th6orie des 6quations" [1772, 479]. 

86. "Le m6moire paru en 1799, Demonstratio [...], avait un double but, d 'abord de 
montrer que toutes les d6monstrations tent6es jusque-lh du plus important th6or+me 
de la th6orie des 6quations alg6briques, 6taient insuffisantes et illusoires, et ensuite de 
donner une nouvelle preuve parfaitement rigoureuse". 

87. Voir, par  exemple, les deux citations donndes dans notre introduction. On peut 
ajouter cette affirmation de D. E. SMIT~I, accompagnant une pr6sentation de la phrase 
pr6c6dente de GAUSS: "The significance of his first proof  in the development of mathe- 
matics is made clear by his own words in the introduction to the fourth proof  [ . . . ]" 
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[SMITH 1929, 292--293]. La vision de GAUSS de ta place de son propre travail dans l 'histoire 
est ainsi reprise telle quelle, de mani6re acritique. 

88. I1 n'est sans doute pas superflu de signaler que la premiere d6monstration du 
T F A  donn6e par CAuc~IY (lue ~t l 'Acad6mie le 23 d6cembre 1816 et publi6e en janvier 
1817), s 'inspirait de celle de GAuss, en remplaqant les consid6rations gdom6triques par 
l 'utilisation du th6or~me des valeurs interm6diaires pour les fonctions continues r6elles. 
C'est, tr~s vraisemblablement, la d6monstration qu'il  a enseignde dans son cours de 
l 'Ecole polytechnique en mars 1817, alors qu'il commenqait h r6nover les bases de 
l 'analyse (voir [GILAtN 1989, 9]). 

89. Un expos6 comme celui de [ E S M  1907] garde encore, au d6but du XX e si~cte, 
la marque de cette critique de GAuss, notamment en ne distinguant pas clairement, au 
niveau de leur valeur, la premi6re d6monstration d'EtJLER (tacunaire) et la seconde (er- 
ron6e). 

90. Pour l 'analyse des rapports  entre les travaux de GAuss et ceux de KRONECK~R, 
on pourra se reporter ~t [BAcnMACOVA 1960]. 

91. Chez KRONECKER, la th6orie des 6quations alg6briques apparai t  unifde sur la 
base de son th6or6me, d6sign6 comme th6or6me fondamental de l 'arithm6tique g6n6rale 
et qui est une forme du TFL. L'6nonc6 classique du T F A  est d'ailleurs, lui, 6cart6 par 
KRONECKE~ qui, voulant fonder la th6orie sur la seule base des nombres rationnels et des 
constructions finies/t partir  d'eux, est condui t / t  restreindre le champ des coefficients des 
6quations et/~ modifier l'~nonc6 du probl6me de l'existence des racines (voir [KRON~CKER 
1887b]). 

92. STEIN1TZ montre aussi dans ce m6moire te th6or6me, plus fort, qui porte son nora 
et 6nongant qu'un corps (commutatif) quelconque admet une cl6ture alg~brique [1910, 
w 17]. 

93. "Si  dans un corps ordonn6 K chaque 616ment positif poss6de une racine carr6e 
et chaque polyn6me de degr6 impair a au moins un z6ro, alors le corps obtenu par Fad- 
jonction de i e s t  algdbriquement clos" (i d6signant une racine de l '6quation x 2 + 1 = 0). 

94. Certains auteurs ont aussi nomm6 "th6or6me fondamental de l 'alg6bre" cette 
g6n6ralisation (par exemple, ZASSENHAUS [1967]). Comme nous l 'avons indiqu6 dans 
l ' introduction, nous r~servons ici l 'appellation TFA au th6or6me qui 6nonce que C = R(i)  
est alg6briquement clos, ce qui reste l 'usage le plus courant. 

95. I1 s 'agit clairement d 'une allusion ~t la d6monstration de 1816 off Gauss,  6crivant 
Ie degr6 du polyn6mefconsid6r6 sous la forme 2 m . k (k impair) fait un raisonnement par  
rdcurrence sur l 'exposant m en introduisant un polyn6me auxiliaire F qui, si a, b, c, etc. 
sont les racines de f, a pour racines les expressions du type (a + b) x --  ab (avec x 
ind6termin6). En r6alit6, ces 616ments importants de la m6thode de GAuss figurent d@t, 
h peu de chose pr6s, dans la d6monstration donn6e par LAPLACr [1795, 63--65]. 

96. Cette caract6risation peut justifier la d6nomination de "th6or6me d'EUL~R- 
LAGRA~Gn" employ6e par BOURBAKI [Eldments, "Alg6bre", ch. 6, 39], encore qu'il  efit 
6t6 juste de ne pas oublier LAVLACE [op. cit.] qui a fourni la d6monstration alg6brique la 
plus simple. 

97. "Dans l'alg6bre moderne, le th6or6me a perdu sa signification fondamentale, parce 
qu 'on a appris ~t parler de l'existence des racines dans un sens diff6rent, plus symbo- 
lique [...], et par cons6quent aussi, on peut parler des propri6t6s des racines d 'une 6qua- 
tion, sans prendre en consid6ration les hombres complexes." 

98. Cette appellation, courante darts tes trait6s am6ricains ou sovi6tiques, est par  
contre souvent remplac6e en France par celle de "th6or6me de D'ALEMnERT" OU "de 
D'ALEMBERT-GAuss". 

99. I1 fant cependant remarquer que dans de tr~s nombreux ouvrages, m~me consa- 
cr6s uniquement ~t l'alg~bre, le T F A  est pr6sent6 aujourd'hui avec une d6monstration 
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analytique. L'architecture de la th6orie des 6quations alg6briques ~t coefficients r6els ou 
complexes qui appara~t alors, se rapproche plut6t de celle donn6e par D'ALEMBnRT. 

I00. Nous remercions UMBERTO BO'ra'AZZINI d'avoir attir6 notre attention sur l'article 
historico-math6matique de R. REMMERT [1983]. Bien que restant, pour l'essentieI, dans 
le cadre de l'historiographie traditionnelle du TFA, certaines remarques de l'auteur (notam- 
ment sur GAuss) nous semblent correspondre aux n6tres. 

10t. Ainsi, par exemple, le m6moire de GAuss de 1816, contenant sa deuxi6me preuve 
du TFA, a fortement inspir6 KRONECKER pour sa d6monstration du TFL. Inversement, 
le TFL dans sa version g6n6rale donn6e par STEI~lrZ, a d6termin6 un renouveau des d6- 
monstrations alg6briques du TFA, qui ont pu alors allier rigueur et simplicit6. 
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Annexe 
Premier texte de d'Alembert sur le th~or~me fondamental de l'alg~bre 

[PV 1745, I02-103] 
(fragment du m6moire Recherches sur le calcul intdgral [1745]) 

133 

Sur l'intdgration des fractions rationnelles* 

1. Pour pouvoir r6duire g6n6ralement g la quadrature de l 'hyperbole ou 
celle du cercle une fraction rationnelle diff~rentielle, suivant la mdthode de M. Ber- 
noulli, il faut ddmontrer que tout multin6me rationnel et sans diviseur compos6 
d'une variable x et de constantes, peut toujours se diviser lorsqu'il est d'un degr6 
pair, en facteurs trin6mes xx  + f x  + g dont tous les  coefficients soient r6els, 
ou ce qui revient au m~me qu'une ~quation d'un degr6 pair dont x est l'inconnue, 
peut ~tre suppos6e repr6sent6e par !e produit de plusieurs trin6mes xx  + f}c + g, 
x x  + hx -!- i, etc. dont  tousles coefficients soient rdels, ce qui ne souffre de diffi- 
cult6 que quand t'6quation a des racines imaginaires. Je vais t~cher de r6soudre 
enti6rement cette difficult~ que MM. Cottes, Moivre, Herman, etc. n 'ont r6solu 
que pour quelques cas particuliers. 

Probl~me t er 

2. Trouver une grandeur imaginaire m + n ]/-------]- darts laquelte les coefficients 

f +  g//------i- 
ra et n soient r6els, et qui so it 6gale 5. 

a +  b r 
Supposant le probl6me r6solu, on aura./ '+ g ]/-- 1 --  ma -- bn + (an + bin) ]/-----1 

af + bg d'ofi l 'on tire f = m a - - b n ,  g = a n + b m ,  et par cons6quent m - -  - -  
aa + bb 

ag - -  b f  
et n = ~  

aa + bb " 

Corollaire 1 ~r 

3. Donc (a + b]/----() m+'d--~ peut atre suppos6 = x + y ] / - - 1  car prenant 
les logarithmes, et diff6rentiant, on aura 

(m+.r aa+dbr 
bl/---T 

* Pour la transcription, nous avons choisi de moderniser l'orthographe (5~ l'excep- 
tion des noms propres). Les erreurs du copiste dans le texte ou les formules ont 6t6, autant 
que possible, corrig~es (sans mention particuli6re), en utitisant [d'Atembert 1746]. 
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c'est-tt-dire 

D o n c  

et 

n ~/-----(\._~ j (adb -- b da) ]/---~-I-4- ada 4- b db (m + 
aa + bb 

x dx  + y dy + (x  + - y dx) 

xx  § yy 

f a d b  -- b da Log ]/xx + yy : m Log ]/~a -k bb -- n 
aa + bb 

fxdy--yd  
xx  + yy 

_ m f a db -- b da 
aa 4- bb 

-5 n Log ]/~aa -5 bb. 

Par  cons6quent y et x sont les sinus et cosinus d 'un  angle dont  le rayon  est 

. - -  ~ a d b  - -  b d a  r a d b  - -  b d a  mLo Vao+  -,,J (eVa + bb) • , 
e - ~  

f a d b  - - b d a  et dont  la valeur est m + n Log  ]/~aa + bb; pour  avoi r  
aa -k bb 

f a db -- b da aa-k  bb on remarque  que cette quantit6 est l ' intdgrale de 

d 1 +  , 

c'est-tt-dire qu'elle est l 'expression d 'un  angle dont  1 est le rayon,  et b/a la tangente.  

Corollaire 2 

4. D o n c  (a -k b ~----]-)m peut  4tre suppos4 6gal /t x -k y ] /~ i"  en p renan t  
les sinus et cosinus d 'un  angle dont  le rayon  soit (aa + bb) ~m et qui soit /t l 'angle 
dont  a et b sont les cosinus et sinus, c o m m e m  ~t 1, d 'ofi  l 'on  voi t  que s i m  = l id  
il y a un n o m b r e  d de quantit4s possibles qui 6tant 61ev6es ~ la puissance d, rendront  
a +  

Corollaire 3 

5. Doric si les sinus et cosinus b, a, et le nombre  m sont tels que l 'angle puisse 
se diviser g6om6tr iquement  e n d  parties 6gales, on peut  assigner la valeur analy-  
t ique de x et de y. Doric 1 ~ s i m  = 1/2 ~, n 6tant un nombre  entier positif, on pour ra  
assigner la valeur  analyt ique de x et de y quelle que soit la valeur de a e t  de b; 
2 ~ comme  on peut  inscrire darts le cercle un polygone de 5, de 3, et de 15 c6t6s, 

il s 'ensuit  q u ' o n  pour ra  toujours  assigner la valeur  analyt ique de (a -+- b ] / ' 1 ) ~  
si b e t a  sont les sinus et cosinus d 'un  angle = k �9 360~ n �9 5 ou k �9 360~ ", k e t  



L'histoire du th6or~me fondamental de l'alg6bre 13 5 

- -  1 

n 6tant des nombres entiers positifs, celle de (a + b 1/--1)3- si l'angle est 

= ~ k '360~ n. 3 ou "~ k"  360~ ", et enfin celte de (a + b 1/~----]-) ~ si l'angle 
est 6gal ~t 360~ ". 

Corollaire 4 

6. Si on a une quantit6 compos6e de tant de quantit6s imaginaires qu'on 
voudra, de tel degr6 d'imaginaire qu'on jugera b, propos, combin6es ensemble 
d'une mani~re quelconque, je dis qu'on pourra toujours supposer cette quantit6 

= ~ x + y ]/--~i-. En effet on commencera par faire 6vanouir le 1Cr radical 
imaginaire, c'est-~t-dire celui qui est le plus ~ la droite, en supposant ce radical 

6gal ~ g + h ]/~---]-, ce qui (art. 4) est toujours possible. On fera ensuite 6vanouir 
ie radical le plus voisin de celui-l~, et ainsi on d6truira de suite tousles radicaux, 

et la propos6e se trouvera r6duite/~ x + y ~/-----i-. S'il se trouve dans la propos6e 
des fractions ou des exposants imaginaires, on les r6duira toujours par Ies articles 2 

et 3 ~ p -5 q ] /~ - ,  et s'il y a des quantit6s sous le signe f ,  nous allons faire voir 

darts le corollaire suivant qu'on peut aussi les r6duire ~t la forme m + n }/------i-. 

Corotlaire 5 

7. Si on a une quantit6 sous le signe f ,  compos6e de tant de variables qu'on 
voudra r6elles ou imaginaires, 61ev6es ~t des puissances r6eltes ou imaginaires, et 
combin6es avec d'autres variables rdelles ou imaginaires, on pourra toujours sup- 

poser cette quantit6 = p -~- z 1 / -  1. Car la quantit6 qui est sous le signe f 6tant 
une diff6rentielle, on pourra toujours la diviser en deux parties, l'une infiniment 
petite, l'autre finie, et qui pourront par les propositions pr6c6dentes &re supposdes 

6gales ~t dt + ds 1/---~--1 et q -i- V 1/~1. Done leur produit sera 

= qdt  -- vd~ @ ( q d s +  vdt)  ]/~----f, 

et par cons6quent l'int6grale propos6e pourra ~tre suppos6e 

= f q d t - - v d s  -1- ] /~-~•  qds + v d t = p - { -  z]/~-~-l. 

Corollaire 6 

8. Done si on a une quantit6 compos6e de tant de variables imaginaires qu'on 
voudra, et de tant de signes f qu'on voudra, combin6s ensemble de quelque 
mani6re que ce puisse ~tre, on pourra en faisant 6vanouir successivement tous les 

signes f ,  de la droite vers la gauche, r6duire cette quantit6 ~ p + z ]/--~l. 

Corollaire 7 

Done une fonction quelconque de tant et de telles grandeurs imaginaires qu'on 

voudra peut toujours &re r6duite, ou supposde 6gale ~ p -}- q l/~----1, p e t  q 6rant 
des grandeurs r6elles. 
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Proposition 2 

9. Une 6quatiort dont les racines sont imaginaires, peut se diviser en trin6mes, 
dont les coefficients soient r6els. 

Car nous venons de prouver que toute quantit6 imaginaire pouvait &re sup- 
posse 6gale ~ (p + q t/~---i -) pour x. Darts la propos4e on formera deux 6quations 
dontp et q seront tes inconnues, et dont l'une contiendra mutes Ies qumatit6s r6elles 
qui se trouveront dans la propos6e apr~s cette su-bstitutiort, et l'autre toutes les 
quaatit6s affect~es de/-----i-. Or ta premiere de ces ~quafions ne contiendra q_ue des 
puissances paires de b, la secortde ne contiendra que des puissances impaires, et 
de plus pourra ~tre divis~e par b 1/---~, puisque b I/~---~A est '2 tous ses termes, 
Dortc ces deux 6quations ne contiendront chacune que des puissances prates de b. 
Par cons6quent, elles continueraient d'avoir lieu, si au lieu de p + q 1/---~ on 
substituait p -- q l / ~ i  - ~t la place de x. Donc s i p  + q 1/~'-1 est une racine de 
l'~quation, p -- q 1/-----11 en sera une autre, et par cons6quent x x  - -  2px -4- pp + qq 
un des facteurs de l'6quation. Donc il y a autant de facteurs trin6mes possibles/t 
coefficients r6els, qu'it y a de paires de racines imaginaires. 

Remarque 

i0. On voit par I~ que dans toute 6quation les racines imaginaires vont tou- 
jokers et~ hombre pair, et que leur produit donne toujours -~, ce qui est fort. mN 
d6montr6 dans tous tes livres d'alg~bre. 

Usage des Propositions pr~c6dentes 

11, I1 est donc facile de voir maiutenant que toute fraction rationnelle diff6- 
rentietle, peut toujours se r~duire ~t ta quadrature d'une des sections coniques. 
Donc toutes les diff6rentielles affect6es de radicaux qu'on peut r6duire par trans- 
formation ~t des fractions rationnelles, sont int6grables par la quadrature de quel- 
que section conique. [...]. 
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