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Penetration of External Thermal Perturbations into Homeothermie Organisms, 
Part I 

Summary. The general importance of the mean surface curvature for heat con- 
duction problems; is explained and a special symmetry with constant mean cur- 
vature on the isothermal surfaces is defined. The applicability for the body 
shapes of homeothermic organisms is demonstrated and the partial differential 
equation of heat conduction for this case is derived. The definition: heat release 
-- real heat production + convective pseudoproduction eliminates the term of 
convective heat transfer through the blood stream and allows the reduction to a 
mere heat conduction problem. Formulas for the heat loss to the environment 
and for steady state temperature profiles are given. In case of sudden change of 
heat loss the partial differential equation is solved and a formula is derived, using 
dimensionless coordinates of time mad distance. The mean surface curvature has 
strongest influence to the interior temperature field. The solution shows clearly 
the importance of thermal inertia of the homeothermic organism, for the external 
temperature wave penetrates into the body with a long phase displacement in 
time. 

Key words: Homeothermia -- Equation of heat conduction -- Mean surface 
curvature -- Heat loss -- Temperature profile. 

Zusammenfassung. Es wird die allgemeine Bedeutung der mittieren Kr/immung 
f/Jr Wfirmeleitungsprobleme begrfindet und eine Symmetrie mit konstanter mitt- 
Ierer Gesamtkr/iramung der Isothermenfl/ichen definiert. Die Anwendbarkeit auf 
K/Srperformen homoiothermer Lebewesen wird dargelegt und die W~irmelei- 
tungsgleichung fib diesen Fall aufgestellt. Im Zusammenhang mit der Quellen- 
funktion wird durch Definition der W/irmefreisetzung = W~irmeproduktion + 
konvektive Scheinproduktion die Reduktion auf ein W~irmeleitungsproblem er- 
reicht, auch wenn konvektiver W/irmetransport im K6rper des Homoiothermen 
vorliegt. Es werden Formeln f/Jr die W/irmeabgabe und Gleichgewichts-Tempe- 
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raturpr0file im KSrperinnern gebracht. F/ir den Fall sprunghafter Anderung der 
W/irmeabgabe wird die W/irmeleitungsgleichung gel6st und eine einfache For- 
mel unter Verwendung dimensionsloser Koordinaten abgeleitet. Die mittlere 
Krfimmung [1 erweist sich als der Parameter, der den 6rtlich-zeitlichen Tempe- 
raturverlauf am st~irksten beeinflugt. Die L6sung l~il3t unschwer die Bedeutung 
der thermischen Tr/igheit des Warmblfiterk6rpers erkennen, weil die /iuBeren 
St6rungen stark zeitlich phasenverschoben in den KSrper eindringen. 

Sehliisselwiirter: Homoiothermie - W/irmeleitungsgleichung - F1/ichenkrfim- 
mung -- W/irmeabgabe - Temperaturprofil. 

1. Problemstellung und theoretische Voraussetzungen 

Die komplizierten geometrischen Formen homoiothermer Lebewesen lassen sich nur 
sehwer exakt mathematisch erfassen und darstellen. Bevor dieses Problem aber nicht 
gel6st war, konnte eine theoretische Bearbeitung der Fragen der W~irmeausbreitung 
im Kfrper und der W~irmeabgabe an die Umwelt kaum erfolgen oder muBte sich auf 
spezielle, vereinfachte Ffille beschr~inken. (Entsprechende Untersuchungen und Hin- 
weise finden sich bei Fanger [3], Hensel [6], Hensel [7], Reinders [9], Rohles u. 
Nevins [10], Wenzel [13].) 

Es konnte schon frfiher gezeigt werden (Theves [11]), dab eine Symmetrie mit 
konstanter mittlerer Gesamtkrfimmung [ t  sich gut auf die KSrperform des Homoio- 
thermen anwenden l~iBt, um W~irmeausbreitungsvorg~inge darzustellen. Dieser Sym- 
metrieart sind n~imlich einige Besonderheiten eigen, die sie hierf/Jr besonders geeignet 
erseheinen lassen. 

1.1 Allgemeine Bedeutung der mittleren Kriimmung fiir die Wffrmeleitung 

Die in dem folgenden benutzten mathematischen Symbole und Zeichen sind am 
Ende der Arbeit zusammengestellt und erlfiutert. Weitergehende mathematische Er- 
kl~irungen, Definitionen und Herleitungen sind in einem Anhang wiedergegeben. 

Zun~ichst ist zu zeigen, dab die mittlere Kriimmung f /d ie  entscheidende geome- 
trische GrSBe ist, die ganz allgemein den Vorgang der W~irmeleitung in einem (fe- 
sten) Medium bestimmt. Anschaulich l~iBt sich dies auf folgende Weise erkennen. 
Die drei gel~iufigen Symmetriearten der parallelen Ebenen, der Zylinder- und der 
Kugelsymmetrie bedeuten fiir ein W~irmeleitungsproblem, dab die Isothermenfl~i- 
chen stets Ebenen, Zylinderm~intel oder Kugelfl~ichen sind. Hierbei ist stillschwei- 
gend vorausgesetzt, dab eventuell vorhandene Quellen der betreffenden Symmetrie 
entsprechend angeordnet sind. Ffir diese drei Fglle lauten die partiellen Differential- 
gleichungen der W~irmeleitung: 

Parallele Ebenen: 

Tt = aT~ + Pe 2 H = 0 (1) 

Zylindersymmetrie: 

Tt = aTxx + _1 aTx + Pz 2 H = _1 (2) 
X X 
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Kugelsymmetrie: 

Tt=aTxx+2-aTx+PK 2 H  - 2  
X X 

(3) 

Daraus 1/il3t sich entnehmen, dab bei dem Glied mit der ersten 6rtlichen Ablei- 
tung neben der Temperaturleitf~ihigkeit a stets der doppelte Wert 2 Hder  mittleren 
Krfimmung als Faktor steht, d. h. die mittlere Kr/immung der Isothermenfliiche an 
der betreffenden Stelle x bestimmt vom Geometrischen her die W/irmeausbreitung. 
Diese Tatsache 1/il3t sich aber noch verallgemeinern. Unter Vernachliissigung der 
Voraussetzung, dab die W~irmequellen der betreffenden Symmetrie entsprechend 
angeordnet sein sollen, ergibt sich ganz allgemein f/Jr den Vorgang der W/irmelei- 
tung im Raum bei beliebiger Quellenanordnung folgendes: Die Wiirmestromlinien 
bilden eine r/iumliche Schar yon Kurven, die die Isothermenfl~chen orthogonal 
durchsetzen. Es 1/il3t sich zeigen, dal3 f/Jr jede Wiirmestromlinie der Bogenliinge s die 
partielle Differentialgleichung der W/irmeleitung die Form annimmt: 

Tt = aTss + 2 H(s)aTs + P (4) 

(Anhang, Punkt 1). Hierbei ist wieder H(s) die mittlere Kr/.immung der Isother- 
menfliiche an der Stelle s. Damit ist ganz allgemein gezeigt, dab die mittlere Kr/im- 
mung der Isothermenfl/ichen die geometrisch ausschlaggebende Gr613e ist, denn 
Gleichung (4) beschreibt jedes W/irmeleitungsproblem. 

1.2 ,,Wdrmefreisetzung", Definition 

Diese Oberlegungen gelten nicht nur ffir ein Medium mit festem Aggregatzustand 
(Theves [11]), in dera ohnehin W~irmetransport nur durch Leitung erfolgen kann, 
sondern auch z.B. im tierischen und menschlichen K6rper, in dem insbesondere 
durch den Blutstrom ein konvektiver Transport von W/irme erfolgt. Richtige Aussa- 
gen fiber das 6rtlich-zeitliche Temperatur- und W~irmestromfeld sind gleichzeitig nur 
dann m6glich, wenn der konvektive W~irmetransport als positive oder negative 
W~irmescheinproduktion aufgefal3t und den echten W~irmequellen hinzugeffigt wird. 
Dabei ist das fiber den ganzen K6rper erstreckte r/~umliche Integral dieser Schein- 
produktion natfirlich null. 

Mit der so definierten Quellenfunktion der ,,W~irmefreisetzung" U (= konvektive 
Scheinproduktion + echte W~irmeproduktion) wird deren analytische Darstellung 
nicht schwieriger, sondern einfacher. 

1.3 Symmetrie konstanter mittlerer Kriimmung 

Bei Kugel- und Zylindersymmetrie zeichnet sich eine herausgegriffene Isother- 
menfliiche dadurch aus, dab auf ihr alle Punkte dieselbe Kr/immung haben, aber auf 
jeder anderen Isothermenfl~iche ist eine - wieder yon Punkt zu Punkt gleiche - 
unterschiedliche Kr/immung. Innen liegende, kleinere Fl~ichen sind st/irker ge- 
kr/immt als sie umh/illende, gr6Bere F1/ichen. Man ist wohl geneigt, diese Tatsache 
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unzul/issig zu verallgemeinern, indem man sagt, dab kleinere K6rper stets st/irker 
gekr/immt sind als gr6f3ere. Tats/ichlich ist diese Aussage aber nur ffir konvexe 
K6rper zutreffend, allgemein stimmt sie nicht. Eine allgemeine K6rperoberfliiche, die 
auch konkav geformte F1/ichenteile aufweist, hat dann allerdings auch keine von 
Punkt zu Punkt konstante Krfimmung mehr. Wird stattdessen ein Mittelwert der 
mittleren Kriimmung verwendet (mittlere Gesamtkrtimmung f/), so ist es sehr wohl 
m6glich, dab dieser Wert auf kleineren und auf sie umh/illenden gr613eren Isother- 
menfl~ichen gleichbleibt. Die verschiedenen Oberfl[ichen k6nnen dann aber nicht 
mehr geometrisch/ihnlich sein, sondern je kleiner die inneren F1/ichen werden, desto 
,,rundlicher" werden sie, w/ihrend gr6Bere, ~iuf3ere F1/ichen zunehmend lfingere 
,,Auswfichse" zeigen, die aus Gebieten hyperbolischer Krfimmung hervorwachsen. 
Wesentlich ist hierbei, dab die Gestalt einer F1/iche vorgegebener Gr6Be F, Kr/im- 
mung/-/und umschlossenen Volumens V nicht eindeutig festgelegt ist. Fiir jedes 
Wertetripel F, f-I, V bleibt eine Formenmannigfaltigkeit erhalten. Die so definierte 
Symmetrie konstanter mittlerer Gesamtkriimmung H, angewandt auf ein W/irmelei- 
tungsproblem in einem homogenen, isotropen Medium, erfal3t also nicht nur eine 
Schar sich umhiillender Isothermenfl~ichen - wie etwa bei Kugelsymmetrie - ,  son- 
dern es gibt unendlich viele m6gliche verschiedene Scharen, weil jede einzelne Flfiche 
- bei gleicher Gr6f3e - verschiedene Formen haben kann. Welche Schar im konkre- 
ten Fall tats/ichlich vorliegt, hiingt yon der r/iumlichen Anordnung der W~irmequel- 
len ab. Letztere ist aber nicht v611ig frei, sondern mug, wie bei den anderen Symme- 
triearten auch, auf den m6glichen Isothermenfl/ichen 6rtlich konstante Quellendichte 
aufweisen, da gerade dadurch bei Vorhandensein von Quellen die Symmetrie er- 
zwungen wird. Im Gegensatz zu den anderen Symmetriearten sind hier aber ffir eine 
Temperatur verschiedene m6gliche Formen der Isothermenfliiche erlaubt; je nach 
Verteilung der Quellen wird dann eine festgelegt. 

Abb. 1. Beispiel ffir verschiedene Oberflfichen mit gleicher mittlerer K r f i m m u n g / / =  1/Ro. Die Fl~ichen 
sind zusammengesetzt  aus jeweils einer Kugelfliiche und sechs gleichen Zylinderm~inteln, wovon aber 
nut  je einer dargestellt wurde. Die gr/513eren Flgchen umh/illen die kleineren v611ig, ohne sie zu schnei- 
den. Die kreisf6rmigen Kanten, wie z. B. K s und K 2 haben entgegengesetzt gleiche Kr~mmung und 
beeinflussen den Mittelwert nicht. Der Schnitt ist rotationssymmetriseh zur Achse  A--A zu den- 
ken 
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Ein einfaches Beispiel fiir eine F1/ichenschar mit dF/dV = 2 i f /=  const, zeigt 
Abbildung 1. L~gt man aus einer Kugel mit dem Radius R einen Zylinder der H6he 
L und des Radius R 1 hervorwachsen, der auI3en mit dem fehlenden Stfick der Ku- 
gelflfiche abgedeckt ist, so ist der hyperbolische Krfimmungsanteit auf seinem Basis- 
kreis K 1 absolut gleich dem auf dem/iul3eren Randkreis K 2, aber die Vorzeichen sind 
verschieden. Somit leisten diese beiden Kanten keinen Beitrag zur mittleren Krfim- 
mung. W~ichst nun der Kugelradius und wird dadurch die Krfimmung der Kugelfl~- 
che kleiner, so kann dieses Defizit durch die stfirkere Krfimmung des Zylinderman- 
tels ausgeglichen werden. Die Abbildung 1 zeigt eine solche F1/ichenschar unter der 
Voraussetzung, dab sechs gleichartige Auswfichse vorhanden sind. Der konstante 
Krfimmungsparame'~er der Schar ist hierbei der reziproke Radius der innersten Ku- 
gelfl~iche ohne Auswuchs. 

W/ihrend die Mannigfaltigkeit der Form einer Isothermenfl~iche bestimmter 
Gr613e im Innern eines K6rpers und die Beschr/inkung der Vielfalt auf eine spezielle 
Form durch Festlegung der Quellenverteilung immer m6glich ist, so ergeben sich 
Schwierigkeiten an der K6rperoberfl~iche selbst. Diese ist nicht verfinderbar, hier 
gibt es keine Vielfalt m6glicher Formen. Unter der Voraussetzung, dab die K6rper- 
oberflfiche eine der e, rlaubten Formen der betrachteten Symmetrie hat, d. h. als eine 
m6gliche Isothermenfl/iche angesehen werden kann, so ist durch ihre Form und 
Gr613e auch der Wert/- /der gesamten Symmetrie vorgegeben. 

1.4 Anwendung auf K6rper homoiothermer Lebewesen 

Diese f/Jr allgemeine physische K6rper angestellten Uberlegungen werden im folgen- 
den auf K6rper homoiothermer Lebewesen spezialisiert. Die Hautoberfl/iche stellt 
dabei zweifellos eine, m6gliche Isothermenfl/iche dar, ebenso unzweifelhaft ist aber, 
dab normalerweise lokale Unterschiede der Hauttemperatur bestehen. Es ist aber 
unbestreitbar, dab eine mittlere Hauttemperatur sinnvoll verwendbar ist, z. B. wird 
mit ihr die W/irmeabgabe des K6rpers an die Umgebung als Funktion von Klimaele- 
menten und anderen einflul3nehmenden Parametern berechnet. In diesem Zusam- 
menhang ist auch auf eine ~iltere Arbeit von Bfittner [2] zu verweisen. Daher er- 
scheint es vertretbar, aus der existierenden Mannigfaltigkeit der Scharen yon m6gli- 
chen, nach der Symmetrie erlaubten Isothermenfl/ichen jeweils solche auszuw/ihlen, 
die einerseits stets die Hautoberflfiche enthalten und andererseits zum K6rperinnern 
hin mehr und mehr streng als Isothermenfl/ichen angesehen werden k6nnen. Den 
dazwischenliegenden Fi~ichen wird jeweils eine Mitteltemperatur zugeschrieben. 

Ffir die weitere mathematische Behandlung wird noch eine geeignet defmierte 
Ortskoordinate s ben6tigt, deren Charakter als mittlerer Abstand zwischen den 
Symmetriefl~chen ausgedr/ickt wird durch die Gleichung 

dV = Fds. (5) 

Als weitere Bedingung ergibt sich nach [11] 

dF 
- 2 f t .  (6 )  

dV 
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Damit lfigt sich die partielle Differentialgleichung der W/irmeleitung einschlieBlich 
der Quellenfunktion ffir die Symmetrie mit _f /= const, und unter Benutzung der 
oben definierten Abstandskoordinate s (Anhang, Punkt 2) darstellen: 

Tt= ar, ,  + 2 I~aTs + Us . (7) 
ocF(s) 

Die hierbei auftretende Gr613e der Symmetriefl/ichen F(s) ergibt sich durch Integra- 
tion aus den Gleichungen (5) und (6) zu 

F = Fo e 2 ~qs (8) 

und ffir das Volumen erh/ilt man 

V =  Fo_ (e2~S_ 1).  (9) 
2H 

Ist sn der mittlere Abstand zwischen Fo und der KSrperoberflfiche F n und definiert 
man 

sH - s = r ,  (10) 

so l~13t sich diese Ortskoordinate r, die vonder K6rperoberfl~iche nach innen positiv 
gerechnet wird, oft vorteilhafter verwenden als s. Statt (8) und (9) ergibt sich damit 
z.B. 

F = FH e -2at , (8a) 

FH (1 -- e -2/~r) V= VH--~ (9a) 

Wenn berficksichtigt wird, dab eine Kugel vom Radius 1///  auch eine erlaubte 
F1/iche der Schar ist, so ergibt sich aus (8a) und (9a) die Beziehung zwischen Fn und 
v.: 

FH-- 21QVH-- 4 ~  - Fo. (11) 
3/72 

Diese Beziehung gilt unabhfingig davon, ob in einer speziellen Flfichenschar eine 
Kugel tatsiichlich vorkommt oder nicht, denn die zuerst verwendete Integrations- 
konstante Fo bezeichnet die Restfl/iche, bei der das Volumen V = 0 wird. Diese lfif3t 
sich aber unabh~ingig vonder Annahme der Existenz einer Kugelflfiche in der Schar 
aus (8) und (9) erhalten, wenn die Gleichungen auf die K6rperoberfliiche bezogen 
werden. Daher hat Gleichung (11) die Form einer Doppelgleichung, die den Beweis 
der Behauptung impliziert. 

Es wurde eine Gesetzm/if3igkeit hergeleitet (Theves [11]), wie KOrperoberflfiche 
und -volumen verschiedener Warmblfiter allein durch die mittlere Gesamtkrfimmung 
ihrer Oberfl~iche und durch ganzzahlige Formfaktoren n dargestellt werden k6n- 
nen. 

In etwas verbesserter Form ist 

F H = 3 H 2  1 + 18 1 +  (12) 
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und 

V H - - ~  I +  . 

Der Formfaktor n = 1 bezieht rich z. B. auf menschliche Sfiuglinge und Kleinkinder, 
durch n = 2 werden z.B. Oberfl~iche und Volumen von erwachsenen Menschen 
erfaBt. Eliminiert man aus (12) und (13) (1 + n/~) 3, so ergibt sich wieder Gleichung 
(11). Hierbei ist zu beachten, dab die Gleichungen (12) und (13) auf empirischen 
Daten yon F~ und I~  beruhen (Theves [11]) und zumindest ffir konstanten Form- 
faktor neine neue Bedingung liefern; denn nun sind nicht mehr zwei der GrN3en Fu, 
V n und if/n6tig, urn die dritte zu bestimmen [wie etwa nach Gleichung (11)], son- 
dern es genfigt eine, um die beiden anderen zu erhalten. 

Weitere Zuordnungen anderer homoiothermer Lebewesen zu bestimmten Form- 
faktoren n konnten bisher aus Mangel an Daten ffir Oberfl~iche und Volumen noch 
nicht erfolgen. 

Eine Betrachtung des Verlaufs der zunehmenden Auskfihlung des zu Anfang 
v611ig isotherm angenommenen menschlichen K6rpers ergibt folgendes Bild: Die 
gr6Bten Temperaturabffille erfolgen an den am st~irksten gekrfimmten K6rperteilen 
wie Fingern, Nase, Ohren usw. (Durch Bekleidung k6nnen die Verhfiltnisse natfirlich 
stark modifiziert werden, findern sich aber im Prinzip nicht. Die hiermit zusammen- 
h~ngenden Fragen werden in einer gesonderten Publikation dargelegt werden.) Ge- 
h6ren z. B. die H[inde gerade nicht mehr dem Kernbereich an, so hat sich auch die 
Form der 37 ~ C-Isothermenfl/iche gefindert. Im Zuge weiterer Abkfihlung zieht sie 
sich vornehmlich in den Extremit~iten immer welter zurfick, wobei der Restkern 
zunehmend rundlicher wird, je mehr die ,,Auswfichse abschmelzen". Genau diese 
Eigenschaften find abet typisch ffir die hier betrachtete Symmetrie konstanter mittle- 
rer Gesamtkrfimmung. 

Gleichung (7) l~il3t sich naturgemfil3 in die Bilanzgleichung fiberffihren. Die in 
einem Volumen V pro Zeiteinheit gespeicherte W~irme Qt ist gleich der hier freige- 
setzten U abzfiglich der durch die Oberfl~iche F abflief3enden W~irme W: 

Qt(r, t) = U(r, t) - W(r,  t) . (14) 

Diese Zusammenhfinge sind im Anhang (Punkt 3) n/iher dargestellt. 

2. Darstellung iiuflerer thermischer St~rungen 

Thermische St6rungen des W/irmehaushalts des Homoiothermen k6nnen endogen 
oder exogen bedingt sein. Endogene St6rungen sind vornehmlich Anderungen der 
W/irmeproduktion und notwendig damit verbunden auch der Verteilung der Wfirme- 
quellen im K6rper. Exogene St6rungen 16sen Anderungen der W/irmeabgabe aus. 
Letztere k6nnen auf unterschiedliche Art verursacht werden, n/imlich sowohl durch 
)knderungen yon einem oder mehreren Klimaelementen, als auch durch )knderung 
der Bekleidungsdicke d oder des N/issegrades B der Hautoberfl/iche. Hierdurch wird 
jeweils die Wgrmeabgabe yon der Hantoberfliiche an die Umgebung beeinflul3t, au- 
I3erdem ist noch eine wechselnde W/irnaeabgabe durch die Atmung zu berficksichti- 
gen. 
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2.1 Beriieksiehtigung der Wdrmeabgabe bei der Atmung 

Ist ~f' die W/irmeproduktion im K6rper und ~f der Anteil davon, der nicht beim 
Atmungsvorgang selbst schon abgegeben wird (letzterer betr/igt somit fJ' - ff), so 
ergibt sich: 

Dieser halbempirischen Beziehung liegt die Annahme zugrunde, dal3 das Atemvolu- 
men der W/irmeproduktion im KSrper proportional ist. Die Proportionalit/it zwi- 
schen Energieumsatz und Atemvolumen ist im Prinzip besser gesichert, aber da 
thermisch nur der Anteil des Energieumsatzes relevant ist, der im KSrper als Wiirme 
anfiillt, so wurde ein mittlerer Wirkungsgrad von 15% angenommen, um den also tT' 
kleiner ist als der Energieumsatz. Die exaktere Darstellungsform unter Verwendung 
des Energieumsatzes und des Wirkungsgrades bietet keinerlei Schwierigkeiten, wenn 
trotzdem darauf verzichtet wird, so nur deshalb, weil der Wirkungsgrad selten genau 
bekannt ist und ohnehin abgesch/itzt werden m/il3te. Gleichung (15) ist daher hinrei- 
chend genau, zumal die W/irmeabgabe bei der Atmung nur in der GrSl3enordnung 
von 10% der Gesamtwiirmeabgabe liegt. 

Der Anteil ~7 der Wiirmeproduktion, der nicht bei der Atmung abgegeben wird, 
wird im folgenden kurz als ,,Wiirmeproduktion" bezeichnet und in diesem Sinne 
bereits in Gleichung (14) verwendet. 

Ein grunds/itzlicher Unterschied zwischen der W/irmeabgabe bei der Atmung 
und der fiber die Haut liegt darin, dab die erste eine Funktion der Wiirmeproduktion 
ist, letztere aber nicht. 

2.2 Wiirmeabgabe yon der Kdrperoberfliiehe 

Das Ziel dieser Ausffihrungen ist die Berechnung thermischer Ver/inderungen im 
K6rperinnern als Folge/iuflerer StSrungen bei unver/inderten inneren Bedingungen, 
d.h. bei Konstanz der H6he und r~iumlichen Verteilung der W~irmeproduktion. 
Somit kann sich auch die Wiirmeabgabe bei der Atmung nur insoweit iindern, als 
.gmderungen der Lufttemperatur T L oder des Luftdampfdrucks e L erfolgen. Dadurch 
erscheint es gerechtfertigt, die/iul3eren thermischen St6rungen primiir auf Ver~nde- 
rungen der W/irmeabgabe fiber die Hautoberfl~iche zu beziehen. Letztere ist darstell- 
bar in der Form (Theves [12]) 

2 I]2LFH[Tn-- To + 2,I3760B(EH - -  E0)] 
P (16) 

1 - e 2 ~(e + Ao) W H = 

mit 

A 6 =  1 (16a) 

+ 
2L(1 + 2,66 B) 
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Die hierin enthaltene Temperaturgr613e To bzw. v~ 0 ist eine Funktion der Klima- 
elemente und wird sp~iter genauer erkl~irt. 

Es ist 

[ 760 ] s + 2 h  
aL t~L + 2 , 1 3 - -  B(eL + 6,24) + asO~ + e s - -  

~0 = P 4 (16b) 

[ ;] aL 1+2,66 0 B  + a  s 

Der in den Formeln auftretende Nfissegrad B der Hautoberfl~iche kann theoretisch 
zwischen 0 und 1 liegen. Dabei wfirde B = 0 eine v611ig trockene, B = 1 eine v611ig 
nasse Oberfl/iche bedeuten. Die Hautoberflfiche homoiothermer Lebewesen hat aber 
niemals den Niissegrad null oder eins, ffir den Menschen d/irfte der Minimalwert bei 
Bml, = 0,10, der Maximalwert bei Bma x = 0,7 liegen. DaB Bmin > 0 ist, kommt 
daher, dab einerseits das K6rperinnere als 100% nag angesehen werden mug, ande- 
rerseits die Haut insgesamt einen begrenzten Diffusionswiderstand hat. Hieraus 
folgt, dab eine st~indige Diffusion yon Wasser vom K6rper durch die Haut in die 
Umgebung erfolgt, die zum ganz wesentlichen Teil das ausmacht, was man als 
Perspiratio insensibilis bezeichnet (Heerd u. Ohara [5]). 

Steigt der N/issegrad der Haut fiber diesen Minimalwert an, so resultiert dies aus 
einer verstfirkten SchweiBsekretion und ist somit gew6hnlich dem Wesen nach keine 
gugere thermische St6rung, sondern eine Thermoregulationsmal3nahme des Orga- 
nismus. Wenn nun z. B. eine Erh6hung der Lufttemperatur erfolgt und dadurch die 
W~irmeabgabe W H kleiner wird, so kann dieser Effekt durch Erh6hung des N~isse- 
grades ganz oder teilweise kompensiert werden. Als St6rung ist dann der verbleiben- 
de Rest der Anderung der W/irmeabgabe zu betrachten. 

2.3 Sprunghaf te  A'nderungen der Wit 'rmeabgabe 

Es sollen zun/ichst sprunghafte Verfinderungen der W/irmeabgabe betrachtet wer- 
den, weil diese einer Berechnung leichter zug/inglich sin& In einem solchen Fall 
erfolgt zum Zeitpunkt t = 0 eine pl6tzliche Ver~inderung eines oder mehrerer Klima- 
elemente, der Bekleidungsdicke oder auch - im oben erw~ihnten Sinne - des 
N/issegrades der Haut. War zu Anfang die Hauttemperatur TH0, so n/ihert sich diese 
allm/ihlich einem Grenzwert TH~ w/ihrend alle anderen zuvor erw~ihnten Parameter 
yon t = 0 bis t ~. ~ konstant bleiben. Somit ist ffir jeden Zeitpunkt t > 0 die 
Wfirmeabgabe eine Funktion der Hauttemperatur, und man kann statt der ~.nde- 
rung der W~irmeabgabe WHO -- Wno~ zur Beschreibung der thermischen St6rung 
auch die Hauttemperatur/inderung TIt o - TH~ o verwenden, auch wenn die explizite 
Darstellung wegen der komplizierten Hauttemperaturfunktion des S~ittigungsdampf- 
drucks E H nicht oder nur n/iherungsweise m6glich ist. Der Vorteil liegt darin, daf3 die 
gesuchte Funktion der partiellen Differentialgleichung ebenfalls eine Temperatur ist, 
deren Randwerte auf der Hautoberfl~iche bei t = 0 durch Tu0 und bei t ~ ~ durch 
TH~ festgelegt sind. 

Bei Beschr~inkung auf ein konstantes B = 0,10 kann man durch Verwendung 
einer linearen N/iherung ffir den Sfittigungsdampfdruck, die ffir Hauttemperaturen 
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zwischen 15 und 35 ~ C hinreichend genau ist, sowie mit einer quadratischen N/ihe- 
rung fiir die Exponentialfunktion statt Gleichung (16) die Wiirmeabgabe W~ als 
lineare Funktion der Hauttemperatur ~H darstellen. Hierbei ist die Einffihrung einer 
Klimasummentemperatur v~ o hilfreich [Gleichung (16b)], die anschaulich die Haut- 
temperatur bei der W/irmeabgabe W H = 0 darstellt. 

WH~2LFH( I~q- d+Adl ) ' (1 + 0'297-20-) (t~H - t~~ " (17) 

Aus Gleichung (17) liil3t sich enmehmen, dab bei einer sprunghaften Anderung von 
0 o dieselbe Wiirmeabgabe erst wieder erreicht wird, wenn auch On eine gleich grol3e 
,~nderung in derselben Richtung erfahren hat. 

2.4 Thermisehe Trdgheit (Vergleich: Luft--KSrper) 

Das Medium Luft (einschliel31ich der Bekleidung, deren Isolationseigenschaften auch 
nur darauf beruhen, daf5 die Luft in unbewegtem Zustand gehalten wird) hat thermi- 
sche Eigenschaften, die in ihrer Relation zum KSrper nicht immer richtig ein- 
gesch~itzt werden. So hat die Luft zwar eine sehr geringe W/irmeleitf/ihigkeit, die nur 
etwa 6% derjenigen der KSrpersubstanz betriigt, aber ihre Temperaturleitf/ihigkeit 
(Zur Definition der Wiirme- und Temperaturleitf/ihigkeit siehe Anhang, Punkt 5.) ist 
fast 200mal grSl3er als die des KSrpers. Das bedeutet, dab thermische Vergnderun- 
gen im umgebenden Medium Luft viel rascher erfolgen als im Organismus des Ho- 
moiothermen. Die W/irmeabgabe durch die Kleidung hindurch an die Umgebung 
erfolgt somit quasistationiir, d. h. so, als ob jeweils ein Wiirmegleichgewicht bei der 
betreffenden Wiirmeabgabe W/~ vorl/ige. Im Gegensatz dazu dringt eine iiul3ere StS- 
rung (der W/irmeabgabe oder der Hauttemperatur) nur mit grol3er zeitlicher Phasen- 
verschiebung in den KSrper ein. Die Gleichungen (16) und (16b) gelten also un- 
abhiingig davon, ob W H und t~ n zeitlieh konstant sind oder nicht. Demgegenfiber 
sind thermische Ver/inderungen im KSrperinnern -- wie sie durch die partielle Diffe- 
rentialgleichung (7) dargestellt werden -- ungleich schwieriger zu erfassen, denn dazu 
mug zuerst die den Randbedingungen angepal3te LSsung dieser Gleichung gefunden 
werden. Existiert zum Zeitpunkt t = 0 ein Temperaturprofil T(r, 0) im KSrper und 
wird bei t -4 ~ das Profil T(r, ~) erreicht, so unterscheiden sich beide nur dadurch, 
dab eine Parallelverschiebung erfolgte. Dies folgt aus den konstanten endogenen 
Produktionsverh/iltnissen. Der Betrag der Parallelverschiebung ist 

~(r,  ~ )  - r ( r ,  o)  = rH~ - ~rHo. (18) 

Wann zwischen t = 0 und t -4 ~ eine bestimmte Hauttemperatur Tn(t) erreicht wird, 
h~ngt aus den oben geschilderten Griinden nicht mehr von den/iul3eren W/irmeab- 
gabeverh/iltnissen ab, sondern praktisch allein von der grol3en thermischen Triigheit 
des K6rpers. Die/iul3ere thermische St5rung ist zwar in der Lage, ein thermisches 
Ungleichgewicht zu erzeugen, die Umwelt hat aber keinen Einflul3 darauf, wie rasch 
der KSrper (mit seiner grol3en thermischen Triigheit) einen neuen Gleichgewichtszu- 
stand anzusteuern vermag. 
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Eine Voraussetzung zur Ermittlung des 6rtlich-zeitlichen Temperaturverlaufs im 
K6rper, wie er sich infolge einer ~iul3erea St6rung ergibt, ist die Kenntnis des Aus- 
gangszustandes zum Zeitpunkt t = 0. Es sei angenommen, daft zu Anfang W~irme- 
gleichgewicht im K6rperinnern war. Ffir solche Fiille l~il3t sich alas Temperaturprofil 
berechnen (Theves [ 11]): 

{ T(r, O) = THO + ~/~U ye y2 qb(y) + q~ - -y  . (19) 
2 H a F .  

Hieraus ergibt sich die Kerntemperatur Ti0 bei t = 0, wenn man r -~ ~ gehen 1/il3t; 
dann wird das zweite Gaugsche Fehlerintegral in der geschweiften Klammer gleich 
eins. 

Die dimensionslose relative Schalendicke y nimmt f/ir den Ruhezustand mit der 
Gesamtw/irmeproduktion G den Wert Y0 = 0,5 an, augerdem ist bei dem unteren 
Grenzfall U = 0 der Wert 1 sinnvoll, beim oberen Grenzfall U-~ oo ist y = 0. 

In grober Absch~itzung dfirfte etwa gelten 

Y0 0,5 + y ey ~ _ y2 = 0,642 _0,5 + y e_y2 (20) 
(~ y 0,5 + Y0 Y 

Die Gleichungen (t9) wie auch (20) bezieben sich auf den Gesamtk6rper, d. h. alle 
Temperaturen sind Mittelwerte auf den zugeh6rigen Fl~ichen, ebenso die W~irme- 
str6me. Auch die relative Schalendicke y ist nur ffir den ganzen K6rper definiert. 
Insofern liegen bier dieselben Bedingungen vor, die auch ffir Gleichung (7) gelten. 
Bei einer sp~iter erstrebten Erweiterung der Aussagem6glichkeit im Sinne eines Be- 
zugs auf Teilgebiete des K6rpers und seiner Oberfl~iche stehen allerdings keine For- 
meln ffir Gleichgewichtsprofile analog zu (19) zur Verffigung. 

4. Die Liisung der W~irmeleitungsgleiehung (7) fiir sprunghaft verlaufende ~iuBere 
thermisehe StSrungen 

Die QueUenfunktion des zu behandelnden Problems besteht in einer auf der K6rper- 
oberfliiche bei t = 0 erfolgenden Wiirmefreisetzung vom Betrag WHO -- WH~ = WHO 
-- ~7. Bei t > 0 bleibt hiervon jeweils der Teil WH(t) -- U erhalten, d. h. die Quellen 
fliel3en weiter und bedfirfen einer zeitlichen Superposition. Aus den bereits geschil- 
derten Grfinden wird statt der W~irmeabgabedifferenz besser die zugeh6rige Haut- 
temperaturdifferenz verwendet. Die in Gleicbung (7) explizit auftretende Quellen- 
funktion des KSrperinnern kann wegen ihrer zeitlichen Konstanz dureh eine einfa- 
che mathematische Operation eliminiert werden. Dazu wird 

T(r, t) - T(r,  O) = A T(r, t) 

gesetzt. Aul3erdem werden beide Koordinaten substituiert: 

aI-712t = v , 

(21) 

(22a) 

(22b) 
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Diese Koordinaten u und v sind beide dimensionslos. Durch eine weitere Substitu- 
tion 

A r ( u ,  v) = O ( u ,  v) �9 eU-  ~, u ~ 0 (23) 

wird die W~irmeleitungsgleichung (7) auf die einfachste Form 

Ov = Ouu (24) 

gebracht. Die Quellenfunktion tritt/iul3erlich nicht auf, weil sie nur bei u = 0 sitzt 
und der tibrige Raum quellenfrei ist. Zum Zeitpunkt t = 0 ist die ,,Temperatur" 
O(u, 0) = 0 ffir jedes u # 0, bei u = 0 ist aber 

0 ( 0 ,  v) = ( T H .  - TI-io)e ~ . (25) 

Damit ergibt sich die L6sung durch zeitliche Superposition: 

v ' = v  

f TM. -THo  . e  v, u2 
O ( u ,  v) = ~ @  Z-v, 4 (v - r d v ' .  

v'  = O  

(26) 

Im Anhang (Punkt 4) finden sich einige Erliiuterungen hierzu. Mit Gleichung (23) 
ergibt sich dann 

T(u ,  v) - T(u ,  O) 

e -  ~ / v  - v ~ �9 2 d ( v  - v ' )  (27) = (TH. - rH0)- X / Z V v -  v' 

I ) - - v t  = O  

Die Integration in geschlossener Form ist m/Sglich, wenn man beachtet, dal3 

und 

- v '  = V v  - v '  + - 2 u 
2 2 

ist. Das Ergebnis lautet: 

x ( u ,  v )  = T(u, v) - T(u, O) 

TH. - THo 

2 2 

Die Einffihrung der relativen Temperaturiinderung ~ = n (u, v) erweist sich als prak- 
tisch, weil dann unmittelbar zu ersehen ist, wieviel Prozent der Gesamttempera- 
turiinderung an einer bestimmten ,,Stelle" u zu einem ,,Zeitpunkt" v bereits erfolgt 
ist. Ebenso ist die Beibehaltung der allgemeinen Koordinaten u und v empfehlens- 
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Abb. 2. Die relative Ter, aperatur/inderung ~ in Abh/ingigkeit yon den dimensionslosen Koordinaten u 
(relative Tiefe unter der Oberfl/iche) und v (relative Zeit). Z u m  Vergleich: Mit H = 0,133 cm -~ (ent- 
spricht erwachsenen Menschen) ergibt sich nach 2000 s = 33,3 min die mit 17 bezeichnete Kurve;  mit H 
= 2 cm -~ (Krfimmung der Spitze des kMnen Fingers) ist nach derselben Zeit v = 8 
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Abb. 3. Ein anfangs bestehendes W/irmegleichgewicht wird durch eine sprunghafte Senkung der Kli- 
masummentemperatur  0 o u m  5 grd zur Zeit t = 0 gest6rt. Das neue Gleichgewichtsprofil (t ~ ~)  wird 
praktisch niemals erreicht, wie die Kurven f i i r t  = 2,5 Std und t = 15,6 Std deutlieh machen. Tempera- 
turverlauf in der Grenzschicht nur sehematisch. (Gesamtw~irmeproduktion im K6rper U = 40 ca l .  s -~ 
= 2,4 keal �9 min-~; K r i i m m u n g / / =  0,133 em-1; Temperaturleitf/ihigkeit a = 10 .3 �9 cm z �9 s -~) 
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wert, weil hiermit durch Gleichung (28) ganz allgemein das Eindringen sprunghafter 
/iul3erer St6rungen in den K6rper jedes beliebigen Homoiothermen erfal3t wird. Im 
Einzelfall ist dann die Umrechnung mit den Gleichungen (22a, b) ohne Schwierigkei- 
ten m6glich. In Abbildung 2 ist die relative Temperatur/inderung ~ als Funktion von 
u und v nach Gleichung (28) graphisch dargestellt. 

Abbildung 3 zeigt ein realistisches Beispiel eines Auskfihlungsvorganges infolge 
einer sprunghaften Senkung der Temperatur ~0 um 5 grd zur Zeit t = 0. Der Endzu- 
stand, das mi t t  ~ ~ bezeichnete Temperaturprofil, wird praktisch niemals erreicht, 
denn nach 2,5 Std ist die Hauttemperatur erst um 2,1 grd (42%), die Kerntempera- 
tur in 5 cm Tiefe erst um 0,5 grd (10%) abgesunken. Sogar nach 15,6 Std betragen 
die Werte erst 4,2 grd (84%) bzw. 3,6 grd (72%). Die Temperaturleitf/ihigkeit a der 
K6rpersubstanz bei verschiedenen Homoiothermen zeigt keine wesentlichen Unter- 
schiede. Demgegeniiber ist aber ihre mittlere Gesamtkriimmung i f /um mindestens 
eine Zehnerpotenz verschieden. Somit werden die allgemeinen Koordinaten u und v 
- aul3er nat/irlich von r und t - mal3geblich durch/ /bes t immt.  Es lassen sich auf 
diese Weise auch bei verschiedenen homoiothermen Lebewesen/iquivalente Tiefen 
unter der Oberfl/iche und/iquivalente Zeitdifferenzen definieren. So entspricht z. B. 
der Tiefe unter der Hautoberfl/iche von 1 cm beim Menschen eine solche von 0,4 cm 
bei einem Kaninchen, einer Zeit yon 1 min beim Menschen ist eine solche yon nur 9 
s beim Kaninchen/iquivalent. Der damit verbundenen Gefahr zu starker Abkiihlung 
kleiner Homoiothermer bei ung/instigen Umweltbedingungen wirkt deren h6herer 
Energieumsatz pro Masseneinheit entgegen. Dadurch k6nnen diese Lebewesen im 
zeitlichen Mittel zwar ihre W/irmebilanz ausgleichen, kfnnen aber zeitweilig zu 
grol3e W/irmeverluste nicht ebenso lange tolerieren wie ein gr613eres Lebewesen; 
denn der Auskfihlungsprozel3, wie er durch Gleichung (28) beschrieben wird, ver- 
l~iuft ffir kleine Lebewesen absolut gesehen schneller. 

Liste der verwendeten Symbole und Zeichen siehe Teil 2, S. 126; Literatur S. 131. 


