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Die Gasaustauschvorginge im lebenden Organismus, die den Gesetz-
méBigkeiten der Diffusion folgen, sind einer genaueren zeitlichen Analyse
durch Experiment und Rechnung nur schwer zuginglich. Speziell bei der
0,-Aufnahme in der Lunge und der O,-Abgabe im Gewebe werden die
Verhiltnisse dadurch uniibersichtlich, daf die Diffusionsprozesse mit
einer chemischen Reaktion, nidmlich der Oxygenierung bzw. Desoxy-
genierung des Himoglobins gekoppelt sind. Dazu kommt, daf in jedem
Fall der Diffusionsweg des Sauerstoffes durch mehrere Medien mit
unterschiedlichen Diffusionseigenschaften fiihrt.

Um trotzdem zu einem Verstdndnis der Vorginge zu gelangen, ist es
zunichst notwendig, in Modellversuchen die Elementarprozesse des Gas-
austausches zu untersuchen. Die auf diese Weise gefundenen Daten
lassen sich aber nur dann sinnvoll auf die Verhiltnisse im Organismus
iibertragen, wenn es gelingt, die GesetzméiBigkeiten, die diesen Prozessen
zugrunde liegen, mathematisch zu formulieren und zu zeigen, welche
Anderung die gefundenen Werte bei einer Modifizierung der duBeren
Bedingungen erfahren miissen.

In der vorliegenden Arbeit werden die mathematischen Bez1ehungen
fiir die Interpretation einiger spezieller Versuche iiber die O,-Diffusion im
Erythrocyten abgeleitet. Sie ermdglichen insbesondere die mathema-
tische Behandlung und Auswertung der in einer Arbeit von THEWS (1959)
beschriebenen Versuche iiber die O,-Aufnahme und -Abgabe dinner,
monoerythrocytirer Blutlamellen und der Versuche von Nieskr,
TaEWS v. LUBBERS (1959), bei denen die O,-Aufnahme und -Abgabe von
Erythrocytensuspensionen iiber sehr kurze Zeiten quantitativ verfolgt
werden konnten. Da die bei den Versuchen gewshlten Randbedingungen
den natiirlichen Bedingungen beim O,-Austausch im Organismus sehr
nahe kommen, haben diese Beziehungen auch allgemeinere Bedeutung
fiir die mathematische Analyse der Diffusionsvorginge im Organismus.

* Herrn Prof. Dr. H. Lurrres zum 60. Geburtstag gewidmet.
*¥ Ausgefithrt mit Unterstiitzung durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft.
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1. Grenzfliichenbedingungen fiir Diffusionsvorgiinge zwischen Medien mit
unterschiedlichen Diffusionseigenschaften
Die Diffusionsvorginge werden phinomenologisch durch eine
partielle Differentialgleichung beschrieben.
ou op K
5 =D Au  oder 5 = 4pr- (1)

Hierin bedeuten: u« die Konzentration des diffundierenden Stoffes; p den

Partialdruck des diffundierenden Stoffes; ¢ die Zeit; A« den Laplace-Operator,
22 52 22

angewandt auf u, also z.B. in karthesischer Koordinaten A« = a—;:« + a—;; - _3772 H

D den Diffusionskoeffizienten; K den sogenannten Kroghschen Diffusionskoeffi-
zienten; o« den Bunsenschen Loslichkeitskoeffizienten.

Um diese Differentialgleichung l6sen zu kénnen, miissen auBer den
Konstanten der Differentialgleichung die speziellen Rand- und Anfangs-
bedingungen des Problems bekannt sein. Spielen sich die Diffusionsvor-
ginge nur in einem Medium ab, so geniigen dabei die Angaben iiber
Konzentrationen oder Gradienten-am Rande des Bereiches und die
Anfangsbedingungen. Findet dagegen der Diffusionsvorgang in zwei
oder mehr Medien statt, was bei Austauschvorgingen im lebenden
Organismus stets der Fall ist, so treten noch zusétzliche Grenzflichen-
bedingungen fiir die Losung der Differentialgleichung auf. Soll z.B. die
O,-Abgabe von einem Erythroeyten an seine Umgebung berechnet
werden, so kann fiir die Oberfliche des Erythrocyten keine Randbedin-
gung angegeben werden, die iiber die gesamte Zeit konstant ist (,,nicht-
konstante Randbedingung®).

Die bei den Austauschvorgingen zwischen mehreren Medien auf-
tretenden zusétzlichen Bedingungen fiir die Grenzflichen zwischen den
beteiligten Medien lassen sich aus dem ersten Fickschen Diffusions-
gesetz ableiten. Dieses kann vektoriell folgendermafen formuliert werden:

% =—D gradu  oder v=— Kgradp (2)

;) bedeutet hier den Stromdichtevektor, d. h. die durch die Einheitsflache in der
Zeiteinheit senkrecht hindurchtretende Stoffmenge.

Die aus einem Medium (Index 1) hinausdiffundierenden Substanz-
mengen miissen gleich den in den zweiten Stoff (Index 2) hineindiffun-
dierenden sein. Daraus folgt die Grenzflichenbedingung

D, (grad uy), = D, (grad u,), oder K, (grad p,), = K, (grad py),,  (3)

wobei (grad u), die Normalkomponente des Gradienten in bezug auf die Grenz-
fliche ist.

AufBerdem miissen die Partialdrucke an der Berithrungsfliche gleich
Tof} sein
0 = oder p=ps. @
1 2
Aus den Grenzbedingungen ist zu ersehen, daff die Partialdrucke an der
Grenzfliche stetig ineinander iibergehen, wihrend die Konzentrationen
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an dieser Stelle einen Sprung aufweisen. Es ist daher giinstiger, bei der
Berechnung von Austauschvorgéingen zwischen mehreren Medien statt
der Konzentration u den Partialdruck p als unabhingige Variable
einzufiihren.

Die partielle Differentialgleichung der Diffusion stimmt formal voll-
kommen iiberein mit derjenigen fiir die Wirmeleitung. In beiden Fillen
handelt es sich um einen statistischen Ausgleichsvorgang. Dabei ent-
sprechen sich folgende GroBen:

Wirmeaustausch Diffusion

Temperatur Druck

Wirmemenge Stoffmenge

Spezifische Wiarme Loslichkeit
Temperaturleitfahigkeit - Diffusionskoeffizient D
Wirmeleitfahigkeit Kroghscher Diffusionskoeffizient K

In der Wirmetechnik wird klar zwischen Wirmeleitfihigkeit und
Temperaturleitfihigkeit unterschieden. Die fiir die praktische Berech-
nung geeignetere Grofe ist die Warmeleitfihigkeit. Nur diese ist in
Tabellen erfalt. Bei der Berechnung von Diffusionsvorgingen wird oft
nicht deutlich zwischen den beiden voneinander vollig verschiedenen

Tabelle 1. Werte fiir den O,-Diffusionskoeffizienten und die Oy-Leitfihighkeit
(Kroghscher Diffusionskoeffizient) in verschiedenen Medien bei 20° ¢

0,-Diffusions~ 0,-Leitfihigkeit K*
koeffizient D* Literatur
[e] |l s e
sec em min Atm. {{{em sec mm Hg
Wasser 1,8 108 3,4+ 10-° 7,4 - 10-1% | Mittelwert (siche
Krruzer 1957)
Muskel 0,75 - 10® 1,4-10-5 3,1-10-1% | KrocHu (1918/19)
EiweiBlésung
(7°) 1,6 -105 | 3,0-10° | 6,5-10-1 | KrEvzER (1953),
Taaws (1957)
EiweiBlosung
(30%y) 0,75 - 10~® 1,4-10-3 3,1-10-10
Erythrocyt 0,8 -10-5 1,5-10-5 3,3 - 10-1% | diese Arbeit

cm?® O, }

* Die Umrechnungsbeziehung lautet: K = D - «, wobei o = 0,031 [ om® Atm

cm® O,
cm-mm-Hg

=4,1-10-5 [ ] der Bunsensche Léslichkeitskoeffizient fiir 20° C ist.
GroBen D und K unterschieden. Auflerdem wird die fiir die Berechnung
von Austauschvorgingen zwischen verschiedenen Medien ungiinstigere
Konstante D verwendet. In unserer Arbeit, die unter anderm auch Aus-
tauschvorginge zwischen mehreren Medien beriicksichtigt, wollen wir



Zur Theorie der Sauerstoffdiffusion im Erythrocyten 321

zur Vermeidung von MiBverstindnissen die Konstante K und D wie
folgt benennen:

Dy, = O,-Diffusionskoeffizient (,,Physikalischer Diffusionskoeffizient®),
Ko, = O,-Leitfahigkeit (,,Kroghscher Diffusionskoeffizient).

Wir wihlten fir K die Bezeichnung O,-Leitfihigkeit, um die Analogie
zur Warmeleitfahigkeit auszudriicken.
Do, und K, lassen sich bei bekannter 0,-Loslichkeit durch die Be-
ziehung
Ko,
1)02 — ——ocoz
ineinander iiberfithren. In Tab.1 sind einige Werte fiir Dy und K,
wiedergegeben.

1I. Die Differentialgleichungen bei der Sauerstofidiffusion
mit gekoppelter chemischer Reaktion

Da die Diffusionsprozesse im Erythrocyten mit einer chemischen
Reaktion gekoppelt sind, ndmlich der Oxygenierung bzw. Desoxy-
genierung des Himoglobins, muf} in diesem Fall die partielle Diffential-
gleichung (1) eine Anderung erfahren. Es wurden folgende Verfahren zur
mathematischen Behandlung der Diffusion unter Beriicksichtigung der
chemischen Reaktion angegeben: )

a) RouveHTON (1932) leitete eine partielle Differentialgleichung ab, in
der auBer dem Diffusionsterm ein weiteres additives Glied auftritt, das
die Geschwindigkeitskonstante der Reaktion enthélt:

u k' 02u
o Ty =D5z- 6)

Hierin bedeuten: % die O,-Konzentration; y die Konzentration des reduzierten
Himoglobins, ausgedriickt in O,-Bindungskapazitiat; « den Weg; ¢ die Zeit; D den
0,-Diffusionskoeffizienten; % die Geschwindigkeitskonstante der Hinreaktion;
o den O,-Loslichkeitskoeffizienten. )

In der Folge wurden von einer Reihe von Autoren (CrRANK 1948,
Nicorsox u. RouguToN 1951; RoucHTON 1952; DANCKWERTS 1952;
O’SuLrivax 1955; Kuve, KREUZER u. RovcHTON 1956) dhnliche oder
modifizierte Beziehungen angegeben. Der Ansatz von RoveETON ge-
stattet, wenn auch mit erheblichem Aufwand, die Berechnung von
numerischen Werten fiir spezielle Fragen ohne zusitzliche Annahmen.

b) Eine weitere Moglichkeit zur mathematischen Behandlung der
O,-Diffusion im Erythrocyten ist durch einen Ansatz von A. V. Hmw
(1928) gegeben. Hs handelt sich um die sogenannte Methode der vor-
riickenden Front, ein Naherungsverfahren, das nur angewendet werden
darf, wenn die O,-Dissoziationskurve so liegt, daBl bereits bei kleinen O,-
Partialdrucken eine vollstindige Sattigung besteht. Das Verfahren wird
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um so genauer, je hoher die jeweiligen duBeren O,-Partialdrucke und die
vorliegenden Hamoglobinkonzentrationen sind.
Fiir den Fall der eindimensionalen Diffusion gilt:

Cap dz du
1734: “‘_100 W :D (%)m=5 (6)

Hierin bedeuten: z den Weg, den die Sauerstofffront bis zur Zeit ¢ zuriickgelegt
hat, ¢z, die Hamoglobinkonzentration.

Dieses Verfahren wurde spédter von Turws (1950), LoNGMUIR u.
RouerTOoN (1952) sowie Krue, KrEUzER u. RoveHTON (1956) ver-
wendet,.

c) SchlieBlich wurde von TrEws (1956, 1957a) eine Differential-
gleichung angegeben, die die Diffusionsvorginge unter Beriicksichtigung
der chemischen Bindung des Sauerstoffes an das Himoglobin unter der
Vorausssetzung beschreibt, dal die Reaktionszeiten klein sind gegeniiber
den Diffusionszeiten :

d Crrp (u) 0%u

<“+134100 100) D5 - (7)
Hierin bedeutet s (u) den funktionalen Zusammenhang, der durch die O,-
Dissoziationskurve zwischen Konzentration und Hb-Sattigung gegeben
ist. Bei dieser direkten Einfithrung des Kurvenverlaufs der Dissoziations-

kurve in die Differentialgleichung wird das Verhéltnis der Gleichgewichts-
konstanten der Reaktion O, + Hb = O,Hb in Rechnung gestellt.

Wird die O,-Bindungskurve durch eine Gerade angendhert, so geht
Gl. (7) iiber in

ou , 0%y . , D
—E—:DW mit D' = 1+1340Hb‘ N }_ (8)
100 100 o

N stellt hierin den Tangens des Neigungswinkels der Ersatzgeraden dar (Abb.4).

Das angegebene Verfahren wurde bei der mathematischen Behand-
lung der Sauerstoffdiffusion in der Lunge (TrEws 1957b) und im Herzen
(Oprrz u. THEWS 1952) angewandt.

Zu dem Ergebnis Gl. (8) gelangt man auch durch eine mehr anschau-
liche Betrachtung. Wenn die Reaktionszeiten der Reaktion O, - Hb =
0,Hb klein sind gegeniiber den Diffusionszeiten, kann man die Sauer-
stoffaufnabhme durch das Hémoglobin als zusitzliche ,,Loslichkeit™ auf-
fassen. Die scheinbare Gesamiloslichkeit o' setzt sich dann additiv zu-

sammen aus der echten physikalischen Loslichkeit o und der zusétzlichen

ch N

,,Loglichkeit tiber das Hémoglobin 1,34 —= 100 100" wobei N wiederum
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die Neigung der Dissoziationskurve in dem betreffenden Bereich ist:

Cgy N

o = -{—1,34@'—"‘100 .

Dann lautet die partielle Differentialgleichung der Diffusion

%:%Au oder %—?:{;Ap. (9)
Man erkennt die Ubereinstimmung mit GL (8). Gleichzeitig zeigt sich
der Vorteil, der sich bei der Rechnung mit der O,-Leitfahigkeit K ergibt.
Diese GrioBe bleibt fir jeden Bereich der Dissoziationskurve konstant,
wihrend der Diffusionskoeffizient D’ mit der unterschiedlichen ,,Loslich-
keit seine Grofie dndert.

II1L. Die mathematische Behandlung der Saunerstoffdiffusion
im Erythrocyten

1. Eindimensionale Diffusion im Erythrocyten

In einer Reihe von Fillen, sowohl bei Modellversuchen als auch bei
Diffusionsprozessen im Organismus, 146t sich die mathematische Be-
handlung der Diffusion dadurch vereinfachen, da man annimmt, daB
die Diffusion vorzugsweise in einer Dimension erfolgt. In erster Néherung
kann man auch die O,-Diffusion im Erythrocyten als eindimensional
auffassen.

Sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Methode der vor-
riickenden Front gegeben, dann gilt nach Integration der Gl. (6) fiir den
eindimensionalen Fall die Beziehung

Cap .8 2
134760 (“ 100) (10)
8 K (ps— ps) ’

Hierin bedeuten: ¢ die Zeit; o die Erythrocytendicke; ¢z die Hamoglobin-
konzentration in Gramm-Prozent; p 4 den konstanten duBeren Partialdruck; ps den
Sattigungsdruck (den niedrigsten O,-Partialdruck, bei dem nach MaBgabe der
Dissoziationskurve die Hb-Sattigung praktisch 100%/, betriigt); K die O,-Leitfihig-
keit; s die Hb-Sittigung in Prozent, die spektralphotometrisch direkt gemessen
werden kann.

=

Auch die Differentialgleichung von TuEws 148t sich unter der An-
nahme, daB sich die Dissoziationskurve in dem betreffenden Bereich
durch eine Gerade ersetzen 146t, in geschlossener Form integrieren, wenn
die folgenden speziellen Nebenbedingungen gegeben sind:

p(0,t) = p (a,t) = py (Konstanter duBerer
O,-Partialdruck) (11)

p (7, 0) = pyp (Konstanter Anfangspartialdruck). (11)
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Dag Frgebnis lautet dann:

p—ps 4 2 1 . @t Yne | Got DK
R 3 cgin ———— e at o (12)
Po— Pa 7T ”=u2n+1 a
: r . Cay . N .

mit o =+ 1,34 100 100

Hierin bedeuten: p den orts- und zeitabhéngigen Partialdruck; p, den Rand-
partialdruck; p, den Anfangspartialdruck;  den Abstand von der Oberfliche; o die
Erythrocytendicke; ¢ die Zeit; K die O,-Leitfahigkeit (Kroghscher Diffusions-
koeffizient); o den Zahlenwert des Loslichkeitskoeffizienten; N die Neigung der
Ersatzgeraden; n den laufenden Index der Summe.

Fiir den mittleren Partialdruck im Erythrocyten als Funktion der
Zeit folgt hieraus die Beziehung:

D — Pa 8 oo 1 @+ 12 n% K¢ .

= & iy o (13)

2. Bindimensionale Diffusion in den Brythrocyten
mit einer Plasma- Randschicht

Die fiir den isolierten Erythrocyten experimentell gefundenen O,-
Diffusionszeiten koénnen nicht ohne weiteres bei der zeitlichen Analyse
des Gaswechsels im Organismus benutzt werden, weil die auBerhalb des
Erythrocyten liegenden Diffusionsstrecken (Plasma, Membran) den Aus-
tauschvorgang verzogern. Der Einflufl der duBeren Diffusionsstrecken
ist quantitativ nur dann zu erfassen, wenn das Verhéltnis der Diffusions-
wege (a) innerhalb und auflerhalb der Erythrocyten und das entsprechende
Verhaltnis der O,-Leitfahigkeiten (X) bekannt ist. Liegt der geometrisch
einfache Fall einer ebenen Erythrocytenschicht (Schichtdicke a,), die
beiderseits von einer halb so dicken Plasmaschicht (Schichtdicke a,)

begrenzt wird, vor, dann betragen diese Verhiltnisse etwa % =3 und
2
% = 2. (Der Index 1 mége fir die Plamaschicht, der Index 2 fiir die
2
Erythrocytenschicht gelten.) Nach I gilt auBlerdem die Grenzflichen-
bedingung:
K, - (grad py)s = K; - (grad pa)a.

Unter den genannten Voraussetzungen lafit sich die Gl (6) fiir das
Verfahren der vorriickenden Front integrieren. Man findet fiir die Oy
Diffusion in eine ebene Plasmaschicht mit anschlieBender Erythrocyten-
schicht:

Lae e
;o 13 5057 1 s s \2 (14)
= 8K (pa—p) |10 T\100) |
“Hier ist ¢ die Erythrocytenschichtdicke. Sonst gelten die unter IIT 1 angefiithrten
Bezeichnungen.
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Ist allgemeiner das Verhdltnis der O,-Leitfdhigkeiten % = ¢, 8o gilt
die Beziehung ?

Cmy
. 1,34450 % E s \2 (13)
T 8K, (pa—p;) |ay0100 100

(@, = Plasmaschichtdicke, a, = Erythrocytenschichtdicke).

Das Niaherungsverfahren von TrEws 146t sich fiir die oben formu-
lierten Nebenbedingungen ebenfalls erweitern. Es ergibt sich fir die O,-

7,0
44 \
26—N
SEL
ER g¢
0,2 ™~
. 1 | | 1 ! 1
gd5 47 415 42 425 435 435
o't
a2

Abb.1. Diagramm zur Berechnung des zeitlichen Verlaufs der O.-Diffusion in eine Erythrocyten-
schicht mit Plasmarand nach dem N&herungsverfahren von THEWS.
t . Pm~—Pa
-3 Ordinate —————+
@ POo— D4
Es bedeuten: p, mittlerer Druck im Innern des Erythrocyten’ 9, duberer Partialdruck,

Abszisse

Ppo Anfangsdruck im Erythrocyteninnern, e Erythrocytendicke, D" = ra scheinbarer Diffusions-
koeffizient.
Der Berechnung derXurve wurde zugrunde gelegt, daB sich die O,-Leitféhigkeit des Erythrocyten
K
(K;) zu der des Plasmas (K;) verhilt wie Tl = 2 und daB sich die Erythrocytendicke (#,) und die
2
Dicke der Plasmarandschicht (a,) verhalten wie Z‘ =5
2

Diffusion in eine ebene Erythrocytenschicht, die beiderseits von Plasma-
schichten halber Erythrocytendicke begrenzt wird:

Pm — Pa 8 ps 1 ©2n -+ -z e__ @n+12n2Kt

o, (16)

Po—pa A @n+ 12 %% 6

7 =0

Es gelten wiederum die Bezeichnungen des Abschnittes I111.

Der durch diese Gleichung gegebene funktionale Zusammenhang

Pn— P4 ynd L z ist in Abb.1 graphisch dargestellt.

2 /
Po — Pa dg - &

zwischen

Damit gestaltet sich die Berechnung der Diffusionszeiten sehr einfach,
vorausgesetzt, daB die Anwendung des Verfahrens tiberhaupt erlaubt ist,
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d.h. daB die Dissoziationskurve in dem betrachteten Bereich durch eine
(Gerade ersetzt werden kann. Es gilt dann:

Crp N .
o =+ 1,34 950 " 100 (17)
t=z 0% =z a3 T ,

wobei 2z aus Abb.1 zu entnehmen ist.

3. Dreidimensionale Diffusion im Erythrocyten

Bei den bisherigen Anndherungen zur Berechnung der O,-Diffusions-
zeiten wurde angenommen, dafl die Diffusion nur in Richtung der Ery-
throcytenachse erfolgt. In Wirklichkeit werden auch in den anderen
Richtungen — besonders zu Beginn des Ausgleichsvorganges — be-
trichtliche O,-Mengen aufgenommen oder abgegeben, so dafi die tat-
séchlichen Diffusionszeiten kiirzer werden.

Um das rdumliche Diffusionsproblem moglichst einfach mathema-
tisch erfassen zu konnen, ersetzen wir den Erythrocyten durch einen
Quader mit quadratischer Grundfliche, dessen Volumen und dessen
Dicke mit denen des Erythrocyten iibereinstimmst.

Erythroeyt * l Ersatzquader
Mittleres Volumen . . . . . . . . . . .. 85 ud 85 u®
Mittlere Dicke . . . . . . . . ... ... 1,8u c= 18u
Quaderbreite . . . . . .. . . .. ... ‘a=b= 69u
Mittlere Oberfliche . . . . . . . . . . .. 140, u? 145 p?

* (s. DamasHER 1948; PoNDER 1956; ToMPKINs 1954; VERVEEN 1951;
Warsy 1939; WINTROBE 1952).

Da der Quader mit dem Erythrocyten fast oberflichengleich ist und
da die Diffusionsmengen wesentlich von der Oberfliche abhingen, ist zu
erwarten, daf3 die Diffusionszeiten des Quaders gut mit denen des
Erythrocyten tibereinstimmen. Zur Losung des Problems fithren wir
kartesische Koordinaten ein und orientieren den Quader so, daB seine
Achse parallel zur z-Achse liegt und daB seine Begrenzungsflichen durch
die Ebenen:

z=0; =0
y=0;  y=b
2 =0; 2 =c

gegeben sind.

Die Differentialgleichung der Diffusion in kartesischen Koordinaten
lautet:

ot o

op K (o o%p 0%p
ox? oy? 022 )"
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Als Randbedingungen wihlen wir:

P (0: Y, %, t) =P (a” Y, 2, t)
p (20,2, t) = p(x,b, 2, 1) =1,
p(z.y, 0,t) = p(2, 9, ¢ 1)

und als Anfangsbedingung:
P (x: Y, 2, 0) = Po im Gebiet

Fir f, (2, 1), fo (y,t) und f, (z,%) ergibt sich mit diesem Ansatz jeweils
die Differentialgleichung (7). Die Rand- und Anfangsbedingungen fiir
jede dieser Funktionen sind :

fa(oat) :fu(a’7t) =0 ; fb (O:t) :fb(b:t) =0 ; fc(()’t) :fc(c’t) =0
fal,0) =1, 0<z <a;fy(y,0) =1, 0<y <b;fe(20) =1, 0<e<c
Die Losung fiir f, («,1) ist identisch mit der eindimensionalen Lésung
Gl (12). f (y,t) und f, (2,t) lassen sich hieraus ableiten, indem in

Gl (12) @ durch b bzw. ¢ und « durch y bzw. 2 ersetzt werden. Der mittlere
O,-Druck im Erythrocyten wird analog zu Gl. (13)

Pazps 8 51 —earvae il
Po—ps @ T (2n+t 1)
fma
Sy L e
mr S @t ip©
fmb
LS N
72 e 0 (2n+ 1)2
fme (18)

In Abb.2 sind die drei Faktoren fu,, fms, Und fu, sowie ihr Produkt in
Abhéngigkeit von —fz—_.% aufgetragen. (f,,, gibt die Lésung des Diffusions-

problems an, wenn nur die eindimensionale Diffusion der Erythrocyten
in Richtung der Achse beriicksichtigt wird.)
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IV. Ergebnisse

Die im Abschnitt IIT behandelten Fille der O,-Diffusion lassen sich
im Experiment verwirklichen.

Eine eindimensionale Diffusion liegt praktisch dann vor, wenn O, in
eine Erythrocytenschicht hineindiffundiert. Von THEWS (1959) wurde
eine MeBvorrichtung entwickelt, die es gestattet, defibriniertes Blut zu so

N

<9f
b N\

70

\fﬂ?\éiﬂﬂc

Nl

tmalmé ‘fmp\h\
| | —
q05 47 G 42 4z 43 435 44
0%
a2

Abb. 2. Zeitlicher Verlauf der dreidimensionalen O,-Diffusion in einem Quader, der das Volumen und
die Dicke eines Erythrocyten besitzt.

Bei der Berechnung wurden zugrunde gelegt: Erythrocytendicke: 1,8 g, Erythroeytenvolumen: 85 u®,

Es bedeuten: p,, mittlerer Druck im Inmern des Erythrceyten, p, &duBerer Partialdruck, pg

Anfangsdruck im ZErythrocyten, f,, eindimensionale Diffusion in Richtung der Quaderachse,

Fmp = Ime €indimensionale Diffusion senkrecht zur Achse, f, = fua * Fmp = fme dreidimensionale

K
Diffusion in den Quader, D’ = ra scheinbarer Diffusionskoeffizient, ¢ mittlere Erythrocytendicke,
t Zeit

diinnen Lamellen auszuziehen, daf eine einlagige Schicht von Erythro-
cyten entsteht, die beiderseits von Plasma bedeckt ist. Nach mikrosko-
pischen Schichtdickenmessungen hat die Plasmaschicht jeweils etwa die
halbe Dicke der Erythrocyten.

Durch einen Gasstrom, der an beiden Seiten der Erythrocytenschicht
vorbeistréomt, wird die Schicht mit einem bestimmten O,-Druck dquili-
briert. Die bei einer O,-Druckinderung, die in weniger als 1/, sec vor-
genommen werden kann, auftretenden Anderungen der O,-Séttigung
lassen sich photometrisch verfolgen.

Speziell wurden Aufsittigungsversuche vom O,-Druck O auf Drucke
von 8 mm Hg und 150 mm Hg durchgefithrt. Der gemessene zeitliche
Verlauf der Aufséttigung auf 8 mm Hg bzw. auf 150 mm Hg ist in Abb.3
wiedergegeben (Punkte: 8 mm Hg, Kreise: 150 mm Hg).

Zum Vergleich der gemessenén mit den berechneten Kurven ist die
Kenntnis der O,-Bindungskurve erforderlich. Da die Messungen ohne
C0,-Zusatz durchgefithrt wurden und daher die Standard-Dissoziations-
kurven nicht verwendet werden konnten, wurden die Bindungskurven
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unter den vorliegenden Versuchsbedingungen bei 20° C aufgenommen

(Abb.4).
Da bereits bei 10 mm Hg fast vollsténdige Sattigung vorliegt, 146t

sich nach Gl. (10) und (14) fir O,-Aufsdttigungen auf 150 mm Hg

T
/—'
G8\—p-pa="150 ImmMHg] P —
L~

§§”f e
3 / P4=¢ [mmHg]
[ Ao
N4
o~ v

42 /'/

42 o4 06 0,8 10 Zeit [ sec]

Abb. 8. Berechneter (ausgezogene Kurven) und gemessener (Punkté und Kreise) zeitlicher Verlauf der
0.-Aufnahme einer Brythrocytenschicht mit Plasmarand. Abszisse: Zeit in Sekunden. Ordinate:
O,-84ttigung in Prozent. Punkte: Aufsittigung von 0 auf 150 mm Hg. Kreise: Aufedittigung von
0 auf 8 mm Hg.
Bei der Berechnung wurde zugrunde gelegt: O,-Leitfihigkeit der Erythrocyten

. cm?® O, o rE _ .10-10 om?® O,
K, =38,3 107 [M] , Oy-Leitfdahigkeit des Plasmas K; = 6,5 -10 prrE—

Erythrocytendicke @, = 1,8 - 10~4[cm], Plasmarand ¢, = 0,9 - 10~* [em], Steigung der

. 100 1
0,-Dissoziationskurve N = T[E—H—g—]
__700 y=
gmmHg ZsmmHg
00 - -
wm=r9 | s
° I
. ALt =it
/ [ °C
= /
<
3,60 / 7
] A
3 /
32 /
/o V/
/ /
20 /.','
/4
/4
| | l

[ ! |
2 ¥ ¢ 8 W 2 M ¥ B Lpgmmig

Abb. 4, 0,-Dissoziationskurve des verwendeten Blutes, spektralphotometrisch aufgenommen bei
20° C und pm = 7.4 bzw. pm = 7,9. Abszisse: O,-Partialdruck in Millimeter Hg, Ordinate:

Hb-Séttigung in Prozent, N Neigung der Ersatzgeraden (siehe Text)

gut die Methode der ,,vorriickenden Front* anwenden. Bei Auf-
sattigungen auf 8 mm Hg O,-Druck 146t sich dagegen die Bindungskurve

durch eine Gerade annihern, was die Anwendung der Formel (17) erlaubt.
Piltigers Arch. ges. Physiol., Bd. 268 23
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Setzen wir in Formel (14), die die Aufsittigung nach der Methode der
,,vorriickenden Front™ beschreibt:
cgpy = 33 g_'o/ 0
a =18y
K =3,3-10-10

cm? 0,
cm - sec - mm Hg
ps =150 mm Hg
ps = 10mm Hg,

so erhalten wir die in Abb.3 ausgezogene mit P, = 150 mm Hg be-
zeichnete Kurve.

Wird andererseits in Formel (17), die die Thewssche Néherung mit
Plasmarandschicht beschreibt,

cmy = 33 g-%

N 10, der Bindungskurve Abb.4 7.9
=9 "mamHg (aus der Bindungskurve 4, pr =17,9)

a =18y

em?® O,
em - sec - mm Hg

K =33-10-10

gesetzt, so ergibt sich die mit p4, = 8 mm Hg bezeichnete durchgezogene

Kurve.

Ein Vergleich der gemessenen mit den berechneten Werten zeigt,
daBl sich unter den vorliegenden Versuchsbedingungen (pg =7,9;
20° C) die Aufsittigung vom anfinglichen O,-Druck O auf einen hohen

700

2\

§= 0 r

D N

P/ .

3 o~ :
20

|

405 47 4m 42  gaisecl 47
28l

Abb. 5. Berechneter (ausgezogene Kurve) und mit dem Kurzzeitspektralanalysator nach LUBBERS
u. NIESEL gemessener (Punkte) zeitlicher Verlauf der O,-Abgabe einer Erythrocytensuspension.
Abszisse: Entsdttigungszeit in Sekunden, Ordinate: O,-Sittigung in Prozent.

Bei der Berechnung wurde zugrunde gelegt: Erythrocytendicke @, = 1,8 - 107* [cm], Steigung der
. 100 1 itfihigkeit 8.8 - 1010 em?® O,

0,-Bindungskurve —-1?[ mmTE ], Q,-Leitfihigkeit 3, [—v————cm~sec -mmHg]
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0,-Druck durch die Methode der ,vorriickenden Front” und die Auf-
sittigung auf einen niederen O,-Druck durch das Néherungsverfahren
nach Traws berechnen 146t.

Eine dreidimensionale O,-Diffusion in den Erythrocyten liegt dann
vor, wenn Erythrocyten, die mit einem O, Druck p, d&quilibriert
wurden, sehr sechnell mit einer Lisung eines anderen O,-Druckes p, ge-
mischt werden. Von NiseL, THEWS u. LUBBERS wurde eine Anordnung

Tabelle 2. Berechnete Werle fiir die Halbsdtiigungs- (ty,) und Vollsittigungszeit
(t, = 95%, Entsittigung baw. Aufsittigung) bes der Oy-Diffusion im Erythrocyten

Jiir 20° C
Dreidimensionale Eindimensionale Eindimensionale
Diffusion Diffusion Diffusion
mit Plasmarand
tihalsec] | tolsecl | talsec] | tolsee] | talsec] | elsec]
Aufsattigung
po, = O - 150 mm Hg — — 10,0094 | 0,038 0,028 | 0,076
Aufsittigung
p0, = O ~ 8 mm Hg 0,13 0,95 0,22 1,3 0,35 1,3
und Entséttigung
»0, = 8 - 0 mm Hg

Der Berechnung wurden folgende Daten zugrunde gelegt:

Erythrocytendicke: a=1,8-10"* (cm);
[ em? O
Loslichkeitskoeffizient x = 0,031 [—ingﬁz] ;
cm?® Atm
I cm?® O,
O,-Leitfahigkeit K=33-10"1° | ———= -1
cem-sec-mm Hg

Hb-Konzentration cgp = 33 [g-%];

100
Steigung der Dissoziationskurve N = —9—[

mmg ] (siche Abb.4).

entwickelt, mit der diese Mischung in 7 msec vorgenommen werden
kann: Erythrocytensuspensionen, die mit einem bestimmten O,-Druck
dquilibriert sind, werden in Ringer-Lisung eines anderen, vorgegebenen
O,-Partialdruckes geschossen. Bei diesemn Mischvorgang 148t sich im
allgemeinen die fiir die Auswertung der Formel (18) erforderliche kon-
stante Randbedingung nicht erreichen; der O,-Druck dndert sich in der
Umgebung des Erythroeyten durch Aufnahme oder Abgabe von Sauer-
stoff wesentlich und verldngert dadurch die Auf- und Entsdttigungszeiten
des Erythrocyten. Im Falle der O,-Abgabe lassen sich jedoch konstante
Randbedingungen dadurch erzielen, dafl der Ringer-Losung in ausreichen-
der Konzentration Natrium-Dithionit zur O,-Bindung zugesetzt wird.
In Abb.5 sind die bei konstanten Randbedingungen gemessenen
23%
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O,-Diffusionszeiten wiedergegeben (Punkte). Zum Vergleich der ge-
Tmessenen Werte mit der aus Formel (18) berechneten Kurve setzen wir:

car = 33¢%

y =% . ! der Bindungsk b.4;
=15 mmfg (aus der Bindungskurve Abb.4; py 7,4)

a =18-10%cm

cm? O,
cm - sec - mm Hg

K =33-10-10

~ Die ausgezogene Kurve der Abb.5 stellt die hieraus berechneten
Werte dar.

Berechnete und gemessene Kurve stimmen bis auf eine Parallel-
verschiebung von etwa /4, sec gut miteinander iiberein. Wie wir zeigen
konnten, beruht die Parallelverschiebung darauf, daB zunichst der
physikalisch gel6ste Sauerstoff abdiffundieren muBl, bevor eine Ent-
sittigung des Hb stattfinden kann. Einen Vergleich der Diffusionszeiter;
fiir den dreidimensionalen Fall, den eindimensionalen Fall und die ein-
dimensionale Diffusion in eine Erythrocytenschicht mit anschlieBender
Plasmaschicht gibt Tab.2.

Zusammenfassung

Um eine Deutung von Ergebnissen, die bei O,-Diffusionsversuchen
an Erythrocytensuspensionen (NIgsEL, Turws, LUBBERS 1959) und
Blutlamellen (Tarws 1959) gewonnen wurden, zu ermdglichen, wird eine
mathematische Untersuchung der hierfur geltenden GesetzméBigkeiten
durchgefiihrt. Da es sich hierbei um Diffusionsprozesse mit gekoppelter
chemigcher Reaktion handelt, miissen die fiir diesen Fall erweiterten
partiellen Differentialgleichungen der Diffusion unter Beriicksichtigung
der speziellen Rand- und Anfangsbedingungen integriert bzw. im Néhe-
rungsverfabren geldst werden. Erfolgt die O,-Diffusion in zwei oder mehr
Medien mit unterschiedlichen Diffusionseigenschaften, so sind, wie in der
Arbeit gezeigt wird, noch zusétzliche Bedingungen fiir die Grenzflichen
zu beachten.

Da die bei Diffusionsversuchen realisierten Nebenbedingungen
denjenigen im lebenden Organismus sehr nahe kommen, lassen sich die
abgeleiteten Gleichungen auch zur Interpretation von O,-Diffusions-
prozessen in Lunge und Gewebe verwenden.

T einzelnen werden die folgenden Diffusionsvorgénge behandelt und
Liosungen fiir die entsprechenden mathematischen Ans#itze gegeben:

1. Dreidimensionale O,-Diffusion im Erythrocyten mit konstanten
Rand- und Anfangsbedingungen.
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2. Eindimensionale O,-Diffusion in eine Plasmaschicht mit anschlie-
Bender Erythrocytenschicht, ebenfalls fiir konstante Nebenbedingungen.
Ein Vergleich der gemessenen und berechneten Werte zeigt, dal} der
O,-Austausch des Erythrocyten als Diffusionsvorgang gedeutet werden
kann, wobei die Erythrocytenmembran kein merkliches Diffusions-
hindernis bildet. Als Diffusionskonstante fiir das Innere der Erythrocyten

ergibt sich
D =0,8-10-%ecm?gec! bzw. K =3,3-10-10

cm? O,
cm - sec - mmHg
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