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Die Gasaustauschvorgänge im lebenden Organismus, die den Gesetz- 
mäßigkeiten der Diffusion folgen, sind einer genaueren zeitlichen Analyse 
durch Experiment und l%echnung nur schwer zugänglich. Speziell bei der 
02-Aufnahme in der Lunge und der 02-Abgabe im Gewebe werden die 
Verhältnisse dadurch uuübersichtlich, daß die Diffusionsprozesse mit 
einer chemischen Reaktion, nämlich der Oxygenierung bzw. Desoxy- 
genierung des Hämoglobins gekoppelt sind. Dazu kommt, daß in jedem 
Fall der Diffusionsweg des Sauerstoffes durch mehrere 5~edien mit 
unterschiedlichen Diffusionseigenschaften führt. 

Um trotzdem zu einem Verständnis der Vorgänge zu gelangen, ist es 
zunächst notwendig, in Modellversuchen die Elementarprozesse des Gas- 
austausches zu untersuchen. Die auf diese Weise gefundenen Daten 
lassen sich aber nur dann sinnvoll auf die Verhältnisse im 0rganismus 
übertragen, wenn es gelingt, die Gesetzmäl3igkeiten, die diesen Prozessen 
zugrunde liegen, mathematisch zu formulieren und zu zeigen, welche 
Änderung die gefundenen Werte bei einer )/[odifizierung der äußeren 
Bedingungen erfahren müssen. 

In der vorliegenden Arbeit werden die mathematischen Beziehungen 
für die Interpretation einiger spezieller Versuche über die Os-Diffusion im 
Erythrocyten abgeleitet. Sie ermöglichen insbesondere die mathema- 
tische Behandlung und Auswertung der in einer Arbeit von T~v~ws (1959) 
heschriebenen Versuche über die Os-Aufnahme und-Abgabe dünner, 
monoerythroeytärer Blutlamellen und der Versuche von NIESEL, 
T~Ews u. L~]3]~]~~s (1959), bei denen die O2-Aufnahme und-Abgabe von 
Erythrocytensuspensionen über sehr kurze Zeiten quantitativ verfolgt 
werden konnten. Da die bei den Versuchen gewählten Randbedingungen 
den natürlichen Bedingungen beim Os-Austausch im Organismus sehr 
nahe kommen, haben diese Beziehungen auch allgemeinere Bedeutung 
für die mathematische Analyse der Diffusionsvorgänge im Organismus. 

* Herrn Prof. Dr. I-L LULLIES zum 60. Geburtstag gewidmet. 
** Ausgeführt mit Unterstützung durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft. 
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I. Grenzflächenbedingungen ~ür Diffusionsvorgänge zwischen Medien mit 
nnterschiedlichen Diffusionseigenschaften 

Die Diffusionsvorgänge werden phänomenologisch durch eine 
partielle Differentialgleichung beschrieben. 

Ou D ' d u  oder O_p _ K . t ip .  (1) 

Hierin bedeuten: u die Konzentration des diffundierenden Stoffes; p den 
Partialdruck des diffundierenden Stoffes; t die Zeit; Au den Laplace-Operator, 

32u 02u a~u 
angewandt auf u, also z.B. in karthesiseherKoordinaten A u = ~ -4- Õy~y~ q- ~ß- ; 

D den Diffusionskoeffizienten; K den sogenannten Kroghschen Diffusionskoeffi- 
zien~en; c~ den Bunsenschen Löslichkeitskoeffizienten. 

Um diese Differentialgleichung lösen zu können, müssen außer den 
Konstanten der Differentialgleichung die speziellen Rand- und Anfangs- 
bedingungen des Problems bekannt sein Spielen sich die Diffusionsvor- 
gänge nur in einem Medium ab, so genügen dabei die Angaben über 
Konzentrationen oder Gradienten am Rande des Bereiches und die 
Anfangsbedingungen. Findet dagegen der Diffusionsvorgang in zwei 
oder mehr Medien statt, was bei Austauschvorgängen im lebenden 
Organismus stets der Fall ist, so treten noch zusätzliche Grenzflächen- 
bedingungen für die Lösung der Differentialgleichung auf. Soll z.B. die 
Os-Abgabe von einem Erythroeyten an seine Umgebung berechnet 
werden, so kann für die Oberfläche des Erythroeyten keine Randbedin- 
gung angegeben werden, die über die gesamte Zeit konstant ist (,nicht- 
konstante Randbedingung"). 

Die bei den Anstauschvorgängen zwischen mehreren Medien auf- 
tretenden zusätzlichen Bedingungen für die Grenzflächen zwischen den 
beteiligten Medien lassen sich aus dem ersten Fickschen Diffusions- 
gesetz ableiten. Dieses kann vektoriell folgendermaßen formuliert werden: 

-~ = - -D  grad u oder -~= -- K g r a d p  (2) 

v bedeutet~ hier den Stromdichtevektor, d. h. die durch die Einheitsfi~che in der 
Zeiteinheit senkrecht hindurchtretende Stoffmenge. 

Die aus einem Medium (Index 1) hinausdiffundierenden Substanz- 
~nengen müssen gleich den in den zweiten Stoff (Index 2) hineindiffnn- 
dierenden sein. Daraus folgt die Grenzfiächenbedingung 

D 1 (grad ul) ~ = D s (grad u2) ~ oder K 1 (grad Pl)~ = K2 (grad Ps)., (3) 
wobei (grad u). die 5~[ormalkomponente des Gradienten in bezug auf die Grenz- 
Bäche ist. 

Außerdem müssen die Partialdrucke an der Berährungsfläche gleich 

groß sein - - ~ - - u ~  u2 oder Pl ---- Ps- (4) 
~i ~2 

Aus den Grenzbedingungen ist zu ersehen, daß die PartiaIdrucke an der 
Grenzfläche stetig ineinander übergehen, während die Konzentrationen 
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an dieser Stelle einen Sprung aufweisen. Es  ist  daher  günstiger,  b e i  der  

Berechnung  von  Aus tausehvorgängen  zwischen mehreren  Medien s t a t t  

der Konzent ra¢ ion  u den Par t i a ld ruck  p als unabhängige  Variable  
einzuführen.  

Die part iel le  Different ia lgleichung der Diffusion s t immt  formal  voll- 

k o m m e n  überein m i t  der jenigen für die Wärmele i tung .  I n  beiden Fä l len  

hande l t  es sich u m  einen s ta t is t ischen Ausgleiehsvorgang.  Dabei  ent-  
sprechen sich folgende Größen:  

Wärmeaustauseh Diffusion 

Temperatur 
Wärmemenge 
Spezifische Wärme 
Temperaturleit fähigkeit 
Wärmeleitfähigkeit 

Druck 
Stoffmenge 
Löslichkeit 

• Diffusionskoeffizient D 
Kroghscher Diffusionskoeffizien~ K 

In  der Wärme techn ik  wird klar zwischen W~Lrmeleitfähigkeit und  

Tempera tu r l e i t f i h igke i t  unterschieden.  Die für die prakt ische Berech- 

nung  geeignetere Größe ist  die W~rmelei t fghigkei t .  N m  - diese ist  in 

Tabel len  erfaßt.  Bei  der Berechnung von  Diffusionsvorgängen wird. of V 

nicht  deut l ich zwischen den beiden vone inander  völlig verschiedenen 

Wasser 

Muskel 
Eiweißlösung 

(7°/0) 

Eiweißlösung 
(3o%) 

Erythrocyt 

Tabelle 1. Werte für den 02-Diffuflionskoeffizienten und die O~-Leitfähigkeit 
(Kroghscher Diffusionskoeffizient) in verschiedenen Medien bei 20°C 

O~ - D i f f u s i o n s -  O ~ - L e i t f ä h i g k e i t  K *  
k o e f f i z i e n t  D *  i 

L i t e r a t u r  

1,8 • 10 -5 3,4 • 10 -5 7,4" 10 -i° Mittelwert (siehe 
Ka~EVZEl~ 1957) 

0,75 • 10 -5 1,4 • 10 -» 3,1 • 10 -1° I ~ o o ~  (1918/19) 

1,6 • 10 -» 3,0 • 10 -5 6,5 • 10 -1° KR~Vz~I~ (1953), 
TtlnWS (1957) 

0,75" 10 -5 1,4" 10 -5 3,1 • 10 -1° 
0,8 • 10 -õ 1,5" 10 -5 3,3" 10 -1° diese Arbeit 

[ cm~_O0 ~1 
• Die Umreehnungsbeziehung lautet: K = D • c, wobei ~ ~ 0,031 cm s Atm.] 

[ cmSO~ 1 
= 4,1.10 -~ [cm.mm.Hg] der Bunsensehe Löslichkeitskoeffizient für 20°C ist. 

Größen D und  K unterschieden.  Auße rdem wird die für die Berechnung  
von  Aus tauschvorgängen  zwischen verschiedenen Medien ungünst igero  
K o n s t a n t e  D verwendet .  I n  unserer  Arbeit ,  die un te r  anderm auch Aus- 
t auschvorgänge  zwischen mehreren  Medien berücksicht igt ,  wollen wir  
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zur Vermeidung von Mißverständnissen die Konstante  K und D wie 
folgt benennen : 

Do~ ---- 02-Diffusionskoeffizient (ùPhysikalischer Diffusionskoeffizient"), 
Ko. " z O~-Leitfähigkeit ( ,Kroghscher Diffusionskoeffizient"). 

Wir wählten für K die Bezeichnung O~-Leitfähigkeit, um die Analogie 
zur Wärmeleitfi~higkeit auszudrücken. 

Do~ und Ko~ lassen sich bei bekannter O~-Löslichkeit durch die Be- 
ziehung 

Ko~ 
D°~ --  ~o2 

ineinander überführen. In  Tab. 1 sind einige Werte für Do2 und Ko~ 
wiedergegeben. 

II. Die Differentialgleichungen bei der Sauerstoffdiffusion 
mit gckoppclter chemischer Reaktion 

Da die Diffusionsprozesse im Erythrocyten mit  einer chemischen 
Reaktion gekoppelt s ind,  n~mlich der Oxygenierung bzw. Desoxy- 
genierung des ttämoglobins, muß in diesem Fall die partielle Diffential- 
gleichung (1) eine Änderung erfahren. Es wurden folgende Verfahren zur 
mathematischen Behandlung der Diffusion unter Berücksichtigung der 
chemischen Reaktion angegeben: 

a) I~OVGETO~ (1932) leitete eine partie]le Differcntialgleichung ab, in 
der außer dem Diffusionsterm ein weiteres addltives Glied auftritt ,  das 
die Geschwindigkeitskonstante der Reaktion enthält:  

au 5' ~~u 
at ~ - ~ - u y ~ D  ~x ~ .  (5) 

Hierin bedeuten: u die O~-Konzentr~tion; y die Konzentration des reduzierten 
H~moglobins, ausgedrückt in O~-Bindungskapazit~t; x den Weg; t die Zeit; D den 
O~-Diffusionskoeffizienten; /c' die Gesehwindigkeitskonst~nte der Hinreaktion; 

den O~-Löslichkeitskoeffizienten. 

In  der Folge wurden von einer l~eihe von Autoren (C~A~K 1948, 
NICOLSON u. l~OtrG~TO~ 1951; ROUG~[TO~ 1952; DANCKW]~~~S 1952; 
O'SVLLIVA~ 1955; KLV¢, K~~~z~~ u. I~O~~G~TO~ 1956) ~hnliche oder 
modifizierte Beziehungen angegeben. Der Ansatz von ROV~~To~ ge- 
stat tet ,  wenn auch mit  erheblichem Aufwand, die Berechnung von 
numerischen Werten für spezielle Fragen ohne zusi~tzliche Annahmen. 

b) Eine weitere Möglichkeit zur mathematischen Behandlung der 
O~-Diffusion im Erythroeyten ist durch einen Ansatz von A. V. I t ~ ~  
(1928) gegeben. Es handelt sich um die sogenannte Methode der vor- 
rückenden Front, ein N~herungsverfahren, das nur angewendet werden 
darf, wenn die O~-Dissoziationskurve so liegt, daß bereits bei kleinen 08- 
Partialdrucken eine vollständige Sättigung besteht. Das Verfahren wird 
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um so genauer, je höher die jeweiligen ~ußeren Os-Partialdrucke und die 
vorliegenden t{~moglobinkonzentrationen sind. 

Für  den Fall der eindimensionMen Diffusion gilt: 

100 dt - -  D d-Z ~ = ~" (6) 

Hierin bedeuten: 5 den Weg, den die Sauerstofffront bis zur Zeit t zurückgelegt 
hat, e~b die Itämoglobinkonzentration. 

Dieses Verfahren wurde später von T~~ws (1950), Lo~GMtrIa u. 
RovG~~ox (1952) sowie KLv¢, K ~ ~ v z s ~  u. RovG~To~ (1956) ver- 
wendet. 

e) Schließlich wurde von TH]~ws (1956, 1957a) eine Differential- 
gleichung angegeben, die die Diffusionsvorg~nge unter  Berücksichtigung 
der chemischen Bindung des Sauerstoffes an das Hümoglobin unter der 
Vorausssetzung beschreibt, daß die Reaktionszeiten klein sind gegenüber 
den Diffusionszeiten: 

, (  ..0 ~~) ,'- u + 1,34 • : D (7) 100 Sx 2 " 

Hierin bedeute~ s (u) den funktionalen Zusammenhang,  der durch die Os- 
Dissoziationskurve zwischen Konzentrat ion und Hb-S~tt igung gegeben 
ist. Bei dieser direkten Einführung des Kurvenverlaufs  der Dissoziations- 
kurve in die Differentialgleichung wird das Verhültnis der Gleichgewichts- 
konstanten der Reak t ion  0 s + Hb  ---- O~Hb in Rechnung gestellt. 

Wird die Os-Bindungskurve durch eine Gerade angen~hert, so geht 
G1. (7) über in 

8u - '  82u D '  D 
St -- D ~ mit = • c~b iv  i (8)  

1 -~- 1,34 1-ÖÖ" 100 "~ -  

N stellt hierin den Tangens des Neigungswinkels der Ersatzgeraden d~r (Abb. 4). 

Das angegebene Verfahren wurde bei der mathematischen Behand- 
lung der Sauerstoffdiffusion in der Lunge (T~Ews 1957 b) und im Herzen 
(OPITZ u. Tizsws 1952) angewandt. 

Zu dem Ergebnis G1. (8) gelangt man auch durch eine mehr anschau- 
liche Betrachtung. Wenn die Reaktionszeiten der Reaktion Os -~ Hb = 
OstIb klein sind gegenüber den Diffusionszeiten, kann man die Sauer- 
stoffaufnahme durch das Hamoglobin als zusätzliche ,Löslichkeit"  auf- 
fassen. Die scheinbare Gesamtlöslichkeit  ~' setzt sich dann additiv zu- 
sammen aus der echten physikalischen Löslichkeit ~ und der zusi~tzlichen 

en» N , wobei N wiederum ù L ö s l i c h k e i t "  über das Hi~moglobin 1,34 100 100 
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die Neigung der Dissoziationskurve in dem betreffenden Bereich ist: 

~ ' - - - - g q - 1 , 3 4  ca». N 
100 100 " 

D a n n t a u t e t  die laartielle Differentialgleichung der Diffusion 

3u K 3p K 
A u oder zJ p . (9) 

0 t  - -  Œ' 3 t  - -  ~' 

Man erkennt die Übereinstimmung mit  G1. (8). Gleichzeitig zeigt sich 
der Vorteil, der sich bei der Rechnung mit  der O~-Leitfähigkeit K ergibt. 
Diese Größe bleibt für jeden Bereich der Dissoziationskurve konstant,  
während der Diffusionskoeffizient D '  mit  der unterschiedlichen ,Löslich- 
ke i t"  seine Größe ändert. 

I I I .  Die mathematische Behandlung der Sauerstoffdiffusion 
im Erythroeyten 

1. E ind imens ionale  Di / [us ion  i m  Ery throcy ten  

In  einer l~eihe von Fällen, sowohl bei Modellversuchen als auch bei 
Diffusionslorozessen im Organismus, läßt sich die mathematische Be- 
handlung der Diffusion dadurch vereinfachen, daß man annimmt,  daß 
.die Diffusion vorzugsweise in einer Dimension erfolgt. In  erster Näherung 
kann  man auch die 02-Diffusion im Erythrocyten als eindimensional 
auffassen. 

sind die Voraussetzungen für die Anwendung der Methode der vor- 
rückenden Front  gegeben, dann gilt nach Integrat ion der G1. (6) für den 
eindimensionalen Fall die Beziehung 

°= ( ° ~ 0 7  <~0/ 1,34 ~Ö Ö 
t--~ 

8 K (PA -- P~) 

Hierin bedeuten: t die Zeit; a die Erythrocytendicke; ctt b die Hämoglobin- 
konzentration in Gramm-Prozent;pA denkonstanten~ußerenPartialdruck;ps den 
Sättigungsdruck (den niedrigsten O~-Partialdruck, bei dem nach Maßgabe der 
Dissoziationskurve die Hb-Sättigung praktisch 1000/0 beträgt) ; K die O~-Leitfähig- 
keit; s die Hb-S/~ttigung in Prozent, die spektralphotometrisch direkt gemessen 
werden kann. 

Auch die Differentialgleichung von TE~ws läßt  sich unter der An- 
nahme, daß sich die Dissoziationskurve in dem betreffenden Bereich 
durch eine Gerade ersetzen läßt,  in geschlossener Form integrieren, wenn 
die folgenden speziellen Nebenbedingungen gegeben sind: 

p (o, t) ~ p (a, t) ~ PA (Konstanter äußerer 
Oa-Partialdruck) (11) 

p (x, o) ~ Po (Konstanter Anfangspartialdruck). (11) 
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Das  Ergebn i s  l a u t e t  d a n n :  
(2n + 1) ~~2Kt oo 1 (2~ + 1) ~x a~ 

P --  Pa 4 ~ 2n + ~ "  sin a • e "~' (12) 
T o  - -  P ~  ~ n = u 

m i t  Œ' = ~ + 1;34 ¢nb N 
100 100 

Hierin bedeuten: p den orts- und zeitabh~ngigen Partialdruek; PA den Rand- 
partialdruek; PO den Anfangspartialdruck; x den Abstand von der Oberfläche; a die 
Ery~hrocBendieke; t die Zeit; K die 02-Leitfähigkeit (Kroghscher Diffusions. 
koeffizient); ~ den Zahlenwer~ des Löslichkeitskoeffizienten; /V die Neigung der 
Ersatzgeraden; n den ]aufenden Index der Summe. 

F ü r  den  mi t t l e r en  P a r t i a l d r u c k  im E r y t h r o e y t e n  als F u n k t i o n  der  
Zei t  folgt  h ieraus  die  Bez iehung:  

P~ - -  PA 8 ~-,c~ 1 . __ (2n +a ~ "1) ~Œ,~~ Kt . 
(13} 

PO -- Pa - -  ~2 n~__0= (2n + ])2 e 

2. E i n d i m e n s i o n a l e  D i / / u s i o n  i n  d e n  E r y t h r o e y t e n  

m i t  e i n e r  P l a s m a - R a n d s c h i e h t  

Die für  den  i so l ie r ten  E r y t h r o c y t e n  exper imen te l l  gefundenen  0 s- 
Diffusionszei ten können  n ich t  ohne weiteres  bei  der  zei t l ichen A n a l y s e  
des Gaswechsels  im 0 r g a n i s m u s  b e n u t z t  werden,  weil  d ie  auße rha lb  des  
E r y t h r o c y t e n  l iegenden I ) i f fus ionss t recken (Plasma,  Membran)  den Aus-  
t au schvo rgang  verzögern.  Der  Einf luß  der  i~ußeren Dif fus ionss t recken 
i s t  q u a n t i t a t i v  nu r  d a n n  zu erfassen,  wenn das  Verhä l tn i s  der  Diffusions- 
wege (a) i nne rha lb  und  auße rha lb  de r  E r y t h r o c y t e n  und  das  en t sp rechende  
Verhä l tn i s  der  Os-Lei t f~higkei ten (K) b e k a n n t  ist .  L ieg t  der  geometr i sch  
e infache Fall" e iner  ebenen Ery th rocy tensch ich$  (Sehich td icke  as), d ie  
be iderse i t s  von  e iner  ha lb  so d icken  P la smasch ich t  (Schichtdicke  dl) 

begrenz t  wird,  vor,  d a n n  be t r agen  diese Verhäl tn isse  e twa  al 1 a2 - -  2 u n d  
K1 
K2 - -  2. (Der I n d e x  1 möge für  die  P lamasch ich t ,  der  I n d e x  2 für  d ie  

E r y t h r o c y t e n s c h i c h t  gel~en.) Nach  I g i l t  a u ß e r d e m  die  Grenzfl/tchen- 
bed ingung  : 

K 1 • (grad Pl)n  = K s "  (grad Ps)n.  

U n t e r  den  genann ten  Vorausse tzungen  l&ßt sich die G1. (6) für  das  
Verfahren  der  vo r rückenden  F r o n t  in tegr ieren.  Man f indet  für  die Os- 
Diffusion in  eine ebene P l a smasch ich t  m i t  anschl ießender  E r y t h r o c y t e n -  
schicht :  

c~b . a2 

t ~ 8 K  ( T ~ _ p s  ) • TÖÖ @ 1 Ö Ö  " 

I-Iier ist a die Erythroeytensehichtdicke. Sonst gelten die unter I I I  1 angeführten 
Bezeichnungen. 
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K 1 
I s t  allgemeiner das Verhältnis der 0~-Leitfähigkeiten ~ ~-- a, so gilt 

die Beziehung 
C/Th 

(a 1 ~ Plasmaschiehtdicke, a e - -  Erythrocytensehichtdieke). 

Das Näherungsverfahren von T~~ws läßt  sich für die oben formu- 
lierten Nebenbedingungen ebenfalls erweitern. Es ergibt sich für die 02- 

7,g 

O,2 

\ 

[ I 
g, g5 

T I 
~ 7 g,75 o,2 o,,25 o,3 O,35 

O ' t  
([2 

Abb.1.  Diagramm zur Berechnung des zeitlichen Verlaufs der O~-Diffusion in eine ErFthrocyten-  
schicht mi t  P lasmarand nach dem Näherungsverfahren von TItEWS. 

D ~ t  ~om - -  P A  
Abszisse ä ~ ;  Ordinate ~ o - -  ~A 

Es bedeuten: P,n nfittlerer Druck im Innern des E ry th roey ten  ~~ äußerer  Par t ia ldruck,  
K 

~o Anfangsdruck im Erythrocyteninnern,  a Erythroeytendicke,  D'  = ~ 7  seheinbarer Diffusions- 
koeffizient. 

Der Berechnung de rKurve  Wurde zugrunde gelegt, daß sich dieO~-Leitfähigkeit desErythrocyten  
K~ 

(K~) zu der des Plasmas (K~)verhält  w i e - ~ - - =  2 und  daß sich die]~rytllroeytendi¢ke (a2) und die 

Dicke der Plasmarandschicht~S (a~) verhal ten wie a~ 1 
a~ 2 

Diffusion in eine ebene Erythroeytensehicht,  die beiderseits von Plasma- 
schichten halber Ery~hrocytendicke begrenzt wird: 

/ ) ~ ~ p ~  __ 8 Z 1 ( 2 n ~ -  1 ) ' ~  - -  ( 2 n + l ) ~ ~ 2 K t  

Po - -  T ~  ~2 ( 2 n  + 1) ~ " e o s  6 • e a~.  « '  (16) 
n-- - -0  

Es gelten wiederum die Bezeiehnungen des Absehnittes I I I  1. 

Der durch diese Gleichung gegebene funktionale Zusammenhang 

zwischen p~ -- p~ und K t  Po - -  P~ a~.  Œ~ ~ z ist in Abb. 1 graphisch dargestellt. 

Damit  gestaltet sich die Berechnung der Diffusionszeiten sehr einfach, 
vorausgesetzt, daß die Anwendung des Verfahrens überhaupt  erlaubt ist, 
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d.h. daß die Dissoziationskurve in dem betrachteten Bereich durch eine 
Gerade ersetzt werden kann. Es gilt dann:  

Œ~- 1,34 100 100 (17) (Z / 

t -~ z . a 2 - ~  - ~- z . a~ K ' 

wobei z aus Abb. 1 zu entnehmen ist. 

3. D r e i d i m e n s i o n a l e  D i / / u s i o n  i m  E r y t h r o c y t e n  

Bei den bisherigen Annäher~mgen zur Berechnung der 02-Diffusions- 
zeiten wurde angenommen, daß die Diffusion nur in Richtung der Ery- 
throeytenaehse erfolgt. In  Wirklichkeit werden auch in den anderen 
Richtungen ~ besonders zu Beginn des Ausgleiehsvorganges --  be- 
trächtliche 02-Mengen aufgenommen oder abgegeben, so daß die tat .  
sächlichen Diffusionszeiten kürzer werden. 

Um das räumliche Diffusionsproblem möglichst einfach mathema- 
tisch erfassen zu können, ersetzen wir den Erythrocyten durch einen 
Quader mit quadratiseher Grundfläche, dessen Volumen und dessen 
Dicke mit denen des Erythrocyten übereinstimmt. 

. E r y t h r o c y t  * E r s a t z q u a d e r  

Mittleres Volumen . . . . . . . . . . . .  85 #3 85 #8 
Mittlere Dicke . . . . . . . . . . . . . .  1,8# c = 1,8 te 
Quaderbreite . . . . . . . . . . . . . .  a = b = 6,9 # 
Mittlere Oberfläche . . . . . . . . . . . .  140, te~ 145 #~ 

• (s. DA~ASm~K 1948; PON])]~~ 1956; TOMP~~s 1954; Vv,~V~EN 1951; 
WHIT]3¥ 1939; W~TROB~ 1952). 

Da der Quader mit dem Erythrocyten fast oberfl~tchengleich ist und 
da die Diffusionsmengen wesentlich von der Oberfläche abh~tngen, ist zu 
erwarten, dal3 die Diffusionszeiten des Quaders gut mit denen des 
Erythrocyten übereinstimmen. Zur Lösung des Problems führen wir 
kartesische Koordinaten ein und orientieren den Quader so, daß seine 
Achse parallel zur x-Achse liegt und daß seine Begrenzungsfläehen durch 
die Ebenen : 

x ~ 0 ;  x ~ a  

y ~ 0 ;  y : b  

Z ~ 0 ;  Z z C  

gegeben sind. 

Die Differentialgleiehung der Diffusion in kartesischen Koordinaten 
lautet:  

ap K ( a2p ~~p a2~] 
a~ - =  «" ~~~-~~ + ~ + V J / "  



Z u r  T h e o r i e  d e r  S a u e r s t o f f d f f f u s i o n  i m  E r y t h r o e y t e n  327 

Als Randbedingungen w/ihlen wir: 

p ( O , y , z , t )  = p ( a , y , z ,  t ) |  
p ( x , O , z , t )  = p ( x , b ,  z, t) 
p (x,y, O,t) = p (x, y~ c, t) 

und als Anfangsbedingung: 

p ( x » y , z , O )  = Po 

-=- p~ 

im Gebiet 0 ~ x ~ a 
O ~ y ~ b  
O ~ z  ~ c  

Die Differentialgleichung ]~l~t sich durch einen Produktansatz lösen. 

P--P~ -- /« (x, t) . /b (y, t) - ]~ (z, t) . 
Po - -  P,t  

F ü r / «  (x, t), ]b (Y, t) und/c  (z, t) ergibt sich mit diesem Ansatz jeweils 
die Differentialgleichung (7). Die Rand- und Anfangsbedingungen für 
jede dieser Funktionen sind: 

/o (o, t) = / ~  (a, t) = o ; h (o, t) = h (ò, t) = o ; /o (o, t) = / ~  (c,t) = o 

/~(x, 0) = 1 ,  0 ~ x ~ a ; / ~ ( y ,  0) = 1 ,  0 ~ y ~ b ; ] ~ ( z ,  0) = 1 ,  O ~ z ~ c  

Die Lösung fü r / «  (x, t) ist identisch mit der eindimensionalen Lösung 
G1. (12). /b (Y, t) und /« (z, t ) ]assen  sich hieraus ableiten, indem in 
G1. (12) a durch b bzw. c und x durch y bzw. z ersetzt werden. Der mittlere 
O2-Druck im Erythrocyten wird analog zu G1. (13) 

p ~ - - p ~  8 ~ 1 - - ( 2 n + l ) : u ~  K . t  

Po - -  P~ - ~ - - - ~  ( 2 n  ~ 1) ~ " e Œ'" a2 " 
n = 0  ' 

/me 

8 c~z j[ - -  (2n ÷ 1) ~ :~~ K ' t  

~~ • ( 2 n ÷ l ) ~ ' e  «'.b~. 
n = 0  

/mb 

8 ~c~ 1 - -  ( 2 n  -i- 1 )  ~ u s 1][ t 

' - ~ . / - "  0 =  ( 2 u +  1) ~ " e «'~° 
% 

/m~ (18) 

In  Abb. 2 sind die drei Faktoren/ma,/mb, und/~~ sowie ihr Produkt  in 
K . t  

Abhängigkeit von ~ aufgetragen. ([ma gibt die Lösung des Diffusions- 

problems an, wenn nur die eindimensiona]e Diffusion der Erythrocyten 
in Richtung der Achse berücksichtigt wird.) 
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IV. Ergebnisse 

Die im Abschnitt I I I  behandelten F/~lle der 02-Diffusion lassen sich 
im Experiment verwirklichen. 

Eine eindimensionale I)iffusion liegt praktisch dann vor, wenn 03 in 
eine Erythrocytenschicht  hineindiffundiert. Von Tu~ws (1959) wurde 
eine Meßvorrichtung entwickelt, die es gestattet,  defibriniertes Blut zu so 

1,0 

o,~ 

o,2 

\ 

/ 

0,0s 0,1 o,15 o,2 0,Zs 0,3 o, ss o,~ 
0't 
172 

Abb. 2. Zeitlicher Verlauf der dreidimension~len 02-Diffusion in einem Quader, der das Volumen und 
die Dicke eines Erythrocyten besitzt. 

Bei der Berechnung wurden zugrunde gelegt: Erythrocytendicke: 1,8 ~, ]~rythrocytenvoIumen: 85/~a. 
Es bedeuten: Pm mittlerer Druck im Innern des Erythrocyten, PA äußerer Partialdruck, Po 
Anfangsdruck im Eryttn'oeyten, /ma eindimensionule Diffusion iu lt, ichtung der Qu~derachse, 
1mb = Imc eindimensionale Diffusion senkrecht zur Achse, /m = ]ma " /mb " im« dreidhnensionale 

K 
Diffusion in den Qu~der, D '  = ~ -  scheinbarer Diffusionskoeffizient, a mittlere Erythrocytendicke, 

t Zeit 

dünnen Lamellen auszuziehen, daß eine einiagige Schicht von Erythro- 
cyten entsteht, die beiderseits von Plasma bedeckt ist. Nach mikrosko- 
pischen Schichtdickenmessungen hat  die Plasmasehicht jeweils etwa die 
halbe Dicke der Erythrocyten.  

Durch einen Gasstrom, der an beiden Seiten der Erythrocytensehicht  
vorbeiströmt, wird die Schicht mit einem bestimmten O2-i)ruck/iqnili- 
briert. Die bei einer 02-I)ruck/~nderung, die in weniger als 1/10o see vor- 
genommen werden kann, auftretenden Änderungen der O~-S/~ttigung 
lassen sich photometrisch verfolgen. 

Speziell wurden Aufsättigungsversuche vom O2-i)ruck 0 auf Drucke 
von 8 mm Hg und 150 mm Hg durchgeführt. Der gemessene zeitliche 
Verlauf der Aufsättigung auf 8 mm Hg bzw. auf 150 mm Hg ist in Abb. 3 
wiedergegeben (Punkte: 8 mm Hg, Kreise : 150 mm Hg). 

Zum Vergleich der gemessenen mit den berechneten Kurven  ist die 
Kenntnis der O~-Bindungskurve erforderlich. I)~ die 1V[essungen ohne 
CO,-Zusatz dnrchgeführt wurden und daher die Standard-i)issoziations- 
kurven nicht verwendet werden konnten, wurden die Bindungskurven 
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unter den vorliegenden Versuehsbedingungen bei 20°C aufgenommen 
(Abb.4). 

Da bereits bei 10 mm Hg fast vollständige S~ttigung vorliegt, lö~ßt 
sich nach G1. (10) und (14) für O~-Aufs~ttigungen auf 150 mm Hg 

BS~-pA = 15~ [mmH 9] 

~~~~ - ~ <  
ù5 :~: 

/,« Ze/l [sec] 
Abb. 3. Berochne~er (ausgezogene Kurven) und gemessener (Punkte und Kreise) zeßlieherVerlaufder 
O2-Aufnahme einer :Erythrocytenschieht mit  Plasmarand. Abszisse: Zeit in Sekunden. Ordinäre: 
02-S~ttigung in Prozent. Punkte:  Aufsättigung von 0 auf 150 mm }Ig. Kreise: Aufsättigung von 

0 auf  8 mm Hg. 
Bei der Berechnung wurde zugrunde gelegt: O2-Leitfähigkeit der Erythroeyten 

[ om 30~ ] [ cm 8 O~ l 
cm" s e c "  m m  Hg]  

Erythrocytendieke a2 : 1,8 • 10-4[cm]0 PIasmarand ax = 0,9 • 10 - '  [cm], Ste igung der 
100 [ 1 ] 

02-Dissoziationskurve /q = - 9 - - [  m m ~ - ]  

BH =gS, 
20°C,~ ~ '  

.~eo 

~" ,~/ 

. /~?" 

~ ' l  I r 

100 700 
/V=srnmH9 /V= 1~-mmHg 

B'~' =z« 
20% 

I I 
2 ¢ 6' 8 10 /2 /« 18 f«£OpO2mm~ 

Abb.4. O2-Dissoziationskurve des verwendeten Blutes, sl)ektralphotometrisch aufgenommen bei 
20 ° C und p~ = 7,4: bzw. p~ = 7,9. Abszisse: O2-Partialdruck in ~Ifllimeter ]Ig, Ordinate: 

Hb-S~ttigung in Prozent, ~z Neigung der Ersatzgeraden (siehe Text) 

gut die Methode der ,vorrückenden Front" anwenden. Bei Auf- 
s~ttigungen auf 8 mm Hg Os-Druck l~ßt sich dagegen die Bindungskurve 
durch eine Gerade ann~hern, was die Anwendung der Formel (17) erlaubt. 

Pflügers Areh. ges. Physiol., Bd. 268 23 
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Setzen wir  in F o r m e l  (14), die die A u f s ä t t i g u n g  nach  der  Methode  der  
ùvo r rückenden  F r o n t "  beschre ib t :  

c~s = 33 g-°/0 

a = 1,8 ~t 

K = 3,3 • 10 -1° cm 302 
cm. sec. mm Hg 

p~ = 1 5 0 m m H g  

p~ = 10 m m  I-Ig, 

so e rha l t en  wir  die in  A b b . 3  ausgezogene mi t  P A  = 150 m m  H g  be- 
ze ichnete  Kurve .  

W i r d  andererse i t s  in  F o r m e l  (17), die die Thewssche N~herung  m i t  
P l a s m a r a n d s c h i c h t  beschre ib t ,  

CBb = 33 g-C/0 
100 1 

N - -  9 mm H g  (ans der  B indnngskurve  Abb .4 ,  pH = 7,9) 

a = 1 ,8#  

K = 3,3" 10 - l °  cm 302 
cm- sec. mmHg 

gesetz t ,  so erg ib t  sich die m i t  PA = 8 m m  H g  bezeichnete  durchgezogene  
Kurve. 

Ein  Vergleich der  gemessenen mi t  den  be rechne ten  W e r t e n  zeigt ,  
daß  sich u n t e r  den  vor l i egenden  Versuchsbed ingungen  (p~ = 7,9; 
20 ° C) die Aufs£ t t igung  v o m  anfängl ichen  09-Druck 0 ~uf einen hohen 

1oo 

«0 

:« 

20 
IBQ 

o, os o,1 o, zö 0,2 o,2ö [sec] 0,3 
Zeit - - -~ 

Abb.5. Bereehneter (ausgezogene Kurve)  und mi t  dem Kurzzeitspektralanalysa~or nach LfJBBERS 
u. ~IESEL gelnessener (Punkte) zeitlicher Ver lauf  der O2-Abgabe einer ]~rythrocytensuspelLsion. 

Abszisse: Entsä t t igungszei t  in Sekunden, Ordinate:  02-Sät t igung in Prozent .  
Bei der  Berechnung wurde  zugrunde  gelegt: ]~rythrocytendicke as = 1,8 • 10 -4 [cm], Steigung der  

~oo [ ~ 1  e~~ O~ ] 
Oz-Bindungskurve 15 [ m m ] ~ g  ] '  O2-Leitfähigkei~ 3,3 - 10 - ' ° [  c m - s e c - m m H g J  



Zur Theorie der Sauerstoffdfffusion im Ery~hroey¢en 331 

Os-Druck durch die Methode der ,vorrückenden Fron t"  und die Auf- 
sattigung auf  einen niederen 02-Druck durch das Näherungsverfahren 
nach T~~ws berechnen läl]t. 

Eine dreidimcnsiona]e 02-Diffusion in den Erythroeyten  liegt dann 
vor, wenn Erythrocyten,  die mit  einem Os-Druck To äquilibriert 
wurden, sehr schnell mi t  einer Lösung eines anderen Os-Druckes PA ge- 
mischt werden. Von :N%ESEL, T~sws  u. L~]3]3]~ns wurde eine Anordnung 

Tabelle 2. Berechnete Werte für  die Halbsättigungs- (tv~) und Vollsättigungszeit 
(t~ = 95°/o Entsättigung bzw. Aufsättigung) bei der 02-Diffusion im ~rythrocyten 

für  20 ° C 

Aufsä~tigung 
po~ = 0 ~ 150 mm Hg 

Dreidimensionale 
Diffusion 

t~/~[sec] i tv[sec] 

190~ -~ 0 -~ 8 mm Hg 0,13 0,95 
und Entsättigung 
Bo~ = 8 -+ 0 mm Hg 

]~iudimensionale 
Diffusion 

tl/2[sec] 

0,0094 

0,22 

Eindimensionale 
Diffusion 

mit Plasmarand 

I t~[see] tl/dsec] [ t~[sec] 

0,038 0,028 0,076 

1,3 0,35 1,3 

Der Berechnung wurden folgende Daten zugrunde gelegt: 

Erythroeytendicke: a = 1,8 • 10 -4 (cm); 
em3o2 ] 

Löslichkeitskoeffizient g = 0,031 [. cm ~ Atm J ; 

O2-Leitfähigkeit K : 3,3.10 -1° [ cm3 02 ] 
[cm. sec. mmtIgJ ; 

Hb-Konzentration ctt b ~ 33 [g-°/o]; 
100 [ ~ ~ _ 1  ] 

Steigung der Dissoziationskurve ~V ~ 9 [ mmHg ] (siehe Abb.4). 

entwickelt, mi t  der diese Mischung in 7 msec vorgenommen werden 
kann:  Erythroeytensuspensionen, die mit  einem best immten 02-Druck 
äquilibriert sind, werden in Ringer-Lösung eines anderen, vorgegebenen 
Os.Partialdruckes geschossen. Bei diesem Mischvorgang läßt  sich im 
allgemeinen die für die Auswertung der Formel (18) erforderliche kon- 
staute Randbedingung nicht erreichen; der Os-Druck ändert  sich in der 
Umgebung des Erythrocyten  durch Aufnahme oder Abgabe von Sauer- 
stoff wesentlich und verlängert dadurch die Auf- und Entsätt igungszeiten 
des Erythrocyten.  I m  Falle der Os-Abgabe lassen sich jedoch konstante 
Randbedingungen dadurch erzielen, daß der Ringer-Lösung in ausreichen- 
der Konzentrat ion Natrium-Dithionit  zur Os-Bindung zugesetzt wird. 
In  Abb.5 sind die bei konstanten Randbedingungen gemessenen 

23* 
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02-Diffusionszeiten wiedergegeben (Punkte). Zum Vergleich der ge- 
messenen Werte mit der aus Formel (18) berechneten Kurve setzen wir: 

C~b = 33 g-% 

100 1 
N -- 15 " mm Hg (aus der Bindungskurve Abb.4; p~ 7,4) 

a ~ 1 ,8 .10  -4 cm 

cm ~ O~ 
K -~ 3,3 • 10 - 1 ° -  cm • s e c  • m m  I { g -  

Die ausgezogene Kurve der Abb.5 stellt die hieraus berechneten 
Wer te  dar. 

Berechnete und gemessene Kurve stimmen bis auf eine Parallel- 
verschiebung von etwa 1/100 sec gut miteinander überein. Wie wir zeigen 
konnten, beruht  die Parallelverschiebung darauf, daß zunächst der 
physikalisch gelöste Sauerstoff abdiffundieren muß, bevor eine Ent- 
sättigung des Hb stattfinden kann. Einen Vergleich der Diffusionszeiter~ 
für den dreidimensionalen Fall, den eindimensionalen Fall und die ein- 
dimensionale Diffusion in eine Erythrocytenschieht  mit anschließender 
Plasmaschicht gibt Tab. 2. 

Zusammenfassung 

Um eine Deutung von Ergebnissen, die bei O~-Diffusionsversuehen 
an Erythrocytensuspensionen (NIES~L, THEWS, Li~BBE~S 1959) und 
Blutlamellen (THEws 1959) gewonnen wurden, zu ermöglichen, wird eine 
mathematische Untersuchung der hierfür geltenden Gesetzmäßigkeiten 
durchgeführt. Da es sich hierbei um Diffusionsprozesse mit gekoppelter 
chemischer I~eaktion handelt, müssen die für diesen Fall erweiterten 
partiëllen Differentialgleichungen der Diffusion unter Berücksichtigung 
der speziellen Rand- und Anfangsbedingungen integriert bzw. im Nähe. 
rungsverfahren gelöst werden. Erfolgt die 02-Diffusion in zwei oder mehr 
Medien mit unterschiedlichen Diffusionseigenschaften, so sind, wie in der 
Arbeit gezeigt wird, noch zusätzliche Bedingungen für die Grenzfiächen 
zu beachten. 

Da die bei Diffusionsversuchen realisierten Nebenbedingungen 
denjenigen im lebenden Organismus sehr nahe kommen, lassen sich die 
abgeleitcten Gleichungen auch zur Interpretat ion von O2-Diffusions- 
prozessen in Lunge und Gewebe verwenden. 

Im einzelnen werden die folgenden Diffusionsvorgänge behandelt und 
Lösungen für die entsprechenden mathematischen Ansätze gegeben: 

1. Dreidimensionale O2-Diffusion im Erythrocyten  mit konstanten 
l~and- und Anfangsbedingungen. 
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2. E i n d i m e n s i o n a l e  O~-Diffusion in  e ine  P l a s m a s c h i e h t  m i t  ansch l i e -  

ß e n d e r  E r y t h r o c y ~ e n s o h i e h t ,  ebenfa l l s  fü r  k o n s t a n t e  N e b ë n b e d i n g u n g e n .  

E i n  Verg l e i ch  de r  g e m e s s e n e n  u n d  b e r e c h n e t e n  W e r t e  ze ig t ,  daß  d e r  

O~-Aus tausch  des  E r y ~ h r o c y t e n  als D i f f u s i o n s v o r g a n g  g e d e u t e t  w e r d e n  

k a n n ,  wobe i  die  E r y t h r o e y t e n m e m b r a n  k e i n  m e r k l i e h e s  Di f fus ions -  

h i n d e r n i s  b i lde t .  Als  D i f f u s i o n s k o n s t a n t e  für  das  I n n e r e  de r  E r y t h r o e y t e n  

e r g i b t  s ieh 
cm g O 2 

D = 0 , 8 " 1 0  - S c m  ~sec  -1 bzw.  K = 3 , 3 " 1 0  -1° 
em • see. mm Hg 
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