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Fixer une origine pr6cise /~ l'histoire des 6quations fonctionnelles entraine 
une discussion a priori oiseuse puisque c'est le concept de fonction qui fait pro- 
blame. H. LEBESGUE soulignait ~t ce propos la variation du sens des mots de la 
langue math6matique: "le mot fonction qui servit autrefois d ddsigner les puissances 
de la variable a acquis lui aussi un sens extr~mement large":. Et les 6quations 
fonctionnelles font pr6cisdment partie des probl6mes qui conduisirent les math6- 
maticiens, ~t partir  du XVII I  ~me si~cle, ~t 61argir puis/~ vraiment d6finir le concept 
de foncfion. Notre  propos est d'6clairer ces diff6rentes d6finitions qui contri- 
bu~rent ~t forger le concept de fonction au cours du temps, en focalisant sur la 
raise en application pratique de ces ddfinitions dans le cadre des dquations fonc- 
tionnelles. En ce sens notre travail se veut une illustration particuli~re de l'article 
de A. P. YOUSCHKEVITCH sur le concept de fonction 2. 

1 .  L a  t h ~ o r i e  g r e c q u e  d e s  p r o p o r t i o n s  

Certes les tables babyloniennes associent des valeurs /: d 'autres d~s le deu- 
xi6me mill6naire avant J6sus-Christ. Tout  aussi bien, P r O L ~ E  dans l'Almageste vers 
le 2 ~me si6cle apr6s J6sus-Christ d6taille avec pr6cision des tables trigonom6triques. 
Cependant, m~me dans le monde alexandrin d'EUCLIDE ou d'APOLLONIUS, l'idde 
de fonctionnalit6 u'est certainement pas mise en 6vidence. Aucun mot  particulier 
ne la d6signe et on peut ~ peine parler avec E. T. BELL d"'instinctforfunetionali- 

: H. LEBESGUE: A propos de quelques travaux math6matiques r6cents. Cet article 
de L~BESGUE rut 6crit en 1905, mais publi6 seulement dans l'Enseignement math6matique, 
tome 17, Fasc 1, 1971, avec des notes de G. CHOQUBT. 

2 Sur le concept de fonction ~ proprement parler, c'est le texte tr6s document6 
suivant qui nous a servi de fil d'Ariane dans ce travail. A. P. YOUSCHKEVITCH, The 
concept of function up to the middle of the 19 TM century, Arch. Hist. Exact Sc. 16 n ° 1 
(1976/77), p. 37-85. (Traduction frangaise dans Fragments d'histoire des math6matiques, 
Brochure APMEP, 1981, p. 7-68.) 
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ty ''a. Un exemple assez parlant nous est fourni par EUCLIDE, vers 300 avant 
J&us-Christ, au Livre XII  des Eldments, Proposition 2. I1 y &ablit, par ce qu'il 
est convenu d'appeler depuis GR~GOIRE DE SAINT-VINCENT au 17 eme si6cle la 
mdthode d'exhaustion 4, que "deux cercles sont entre eux en raison double de 
leurs diambtres". Le plus remarquable est sans doute le besoin, satisfait brillam- 
ment, d'une d6monstration que l'intuition de similitude rend presque 6vidente, 
par exemple it partir du th6or6me 616mentaire prouv6 pour les triangles semblables. 
Toutefois, il est sensible qu'EuCLIDE ne donne pas au r6sultat 6nonc6 une quel- 
conque forme de relation fonctionnelle, laquelle d'ailleurs l'obligerait ~t pr6ciser 
le 267o~ que nous notons H depuis EULER. Non qu'EucLIDE ignore comment 
calculer, approximativement, l'aire d 'un cercle connaissant son diam6tre. Mais, 
dans les Elements, ce n'est certainement pas la technique num6rique qui pr6- 
domine. En fait, quant it l'6tude de ce qui rel6ve du continu, comme par exemple 
la mesure des aires, la math6matique grecque pratique avec une virtuosit6 ais6e 
une manipulation des proportions dont la d6finition et les op6rations permises 
sont codifi6es au livre V des ElOments, livre que la tradition fait remonter h 
EUDOXE s. Ce calcul sur les proportions peut certes conduire ~t des aspects num6- 
riques fort distingu6s, comme ARCHIM~DE (287--212 avant J. C.) le d6montre avec 
aisance avec sa Mesure du Cercle, dans laquelle il encadre /7  entre 3 + x0 et 

1 3 q- ~- et pourrait affiner au besoin. Cependant le but de la th6orie des propor- 
tions est autre. Son langage vise ~t l'6nonc6 de propri6t6s de type universel. Pour  
ce qu'en langage fonctionnel nous consid&ons comme une liaison de l'aire d 'un 
cercle au carr6 du diam6tre de ce cercle (par la formule 4S - ~ / 7  D2), la th6orie 

s E. T. BELL, The Development of  Mathematics, New York, McGraw-Hill, 1940. 
(La citation est page 32, et est appliqure seulement aux mathrmatiques babyloniennes.) 

4 Cette mrthode se traduit par l'rpuisement au terme d'un raisonnement par l'ab- 
surde (exhaustion logique) de deux hypothrses parmi les trois seules possibles. Le style 
de cette mrthode est caract6ristique et, malgr6 sa particularitr, il servit de modrle admir6 
et repris jusqu'au 17 ~me sircle (cf. J. DHOMBRES, L'rcriture mathrmatique, dans L'acces- 
sion ~ lYeriture, Textes et Langages, I, Universit6 de Nantes, 1978, p. 67-103. 

s Et rien ne vient controuver cette tradition. En langage modeme, une raison 
est un 616ment du corps des fractions associ6 h u n  semi-groupe commutatif, divisible, 
totalement ordonn6 et archimrdien. I1 s'agit donc d'un rapport agr6ablement not6 
A/B. Cette notation est inexistante jusque vers la fin du XVII ~me sircle. Aussi des rrgles 
presque 6videntes sous cette notation, comme A/B = C/D entraine A/C = B/D, ou 
A/B ~ C/D entra~ne A/B = (A + C)/(B -k D), font l'objet d'une m~morisation dans 
la pratique "euclidienne" des proportions. Et les manuels p6dagogiques du 17 eme si&le 
attestent encore une telle pratique dont il reste h faire l'histoire. Une &ude du livre V 
et de ses avatars dans l'histoire fut entreprise dans J. DnOMBRES, Nombre, mesure et 
continu. Epistdmologie et histoire, Nathan, Paris, 1978. Beaucoup plus fouill6e et 6rudite 
est l'rtude du texte euclidien par W. KNORR, The evolution of the Euclidean elements. 
A study of  the theory of incommensurable magnitudes and its significance for early 
Greek geometry, D. Reidel, 1975. En ce qui concerne les proportions au Moyen-Age, 
citons deux commentaires particuli~rement intrressants: E. GRANT, Part I of Nicole 
Oresme's Algorismus proportionum, ISIS, 56, n ° 185, 1965, p. 327-342, J. E. MURDOC~I, 
The medieval language of Proportions: Elements of the interaction with Greek founda- 
tions and the development of new mathematical techniques, in Scientific Change, Ed. 
A. C. CRO~IE, Heinemann, 1962. 
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des proportions compare deux 616ments de m~me esp6ce (les aires de deux cercles 
quelconques) /t deux autres 616ments 6ventuellement d'une autre  esp6ce (les 
carr6s des deux diam6tres). Elle 6nonce: l'aire d'un cercle est h l'aire d'un autre 
cercle comme le carr6 du diam6tre du premier cercle est au carr6 du diam&re du 
deuxi6me cercle, o n  raccourcit: deux cercles sont entre eux en raison double de 
!eurs diam6tres (double est mis au sens de carr6). Ce vocabulaire, cette comparai- 
son faisant intervenir 4 616ments au lieu de 2, malgr6 son 616gance, bloque l'id6e 
de fonctionnalit6 et afortiori celle d'6quation fonctionnelle. Disons, pour amoindrir 
ce propos, que !e seul style math6matique disponible alors pour 6voquer une rela- 
tion fonctionnelle est celui des proportions et qu'il est mal adapt6 ~t l'id6e fonc- 
tionnelle. Et c'est pourtant avec cette seule technique des proportions que le 
concept va ~tre d6gag6, mais avec difficult6. Un parcours passionnant! 

2. Fonctions lin~aires et affines: une caract~risation au Moyen-Age? 

Pour nous, lecteurs du  X X  ~me si6cle oublieux des techniques rituelles de la 
th6orie des proportions, c'est d'ailleurs ce langage m~me qui alourdit l'expos6 
des id6es nouvelles d6velopp6es par les Ecoles d'Oxford et de Paris au XIV ~m+ 
si~cle. N. ORESMF. (1323--1382) en est le math6maticien le plus accompli. M~me 
si le langage utilis6 est quelquefois cin6matique, ces Ecoles congoivent une repr6- 
sentation "abstraite" ("ymaginationes" dit ORESMB OU "secundum imaginationem" 
~t Oxford) du changement, par une th6orie de la latitude des formes comme dans 
le Tractatus de latitudinibus formarum. I1 s'agit dans cette th6orie m6di6vale 
de pr6ndre en compte les variations ou les intensit6s de quantit6s continues, des 
qualit& selon le vocabulaire utilis6, telles que la distance d'un point mobile par 
rapport  /t un point fixe, ~t partir d'autres quantit6s telles que le temps, lequel 
devient l'exemple type du continu. L'&ude de ces variations n'est pas seulement 
th6orique. La repr6sentation graphique se fait en latitude (latitudo), notre or- 
donn6e, et en longitude (longitudo), notre abscisse. ORESME d6nombre plusieurs 
genres de qualit6s. D'une part les qualit6s uniformes (qualitas uniform&) que n0us 
appelerions des fonctions constantes, et dont la representation graphique fournit 
des rectangles. Ensuite les qualit6s uniform6ment difformes (uniformiter diffor- 
mis) dont la repr6sentation graphique fournit des trapezes. Pour  ces derni~res, 
une d6finition 6quivalente chez ORESME utilise le langage des proportions et 6nonce  
verbalement ce que nous 6crivons aujourd'hui sous la forme d'une 6galit6 de 
quotients: 

(1) 
f ( x l )  - f ( x 2 )  x~  - x~  

f ( x 2 )  - f ( x 3 )  x 2  - x 3 '  
pour tous x~, x 2 et x3 (distincts). 

"Qualitas vero uniformiter difformis est cuius omnium trium punctorum proportio 
distantie inter primum et seeundum ad distantiam inter seeundum et tertium est 
sieur proportio exeessus primi supra seeundum ad excessum secundi supra tertium 
in intensione .. ." 

"'La qualitd uniformdment difforme est celle pour qui, trois points quelconques 
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~tant donnOs, le rapport de la distance du premier au second gtla distance du second 
au troisikme est ~gal au rapport de l'excbs de l'intensit~ du premier sur le second d 
l'excbs de l'intensitO du second sur le troisibme . . ." .  

L~6quivalence entre la repr&entation graphique du trap6ze (figure 1) et la relation 
(1) est explicitement soulign6e chez ORES~B (De configurationibus, Par t i e I ,  
chap. XI, 6). :OREsME toutefois ne dOmontre qu'un sens de l'6quivalence, ~t savoir 
que la repr6sentation graphique par une droite implique la relation fonctionnelle 
(1). II  le fait en utilisant la g6om&rie des triangles semblables, distinguant le cas 
du trap6ze de celui du triangle rectangle. Cependant lYquivalence entre la d~fi- 
nition graphique et la relation (1) lui paratt acquise puisque le troisi6me genre de 
qualit6, les qualit~s difform&nent difformes (difformiter difformis), n'est d~fini 
que par  la n~gation des deux autres qualit6s (n6gation effectu~e sur la relation (1) 
dans le cas le plus notable). 

"Omnis autem qualitas se habens alio modo a predietis dicitur difformiter difformis 
et potest describi negative, scilicet qualitas que non est in omnibus partibus subiecti 
equaliter intensa nec omnium trium punctorum ipsius proportio excessus primi supra 
secundum ad excessum secundi supra tertium est sicut proportio distantiarum eorum" 

"Cependant toute qualit~ ayant un mode autre que ceux prescrits est dite difform~- 
ment difforme. Elle peut ~tre ddcrite n d g a t i v e m e n t  comme une qualit~ qui n'est 
ni ~gale d'intensit~ clans toutes les parties du sujet ou qui n'est pas celle pour qui, 
trois points quelconques ~tant donnOs, le rapport de l'excbs de l'intensit~ du premier 
au second sur l'excbs de l'intensitO du second au troisibme est ~gal au rapport des 
distances "'6. 

Puisque la relation fonctionnelle (1) fait intervenir des proportions, un change- 
ment d'unit6 dans la mesure de l'intensit6 f ( x )  ne modifie e n r i e n  le caract&e 
uniform6ment difforme de la qualit6 en jeu. En bon manipulateur des proportions,  

6 Ce passage est tir6 du De Configurationibus qualitatum et motuum d'ORESME (Pars I, 
Cap. XI). Le titre du chapitre est: Des qualit6s uniformes et difformes. Une traduction 
anglaise et un commentaire copieux se trouvent dans M. CLAGETT, Nicole Oresme and 
the medieval geometry of  qualities and motions. A treatise on the uniformity and difformity 
of  intensities known as Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum. Madison, 
The University of Wisconsin Press 1968. 

Voir aussi E. GRANT, A source book in medieval science, Cambridge, Massachusetts, 
Harvard Univ. Press, 1974. Pr6cisons qu'ORESME appelle premier point celui dont 
l'intensit6 est la plus grande, puisqu'il ne manipule pas les quantit& n6gatives. Aussi 
termine-t-ii la phrase cit6e par "ira quod punctum intensiorem illorum trium voco primum". 
I1 6carte de m~me, & nos yeux, les quantit6s n6gatives dans le second membre de l'6qua- 
tion (1) en ne parlant que de distances. On remarquera que ces restrictions sont p6nibles 
~t porter sur les notations modernes utilis&s selon l'6quation (1), ce qui donne une mesure 
de l'6cart commis en r6duisant le texte d'ORESME /t l'6quation (1). En effet, ~ l'6quation 
fonctionnelle (1), il faudrait rajouter les conditions: f (x l )  > f(x2) ~ f(x3); x~ > x2 > x3, 
ou 6ventuellement mettre des valeurs absolues au second membre. La deuxi6me citation 
est le dernier paragraphe du De configuratioitibus, Pars I, Cap. XI. (Nous soulignons 
la description n6gative.) 
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ORESME sait cela, Semblablement donc, une affinit6 verticale sur la repr&entation 
graphique transforme un trap6ze en un autre trap6ze, ou un triangle rectangle en 
un autre triangle rectangle si l'intensit6 terminale est nulle. ("Qualitas uniformiter 
difformis terminata in intensione ad non gradum"). ORESME n'est pas abus6 par  
une 6quivalence grossi6re entre (1) et la repr6sentation graphique. I1 prend bien 
soin de ne conclure sur la relation (1) d 'une propri&6 de la seule repr&entation 
graphique que dans la mesure off cette propri6t6 lue g6om6triquement est in- 
variante par  affinit6 verticale 7. Du coup, dans sa classification des quantit6s 
difform6ment difformes, ORESME introduit la difformit6 difforme simple ("simplex 
difformis difformitas") qui revient ~t notre convexit6 g6om6trique, laquelle est bien 
invariante par  affinit6 verticale (de rapport  positif bien entendu). Math6mati- 
quement, ORESME n'ira gu6re plus loin mais l 'ouverture fonctionnelle est elTectu6e 
en d6passant les limitations de la th6orie des proportions. La caractdrisation 
fonctionnelle 6nonc6e par  (1) est le pivot central de la classification en trois genres: 
les qualit6s uniformes (fonctions constantes), les qualit6s uniform6ment difformes 
(fonctions affines) et les qualit6s difform6ment difformes (les autres). Et avec 
(1), cette id6e explicitement fonctionnelle pouvait  d6boucher sur une nouvelle 
6quation fonctionnelle en prenant pour  point x2 le milieu des points xl et xa. 
On d6duit de (1), sous cette condition, l '6quation fonctionnelle dite de JENSEN 
aujourd'hui  et sur l 'histoire de laquelle nous aurons l 'occasion de revenir, 

f ( x ~  q- x3~ f (x~)  + f (xa)  (2) \ 2 !  2 

De fait, ce calcul rut effectivement fait. Non  seulement fait, mais soulign6 par  
ce que l 'on a coutume aujourd'hui d 'appeler le th6or6me de Merton. Eponymie, 
car certains auteurs auxquels on attribue commun6ment le r6sultat, comme 
R. SWINESHEAD, W. HEYTESBURY et J. DUMBLETON, travaillaient au Merton College 
d 'Oxford vers les ann&s 1330. Ce r&ultat figure aussi chez ORESME vers 1350 
et rut souvent r6p6t6 dans des manuels ult6rieurs, ce qui en souligne l ' importance 
p6dagogique. 

Le th6or~me de Merton sous sa forme cin6matique 6nonce que la distance 
parcourue par un mobile en d6placement rectiligne, dont la vitesse suit une variation 

7 Nous utilisons h preuve le texte Tractatus de figuratione potentiarum et mensurarum 
difformitatum (De latitudinibus formarum ab Oresme, porte un manuscrit et s'il n'est 
pas d'Oresme, son influence s'en ressent). Des extraits sont traduits et comment6s avec 
finesse dans P. DUHEM, Le Systbme du Monde, Hermann, Paris, Tome VII, chap. VI et 
VII, 1956. Fournissons seulement les deux extraits suivants, tr6s 6clairants. 

"Toute qualitd reprdsentable par un triangle rectangle dont l'angle droit a la longitude 
pour cote, peut etre representee par tout autre triangle rectangle qui aurait un angle droit 
plac~ de meme, et ne peut etre reprdsentee par aucune autre figure". 

A l'inverse, ORESME constate qu'une repr6sentation graphique par un demi-cercle n'est 
pas stable par affinit6 verticale (el. P. DUHEM, opus cite, p. 545): 

"Mais je dis qu'elle ne peut etre reprdsent~e par aueune figure plus haute que le demi-eercle 
et qui soit une portion de cercle". 
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"uniformdment difforme" (mouvement uniform6ment acc61~r6), est exactement 
celle parcourue par  un mobile dont la vitesse est uniforme et 6gale ~t la moiti6 de 
la somme de la vitesse initiale et de  la vitesse finale du premier mobile. En nota- 
tions modernes, en appelant x(t) l'abscisse au temps t du premier mobile et en 
notant v(t) sa vitesse, on dispose pour  des temps tl et t2, de l'~galit6, 

v(tl) + v(t2) 
(3) x(tz) - x ( q ) -  2 (t2 - q ) .  

Mais l'6nonc6 du th6or~me est plut6t donn6 en utilisant la propri&~ fonctionnelle 
(2) quant A la vitesse, c'est-/t-dire: 

(~_~__z) v(q) + v(tz) 
(4) v - -  2 

Soit la forme g6n6rale du th6or~me de MERTON, l'equivalence (en termes modernes) 
entre un mouvement  uniform6ment acc616r6 et un mouvement uniforme dont la 
vitesse est celle du mouvement acc616r6 ~t mi-temps 

(5) x ( t 2 ) - - x ( t l ) = v  ~ ( t2 - -  tl). 

Cette derni6re formulation est en effet particuli6rement adapt& b, un 6nonc6 
visualis6 par  la repr&entation graphique. Ainsi chez OR~SME, on lit une dquiva- 
lence entre deux qualit&: "Omnis qualitas, si fuerit uniformiter difformis, ipsa est 
tanta quanta foret qualitas eiusdem subiecti vel equalis uniformis secundum gradum 
puncti medii eiusdem subiecti". (Toute qualitd uniformdment difforme a m~me 
quantitd que si elle informait uniformdment le m~me sujet ou un sujet dgal selon 
le degrd du point milieu de ce sujet8.) 

Chez ORESME, mais d6jh chez HEYTESBURY, le th6or6me de MERTON prend une 
tournure g6n6rale, sans r&&ence / t u n e  cin6matique, mais pour des qualit6s 
abstraites. Et chez ORESME ces qualit6s abstraites sont celles pour  lesquelles la 
mesure des intensit& peut s'effectuer grace ~t la th6orie des proportions, c'est-~t- 
dire la th6orie du Livre V d'EUCLIDE que nous r&umons /t l 'exc& en parlant 
de th6orie des qualit6s continues. Comme ORESME consid&e que le paradigme 
de cette th6orie est la mesure des longueurs, on comprend son insistance pour une 
repr6sentation graphique. 

"Omnis igitur intensio successive acquisita ymaginanda est per lineam rectam per- 
pendiculariter erectam super aliquod punetum aut aliquot puneta intensibilis spaeii 
vel subieeti . . ."  

"Donc toute intensitd susceptible d'Stre acquise d'une maniSre successive doit 8tre 

s De figuratione potentiarum, Pars III, Cap. VII (De mensura qualitatum et veloci- 
tatum difformarum). Nous avons pris la traduction franqaise un peu libre fournie par 
P. DtmEM, dans Le Systkme du Monde, Hermann, Paris (Tome VII, page 556): en y 
ajoutant l'expression "ou un sujet dgal". 
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imagin~e au moyen d'une ligne droite Olevde verticalement ~t partir de chaque point 
de l'espace ou du sujet qu'affecte cette intensitO ''9. 

En tout cas, (5) est exprim6e, g6om6triquement, pour  des "qualit~s" que nous 
notions x(t) soumises h des variations mesur6es par une vitesse que nous notons 
v(t). Nous ne soulevons pas ici la signification m6di6vale attribu6e ~t la vitesse de 
variation d'une qualit6 (sa d6riv6e!). II nous sumt de savoir que la d6monstration 
choisie par OR~SMZ pour ce th6or~me de Merton est de nature g6om6trique ~t 
partir de la repr6sentation graphique des seules vitesses de variation. I1 y a 6galit6 
(figure 1) entre l'aire du trap6ze ABCD et celle du rectangle ABEF. Puisque 

r r ....... 

I 
I l 

.D I 

tl 
B 

t1+tz t z 
2 

Fig. 1 

l'intensit6 de la vitesse de variation de la qualit6 en jeu est port6e en ordonn6e, 
l'aire est interpr6t6e comme la mesure de la variation totale de la qualit6. I1 faut 
donc bien noter que le th6or~me de Merton sous la forrne (3) f6d&e deux r6sul- 
tats: Fun, r6sultat le plus novateur, est de calcul int6gral engrang6 sous forme 
g6om6trique de l'aire d6crite, et l 'autre r6sultat est une relation fonctionnelle 
caract6ristique d'une fonction affine. Pour  le r6sultat de calcul int6gral, la repr6- 
sentation graphique si origina!e d'ORESME est bien adapt6e: il appelle quantit6 
de la qualit6 !'expression x(t2) - x(q) :  

"Quod enim quantitas talis qualitatis per huiusmodi superficiem possit ymaginari 
patet, quia contingit dare superficiem illi quantitati equalem in longitudine sue exten- 
sioni, et similem in altitudine eidem quantitati in intensione". 

"'Que la quantit~ d'une telle qualit~ se puisse imaginer dt l'aide d'une telle surface, 
cela est ~vident, puisqu'on peut donner une surface ~gale en longitude dt l'extension 
de cette quantitY, et semblable, en altitude, d l'intensitO de cette quantitO "'9bis. 

On imagine bien que des confusions aient pu naRre dans le langage du X I V  ~me 

si6cle entre la quantit6 de la qualit6 (x(t)) et la seule intensit6 de la qualit6 (v(t)), 

9 N. ORESME, Tractatus de figuratione potentiarum et mensurarum difformitatum, 
Pars I, Cap. I (De continuitate intensionis, traduit par DUHEM, p. 537, op. cit6). 

9bis Citation tir6e du texte indiqu6 en 9, Pars I, Cap. IV, De quantitate qualitatis, 
trad.  DUHEM, op. cit6 p. 541. 
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confusions que la repr6sentation graphique d'ORESME abolit, confusions qui 
expliquent sans doute les tergiversations au sujet du th6or6me de Merton 1°. 
La seule forme (5) du th6or6me de Merton est privil6gi6e dans le texte cit6, sans 
doute grace h son 616gante interpr6tation g6om6trique. EUe l'est d 'autant plus 
volontiers qu'ORESME n'h6site pas ~ consid6rer ce que nous appelons des fonctions 
de deux ou de trois variables. En effet, nous l'avons vu jusqu'ici porter en longi- 
tude des grandeurs semblables ~t des longueurs, ce qu'ORESME appelle des quan- 
tit& lin6aires. Mais, en connaisseur raffin6 de la th6orie des proportions, ORESME 
admet bien que l 'on puisse porter en longitude des surfaces comme des rectangles 
(qualit6s superficielles) voire des volumes (qualit6s corporelles). Non pas la mesure 
de ces surfaces ou volumes, mais bien une grandeur h deux ou trois dimensions. 
Dans le cas des surfaces planes, il porte alors perpendiculairement l'intensit6 
correspondante. La repr6sentation graphique est ainsi ~t trois dimensions et ORESME 
indique h nouveau la distinction entre qualit& uniformes et qualit6s uniform6ment 
difformes. Pour celles-ci la repr6sentation est effectu6e ~t partir d 'un ptan non 
parall61e ~t la base. Le cas des volumes est abstrait. Le th6or6me de Merton est 
pr6cis6 dans ces deux cas-lh. 

"JEt hoe intelligo; secundum gradum puncti, si qualitas fuerit linealis," et si fuerit 
superficialis, secundum gradum linee medie; et si fuerit corporalis, secundum gradum 
medie superficiei, semper conformiter intelligendo". 

"'En disant: selon le degr~ du point milieu, je sous-entends: si la qualitO est lindaire; 
si elle superfieielle, il faudra dire: selon le degrd de la ligne moyenne; et si elle est 
corporelle, il faudra toujours comprendre selon le degrO de la surface moyenne ''gter. 

Avec cette g6n6ralisation en vue, on comprend bien l'emploi de la forme (5) du 

9ter Citation tir6e du texte indiqu6 en 9, Pars III, Cap VII, De rnensura qualitatum 
et velocitaturn difformarum, trad. DUHEM, op. cit6 p. 556. Signalons que lorsque le sujet 
est un temps, non une longueur, c'est-~t-dire pour la version cin6rnatique du th6or~rne 
de Merton, ORESME pr6cise temps moyen au lieu de temps milieu. 

1o Des indications de nature arithrn6tique, quant ~ une d6rnonstration du th6or6rne 
dit de Merton, plus exacternent des indications bas6es sur la th6orie eudoxienne des 
proportions sans r6f&ence ~t une interpr6tation graphique par les surfaces, furent an- 
t6rieurernent donn6es, notarnrnent par R. SWINESHEAD, dit le Calculateur dans son 
Liber Calculationum, ou HEVTESBURY dans Regule solvendi sophismata. Voir par exemple 
C. WILSON, W. Heytesbury, Univ. of Wisconsin Press, Madison, 1956. P. DUHEM a 
contest6 la priorit6 d'Oxford au sujet de la pleine cornpr6hension du th6or6me de Merton 
et cit6 plusieurs passages contradictoires de THOMAS BRADWARDINE dans ses Proportiones, 
des Regule solvendi sophismata de WILLIAM HEYSTESBURY, de JOHN or DUMBLETON 
dans Summa logicae et naturalis philosophiae et de ROGER SWINESHEAD enfin. DUHEM 
souligne en tout cas le r61e du trait6 anonyrne et ant&ieur Deproportionalitate motuum et 
magnitudinum, cit6 expliciternent par BRADWARDINE. Quoiqu'il en soit, la repr6sentation 
graphique d'ORESME constitue un pas fondarnental dans la cornpr6hension du r6sultat 
que l'on qualifie de th6or6rne de Merton. Une r6f6rence tr6s nourrie sur ce th6or~rne 
est M. CLAGEa'T, The Science of Mechanics in the Middle Ages. Univ. of Wisconsin Press, 
Madison, 1959, corr. reprint, 1961. 
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th6or6me, car la forme (3) dans ces cas plus g6n6raux exigerait des pr6cisions in- 
commodes comme le dessin ci-contre permet de s'en rendre compte (figure 2). 

Fig. 2 

Chez ORESME donc, l'6quivalence de la forme (3) du th6orSme de Merton et 
de la forme (5), gfftce h (4), n'est qu'implicite, ne serait-ce que dans la d6monstra- 
tion du r&ultat par utilisation du th6orSme de TnAL~S. Par  contre la forme (3) 
du th6or6me de Merton et l'6quivalence (4) se trouvent bien dans d'autres textes 
m6di6vaux, ce qui nous permet de mieux s6parer les deux r6sultats r6unis par le 
seul th6or6me de Merton. Nous prendrons comme exemple un texte de HEYTES- 
BURY, &rit sans doute vers 1335, dont le titre est: Regule solvendi sophismata. 

(~_~2) v(t2) 
On y trouve explicitement des calculs du genre v = ~ c'est-~t-dire une 

sp6cialisation de (4) lorsque le mouvement est uniform6ment acc616r6 avec 
v ( q ) = O  en t l = O :  

"D'ailleurs, pour toute telle latitude qui commence au repos et se termine gt un 
certain degr~, le degr~ moyen est la moiti~ du degr~ qui termine cette m~me lati- 
tude" 1 obis. 

La d6monstration de (4) lorsque v(tl) ---- 0, que fournit HEYTESBURY, n'est pas 
facile h interpr&er, d'autant que le titre m~me de l'ouvrage off se trouve la preuve 
en indique d6j~t la port6e philosophique gdn6rale. Une lecture possible nous parMt 
&re la suivante. Mais rappelons, ce qui est essentiel pour la compr6hension du 
passage, qu'HEYTESBURY raisonne sans l 'interpr&ation graphique d'ORESME. 

D'abord la d6finition d'un mouvement uniform6ment acc616r6 n'a pas la 
simplicit6 th60rique g6n6rale de la relation fonctionnelle (1). Elle restreint (voir 
(2)) en fait la relation (1) au cas xl - x2 = x2 - Xa. C'est-~t-dire qu'il y a mouve- 
ment uniform6ment acc616r6 ("uniformiter intenditur") lorsque pendant deux 
parties 6gales quelconques de temps il y a 6gal accroissement de vitesse. Et d'ailleurs 
HEYTESBURY dolt distinguer le cas de l 'uniforme acc616ration de celui d'uniforme 
d6cdldration, ce qu'ORESME 6vite par son choix astucieux d'ordre des points. 
Reprenons les choses avec les temps. Ce qui semble pens6 chez HEYTESBURY 
en place de la relation fonctionnelle (1) pour la vitesse, c'est une propri6t6 de 

10bis W. HEYTESBURV, Regule solvendi sophismata, Pars VI, De tribus praedicamen- 
tis, (1 &e division, de motu locali, du mouvement local). Nous foumissons la traduction 
de P. DUHEM, op. cit6, p. 641. La d6finition de la vitesse instantan6e que foumit H~YTES- 
BURY est tr6s rernarquable par sa modemit6: c'est celle de GALm~E. 



Histoire des 6quations fonctionnelles 101 

permanence sur les vitesses, soit la permanence de certaines propor t ions  seulement, 
quand  ces propor t ions  sont r6alis6es sur les temps. M~me si cette permanence 
est le noeud de la d6finition du mouvement  uniform6ment  acc616r6, elle ne s 'appli- 
que pas pour  le temps off il y a repos, donc absence de mouvement .  Ainsi si en 

t = 0 nous avons une vitesse nulle, il s 'agit effectivement de prouver  v = 2 

pour  les autres temps. C'est  un  approfondissement  notable de la th6orie des pro-  
port ions qui permet  d 'avancer.  HEYTESBURY exploite un r~sultat g~n~ral sur les 
propor t ions  continues et que nous pouvons,  en notat ions modernes,  expliquer 

ax a2 a3 a~ a~ -- a2 
ainsi. Si --  - -e tc . ,  alors - - - -  D o n c  si a 2 vaut  la 

a2 a3 a~  a 2 a 2 - -  a 3 

a~ al -- a2 a2 -- a3 
moiti6 de at,  - -  = 2 et 2 . . . . .  etc. HEYTESBURY 6nonce:  

a2 a2 - a3 aa - a,, 

al - a2 = (a2 - a3) + (aa - a , )  -k (a4 - as) -k . . .  

On peut  imaginer comme suit une preuve de cette 6galit6, laquelle preuve dolt  
peut-~tre exister dans d 'autres  trait6s contemporains  tant  elle para~t acquise chez 
HEYTESBURY. 

al - a2 = 2(a2 - a3) 

= (a2 - a3) + (a2 - a3) 

= (a2 - a3) -k 2(a3 - a4) 

= (a2 - a3) -k (a3 - a4) + (a3 - a4) 

= (a2 - aa) q- (a3 - a , )  -k 2(a~ - as) 

---- (a2 - aa) -k (a3 - a , )  + (a4 - as) -k .. .  

I1 s 'agit d ' un  argument  de dichotomies successives justifiable par  la m&hode  d 'ex- 
haust ion et qui ne fait intervenir que les propor t ions  du style as - a2 ---- 2(a2 - aa) 
et ainsi de suite. Si l 'on  applique cette proposi t ion aux temps, avec as ----t, 

t 
a2 - -  2 ' le temps moiti6, on a la relation 

t ( 2  4 )  ( +  + )  t - - ~ -  = - - /  - + . . .  

t t 
Le r6sultat lu est trivial t 2 2 " Mais la cons6quence ne l 'est pas. C o m m e  

le mouvement  est uniform6ment  acc616r6, certaines propor t ions  pour  les vitesses 
son 6gales aux propor t ions  correspondantes pour  les temps. Cette permanence sur 
ces propor t ions  permet  donc d'6crire pour  les vitesses, en ne faisant jouer  de la 

m~me fagon que les propor t ions  du style v ( t ) - v ( 2  ) = 2 ( v ( 2  ) - v ( + ) ) ,  

(+)- (4)) + 
~ /) ( 2 )  " 
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La deuxi6me 6galit6 "provenant" de l'61imination Successive des termes dans la 
somme infinie et du fait que v(0) = 0, le repos au temps initial. D'ofi  le r6sultat 
qu'il fallait d6montrer, 

(_~) v(t)  
• v - - ' 2  " 

Comme HEVTESBURY admet, sans preuve formelle, le  th6or6me de Merton sous 
sa forme (5), il peut d6duire du r&ultat pr&6dent l'6galit6, 

x(t) = E~_ t .  

Naturellement ce r6sultat est donn6 sous forme d 'un rapport ,  c'est-5.-dire en com- 
parant  x(t)  5. X( t )  = v(t) t la distance parcourue par  un mouvement  uniforme 
~t la vitesse finale v(t). Ce qui fournit le rapport,  

x( t )  

x ( t )  = ~" 

"/ /r~sulte  de la proposition prdeddente que si un mobile part du repos et si l'intensitd 
de son mouvement eroit uniformdment jusqu'd un certain degrd, il pareourra deux 
fois  moins de ehemin en un certain temps que s'il se mouvait uniformdment, pendant 
le m~me temps, avee le degrd qui termine la latitude ''~°bis. 

HEYTESBURY indique aussi que pour  un tel mouvement,  si la vitesse au d6part n 'est  
pas nulle (v(h)=t = 0), la vitesse au temps milieu d6passe strictement la moiti6 
de la vitesse finale, 

2 

Donc  il d6duit dans ce cas, et en utilisant les notation s pr&6dentes, que 

x(t) 
x( t )  > --- f - .  

C'est-~t-dire que la distance parcourue d6passe la moiti6 de la distance qui serait 
parcourue dans le m~me temps si le mouvement  6tait uniforme, de vitesse 6gale 
la vitesse finale. On constate ainsi que la relation (2) n 'est  pas perque en toute 
g6n6ralit& HEYTESBURV ne parvient donc pas ~t la formulation g6n6rale (4). II 
essaie certes lorsque v(tl) =t = 0 un calcul analogue ~ ce qu'il a fait par  dichotomies 
successives pour le cas v(q)  = 0 et conclut 5. une impasse. 

"Mais  un calcul de ce genre offre plus de difficultds que d'avantages ''~°bis. 

I1 serait int6ressant comme test de comparer  dans diff&ents textes du XIV eme 
si6cle, et sans l ' interpr&ation graphique d'ORESME qui annule la difficult6 et mar-  
que donc un grand progr&, le traitement de (4). Nous ne le ferons pas ici. HEY1-ES- 
BURY, toujours dans le cas d'une vitesse nulle en tl, prouve ais6ment que la 
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distance parcourue de trot (tl -> tz)/2 estle tiers de celle parcourue de (ti q- t2)/2 
~t t2. En effet, de tl ~t (q  ÷ t2)/2 la distance est celle r6alis6e par un mobile qui 
serait anita6 d'une vitesse uniforme, celle en t l  ÷ t2/4, laquelle vaut v(t2)/4. 
I1 calcule aussit6t v(t2)/4" (t2 - tO~2 pour la distance. Done de (q + tz)/2 ~t t2, 
par diff6rence, la distance parcourue vaut 

T ( t z -  t , ) - T  = 4 2 

Un tel r6sultat devient g6om6triquement 6vident et est g6n6ralis6 chez ORES~E. 
Celui-ci, lui aussi, d6passe le seul th6oreme de Merton en r6solvant (4) pour un 
temps terminal ~ vitesse nuUe. II utilise g6om6triquement cette r6solution dans 
l'6quation (5) dont il propose une solution explicite. Ceci est fait dans les Questions 
sur les OlOments d'Euelide 11, texte que l 'on date g6n6ralement des ann6es pr6cddant 
1350 tandis que le De Configurationibus viendrait juste apr~s cette date. ORESME 
part done de la repr6sentation triangulaire en introduisant un temps terminal to 
pour lequel la vitesse V(to) est nulle (e l  figure 3). Et il consid~re des intervalles 
6gaux de temps, c'est-~t-dire t3 - t2  = t2 -- tl, ou encore t2 = (t~ q- t3)/2 pour  
faire r6f6rence h (4). I1 mesure des temps positifs, c'est-h-dire de la forme to - q ,  
to - t2 ou to - t3. En langage moderne, (4) fournit v(t) ---- a(t - to) et fid61e 
naturellement au langage de la th6orie des proportions, ~t partir de (3), ORESME 
6nonce ce que l'6criture contemporaine r6duit ~t 

x(t3) - x(tz) (to - t2) q- (to - ta) tl q- ta 
(6) x(t2) - x (q )  (to - t l)  q- (to - tz) '  avec t= = 

L'6v~que de Lisieux conclut en donnant it l'6quation fonctionnelle (6) une forme 
num6rique tres avantageuse pour une 6ventuelle v6rification exp6rimentale, ~t 
laquelle ni lui, ni ses contemporains imm6diats, ne semblent songer. Cette forme 
est la suivante. A partir d'une unit6 quelconque de temps -- on ne mesure en fait 
que des rapports, c'est l 'avantage des proportions - pour des valeurs enti~res 
successives de cette unit6, ORES~ calcule le rapport des accroissements successifs 
de la qualit6 de la quantit6, accroissements repr6sent6s par des aires. Au second 
membre de (6) ce rapport apparalt comme rapport de deux nombres impairs 
successifs. Ainsi avee t o -  tj = 1, t o -  t z = 2  et t o -  t 3 = 3 ,  le rapport 
de x(t3) - x(t2) ~t x(t2) - x( t l )  vaut 5/3 et ainsi de suite (e l  figure 3): 

t 5 t~ t3 .r2 t~ to 
Fig. 3 

11 N. ORESME, Questiones super geometriam Euelidis, Ed. H. L. L. BUSARD, 2 vol., 
Leiden, 1961. (Voir aussi la r6f6rence 6 pour une traduction anglaise. Une traduction 
frangaise est en cours de r6alisation.) 
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"'Seeundo conelusio est quod subieeto taliter diviso, (per aliquas partes equales) 
et vocetur semper pars remissior prima, proportio partialiurn qualitatum et habitudo 
earum ad invicem est sicut series imparium numerorum ubi prima est 1, secunda 3, 
tertia 5, etc., ut patet in figura" 

"La seeonde conclusion est qu'en divisant ainsi le sujet (en parties ~gales), et en 
ddsignant la plus petite partie comme la premibre, le rapport des qualitOs partielles, 
c'est-d-dire leur relation mutuelle, est comme la sOrie des nombres entiers impairs 
oft le premier est 1, le second 3, le troisibme 5, etc, ce qui est ~vident sur la figure ''~ abi~. 

I1 me paraR que cette conclusion va nettement plus loin que le calcul de HEYTES- 
BtSRY en ce sens qu'une nouvelle 6quation fonctionnelle est introduite off inter- 
viennent cette fois des entiers, 6quation 6videmment 6nongable sous forme de 
rapports,  

x[(n -~ 1) t] - x(nt) n -[- (n q- 1) 

x(nt) - x[(n - 1) t] n -k (n - 1)" 

Nous reviendrons sur cette 6quation. En tout cas, l ' rquation (6), sous la condition 
tl + ta 

t2 -- ----if--, est bien une ~quationfonctionnelle drduite du th ror rme de MERTON, 

et donc en particulier de la premirre 6quation fonctionnelle (1) via la relation (4) 
sprcialis&. OR~SME connaR une solution de cette 4quation (6), solution qu'il 
indique sous la forme suivante: 

"Quod omnis subiecti uniformiter difformis ad non gradum proportio qualitatis 
totius ad qualitatem partis terminate ad non gradum est sicut proportio totius subiecti 
ad istam partem, proportio duplicata". 

- D a n s  le eas de tout sujet uniform~ment difforme dt partir d'un degrO nul, le rapport 
de la qualit~ entibre dt la qualitO d'une partie termin~e dun  degrO nul est le earr~ 
du rapport du sujet entier d cette partie l~ter. 

Ce qui revient ~t 4crire en notations modernes pour  une solution de l '4quation (6), 

x(t) _ ( t o  - 
x ( t ' )  \ t o  - t ' ]  " 

| 

Et, rappelons-le, to est le temps terminal, celui o6 V(to) = 0 (cf. figure 3). On peut 
donc conclure cette pattie sur le monde mrdirval  en assurant qu'ORESME ne se 
contente pas d'introduire explicitement, et pour  des problrmes abstraits, la re- 
pr&entat ion graphique d'une variation. I1 en induit, pour  un type de fonction, 
l 'rquivalence d'une drfinition grom&rique, lue sur le graphique, et d 'une drfini- 

11 bis Question 14 de l'ouvrage cit6 en 1~ 
ll~er Question 13 de l'ouvrage cit6 en 1~ 

Signalons qu'une 6tude minutieuse des idres des 6coles d'Oxford et de Paris se trouve 
dans A. P. JUSCHKEWITCn, Geschichte der Mathematik im Mittelalter, Leipzig, Teubner, 
1964, S. 402-413. 
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tion analytique telle que formul6e par  une 6quation fonctionnelle ~2. D 'au t res  
~quations fonctionnelles interviennent chez ORESME telles que celle d 'une fonction 
quadratique. Autrement dit, l'idde fonctionnelle est bien lancde. I1 est pourtant  
p6rilleux, faute de documents, de pr~ciser l'influence pourtant  vraisemblable 
d'ORESME et de l'6cole de Paris sur un GAHL~E OU sur un DESCARTES (par l'inter- 
m6diaire de I. BEECKMAN) au sujet de cette presentation fonctionnelle. 

3. Utilisation essentielle de la r6solution d'une 6quation 
fonctionnelle chez Galil6e 

Par  une autre forme de calcul int6gral, apr6s les proportions continues d'HEY- 
TESBURY, l 'interpr6tation graphique d'ORESME OU les indivisibles de CAVALIERI, 
GALILEE (1564-1642) expose le th6or6me de Merton et en d6duit l 'aspect que lui 
donna ORESME par utilisation de rapports de nombres impairs successifs. Son g6nie 
est d 'appliquer ce r6sultat ~ l'6tude de la chute des corps. Dans une lettre de 1604 
~t PAOLO SARPI, GALILt~E 6nonce: 

"'Les espaces traverses par un mouvement naturel sont en proportion double (le 
carr6) des temps et en consdquence les espaces traversds dans des temps Ogaux sont 
comme les entiers impairs d partir de l'unitg '13 

Lots de la publication, en 1638, du Discours et dOmonstrations mathdmatiques sur 
deux nouvelles sciences, GALILEE fournit une explication math6matique. Le tMo- 
r6me de Merton sous la forme (3) est d 'abord  d6montr6 (Th. 1, Prop. 1), puis 
le r6sultat sur le carr6 des temps (Th. 2, Prop. 2). Enfin, 

"Si l'on prend d partir du premier instant, ou du ddbut du mouvement, un nombre 
quelconque de temps successifs dgaux, les espaces sont alors l'un d l'autre comme 
les entiers impairs ~ Fun#d, c'est-d-dire comme 1, 3, 5, 7 "14 (of. figure 4, laquelle 

12 On mesure bien, par cette 6quivalence entre une propri6t6 analytique et une pro- 
pri6t6 g6om6trique, tout l'6cart entre le travail d'ORESME et celui de ses pr6d6cesseurs 
d'Oxford e t a  fortiori avec les repr6sentations graphiques de ph6nom6nes physiques 
bien d6termin6s comme la variation des latitudes des plan6tes (~t partir de la longitude). 
Ces derni6res sont d6j~t d6crites dans un manuscrit du XI ~me si6cle. (Cf page 392, Tome 1 
du livre de A. C. CROMBIE, Histoire des Sciences de Saint-Augustin g~ Galilee, trad. fran- 
qaise, Paris, P.U.F., 1958.) 

13 G. GALILEI, Opere, FAVARO e LONGO, Firenze, Vol. 10, p. 115. 
14 G. GALILEI, Discorsi  e dimostrazioni  matemat iche  intorno il due nuove scienze, 

Leyde, 1638. (Opere, Vol. 8, cit6 en 13.) Voir aussi la nouvelle 6dition, A. CAROGO 
et L. GEYMONAT, Torino, Boringhieri, 1958. Le texte cit6 vient en corollaire 1 de la 
proposition II, Th6or6me 2 ~ la Troisi6me Journ6e intitul6e, du mouvement local. 
La proposition 6nonce que les espaces parcourus sont comme tes carr6s des temps: 

"Si aliquod Mobile motu uniformiter accelerato descendat ex quiete; spatia, quibuscun- 
que temporibus ab ipso peracta, sunt inter se in dttplicata ratione eorundem temporum: 
nempe ut eorundem temporum quadrata". 

L'exp6rienee quant ~t la mesure du mouvement d'une boule sur un plan inclin6 fut tr6s 
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se trouve chez GALILt~E et qui parle d'elle-mame). De fait ce r6sultat peut apparaitre 
comme une cons6quence num6rique, d'alleurs envisag66 d6j~t par  ORESME. Mais 
GALILEE donne /~ ce  r6suttat une forme fonctionneUe que nous fournissons en 
notations modernes. Si l 'on garde x(t)  comme en (6) pour  d6signer les espaces 
parcourus, mais avec x ( 0 ) =  0 

x[(n @ 1) t] - x(nt)  2n + 1 

(7) x(nt)  - x[(n - 1) t] = 2n - 1" 

D A 

I 

p . f  i t p t i tO 
R Q 

Fig. 4 

6quation valable pour  t (t > 0) et tout entier n, positif ou nul. Ici le temps t 
apparai t  comme une unitS, d'ailleurs arbitraire comme il l 'est bien soulign6. 
Par  ce choix arbitraire, une grandeur continue comme x( t )  est ramen6e/ t  satis- 
faire une condition discrate, exprim6e en entiers. Habile manipulation des propor-  
tions! L '&onnante  application que fait GALILI~E de la r6solution de l '6quation 
fonctionnelle (7) est plus importante, pour  notre propos relatif aux 6quations 
fonctionnelles et au concept de fonction, que la m6thode utilis6e pour  parvenir 
~t cette r6solution, r6miniscence ou non d'ORESME et d 'une tradition m6caniste 
parisienne. 

GALILEE consid6re en effet que l '6quation fonctionnelle (7) caractdrise les 
mouvements uniform6ment acc616r6s (dont la vitesse au d6part est nulle). Or cette 
propri6t6 (7) est exp6rimentalement constatable, non peut-&re directernent dans 
la chute libre des corps mais au moins par  l 'astucieux truchement physique de la 
descente d 'une boule de bronze sur un plan inclin6, descente suffisamment ralentie 
pour  se pra ter / t  la mesure effective. Et GALILt~E r6alise l'exp6rience en question, 
peut-atre d6s 1604, en tout cas bien avant 1638, date ~t laquelle l'exp6rience est 
explicitement d6crite 14. Cette exp6rience prouve la validit6 de la relation fonction- 
neUe (7) pour  la chute des corps. La v6rification exp6rimentale est d 'autant  plus 
sfire, malgr6 les mesures impr6cises que les premiers rapports d'entiers sont bien 
s6par6s. 

Donc la r6solution de l '6quation fonctionnelle (7) a une cons6quence dynamique 
consid6rable. Mais les cons6quences quant ~t la m6thode scientifique, et donc quant 
~t la philosophie du 17 eme si6cle, sont tout aussi consid6rables. Pour  nous en con- 
vaincre, citons le propos fort que tient SALVlATr, l 'un des personnages invent6s 

impr6cise, faute d'une horloge convenable. La mesure du temps 6tait effectu6e au moyen 
de la quantit6 d'eau 6coul6e h partir de grosses bonbonnes. On notera que le choix d'une 
certaine quantit6 d'eau 6coul6e est libre et correspond ~t l'unit6 de temps t. 
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par  GALILI~E afin de donner de la vie h son exposd de 1638. SALVIATI vient de men- 
tionner diffdrentes apprdciations suggdrdes par  divers auteurs pour  expliquer la 
cause de l'accdldration de la chute des corps; brutalement il les ridiculise: 

"Maintenant ,  toutes ees fantaisies,  et d'autres encore, doivent ~tre examinees,  
mais eela n" en vaut vraiment pas la peine. D~sormais le but de notre auteur est seule- 
ment  de rechercher et  de prouver certaines des propriOt~s du mouvement  accOl~r~ 
(quelle que puisse ~tre la cause de cette aceOlHation) en appelant ainsi un mouvement  
dont, aprks avoir quittO le repos, les moments  de la vitesse s'accroissent proportion- 
nellement avec le temps. Ce qui revient ~ dire que, dans des intervalles Ogaux de 
temps, le corps re¢oit des accroissements Ogaux de vitesse. E t  si nous trouvons que 
les propriOt~s, lesquelles seront d~montr~es plus tard, sont rOalis~es pour des corps 
tombant en chute libre et accOlOrOe, nous serons en droit de conclure que la d~fini- 
tion supposOe inclut un mouvement  tel que celui de la chute des corps pesants et que 
leur vitesse s'accrott avec le temps et la duroc du mouvement  ''15. 

Ddroulons le cheminement prdcis de GALILEE darts sa ddmonstration (en notations 
modernes); car il s'agit d 'un paradigme de l 'induction en physique ~t partir des 
mathdmatiques. I1 d~finit d 'abord un mouvement uniformdment accdldrd comme 
celui satisfaisant 

dx 
- - =  a t + b ,  
dt 

et en outre il prend b = O, c'est-~t-dire une vitesse initiale nulle, puisqu'il s'agit 
de l 'appl iquer / t  la chute d 'un corps lftchd sans impulsion au ddpart. Les choses 
sont donc bien claires /t condition d'accepter sa ddfinition controversable de la 
vitesse instantande. D 'une  part,  GALILI~E dtablit un rdsultat d'int6gration, c'est- 
~t-dire une autre dcriture pour  un mouvement accdldrd, dans le cas b = O, c'est- 
/t-dire la forme 

at 2 
(8) x ( t )  = -~-  - /  c. 

Puis GALILEE ddduit math~matiquement une propridtd particuli6re de ce mouvement  
uniformdment accdldrd, ~ savoir l 'dquation fonctionnelle (7) qu'il dnonce verbale- 
ment, ce qui lui est d 'autant  plus familier que l'dnoncd est une belle utilisation 

is Les dialogues entre SALVIATI, SAGREDO et SIMPLICIO, les trois hdros inventds par 
GALILI~E, sont en italien. Le passage de SALVIATI est situ6 h la Troisi6me Journde de 
l'ouvrage cit6 en 14. Le texte italien original est le suivant: 

"Per ora basra al nostro Autore, che noi intendiamo, che egli ci vuole investigare, e dimo- 
strare aleune passioni di un moto aeeelerato (qualunque si sia la eausa della sua aeeelera- 
zione) talmente the i momenti della sua velocitgt vadano aeerescendosi dopo la sua partita 
dalla quiete con quella semplieissima proporzione, con la quale cresce la continuazion del 
tempo, che b quanta dire, ehe in tempi equali si faeeiano eguali additamenti di veloeith. E 
se s'incontrerh, che gli aecidenti, ehe poi saranno dimostrati si verifiehino nel moto de i 
gravi naturalmente deseendenti, & aeeelerati, potremo reputare, ehe l'assunta definizione 
eomprenda cotal moto de i gravi, e ehe vero sia ehe l'aeeelerazione loro vadia crescendo 
seeondo, che eresee il tempo, e la durazione del moto". 
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de la th6orie des proport ions.  D 'au t re  par t ,  GALILEE consid6re explicitement que 
ce t t e  Squation (7) e s t  caract~rist ique d u  mouvement  uniformSment aec61Sr6, 
Ce qui rSalise done  pra t iquemen t  une rSsolution de l '6quation fonctionnelle (7). 
GALILEE ne dSmontre pas mathSmat iquement  l 'Squivalence entre (8) et (7) mais 
seulement que (8) implique (7). I1 induit  pour tan t  le mouvement  accSlSrS de la 
vSrification de (7). En consSquence, la v6rification exp~rimentale  d e  l 'Squation 
fonctionnelle (7), pour  une units de temps t que lconque  et quelques entiers suc= 
cessifs n, ~quivaut  ~t la dSpendance quadrat ique d e  la distance parcourue  e n  
fonct ion du temps, formulSe par  (8). La  loi de la chute des corps est Stablie 16. 
L 'analyse  est passSe du "'secundum imaginationem'" au "secundum cursum naturae",  

de l ' imaginat ion crSative ~t l ' o rd r e  naturel. 
De m~me que pour  le th~or6me de Merton,  on aura nots  la comb ina i son  

d 'un  rSsultat de calcul integral et de rSsultats sur les 6quat ions  fonctionnelles. 
Avec ORESME, l'id6e fonctionnelle permettait  une  lecture analytique des pro-  

priStSs des fonctions affines s o u s  l a  forme d 'une  Squation fonctionnelle. Avec 
GALILEE, l '~quivalence est poussSe ~t d 'autres  fonctions et elle sert en outre de 
p ivo t  entre la dSmarche expSrimentale et la conclusion thSorique. C 'es t lnd6niable-  
ment  mettre les Squations fonctionnelles /~ un tr~s h a u t  niveau d'intSr~t. 

4. La relation fonctionllelle du logarithme 

De fair, ~t partir  de GALILEE, lequel p r o d a m a i t  que " la  nature est ~crite en 

langue mathkmat ique"~7,  l 'id6e de relation fonctionnelle prend une rSelle extension 

16 GALILEE ne d&nontre pas math6matiquement l'6quivalence de l'6quation fonc- 
tionnelle (7) et de la forme (8). C'est-~t-dire que GALILEE ne r6sout pas explicitement 
l'6quation fonctionnelle (7) Explicitement, il consid6re cependant~ que (7) 6quivaut ~t 
(8). GAr~iL~Z Stablit certes que route fonction donn6e par (8) satisfait (7). La r6ciproque 
peut s'obtenir moyennant une hypoth6se de r6gularit6 de la fonction x(t) ,  r6gularit6 

dx 
d'autant plus suppos6e dans le contexte galil6en que -~- existe. Mais cette remarque 

nous fait 6videmment sortir de l'histoire. A titre de curiosit6, on peut indiquer: 

x[(n + 1) t] -- x(nt)  X[(n + 1) t] -- x(nt)  x(nt)  -- x [(n -- 1) t] x(2t) -- x(t)  
. 

x( t )  -- x(O) x(nt)  -- x[(n -- 1) t] x[(n -- 1) t] -- x[(n -- 2) t] "" X(t) -- x(O) " 

On utilise maintenant l'6quation fonctionnelle (7), d'o~ 

x[(n + 1) t ] - -x (n t )  2n + 1' 2n -- i 3 

x( t )  -- x(O) 2n -- 1 2n ~ 3"'" 

= 2 n + 1 .  

Avec y(t)  ~ x( t)  -- x(O), pour tout t > 0, on a pour tout entier n ~ 0 la relation 

y[(n + 1) t)] = (2n + 1) y(t)  -+- y(nt) 

= [(2n ÷ 1) + (2n -- 1) -+- ... + 3 + 1]y(t) = (n + 1) 2y(t).  

On d6duit 3' t = y(t)  et si y est continue, par exemple, y(t) = - - 7 ,  a ~ 2y(1). 

Soit x( t )  = ½ at 2 + C, C = x(O), ce qui fournit la relation (8). 
~7 La citation en question se trouve dans Il  Saggiatore, question 6. Un ouvrage 
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poursuivie tout au long  d u  XVII  eme si~cle. D 'une  part  sur le p lan  conceptuel 
gfftce 5. la ferme liaison 6tablie par  DESCARTES (1596-1650) et FERMAa" (1601M665) 
entre alg~bre et g6om6trie, ce qui permet une description syst6matique des courbes 
alg6briques consid6r6es comme une relation polynomiale entre une abscisse et 
une ordonn6e. D'autre  part, par  la cr6ation de nouveaux types non alg6briques 
de relations fonctionnelles, relations souvent obtenues par des s6ries infinies de 
puissances dans la derni~re partie du 17 eme si6cle. Mais avant m~me la d6couverte 
de ces  d6veloppements infinis, on avait souvent  remarqu6 l 'analogie entre les 
propri&6s multiplicatives de la suite g6om6trique (ou d'une partie de cette suite) 
pour  une valeur a positive (diff6rente de 0 ou de 1) 

• . . ,  a - 1 ,  1, a ,  a 2 ,  a 3, a 4,  . . . ,  a n, . . .  

et les propri6t6s additives de la suite arithm6tique 

. . . .  - 1 ,  0, 1, 2, 3, 4 . . . .  , n  . . . .  

Analogie qui repose sur la loi op6ratoire 

(9) a n~-m - -  ana m. 

N. BOURBAK118 fait marne remonter cette loi ~t la proposition 11 du tivre IX 
d'EUCLIDE, au moins pour  les coefficients n et m entiers. Enongons cette proposi- 
tion. 

" 'Dans  tou te  su i te  de n o m b r e s  en p r o p o r t i o n  con t inue  gt p a r t i r  de l 'uni td,  le t e r m e  

su i van t  l 'un i td  divise  le p l u s  g r a n d  t e r m e  de la su i te  e t  le quo t i en t  appar t i en t  d la 

su i t e " .  

La d6monstration euclidienne revient ~t a"/a = a n - l ,  c'est-5--dire 5- la stabilit6 

publi6 en 1623. Voit Opere, vol. 6, cit6 en 23. Cette citation, nous semble particuli6re- 
ment appropri6e pour illustrer l'int6r6t des 6quations fonctionnelles, et rep6rer la  d6, 
marche inductive de la physique math6matis6e . . . .  ' 

" L a  Filosofia b Scri t ta  in questo grandissimo libro, che continuamente ci sta aperto innanzi 
a gl i  occhi (io dico l'universo) ma non si pub intendere se pr ima n o n  s ' impara it intender 
la lingua, e conoscer i caratteri, ne'quali ~ scritto. E g  l i b s c r i t t o i n l i n g u a m a t e - 
m a t i c a. L i  caratteri son triangoli, cerchi et  altre f igure geometriche, senza i quali mezz ik  
impossibile a intenderne umanamente  parola, senza questi  ~ un aggirarsi vanamente per  
un' oscuro labirinto". 

On peut traduire 

" L a  philosophic est  dcrite dans ce trks vaste livre qui est  dternellement ouvert devant nos 
y e u x  - j e  veux  dire l '  Univers - mais on ne peu t  le life avant d'avoir appris la langue et s Y t r e  
famil iarisd avee les earactbres dans lesquels elle est derite. Elle est dcrite en langue mathd- 
matique, et  ses lettres sont des triangles, des eereles el d 'autres  f igures gdomdtriques, moyens  
sans lesquels il est  humainement  impossible de eomprendre un seal mot,  sans lesquels 
l 'on erre en vain 'clans un obseur labyrinthe".  

as N. BOURBAKI, Eldments  d'histoire des mathdmatiques,  N elle 6dition augment6e, 
Hermann, 1969 (page 196). 



110 J. DHOMBRES 

de la suite par  division par la raison. Un coroUaire (~rdpta#o 0 pr6cise que le rang 
du quotient d 'un terme quelconque par un diviseur est le m~me dans rordre  in- 
verse que celui du diviseur dans le d6nombrement naturel. Soit 

a n 
am - -  an-m; n >_~ m > O. 

En fait, dans cette proposition, l 'accent est mis sur l'aspect du d6nombrement. 
Mais je ne suis pas stir qu'il faille y trouver l'aspect op6ratoire de (9). En tout cas, 
la pleine compr6hension de (9) fur longue. Dix-sept si6cles plus tard, N. ORESME 
est conscient de la relation (9). D'ailleurs, dans la plupart des manuels ult6rieurs, 
la th6orie des proportions fair u n  parall61e qui se veut p6dagogique entre une 
proportion arithm6tique, c'est-~.-dire quatre grandeurs .4, B; C et D telles que 
A - B---- C - D et une proportion g6om6trique, c'est-h-dire quatre grandeurs 
A, B; C, D telles que A / B - - - - C / D .  D'un c6t6 interviennent les diff6rences, de 
l 'autre les quotients. Et avec les proportions continues des deux genres, c'est-h- 
dire les suites arithm6tique et g6om6trique, c'est bien la relation (9) qui est 
l 'oeuvre dans l'analogie. Pourtant,  dans ces mSmes manuels, ce n'est pas tellement 
l'analogie par (9) sur laquelle on insiste, mais bien plut6t sur la similitude des 
r6gles de calcul codifi6es et souvent complexes h nos yeux et qui constituent 
l'alg6bre des proportions 19. Le langage analogique risque donc d'&re trompeur 
qui nous ferait croire que (9) rdsume au Moyen-Age le lien entre progression arith- 
m6tique et progression g6om6trique. Ainsi, ORESME ayant introduit les exposants 
fractionnaires positifs, n'6tend que partiellement la relation (9), par exemple sous 
la forme 

2 1 1 1 
- ( ) 7  a n _~_ a 2 ~ a n a  n. 

Une pleine conscience de l'analogie fournie par (9) devrait le conduire plus loin, 
jusqu'~t 6tendre (9)h  tous les n, m rationnels. Plus tard N. CHUQUET (1445-1500) 
dans un texte, le tr iparty  en la science des hombres ,  r6dig6 en 1484 mais fort peu 
diffus62°, fair usage d'exposants n6gatifs et prend a ° = 1, un choix remarquable, 
et qui revient ~t s 'appuyer fortement sur la relation (9) prolong6e pour toutes les 
valeurs enti6res de n e t  m, sans toutefois que cela soit explicitement indiqu6. 
Au cours de l'histoire, les 6quations fonctionnelles seront souvent et judicieuse- 
ment utilis6es pour justifier des 6critures: c'est un r61e li6 aux d6finitions que nous 
n 'aurons malheureusement pas le temps d'explorer malgr6 son int6r~t. 

19 C'est lh le danger de toute th6orie, comme celle des proportions, dont on perd 
de vue le but (la manipulation alg6brique des grandeurs continues) pour ne plus y voir 
qu'une technique traditionnelle de calcul dont les tours font figure de th6or6mes. Tard 
dans le 17 ~me si6cle, on trouvera de nombreux manuels math6matiques off l'analogie 
entre suite arithm6tique et g6om6trique n'est que l'occasion de justification de ces tours. 
On peut citer par exemple trois ouvrages qui eurent ~t la fois du succ~s et de l'influence: 
A. ARNAULD, Nouveaux ~l~mens de gdomdtrie, Paris, 1667; J. PRESTET, Eldmens des Mathd- 
matiques, Paris, 1675; M. OZANAM, Cours de Mathdmatiques, Paris, 1693. Ces manuels 
ratent l'id6e fonctionnelle par une vision scl6ros6e, scolaire, des proportions. 

20 N. CI~OQUET, Le  Triparty en la science des nombres, 1 ~re 6dition imprim6e, Paris, 
1880. 
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STIFEL (1487-1567) est explicite dans son Arithmetica lntegra de 1544 puisque 
l 'on y trouve le tableau suivant21: 

- 3  - -2  - 1  0 1 2 3 4 5 6 

1 ~ ½ 1 2 4 8 16 32 64 

D'oO la r6gle: "Qualiscunque facit progressio Geometricae multiplicando et dividendo 
talis faeit progressio Arithmeticae addendo et subtrahendo". 

"Ce qui se fait par multiplication et division dans les progressions gdomdtriques se 
fait par addition et soustraction dans les progressions arithmdtiques". 

Mais 1/t encore le langage est en avance sur la perception r6elle de (9) en dehors 
des entiers relatifs. Cette perception vase  faire progressivement au tours  du XV ~me 
et du XVI eme si6cle et il serait int6ressant de relever syst6matiquement les utili- 
sations de (9), sous tous ses avatars, dans les nombreux manuels de cette p6riode. 

L'horloger suisse JoosT BORGt (1552-1632), inspir6 par  l 'oeuvre de STIrEL, 
construit en tout cas le logarithme ~t partir de la relation (9) et par  une intuition 
de continuit6 fonctionnelle. Son eeuvre ne parut que fort  tardivement ~ Prague 
en 1620 (Progress Tabulen). Entre temps, l'6cossais Jomq NAPIER (1550-1617) 
l 'avait  devanc6. En fair, NAPIER, pour construire le logarithme, se sert d 'une image 
m~caniste de nature th6orique. I1 compare deux mouvements rectilignes. Ce qui 
lui permet, darts la construction, de tirer parti de la continuit6 li6e au mouvement,  
c'est4t-dire au d6roulement du temps. L 'un des mouvements utilis6 est en effet 
uniforme, l 'autre est ~ vitesse proportionnelle /~ la distance ~ un point fixe 22. 
On peut reconstruire en termes modernes l 'argument de NAPIER afin de mani- 
fester le r61e des d6pendances fonctionnelles. NAPIER envisage deux mouvements 
rectiligues gouvern6s par  les 6quations diff6rentielles suivantes, avec les conditions 
initiales indiqu6es: 

dY  dX 
d---}- = 11o, I1(0) = O; dt 11o 10 -7 X, X(O) = 10 7 . 

La d6pendance est 5. 6tablir entre Y e t  X c'est-~t-dire en 61iminant le temps. Soit 

2~ M. STIFEL, Arithmetiea integra, Nuremberg, 1544, (page 249). 
22 La premiere mo0ture du travail de NAPIER est descriptive sur l'utilisation de tables 

num6riques. Elle parut en 1614, Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio, Edinburgh. 
Une explication de la rn6thode d'obtention des tables, le proc6d6 num6rique, et une 
justification cin6matique qui n6cessite d'ailleurs une reconstruction pour 6tre compr6: 
hensible, parut en 1619 5. titre posthume, Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio, 
Edinburgh. 

Pour plus de pr6cision, on pourra consulter: E. W. HOBSON, John Napier and the 
invention of logarithms. Cambridge Univ. Press, 1914; C. G. KNOTT, Napier tercentenary 
memorial volume, Longmans Green, 1915; et trouver les textes de NAPIER dans F. MA- 
SERES, Scriptores Logarithmici, 6 vol., London, 1791-1807. 
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e n ~ t 6 r m e s . m o d e r n e s , . .  , : 
1 0  7 , , 

Y---- 10 7 Log X " 

Si Fon manifeste cette liaison par Y =- M(X), :on d6duit les relations fonction- 
nelles 

M(Xy) = M(x)~+ M(y) - I0 7 Log 107, 

. . . . .  

~- M(x) - M(y) + 107 Log 107. 

De te!les relations, ont l'ingony6nient de termes constants• Supp!6mentaires. 
Youtefois d6s que xl., x2 , . . .  ,xn '~s0nt des nombre s. en progression g6om6trique, 
la deuxi6me formule &ablit que les nombres  M(xO, M(x2), ..., M(x,,) sont en 
progression arithm6tique. C'est bien la  permanence cherch6e par NAPIER: non 
par une exploitation d~recte de (9), mais ia mi~e en oeuvre du parall61isme entre 
les deux  sortes de progressionl Le vocabulaire 61ab0r6 par NAPIER est fid61e ~t 
ia construction r6alis6e: le logarithme, utilisation du 267o~, rapport, et de ~Otz'#b¢, 
n0mbre entier." Par de judicieuses approximations que l'image m6caniste s0ufient 
en 6voquant d6s mouvements uniformes par morceaux, NAPIER constate que l 'on 
peut remplacer 107 par -- 1/Log(1 - 10-7), pour utiliser le s notations actuelles, 
ce qui ne provo.que qu'une erreur inf6rieure ~t 10 -7 pour les valeurs choisies 
couvrant la table. Ce changement revient ~ 6crii~e une nouvelle d6pendance fonc, 
tionnelle puisque l 'approximation faite fournit 

10 7 y 
Log X - -  1 0  7 

Soit la forme, 

1 
- - ~  -- YLog (1 - 10 -7 ) = Log(1 lO-7)r " 

X = 107(1 - 10-7) r .  

Posant cette fois Y = N(X) pour manifester la d6pendance fonctionnelle, on 
constate l'6quation fonctionnelle, 

Log 107 
N(xy) = N(x) + N(y) -k 

Log (1 - 10-7) . 

II y a encore un terme constant, mais la relation possbde aussi la m~me perma- 
nence, 6changeant des progressions g6om6triques en progressions arithm&iques. 
A u s s i t 6 t  N A P I E R  se sert  fondamentalement de cette permanence pour construire 
sa table par interpolation 22. 

Toujours en termes modernes, la liaison qu'utilise Bt)gaI entre X et Y est assez 
voisine de celle de NAPIER, 

X = (i + 10-4) l°~r. 

Posant ici Y = B(X), l'~quation fonctionnelle satisfaite par B, pour le produit, 
ne poss~de pas de termes constants, puisque l 'on a, 

B(xy) - -B(x)  + B(y). 
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En particulier B(1) - - 0  et B((1 -k ~)1o,) ~ 1~ Num6riquement, on n'est pas 
loin du logarithme naturel de base e. Par  opposition, chez NAVlER, on a N(107) ~ 0 
et N(107 - 1 ) -  1. 

Ce qui est stir, c'est que la relation calculatoire (9) a pris une certaine tournure 
fonctionnelle et permis la crdation d'un ~tre nouveau, le logarithme, c'est4t-dire 
une correspondance nouvelle. Et ainSi H. BRICGS (1561 1631), dans sa construc- 
tion d'une table de logarithmes de base 10, part  fondamentalement de la relation 
fonctionnelle 

(10) log xy  -- log x ~- log y,  

qui n'est que la lecture .inverse de la relation (9) convenablement 6tendue/a. En 
effet, BRIaCS semble poser a priori l'existence d'une correspondance entre x et 
ce que l ' o n  nomme aujourd'hui log x de sorte que (10) stir satisfaite, done en 
particulier que log 1 - -  0, et que log 10 - -  1. It6rant (10), BRI~S  calcule par  
des extractions successives de racines carr6es, et avec la pr6cision consid&able 
(10 -3°) qu'il s'est fix&, une puissance en 1/2 n de 10 suffisamment voisine de 1. II 
peut alors constituer une table de ses logarithmes par utilisation syst6matique 
de l '6quation f0nctionnelle (10). L' image m&aniste de NAVIER pr6domine tou- 
jours pour  assurer l'existence d'une correspondanee satisfaisant (10), /t tel point 
que pendant longtemps les logarithmes ne sont pas ddfinis par  exponentiation. 
Il n'y a donc pas rdflexion thdorique poussde sur l'dquation (9) et l'dquation fonetion- 
nelle (10) apparatt avant tout comme utilitaire. I1 faut dire que les id6es fonction- 
nelles de B/2RGI et de BRIGGS furent vite bloqu6es par  le flou 6pist6mologique 
concernant les nombres r&ls, sans parler de la continuit& 

L'6volution des logarithmes en dehors de leur utilisation num6rique, r i te 
maitris6e, est d'&re rattach6e sur le plan th6orique ~t ce qui va devenir le calcul 
int6gral. Et ce rattachement essentiel change le point de vue et r6duit la port6e 
fonctionnetle cr6atrice des logarithmes en ce sens que ceux-ci apparaissent comme 
des aires sous l 'hyperbole 6quilat6re, une courbe famili6re accept& et d&rite par  
les Anciens. GRI~GOIRE DE SAINT-VINCENT (1584-1667) dont l'Opus Geometricum 
est 6crit d& 1625 mais tardivement publi6 en 1647, dispose de la propri6t6 de ces 
aires. A la proposition 109 (Page 986) de son gros ouvrage 24, il 6nonce~ "Quand 

2a Voir Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio de J. NAPIER (Annotationes ali- 
quot, D. HENRICI BRIGGII), Londres 1620 et Arithmdtique logarithmique de BRIGGS 
parue en 1628, traduction de Arithmetica logarithmica publi6e ~t Londres en 1624. 

24 GREGORIO A S te VINCENTO, Opu$ geometricum quadraturae circuli et sectionem 
coni, 1647, Antverpiae. (Titre exact: Problerna austriacum. Plus ultra quadratura circuli. 
Un ouvrage posthume de 1668 s'intitule Opus geometricum posthumum ad Mesolabium). 
Le r6sultat de la proposition 109 figure d6j/~ /~ la proposition 673 du volume 13 des 
manuscrits de GREGOIRE DE SAINT-VINCENT, ce qui le date de la p6riode 1617-1625. 
(Voir H. VAN LooY, Chronologie et analyse des manuscrits math6matiques de Gr6goire 
de Saint-Vincent, Archivum Hist. Societatis Jesu, Vol. 49, 1980, p. 279-303). Apr6s une 
attaque d'apoplexie en 1627, GRI~GOIRE DE SAINT VINCENT perdit beaucoup de son 
acuit6, mais il publia tardivement faute d'autorisation de ses sup6rieurs j6suites. Voir 
pour 1'analyse de l'Opus Geometricum: J.E. HOFMANN, Das Opus Geometricum des 
Gregorius a S. Vincento und seine Einwirkung auf Leibniz, Abh. Preussischen Akad. 
der Wissenschaften 1941, n ° 13, 79 pages. 
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les abscisses croissent en progression gdomdtrique, les aires (obtenues sous I 'hyper-  
bole) croissent en progression arithmdtique". Et la proposi t ion 130 6tablit la r6ci- 
proque.  Si des points  xl ,  x2 . . . . .  x . . . . .  sont  tels que les aires d6coup6es sous 
l 'hyperbole sont 6gales, les Xg et donc  les yg sont  en progression g60m6trique 

Y, Y2 Ya 
*** 

Y2 Ya Y4 

Aut rement  dit, les abscisses suivent une progression g6om6trique tandis que les 
aires correspondantes  addition6es a, 2a, 3a . . . .  suivent une progression arithm6- 
tique (figure 5). Les d6monstrat ions se font  par  la m6thode d 'exhaust ion 2s. 
C 'es t  A. t)E SARASA (1618-1667), 616ve de GRI~GOIRE DE SAINT-VINCENT, qui inter- 
pr&e ce double aspect d 'une  progression g6om6trique des abscisses et arithm6- 
tique des aires. II remarque que le r~sultat de GRI~GOIRE DE SAINT-VINCENT condui t  
explicitement & l '6quation fonctionnelle (10) quant  aux aires. En notat ions moder-  
nes, appelons A(x) l 'aire sous l 'hyperbole entre l 'abscisse 1 et Fabscisse x. Soient 
x et y deux abscisses (1 < x < y, pour  fixer les id6es). Soit z la moyenne  g6o- 

x z ]/~yy). D'apr~s  le r6sultat de m~trique de x et y, c'est-p/~-dire - -  (ou z = 
z y 

G R t ~ G O I R E  DE S A I N T - V I N C E N T ,  

a ( z )  - A ( x )  = . 4 ( y )  - n ( z ) ,  

donc  A(z) = ½ (A(x) + A(y)). En particulier, avec x = 1 et y ---- x, A(]/x) = 

25 Indiquons succinctement le principe de la d6monstration tr6s archim6dienne, 
mais dont nous ne d6taillons pas les diff6rentes 6tapes (raisonnement par l'absurde par 
exemple). 

Supposons xl, x2 et x3 en progression g60m6trique. Un calcul simple 6tablit l'6galit6 
des aires des rectangles xl, x2, Y2, Y1 et x2, xa, Y3, Y2 (voir figure A). Rappelons que la 
courbe repr6sent6e est une branche de l'hyperbole xy = 1. On prend x '  1 comme moyenne 
g60m6trique de x,  et x2, puis xl '  comme moyenne g60m6trique de x2 et x3. L'6galit6 
analogue des quatre rectangles a lieu puisque xl, x~, x 2, x~', x 3 sont en progression g60- 
m6trique. On ins6re ainsi successivement des moyennes g60m6triques pour exhauster 
~t la limite les aires curvilignes xl, x2, Y2, Yx et x2, x3, Ya, Y2, lesquelles sont donc 6gales. 

X~ 

~ Y 7  

X~ X 2 X(' 

Fig. A 

I 
X 3 
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Y2 

t -  
x 1 x z x 3 x4 x 5 

Fig. 5 

A(x)/2. D ' o h  

(11) A(xy) = A(x) + A(y).  

Et A. DE SARASA conclut  (Proposi t ion 10 de 26) "Unde hae superficies supplere 
possent loeum Logarithmorum", ("done ces aires peuvent servir de logarithmes"). 
I1 s 'agit  bien l~t d 'une  rdsolution de l'~quation fonetionnelle (10). D ' u n e  part, on 
en construit  explicitement une solution grace aux aires sous l 'hyperbole.  D ' au t re  
part,  de SARASA indique que l '6quation fonctionnelle (10) est caract6ristique des 
logarithmes avec libert6 de la base. Car  DE SARASA ne sp6cifie pas la base en jeu 
qui est ici celle des logarithmes ult6rieurement qualifi6s de naturels par  N. MER- 
CATOR en 1668. Et  de fait, l 'opuscule de DE SARASA fit un certain bruit, bien in- 
d6pendamment  de cette caract6risation du logarithme, car se situant dans le 
cadre du probl6me de la quadrature  du cercle, prob16me qui ent~chait la r6puta- 
t ion de GRI~GOIRE DE SAINT-VINCENT 27. Faut-il  mettre sur le compte  de cette 

26 A. DE SARASA, Solutio problematis a R. P. Marino Mersenno minimo propositi, 
1649, Antverpiae. 

27 Le texte de A. DE SARASA r6pond hun  probl6me du P6re MERSENNE, ce correspon- 
dant infatigable entre savants. L'ouvrage de GR~GOIRE DE SAINT-VINCENT pr6tendait 
avoir r6solu le probl6me de la quadrature du cercle (construction ~ la r6gle et au compas). 
Une erreur s6rieuse n'apparait qu'h la page 1120 du texte et ne fut d'ailleurs pas remar- 
qude des contemporains (sauf de HUYGENS). Mais l 'on doutait de l'exactitude du r6sultat 
final et du coup l'on m6connaissait les qualit6s remarquables de l'ouvrage, bien que tardif 
par rapport/t  sa conception, donc n6cessairement d6pass6. MERSENNE proposa imprudem- 
ment dans ses r6flexions physico-math6matiques (Novarum observationum physico-mathe- 
maticarum, tomus III, Paris, 1647) de seulement r6soudre, pour cette quadrature du 
cercle, le probl6me suivant: 

"Connaissant trois grandeurs quelconques, rationnelles ou irrationnelles et le logarithme 
de deux d'entre elles, en d~duire le logarithme de la troisi~me". 

Un simple probl6me de d6termination d'une base de logarithme. A. DE SARASA n'a pas 
de peine ~t r6soudre ce prob16me au moyen des r6sultats de GRI~GOIRE DE SAINT-VINCENT 
et doric de justifier ce dernier quant h sa pr6tention d'avoir r6solu le probl6me de la qua- 
drature du cercle -- ~t condition d'admettre 1'implication de MERSENNE! 
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r6putation 6branl6e le peu d'int6r~t apparent  pour  la caract6risation fonctionnelle 
du logarithme et la perte d'allant de l'id6e fonctionnelle? Sans doute, mais il 
faut pousser plus loin l 'analyse 6pist6mologique. Nous prendrons d 'abord  l'ex- 
emple de FERMAT qui, darts un texte 2s vraisemblablement 6crit vers 1660, parvient 

r6aliser les quadratures de courbes y~x # -~ a. Examinons sa fagon de traiter 
le cas o~ ---- 1,/3 = + 2 .  D6s le d6part, FERMAT nous indique que sa m6thode repose 
sur l 'utilisation de la progression g6om6trique "tr~s fOeonde en quadratures". 
I1 prend des points G, H, O, M, R ete. en progression g6om6trique (e l  figure 6), 

'/ 

N 

G H 0 M R 

Fig. 6 

disons selon une raison 1/r (r < 1). FERMAT indique ensuite qu'en prenant r 
suffisamment voisin de 1, on peut "ad6galer" un rectangle tel que GHG'E et le 
trap6ze curviligne GHIE.  II explique en effet que l 'on peut "'facilement employer 
la m~thode d'Archimkde de r~duction d l'impossible, par eirconscriptions et in- 
scriptions". Et il ajoute: "H  suffit de faire cette remarque une fois pour ne pas 
s'obliger gt revenir et gt insister constamment sur un artifice bien connu de tousles 
g~omktres ''2s. Par  manipulation des proportions, il constate que les rectangles 
successifs GHG'E, H O H ' I  etc. forment une progression g6om6trique de raison r. 
I1 suffit de sommer cette progression. En 6crivant r ---- AG/AH, il vient facilement 
pour  la valeur des s0mmes des aires des rectangles depuis le rectangle HOH'I ,  
l'6galit6/~ l 'aire du rectangle AGEA'.  Faisant alors tendre la raison vers 1, c'est- 
a-dire H vers G, FERMAT d6duit l'6galit6 du rectangle AGEA" ~ l 'aire curviligne 
d6termin6e par l 'axe des abscisses, la droite GE et la courbe. De m~me, si ~ = 1, 
fi = + n ,  pour  un entier n >  1, l 'aire du rectangle analogue AGEA" vaut 
( n -  1) fois l 'aire curviligne. F~RMAT envisage naturellement le c a s n  = 1, 
c'est-~t-dire le cas de l 'hyperbole. Constatant  l'6galit6 des rectangles successifs 

28 p. FERMAT, Oeuvres, ed. TANNERY et HENRY, Paris, Gauthier-Villars, (1891-1912), 
Tome I, p. 255-259. FERMAT ne travaille pas n6cessairement avec des axes orthogonaux; 
mais pour simplifier nous avons parl6 de rectangles au lieu de parall61ogrammes. 
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GI-IG'E, il d6duit que sa-m6thode n e  convient pas puisqu'elle ne fournit pas 
une aire :d&ermin6e. 6gale ..~t l'aire curviligne (qui est infinie), . • 

::S'i~z, ta m&hode est habile, il me  parait essentiel de faire sentir la diff6rence, du 
point de ,,¢~e foncti0nnel, par rapport h GR~GOIRE DE SAINT,VINCENT compl6t6 
pa r DE SARASA. FERMAT trouve un 6quivalent g6om&rique p o u r  l'aire curviligne 

que nous notons f (xo)  = d x 2 pour Xo > 0 (abscisse de G), mais n'&udie pas 
Xo 

du tout la correspondance entre Xo et cette aire. Or la propri~t~ fonctionnelle de 
f est notable et facilement v6rifiable g~om&riquement, g condition toutefois de 
vouloir chercher une telle relation fonctionnelle, 

' f (  ) f ( ' )  f(XoXo) = Xo Xo.  

r+ ~ dx , , 
Plus g6n6ralement avec f , ( x ) =  _-] ~ - ,  il vient fn(XoXo)= ( n -  1)fn(Xo)fn(Xo) 

Xo 

pour n > 1. Rien de tel chez FERMAT au contraire de la relation fonctionnelle ¢o 
dx 6tablie par de SARASA. Et ce n'est pas parce que FERMAT avec A ( x o ) =  x 

1 

travaille avec une aire qui s'&end ~t l'infini en abscisse. Lorsqu'il applique sa 
Xo d x  

m6thode ~ f x- ~ pour n > 1, il n'indique pas plus de propri&6 fonctionnelle. 
0 

Mais allons plus loin darts l'analyse de la preuve de FERMAT. C'est bien la mani- 
pulation des progressions g6om6triques qui est 5. l'oeuvre. D& le d6part en effet, 
la d6finition des courbes en jeu est fournie dans le seul langage des proportions. 
Si l 'on prend deux points quelconques en abscisses G e t  H, et E et I les points 

( H I ~  ~_  ( A G ]  ~ 
correspondants de la courbe alors \ G E ]  --  ~AH] ' o~ et fl &ant entiers ou inverses 

d'entiers. Cette d~finition par proportions me paraR alors essentielle pour la 
justification de l'addga!isation, "cette vdritd qu'il serait facile de confirmer par 
une ddmonstration plus prolixe mende g l la  fa fon  d'ArchimOde ''zs. Comme dit 
F~RMAT lui-m~me, en effet, ce qui entre bien dans le cadre de la m&hode d'ex- 
haustion, c'est d'&ablir pour deux rectangles successifs quelconques GHG'E 
et H O H ' I  l'6galit6 de deux rapports, 

aire curviligne GHIE  aire GHG'E 

(A) aire curviligne H O N I -  aire H O H ' I '  

lorsque AG, A H  et AO forment une progression g6om&rique de raison 1/r avec 
r < 1 (ef. figure 6). I1 suffit pour le voir d'adapter simplement la preuve de 
GREGOIRE DE SAINT-VINCENT (Cf 25) en ins6rant entre G e t  H, puis entre H et O 
des moyennes g6om&riques J e t  K. La d6finition de la courbe, au moyen des pro- 
portions, 6tablit/t l'6vidence une permanence, c'est-/t-dire la transformation d'une 
progression g6om&rique sur les abscisses en une autre progression g6om&rique 
de raison gdn6ralement diffdrente quant aux aires des rectangles correspondants. 
Et FERMAT ie sait bien qui pr6cise que lorsque t3/~x = 1, la progression g6om6tri- 
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que est triviale, de raison 1 "et c' est prdcisdment la diffdrence qui fait tout le mystkre 
de cette affaire "'2s. D6s lors (Fig. 7), on constate ais6ment que ce rapport  de l'aire 
du rectangle GJJ'E ~t l'aire H K K ' !  est 6gal au rapport des aires des rectangles 
GHG'E et HOH'L De m~me pour les rapports des aires des rectangles JHL'L 
et KOM'M.  Grftce ~t la loi op6ratoire des proportions a/b = c/d = (a q- c)/(b q- d), 

J' 6' 

~L L' 

K' H' 
I ~  /4' " '~ ' ~ - ~ - - ~ . _ . ~  

6 ./ H K 0 
Fig. 7 

on d6duit l'6galit6 des rapports des aires GHL'LJ'E et H O M ' M K ' I  au rapport  des 
aires des rectangles GHG'E et HOH'I.  On en d6duit (A) selon la m6thode d'ex- 
haustion. Puis, sans aucun passage ~ la limite, le r6sultat de FERMAT. Ce dernier 
pr6f6re court:circuiter cette preuve en faisant tendre la raison vers 1, c'est4t-dire 
H vers G, ce qui a priori pose un probl6me sur la mani~re "uniforme'" dont les 
rectangles lointains tendent vers les aires de la courbe. Ce probl6me est facile- 
ment r6soluble grace/ t  la propri&6 fondamentale des aires des rectangles, cette 
permanence d'une progression g6om6trique. Or FERMAT pr6f6re un 6nonc6 g6o- 
m6trique et il passe ainsi /t c6t6 de l'explication de la relation fonctionnelle qui 
n'est que le constat de cette permanence. I1 ne cite nullement GRI~GO1RE DE SAINT- 
VINCENT. 

L'aspect fonctionnel n'est pourtant p a s  perdu. Vers 1667, I. NEWTON 
(1642-1727) utilisant l 'hyperbole 6quilat6re y = 1/(x + 1), note verbalement 29 
ce qui correspond ~ l'6quation fonctionnelle (11) et il en d6duit une table des loga- 
rithmes des entiers. La quadrature de l'hyperbole, li~e ~t cette propri6t6 fonction- 
nelle (11), passionne J. GREOORY (1638-1675), et N. MERCATOR (1620--1687) 
en particulier dans sa Logarithmotechnia de 1668. Ce dernier 6tablit le passage 
d'un syst6me de logarithmes ~t un autre par proportionnalit~ et done fournit toutes 
les solutions (r6guli6res) de l'6quation (11). 

Cependant NEWTON et MERCATOR parviennent ~ un d~veloppement en s6rie 
enti6re de Log (1 + x). Ceci marque un tournant. En effet, l 'accent est mis sur 
les sdries infinies dont on d6couvre de nombreux exemples et la souplesse d'emploi 
en la derni6re partie du 17 ~m~ si6ele. I1 suffit de songer au titre de l'ouvrage de 

29 Voir The mathematical papers of L Newton, D. T. W~IITrSIDV. (ed.), Cambridge 
Univ. Press, Vol. II, p. 184-189. 
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NEWTON Methodus fluxionum et serierum infinitarum oil les fluxions apparaissent 
/t 6galit6 avec les s6ries infinies, a° Cette nouvelle direction fit oubiier les 6quations 
fonctionnelles et on n 'en connait pas d'utilisation nouvelle jusque vers la fin du 
17 ~m~ si6cle. 

5. D~termination pratique des fonctions de Leibniz h Euler 

Le calcul diff6rentiel fond6 dans la seconde moiti6 du 17 ~me si6cle par  NEWTON 
(1642-1627) et LEmNIZ (1646-1716) vint fournir une Consid6rable impulsion fonc- 
tionnelle dont faute de place nous ne parlerons pas car cela est mieux connu et 
s'61oigne de notre sujet 31. I1 faut noter que les math6maticiens anglais, apr6s 
NEWTON, rest6rent plus fid61es h la m6thode des s6ries et ne prirent gu~re le biais 
fonctionnel nouveau, ce qui renforce notre appr6ciation du r61e inhibiteur des 
s6ries ~t ce stade, quant au d6veloppement fonctionnel. Mais l'essentiel pour  
notre propos est qu 'un ~tre math6matique nouveau, la fonction, soit susceptible 
d 'un calcul et d 'une recherche quand bien m~me les contours significatifs de sa 
d6finition restent flous ou variables d 'un auteur ~t l 'autre. LEIBNIZ dans un ma- 
nuscrit de 1673, vraisemblablement le premier off le mot  fonction intervient, 
marque bien la probl6matique. I1 s'agit au moyen de propri6tds diff6rentielles, sur 
la tangente par  exemple, de d~terminer une courbe g6om&rique, c'est-~t-dire une 
certaine relation entre une abscisse et une ordonnde. Le titre du manuscrit  est 
explicite: "'Methodus tangentium inversa, seu de functionibus", "'de la mOthode 
inverse des tangentes, ou des fonctions". Et le mot  fonction s'inscrit donc plus 
dans le sens d'6quation fonctionnelle, de recherche d'une relation satisfaisant 
certaines conditions, par  l '6tymologie latine, que dans une d6finition formelle de 
correspondance. Fleurissent en effet nombre de probl6mes gdom6triques de ca- 
ract6risation de courbes ou de surfaces au moyen de leurs 616ments diff&entiels. 
On peut citer par  exemple l'6tude des d6velopp6es des courbes par  C. HUYGENS. 
S'y d6ploie toute l'habilet6 des g6om~tres de la fin du 17 ~m° et du d6but du 18 eme 
si6cle, premiers utilisateurs du calcul diff&entiel. Et ceux-ci sont conduits lente- 
ment ~tune classification des 6quations diff6rentielles selon les m6thodes utilis6es 
pour les r6soudre. Ce sont les m6thodes qui comptent, beaucoup plus que les 
applications g6om6triques. Ces m&hodes touchent entre autres les 6quations 
diff6rentielles lin6aires du premier ordre, les cas de s6paration des variables, les 
6quations de JACQUES BERNOULLI r6solues par changement de variable et ramen6es 
au cas lin6aire etc. Contentons-nous d 'un exemple. Dans une lettre du 24 Octobre 
1676 adress6e ~t LEIBNIZ par  l 'interm6diaire d'OLDENBOURG, NEWTON d6crit une 

30 L'ouvrage de NEWTON 6tait 6crit en 1671, mais ne fut pas publi6. Il ne parut qu'en 
1736 et en anglais, apr~s la mort de NEWTON. Une traduction fran~aise, M~thode des 

fluxions et des sdries infinies, rut effectu6e par BOFFON en 1740. (Cf. r66dition, librairie 
Blanchard, Paris, 1966.) 

a l Mais nous renvoyons le lecteur aux ouvrages classiques d'histoire du calcul 
diff6rentiel et du calcul int6gral, comme C. B. BOYER, The History of the Calculus and its 
Conceptual Development, New York, R66dition Dover, 1959; M. E. BARON, The origins 
of the Infinitesimal Calculus, London, Pergamon, 1969. Pour le concept de fonction ~t 
proprement parler, voir le texte tr6s document6 cit6 en 2. 
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courbe pour  taquelle le segment ( c f  figure 8) d6termin6 sur l a  tangente  par  le 
point de tangence M et l 'intersection T avec une droite fixe est de longueur con- 
stante a. C. HtJYGENS (1629-1695) &udie en 1692 cette courbe dont  l '6quation 
diff6rentielle est y2(1 q- y,2) _ a2y,2. I1 y montre toute son habilet6 (d&ermina- 
tion par  exemple de l'aire, etc.) et trouve une signification m6canique comme lieu 
des points d6crits par  l'extr6mit6 d 'un fil inflexible dont l 'autre extr6mit6 se d6place 
sur une droite. I1 s'appelle "tractoria" ainsi que LEmNIZ. L'atn6 des BERNOULLIS, 
JACQUES BERNOULLI (1655-1705), parle aussi de cette courbe d~s 1691, puis son 
fr6re JEAN BERNOULLI (1667-1748) 6tablit que la d6velopp6e de. la tractrice est 
une chainette a2. Cette derni6re courbe est repr6sent6e par un fil pesant attach6 
~t deux extr6mit6s comme LE~BNIZ, JEAN BERNOULLI et HCYGENS Favaient 6tabli 
juste auparavant  dans les Acta Eruditorum de 1691. I1 y a m61ange, on le voit, de 
probl6mes m6caniques; de connexions g6om&riques, ~ et de prouesses de calcul. 
Ces dernikres ddgagent l'aspect fonctionnel. 

\ 
\ 

\ 
7 

Fig. 8 

Le probl~me des isop6rim6tres, d 'une nature plus g6n6rale encore, popularise 
cet objet impr6cis qu 'es t  une fonction 33 et, ce qui est souvent essentiel en math6- 
matique, J. BERNOULLI propose de noter "'la earaetdristique d'une fonction", 
reprenant un vocabulaire leibnizien et indiquant 4)x. I1 s'agit avec le probl~me des 
isop6rim~tres de d6terminer une courbe continue, de longueur donn6e, d61imi- 
tant  entre deux ordonn~es 6gales une aire maximale avec la droite parall~le 
l 'axe des abscisses et passant par la valeur commune des ordonn6es. I1 s'agit par  

X2 

exemple de r6aliser un maximum de f 4)(x)dx sachant que 4)(xl)----4)(x2) et 
Xl 

X2 

que f i/l + 4)'2(x)dx est constante (of. figure 9). L 'objet  de la recherche est la 
XI  

fonction 4) qui intervient sous le signe int6gral. 
Le commentaire de l 'Acad6mie des Sciences de 1718 est instructif quant ~t 

l '6volution du concept de fonction (c'est nous qui soulignons dans le texte): 

a2 Voir les articles de JEAN BERNOULLI, LEIBNIZet HUYGENS dans les Acta Eruditorum 
de 1691. Citons 6galement quant 5. l'exemple choisi de la tractrice: LEIBNIZ, Opera, 
1768, t III, p. 294; HUYGENS, Oeuvres, tome X, p. 418; JEAN BERNOULLI, Lectiones 
mathematicae, in Opera, tome III, p. 497-499. 

aa JEAN BERNOULLI, Remarques sur ce qu'on a donn6 jusqu'ici de solutions des pro- 
bl6mes sur les isop6rim6tres, M6moires de l'Acad6mie Royale des Sciences de Paris, 
1718, p. 100-139, (cf aussi p. 48-54). 
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blx) 

¢~cx') I 
xl x z 

Fig. 9 

, I I  faut done concevoir une infinitd d'arcs appartenant it diff~rentes Courbes qui 
ont tousles deux m~mes Ordonndes extremes, et un axe Ogal compris entre ces Ordon- 
ndes, et tous Isop~rimktres, ou de la m~me longueur; et entre cette infinitd d'arcs il 
faut  d~terminer celui dont les Ordonndes sont telles qu'dtant dlevdes it despuissances 
parfaites ou imparfaites, ou p l u s  g d n d r a l e m e n t  it des  f o n c t i o n s  q u e  
l ' o n  d d t e r m i n e r a  c o m m e  on v o u d r a ,  elles remplissent un espaee plus 
grand ou plus pet# que celui que rempliraient les Ordonndes de tout autre arc dlevdes 
aux m~mes fonctions ''33. Et c'est d'ailleurs l ' image d 'un ill, attach6 ~t deux points 
fixes, qui est pr6conis6e pour comprendre la nature du probl+me. Par  ailleurs, 
le texte m~me de BERNOULLI est tr& ambitieux quant ~t la d6finition d'une 
fonction: "'On appelle fonction d'une grandeur variable une quantitd composde de 
quelque manibre que ce soit de eette grandeur variable et de constantes". Le mot  
"compos6"  est "ambigu",  et on aurait tort  de trop attribuer ~t cette d6finition. 

En 1748, le livre fameux d'EULBR, Introductio in analysin infinitorum, marque 
la prise de conscience que l 'analyse est la science g6n6rale des grandeurs et des 
fonctions 34. Dans sa prdface EULER indique: 

"Je  me suis surtout dtendu dans le premier Livre sur les fonctions de variables, 
parce qu'elles sont l'objet de l'Analyse infinitdsimale". Mais comment  EULER lui- 
m~me applique-t-il la g6n6ralit6 du concept fonctionnel ? Prenons un exemple 
au lieu de citer une d6finition. Au chapitre XVII  de son Introduction it l'Analyse 
Infinitdsimale, il s'agit de "la mani~re de trouver les courbes en vertu d'autres pro- 
pri~t~s". Et EULER d'indiquer que la m6thode fonctionnelle n'est pas restreinte 
~t la seule repr6sentation en coordonn6es rectangulaires. Ainsi EULER veut envisager 
les courbes "coupdes en un seul point par les droites tir~es d'un point C" (en dehors 
~ventuellement du point C). EULER indique comme d6termination la longueur 
alg6brique C M = z sur un axe faisant un angle ~b avec une droite fixe CA 
(figure 10). Et il consid~re z comme "une fonction quelconque du sinus de I' angle dp". 
Puis EULER fait semblant de croire que le probl6me d'unicit6 de l'intersection 
serait r&olu en prenant une "fonetion u n i f o r m e ,  parce qu'il ne rdpond it l'angle 

33 JEAN BERNOULLI, Remarques sur ce qu'on a donn6 jusqu'ici de solutions des 
probl~mes sur les isop6rim&res, M6moires de l'Acad6mie Royale des Sciences de Paris, 
1718, p. 100-138 (cf. aussi p. 48-54). 

34- L. EULER, Introduction h l'Analyse infinitdsimale, traduction franqaise de J. B. LA- 
BEY, 1797, Paris (2 volumes). C'est dans cette traduction que nous prendrons les citations 
d'EULER, dont l'original parut en latin en 1748 (Lausanne, Bousquet; voir Opera Omnia, 
Pars I, Vol. 8-9). 
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A C M  = dO qu'une seule valeur de la droite CM".  Mais aussit6t le passage de qb 
(q~ q- z 0 lui indique qu'~t tout le moins z doit &re une fonction impaire (uniforme) 
de sin qb. M~me remarque quan t / t  l'imparit6 si z e s t  une fonction uniforme de 
cos qb. Sans aucune pr6caution oratoire, EULER conclut que: "Toutes les eourbes 
que les droites mendes de C couperont en un seul point seront done renfermdes dans 
cette dquation z = P, si Pes t  une fonction impaire du sinus ou du eosinus de rangle 
A C M  = qb". Quelques lignes plus loin, on passe du "'ou", cas d'une variable,/ t  
un "et" ,  cas de deux variables pour P, puisque la fonction P e s t  seulement assu- 
jettie /t devenir n6gative "lorsqu'on prend ndgativement le sinus et le eosinus de 
rangle cb". En revenant aux notations cart6siennes, cela donne z comme fonction 
impaire de x/z et de y/z. Puis EULER se contente alors d'une 6criture en s6rie, 
d'ailleurs particuli6rement compliqu6e puisqu'il s'agit de tenir compte de tous 
les produits ou quotients possibles de x/z et y/z fournissant une fonction impaire: 

X 
(12) z = 0¢-- 

z 

Z z X a x 2 y  - -  x y 2  ya 
+ o 7 

Y 

x 2 y Y 2 Y  
-k i - - q -  ~ - - - - @  - - @ e t c .  

yz  x z x x 

/4 

Fig. 10 

Ce d6veloppement (12) ne correspond done pas d un ddveloppement analytique en 
x/z et y/z, mais para~t plus riche a priori. L'important est qu'en divisant par z 
on n'obtient que des puissances paires de z (z 2 ---- x 2 q- y2) et, dit EULER: "on 
fait  disparaftre toute irrationalitd, et il restera une dquation rationnelle entre x 
et y".  Toutefois une partie de la richesse du d6veloppement (12) est illusoire et le 
"etc ."  qui y figure ne semble pas signifier un d6veloppement infini. En fait le 
passage par ce d6veloppement ne rut effectu6, semble-t-il, que pour 6tablir que 
la courbe cherch6e se repr6sente comme l'6galit6/t une constante d'une fonction 

homog~ne en x e t y  de d e g r 6 - 1 .  Comme si l ' ,criture z = q ~ ( ~ -  ~ ) ,  off 

(x (x qb - z ' = -qb , impliquait 1 =~b 2 _]_ y2'x2 _~ y2  - -  }/.t(X ' y) 

o~ gt(2x, 2y) = 2N(x, y) pour  tout 2! Et EULER d'6crire a priori la fonction 
homog6ne ~ de degr6 1 comme quotient de deux fonctions homog6nes en x et 
y, le num6rateur 6rant de degr6 n e t  le d6nominateur de degr6 (n - 1). Mais il 
r6duit encore le rdsultat en ne prenant que des polyn6mes et 6num6re enfin les 
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premiers  cas possibles quant  aux courbes consid6r6es: 

o~x + fly = c, droites, n = 1, 

a x  2 + f lxy -t- yy2 = c (Ax  + By), coniques, n = 2, 

ocx 3 + flx2y + yxy2  + 6y3 _~ c (Ax  2 + B x y  + Cy2), cubiques, n = 3, etc. 

Certes la conclus ion d'EULER nous apprend,  mais a posteriori, la l imitat ion de sa 
recherche. "Nous  avons done fa i t  une ~num~ration eomplbte de toutes les eourbes 
a lg  ~ b r i q u e s que les lignes droites, rnenOes par un point donn~ C, ne rencontrent 
qu'en un point TM. Nous  restons done  s u r  l ' impress ion qu'EULER se situe ~t la 
fois en deg~t et au del/~ de la l imitat ion qu'i l  donnait ,  comme BERNOULLI, ~. la 
d6finition d 'une  fonction,  au n ° 4 du premier  chapitre de l 'Introduction ?t l 'analyse 
infinitOsimale: "Une  fonction de quantitO variable est une expression a n a l y t i q u e  
compos~e, de quelque manibre que ce soit, de cette rn~me quantitO et de nombres, 
ou de quantit~s constantes ''36. (C'est  nous qui soulignons le qualificatif "ana ly -  
t ique".)  Juste apr6s cette d6finition, EULER distingue les fonctions alg6briques et 
les fonct ions t ranscendantes.  C o m m e  les moyens  de calcul qualifi6s de t ranscen-  
dants  sont vari6s au chapitre IV de l ' In t roduct ion  a4, EULER indique que la fagon 
la plus convenable  est l 'ob tent ion  d 'une  s6rie enti6re, voire d 'une  s6rie infinie de 
puissances non  n6cessairement enti6res ("praeter potestates ipsius z exponentes 
integros affirmativos habentes admitti  debent potestates quaecunque"). En somme,  
EULER sp6cifie le mode  de calcul expticite d 'une  fonct ion et nous  voyons  avec 
l '6criture (12) que les puissances n6gatives sont accept6es. 

I1 peut  ~tre int6ressant de pr6ciser des restrictions prat iques  chez EULER quant  
au concept  de fonction,  n o t a m m e n t  en liaison avec des 6quations fonctionnelles 
et part iculi6rement les fonctions homog6nes  d6j~t envisag6es ci-dessus. En 1755, 
dans son ouvrage Institutiones calculi differentialis 37, EULER entend caract6riser 

as Ouvrage cit6 en 34, 2eme volume, chapitre XVII, page 208 et suivantes (c'est nous 
qui soulignons). 

36 L'original latin de l'Introduction ?t l'Analyse infinit~simale d'EUL~R 6nonce 

"Funetio quantffatis variabilis est expressio analytiea quomodoeunque eomposita ex illa 
quantitate variabili et numeris seu quantitatibus eonstantibus." 

La difficult6 d'interpr6tation de cette d6finition est dans la compr6hension de l'adjectif 
"analytique". Dans l'exemple pratique choisi, on a pu voir qu'Et3LER ne prend pas 
seulement une s6rie enti6re, mais admet des puissances n6gatives. Par ailleurs, au bout 
du compte il n 'y a pas d6veloppement infini! Concluons plut6t ~t l'ambiguit6. Ambiguit6 
renforc6e par la mention du mot uniforme par opposition au mot multiforme. 

"La fonction multiforme est celle qui, pour chaque valeur ddterminde qu'on met h la place 
de la variable, donne plusieurs valeurs dOterminOes". 

(Cf. 34, page 6.) On a dos lors l'impression que Ie mot "analytique" a l'acception de moyen 
explieite du ealcuI. Nous allons voir que sur bien des cas concrets, telle semble 8tre la 
position eu16rienne. Mais celle-ci va 6voluer. 

37 L. EtJL~R, Institutiones calculi differentialis, Petropoli, 1755 (§ 222, Partis prioris 
Caput VII, voir Opera Omnia, Series I, vol. 10, Leipzig, 1913). 
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les fonctions homog6nes V de degr6 n, disons en deux variables x et y, c'est-h-dire 
les fonctions pour lesquelles on a l'6quation fonctionnelle 

(13) V(2x, 2y) = 2"V(x, y) .  

EULER remarque qu'en prenant y ~ tx, on transforme V(x, y)  en un produit de 
deux fonctions x ~ et T(t)  (---- V(1, t)) : "'Quare si ponentur y ix,  induet V huius- 
modi  f o r m a m  Tx  n existente T functione ipsius t" .  Pour  EULER, Tes t  a priori diff6- 
rentiable ("sitque d T  ~ H d t " )  tout comme V. Nous sommes, il est vrai, dans le 
cadre d'un texte consacr6 au calcul diff6rentiel! Calculant ensuite de deux favons 
la diff6rentielle de la fonction suppos6e homog6ne V, 

d V  ~ P dx + Q dy : x ~ d T  q- n x ' -  1 T dx ,  

EULER obtient P x  + Qy  -~ nV. Soit l '6quation dire d'EULER, 

(14) ~V ~V 
-~x X + -~y Y : nV .  

("quae aequatio relationem inter P et Q ita definit, ut, si altera sit cognita, altere 
faci le  inveniatur"). R6ciproquemment, en 1770, EULER a8 &ablit que la solution 

g6n~rale de (14) est V =  x~T , c'est-~-dire la forme fonctionnelle d6duite de 

(13). I1 avait d~j/~ fait ant~rieurement une telle remarque dans le cas off n = 039. 

Les diff~rents probl6mes fonctionnels d'origine g~om&rique (courbes d~velopp~es 
etc.), cin~matique (brachystochrone), optique (caustiques) etc., voire de classifi- 
cation math~matique comme not6 chez EULER, conduisent ~ une multiplicit6 
de fonctions, dont la r~gularit6 est toujours v~rifi~e, sauf en des points isol~s et 
exceptionnels. Et du coup le besoin se fait sentir d'une investigation syst6matique 
des fonctions qualifi6es d'616mentaires. Ce sont alors les propridtds diffdrentielles 

fdx d(eX) e x ou ----- Log x qui apparais- ou les propri6tds int~grales, par exemple dx - -  - 'x  

sent comme les plus naturelles pour fournir les propri6t6s de ces fonctions et non 
des propri6t6s fonctionnelles comme eX+Y= e ~. e y, lesquelles sont d6duites et 
ne servent pas de propri6t6 caract6ristique. II n 'y a pas vraiment de d6marche 
constructive, c'est4t-dire de pr&entation syst6matique de toutes les fonctions 
616mentaires h partir de quelques propri6t6s de base. Car est absente l'id6e m~me 
d'une caract&isation pour de telles fonctions d'un usage courant. L'avantage des 
propri6t6s diff6rentielles ou int6grales est de conduire, avec la formule de TAYLOR, 
aux d6veloppements en s6rie consid6r6s comme tellement importants. Aussi est- 
il naturel de voir figurer les relations fonctionnelles surtout lorsqu'il est possible 
d'en induire des d6veloppements en s6rie enti&e. La d6marche d'EULER, quant 

a8 L. EtJLER, Institutiones calculi integralis, III, Petropol, 1770, Pars I, Cap. VII, 
p. 92. (Voir Opera Omnia, Series I, Vol. 13, Berlin, 1925, p. 116-119.) 

39 L. EULER, Institutiones calculi integralis, I, Petropol. 1768. (Opera Omnia, Series I, 
vol. 11, p. 259-260, Leipzig, 1913). 

"Functio homogenea nullius dimensionis, quae ergo posito y = ux abit in funetionem 
ipsius u". 
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l'exponentielle, est r6v61atrice dans l'ouvrage d6j~t cit63~ de 1748. Peut-~tre n'est- 
il pas inutile de rappeler cette d6marche. Partant d'une constante a > 1, la 
d6finition de a x est consid6r6e comme allant de soi, ou plut6t comme relevant 
du calcul int6gral. Une explication est ajout6e, laquelle indique que a p/q se trouve 
comme solution X de X q =  a p, l 'unique solution comprise entre a tp/ql et a [p/q] +1 
off [p/q] d6signe la partie enti6re de p/q ,  pour des entiers p e t  q. La propri6t6 de 
monotonie de a x semble suffire h EULER pour d6finir a x pour toutes les valeurs 
de x. Et c'est seulement arriv6 ~t ce point qu'EULER signale l'avantage numdrique 
de la relation fonctionnelle 

(15) a x+y = aXa y. 

Le logarithme (de base a) est d6fini comme fonction r6ciproque de a ~ et son 
6quation fonctionnelle dfiment indiqu6e (d6duite de (15)). Une des formes de cette 
6quation est soulign6e par EULER comme n u m & i q u e m e n t  pra t ique  

log ]/~y -- log x -t- log y 
2 

Mais n'oublions pas qu'EULER traite d'analyse infinit6simale, donc de d6veloppe- 
ments en s6rie. I1 envisage, pour une valeur k ne d6pendant que de a, l'6criture 

(16) a w = 1 + k w  + o(w) ,  

lorsque w tend vers 0, n'indiquant ce que j 'ai not6 o(w) que verbalement en 
pr6cisant que k est le rapport  (a w - 1)/w lorsque west  infiniment petit. Passant 
~t la puissance d'ordre n, l'id6e est de faire tendre simultan6ment w vers 0 et n 
vers l'infini de sorte que le produit nw tende vers z. D6veloppant (1 + k w  q- o(w))" 
par la formule du bin6me, dont on note l 'importance pratique (cf. § 8, m6thode 
fonctionnelle en math6matiques), et par un hardi passage ~t la limite sur chaque 
terme du d6veloppement du bin6me, EULER obtient: 

kz  k2g 2 
(17) a Z =  1 + - ] - - + - ] - 7 ~  + ... 

Puis par inversion, ce que nous notons 

1 n 
log(1 +x)-- - -  lim .--[(1 + x ) "  - 1]. 

De nouveau, le passage ~t la limite dans chaque terme du d6veloppement du bin6me 
le conduit ~t 

1 ( X2 X3 ) 
(18) log(1 q - x ) = - - ~ -  x - T q - T +  . . . .  

Le choix de k = 1 d6termine la base des logarithmes naturels (ou hyperboliques 
pr6cise EULER pour faire r6f6rence au calcul int6gral, c'est4t-dire h la propri6t6 
d6couverte par GR~GOIRE DE SAINT-VINCENT). Les s6ries (17) et (18) permettent 
le calcul de l'exponentielle et du logarithme. Et l 'on sent bien que c'est seu lement  
une fois ce calcul rendu possible qu'EULER peut traiter l'exponentielle et le loga- 
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r i thme c o m m e  des fonc t ions .  Ce qui donne,  croyons-nous,  une tonalit6 par t icu-  
li6re h la d6finition initiale d 'une  fonct ion 4°. Reprenan t  (16), et pa r  le m~me pro-  
c6d6 in t roduisant  n, sans qu'il s'agisse en aucune fa¢on d'une ddfinition des fonct ions 
en jeu,  EULER conclut  (sans la no ta t ion  de la limite mais  pou r  un infiniment 
grand  n): 

(nl e* = L im 1 + , 
n ---> o o  

et 
1 

Log  (I + x ) =  L imn((1  + x)"  - 1). 
n---~ o o  

Pra t iquement ,  dans ce qui pr6c6de, aucune utilisation n 'es t  notable  d 'une  6qua- 
t ion fonctionnelle.  II n ' en  sera pas  de m~me pour  le t ra i tement  eul6rien des fonc- 
t ions de la tr igonom6trie.  Celles-ci sont d6finies g6om6tr iquement  ~t par t i r  du 
cercle et l ' on  d6duit les 6quations fonctionnelles:  

(19) 

(20) 

et 

(21) 

sin 2 z -F- cos 2 z = 1, 

sin (y + z) = sin y cos z + cos y sin z,  

cos (y + z) = cos y cos z -- sin y sin z.  

EULER d6compose  (19) en (cos z + i sin z) (cos z - i sin z) = 1 et d6duit  de 
(20) et (21) la relat ion 

(cos z -}- i sin z) (cos y + i sin y) = cos (y + z) -}- i sin (y + z). 

Ce qui, pou r  un entier n, lui fourni t  la relat ion dont  DE MOIVRE avait  la substance 
d6s 1730, 

(cos z + i sin z) n + (cos z - i sin z) n 
COS//Z 

2 

P a r  le m~me proc6d6 de passage ~t la limite, d6fit utilis6 pou r  d6duire le d6velop- 
pemen t  de l 'exponentielle,  ~t par t i r  d 'une  var iable  z qui tend vers 0 et d 'une  va-  
riable n qui tend vers l 'infini de sorte que nz approche  y, EULER d6duit le d6ve- 
loppement  en s&ie 

y2 y4 y6 

c o s y  = 1 - ] - ' ~ +  1 . 2 . 3 . 4  1 - 2 . 3 - 4 . 5 . 6  + . . .  

D u  coup,  cos y devient une fonct ion acceptable car  explici tement calculable. 
I1 proc~de de m~me p o u r  le sinus. La  m~me technique, h par t i r  de la relat ion (19), 

40 Et cette tonalit6, d6j~t per9ue quant ~t la signification du mot uniforme, est reprise 
par J. L. LAGRANGE dans sa Thdorie des fonctions analytiques (Paris, 1797) quand il 
parle explicitement d'une fonction comme d'une expression de calcul: 

"On appelle fonction d'une ou de plusieurs quantitds, toute expression de caleul dans la- 
quelle ees quantit& entrent d'une mani~re queleonque .. 2' 
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&endue sans commentaire  aux valeurs x 6ventuellement complexes, le condui t  
aux c616bres formules dites d'EULER: 

eiy_j_ e- iy  e iY_  e- iy  
cos y --  2 et sin y : 2i 

I1 faut  dire que plusieurs pr6curseurs avaient fait le point  sur les formules d 'addi-  
t ion;  de soustraction et de duplication en t r igonom&rie circulaire, essayant de 
mettre un  ordre dans la logique des d6ductions en cascade des formules. Ces 
auteurs avaient ainsi acquis certaine habilet6 ~t tirer des cons6quences d '6quat ions 
fonctionnelles. On  peut  ainsi signaler THOMAS FANTET DE LAGNY (1660-1734) 
dont  un m6moire fur comment64~ h l 'Acad6mie des Sciences en 1703, signalant 
une r6organisation logique de la trigonom6trie. En 1727, dans un M6moire ~t 
l 'Acad6mie  de Saint-P&ersbourg,  FReDeRIC-CHRISTiAN MAYER d6duisait touteS 
les formules tr igonom6triques des seules 6quations d ' add i t ion  et de soustraction. 
En 1748, EULER traite quasi d6finitivement des foncfions tr igonom6triques 42. 
De  m~me, c 'est  J. H. LAMBERT (1728-1777), dans un M6moire paru  ~ l 'Acad6mie 
de Berlin en 1770, qui cl6t la question des fonctions de la trigonom6trie hyperboli-  
quC3.  La question de la caract6risation 44 des fonctions t r igonom&riques au moyen  

4, Hist. Acad. Sc. Paris, 1703. 
42 L. EULER, In6galit6s des mouvements de Jupiter et de Saturne (Opera Omnia, 

S~rie II, Vol. 25, p. 45-157). 
4a j. H. LAMBERT, Observations trigonom6triques, M6m. Acad. Berlin 24 (1768), 

p. 327-354 (Opera Math. 2, p. 245-269, Ftissli, Ziirich, 1948). 
4~ JULES TANNERY, dans son Introduction h la th~orie des fonctions d'une variable 

(Paris, 1886), signale explicitement la port6e d'un traitement des fonctions trigono- 
m6triques par la m6thode fonctionnelle (§ 96): celle d'61iminer la g6om6trie de l'analyse. 
II est surprenant que ce point de vue n'ait pas 6t6 adopt6 plus t6t, disons entre EULER 
et CAUCHY. A tout le m0ins cela nous oblige ~t nous m6fier des d6finitions trop g6n6rales 
et ~t surtout rechercher la pratique des math6maticiens. Mais citons TANNERY (dans 
l'6dition de 1904, Vol. I, § 197, TANNERY supprime l'adjectif philosophique): 

"H y a un interdt philosophique dvident h introduire dans l'analyse le moins possible de 
donndes expdrimentales, et il importe par consequent de donner des fonctions sin x et cos x, 
une ddfinition qui repose uniquement sur la notion de nombre et n'emprunte rien ?t l'idde 
d" espace". 

Et J. TANNERY se propose de d6terminer toutes les fonctions continues ,~ et ~F telles que: 

~b(a + b) = ~b(a) ~(b) -- W(a) W(b), 

~(a  -}- b) -~ kg(a) ~b(b) + kg(b) q~(a). 

I1 v6rifie clue f ( x )  = q52(x) -k kg2(x) ffatisfait l'6quation fonctionnelle de l'exponentielle: 

f ( x  + y) = f ( x ) f ( y ) .  

Soit, grace h la continuit6 suppos6e, et comme CAtJCnY l'avait 6tabli (cf. § 8), f ( x )  = e gx. 
TANNERY 61imine explicitement la solution identiquement nulle. I1 pose alors 

cos x = e -~gf2)x q~(x) et sin x = e-Cg/2~x k~(x), 
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de formules d'addition ne fut entreprise qu 'au XlX ~me si6cle finissant, et cela en 
d6pit de l'6quation fonctionnelle du cosinus trait6e dans un tout autre contexte 
par d'ALEMBERT (cf. § 7, la m6thode fonctionnelle en physique math6matique), 
et en d6pit du traitement de cette m~me 6quation par A. L, CAUCHY dans son 
cours d'Analyse alg6brique de 1821 (cf  § 8, la m&hode fonctionnelle en math& 
matiques). 

Pourtant, ces 6tudes d'6quations fonctionnelles d6riv6es les unes des autres, 
et non certes de r6solution d'6quations fonctionnelles, s'av6reront utiles 10rsqu'il 
s'agira de traiter des fonctions elliptiques ouvrant alors un Champ tr6s fiche pour 
les 6quations fonctionnelles. I1 est impossible de reprendre ici le d6tail de cette 
6volution. Signalons qu'une premi6re formule d'addition fut obtenue par EULER 

x dx 
apr6s FAGNANO 4s pour f ~ lorsque P(x) = 1 - x 4. Cette formule fut g6n6- 

g I/t'(x) 
ralis6e par ABeL avec les fonctions sn u et dn u. De m~me que pour la trigono- 
m&rie, ce n'est que beaucoup plus tard, avec WEmRSTRASS, que l 'on se servira des 
formules d'addition (ou de soustraction) pour caract6riser a priori les fonctions 
elliptiques. WEmRSTRASS a 6tabli en effet que route fonction analytique f satis- 
faisant une relation rationnelle F( f (x ) , f ( y ) , f ( x  + y)) = 0 pour tous x, y complexes 
&ait soit rationnelle, soit rationnelle en exp (~x), soit doublement p&iodique. 
Mais ceci sort des limites que nous nous sommes impos6s dans cet article 46. 

puis proc~de comme EULER, dont il s'inspire, mais en suivant la rigueur weierstrassienne. 

!l d~veloppe ainsi cos x/cosm X (et sin x/cos m x )  m ~-- , fait tendre mvers l'infini et d6duit 

le d~veloppement en s6rie enti~re tant de cos x que de sin x. D'o~t la caract6risation 
requise. Cependant, TANNrRY a besoin au cours de sa d6monstration de l'hypothOse 

sin x 
suppt~mentaire (avec sa d6finition de la fonction sinus): Lim = 1. I1 pourra 

x~O X 
ensuite d~finir le nombre ~ sans intervention de la g~om6trie. I1 faut signaler toutefois 
que LOBATCHEVSKI dans son Algkbre ou le calcul des fonctions (Kazan, 1834) pr6sentait 
une d6finition analytique des fonctions trigonom6triques h partir du d6veloppement en 
s6rie enti6re de exp (ix). M. YOUSCHKEVlTCH me signale que cette approche date au 
moins de 1825 d'apr~s le programme du cours pour 1825-1826 de LOBATCHEVSKI. 

La ddfinition de l'expouentielle complexe par s6rie enti6re ne deviendra famili6re 
qu'au 206me si6cle et ainsi la d6duction par l'analyse des propri6t6s de sin x et cos x, 
Jnd6pendamment de route allusion g6om6trique. 

4s Les recherches de G. C. DI FAGNANO (1682-1766) r6alis6es entre 1714 et 17i8 et 
republi6es en 1750 (Produzioni matematiche, Pesaro) suscit6rent deux papiers de L. EULER : 
De integratione aequationis differentialis, Novi Comm. Acad. Sc. Petrop. 6, 1756-57 
(1761), p. 37-57; Observationes de comparatione arcuum curvarum ellipticarum, Novi 
Comm. Acad. Sc. Petrop. 6, 1756-37 (1761), p. 58-84. Voir Opera Omnia, Series I, vol. 20, 
p. 58-79 et p. 80-107. 

,6 Des d6tails historiques sont fournis dans les deux r6f6rences suivantes: Encyclo- 
p6die des Sciences Math6matiques pures et appliqu6es, Volume IIli ,  II13, Paris, Leipzig, 
]912. 

J. DmUDONN~ (6d.), Abrdgd d'histoire des mathdmatiques 1700-1900, Paris, Hermann, 
1978 (article de C. HOUZEL: Fonctions elliptiques et int6grales ab61iennes, Vol. II). 



Histoire des 6quations fonctionnelles 129 

Vers l '6poque off EULER 6crivait son Introduction ?t l'Analyse Infinit~simale, 
une autre intervention des 6quations fonctionnelles apparaissait, qui fut appel6e 
~t bouleverser le champ de l'analyse: Dans deux articles fameux de 1747, D'ALEM- 
BERT montrait  que les sinusoidales n'6taient pas les seules solutions du probl6me 
des cordes "tendues raises en vibration ' '~ .  Une 6tude de ces deux articles montre 
~t quel point les d6pendances fonctionnelles sont maitris6es. Par tant  d 'une analyse 
dynamique du mouvement  d 'une corde tendue, sous l 'hypoth6se de petites vibra- 
tions, et pour  une corde "uniform&nent dpaisse dans toute sa longueur", fix6e h 
deux extr6mit6s, D'ALEMBERT fournit des relations diff6rentielles pour la fonction 
y(t, s),  laquelle marque la d6pendance de la hauteur y de la corde ~t partir  de l 'ab- 
scisse s, laquelle varie de 0 ~t l, et du temps t. Posant  dy -~ p dt + q ds, D'ALEMBERT 
prouve 

dp = oc dt -t- ~ ds, 

[ d q : ~ d t  -[-ccds. 

I1 n'6crit pas explicitement l '6quation ~quivalente qui est l '6quation aux 
d6riv6es partielles des cordes vibrantes (devenue si famili6re, avec un coefficient) 

t~2y Say 

8 t  2 8,.72 ~' 

car il proc6de directement ~t la r6solution du syst~me diff6rentiel. Posant  en effet 
dp q- dq = (o~ -t- ~) (dt q- ds), D'ALEMBERT d6duit sans commentaire que o¢ + ~ est 
fonction de la seule somme s q- t. De fait, quelques lignes plus haut, pour  justifier 
l 'apparit ion de ~ tant dans l 'expression de dp que dans celle de dq, D'ALEMBERT 
avait fait appel ~t un th6or~me d'EULER, assurant que si A ( =  BY/St) et B ( =  8Y/Ss) 
sont les d6riv6es partielles d 'une fonction Y de deux variables s et t, on doit avoir 
8A/Ss = ~B/Ot. En particulier, ce r6sultat fournit l'6galit6 des d6riv6es partielles, 

8(c~ + ~) ~(~ + ~) 

8s 8t 

Un changement de variables, avec u = t + s et v ~ t - s, permet d 'avoir  la 

nullit6 8------ff-~- 0, ce qui assure que ~ q-~, est fonction seulement de 

t + s. De telles manipulations sont constamment sugg6r6es comme 6videntes 
dans le texte de D'ALEMBERT. En tout cas, il d6duit de la mame fagon que 0¢ - v 
est seulement fonction de t - s. D'ofi  l 'int6gration possible, avec des fonctions 
~b et A g6n6rales, du syst~me diff6rentiel selon 

q)(t q- s) - A(t  - s) dy = ~b(t + s) + A(t  - s) dt -+ ds 
2 2 

tb(t__+ s) A(t  S) 
- -  d(t -~ s )  + ~- d(t - s )  

2 z 

,*7 j. D'ALEMBERT, Recherches sur la courbe que forme une corde tendu~ mise en 
vibration, Hist. Acad. Berlin, 1747, tome 1, p. 214-219 et p. 220-249; J. D'ALEM•ERT, 
Addition au m6moire sur la courbe que forme une corde tendu~ mise en vibration, 
Hist. Acad. Berlin, 1750, p. 355-360. 
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dont D'ALEMBERT tire aussit6t la forme g6n6rale du mouvement des cordes vi- 
brantes par une semblable int6gration avec des fonctions ~,et  /~, 

y = ~(t -b s) -[- _F(t - s). 

Ici interviennent done deux fonetions ~ et /~. C'est cette conclusion qui est la 
plus marquante: "Or il est aisd de voir que cette dquation renferme une infinitd 
de courbes". Puis D'ALEMBERT 6tudie les conditions aux limites du probl6me. 
A l'origine des temps, la forme yo(s) de la corde fournit une premi6re 6quation 
fonctionnelle yo(s) -~ ~(s) -k F ( - s ) .  D'ALEMBERT 6tudie le cas particulier d 'une 
corde rectiligne !e long des abscisses au d6part, soit yo ~ 0 et d6duit done 
~(s) = - F ( - s ) .  Ce qui lui" procure la forme suivante pour la fonction y des 
deux variables s et t, 

(22) y = ~o(t -k s) - ~0(s - t)i 

Mais la corde reste fixde aux abscisses x = 0 et x = I. Done deux autres 6qua- 
tions surgissent de ces conditions aux limites, 

~(t) = ~ ( -  t),  

et 

~0(t + l) = ~p(l - t ) .  

La fonction ~p est paire d'apr6s l a  premibre 6quation. Du coup, o'ALEMBERT 
conclut "~0s dolt ~tre une fonction de s dans laquelle il n'entre que des puissances 
paires, lorsqu'on l'aura r~duite en s~ries". Cette conclusion marque bien la limi- 
tation pratique apport6e ~t une manipulation explicite des fonctions, une r~duction 
au d~veloppement en s~rie. Heureusement le mode analytique de calcul semble 
dissoci6 de la repr6sentation g6om6trique. E n  effet, la deuxi6me condition aux 
limites et la parit6 de ~0 impliquent que ~p est p6riodique, de p6riode 2/, ce qui 
invalide la possibilit6 d 'un d6veloppement arbitraire en s6rie enti6re partout 
calculable selon D'ALEMBERT ~s. I1 introduit, selon l'usage de la g6om6trie, une 
construction auxiliaire. 

I1 envisage la "courbe gOn~ratrice", une fonction paire et de p6riode 21 

"qui est cornpos~e, comme je l'ai fait  voir, d'une infinit~ de portions semblables et 
~gales, et dont les ordonnges rgpondantes aux abscisses s, sont ~gales ~ ~os". 

Naturellement, D'ALEMBERT d6termine y par une deuxi6me condition initiale, ~t 
savoir la vitesse dont chaque point de la corde est anim6 ~t l'origine des temps: 

By) ---- 2~'(s) pour s 0 < l. 
t=0 

48 Pourtant, page 248 de l'article cit6 en 47  D'ALEMBERT annule la condition de 
p6riodicit6 pour une corde non tenue/t deux extr6mit6s et dit que dans ce cas la courbe 
g6n6ratrice pourra etre "gdomdtrique". 
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Mais h nouveau l'obsession du d6veloppement en s6rie enti6re lui fait commettre 
un faux pas. Puisque ~o est en s6rie enti6re de puissances paires, ~p' sera en s6rie 

enti~re de puissances impaires et d°nc (~7) t=o ne peut ~tre une fonction arbitraire, 

"si la fonetion de s, qui exprime eette vitesse initiale, n'dtait pas une fonetion impaire 
de s, le problOme serait impossible". 

La phrase suivante est surprenante car elle semble mettre en doute la possibilit6, 
non bien stir du mouvement  sous une telle condition, mais de sa repr6sentativit6 
par une fonction! Du moins par  une fonction d 'un genre acceptable. 

"On ne pourrait pas assigner une fonetion de t et de s, qui reprdsentdt en gdndral 
la valeur des ordonndes de la courbe pour une abscisse s e t  pour un temps t queleon- 
que". 

Grace ~t sa m6thode, et apr6s B. TAYLOR (1685-173 I), D'ALEMBERT retrouve comme 
solution particuli6re possible et en choisissant une sinusoide pour  vitesse initiale, 
la forme 

y(t, s) = A sin 2s sin 2t, 

pour  des constantes ;t convenables. En effet, il lui suffit de prendre 

A 
~o(s) = - - -  cos 2s, 

2 

ce qui lui fournit y(t, s) sous la forme suivante, off l 'on a repris les notations de 
D'ALEMBERT : 

- -  _,~_-7 
(C--~( t+~)  + C -; (t+s)) (gV-~-~(t-~) -n~---f (t-~)) 

y = A  4 - A ,  - k C  
- -  - - 4  

"Telle est l'dquation de la corde vibrante, dans l'hypothbse qu'elle soit en ligne 
droite au commencement de son mouvement et que chacun de ses points re¢oive 
l'impulsion convenable, pour qu'elle prenne la forme de la compagne de la cycloi'de 
extrdmement allongde". 

D'ALEMBERT constate que y(t, s), apparaR dans ce cas comme produit de deux 
fonctions 

(23) y(t, s) = W(t + s) - ~?(t - s) = A t .  I s ,  

avec ici des fonctions F et A particuli6res, Un autre cas le conduit aussi ~ cette 
forme produit. Du coup, D'ALEMBERT change de point de vue et cherche ~t r6sou- 
dre cette derni6re 6quation fonctionnelle (23). Ce tournant, dont les motivations 
peuvent paraltre le jeu un peu gratuit du math6maticien, est important.  En effet, 
mettre la solution y sous forme de produit, c'est introduire pr6cis6ment la m6thode 
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de s6paration des variables si efficace pour les 6quations aux d~riv6es partielles 
dont traite le 18 eme si6cle. En outre apparaR une 6quation fonctionnelle typique 
(23). Symptomatiquement o'ALEMBERT interpr&e a priori le premier membre 
"comme l'ordonn~e d'une courbe que forme une corde vibrante". Autrement dit, 
la nature physique rdalise toutes les fonctions envisageables par les mathdmaticiens, 
un credo souvent adopt6 par les savants du 18 em* si6cle. D'ALEMBERT prouve par 
une sorte de g6om6trie diff6rentielle que _Pest ndcessairement une "compagne 
de cycloMeJbrt allongde", ce qui depuis ROBERVAL au moins, signifie une sinusoide 
(1-'(s) = sin Ms) tandis que A(t)  = A cos M t  ou A(t) = A sin Mt. Et o'ALEM- 
BERT de conclure: 

"'C'est ainsi que l'application de la Mdchanique gt la Gdomdtrie aide quelquefo& gt 
ddcouvrir des vdrit~s purement gdomdtriques, qu'il pourraft ~tre assez difficile de 
trouver en se servant de m~thodes directes". 

Cette attitude s'oppose ~t celle qui r6gira l'esprit de la m6thode fonctionnelle que 
nous allons envisager aux sections 7 et 8. Le changement d'esprit ne provient-il 
pas du succ6s d'une approche fonctionnelle h laquelle D'ALEMBERT parvient trois 
ans plus tard ? I1 revient done sur l'6quation fonctionnelle (23) (47, 2eme m6moire). 
Sans le d6tour par l 'interpr6tation m6caniste, mais par double diff6rentiation appli- 
qu6e sans Msitation, D'ALEMBERT obtient (sous ses notations) 

d d A t  d d I ' S  At  
dt--- T -  U s -  ds------- T- . 

L'ind6pendance des variables t et s, ce que repr6sentait bien l'intuition d'une 
d(dAt )  d d F s  

forme produit pour y(t, s), fait que A t dt "-----'--~ et ~ sont des constantes. C'est 

la technique de la sdparation des variables clairement mattrisde. D'ALEMBERT 
d6duit d~s lors 

A t = Me t fY  + gc- t  f i  et / ' s  = M'e s ~/2 + g,e-~ fY .  

Et A doit atre un imaginaire pur lorsqu'on reprend les conditions initiales du pro- 
blame de la eorde vibrante (corde fix6e en 0 et en l). Ainsi D'ALEMBERT exploite 
jusqu'au bout sa m6thode fonctionnelle. 

La forme (22) donn6e ~t la solution du probl~me des cordes vibrantes, en y 
ajoutant les deux conditions initiales, et pour ~0 une fonction 2/-pr&iodique et 
paire, ne semble exiger aueune "r6gularit6" particuliare autre pour ~p. Pourtant  
l'origine de cette forme (22), ee dont elle fournit la solution, est une 6quation de 
nature diff6rentielle, celle des cordes vibrantes, done exigeant des r6gularit6s. 
Nous avons vu que D'ALEMBERT, dans sa manipulation de l'6quation (23), n 'a 
aucun serupule. I1 est vrai que les restrictions ambigu6s de r6gularit6 se nichent 
dans la notion m~me de fonction, avec le d6veloppement en s6rie d'une part et 
une repr6sentation graphique extensive d'autre part. La question se pose de savoir 
si l 'on peut ehoisir une eourbe gdndratriee queleonque ~o sur un segment de longueur 
l et obtenir ainsi toutes les solution du probl6me de la corde vibrante sous la 
forme (22)? Voil~t l'origine de la controverse souvent aigre sur la nature des fonc- 
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tions intervenant dans un tel probl~rne, et qui va courir pendant des d6cennies. 
Nous n'insisterons pas sur cet aspect souvent th6orique, et malgr6 son r61e essen- 
tiel, car de solides travaux l 'ont bien fait connaitre (2; 31 et monographie de 
C. TRUESDELL cit6e en sl). Cette controverse marque les profondes restrictions 
mentales apport6es au d6finitions soi-disant larges de la notion de fonction, li6e 
~t celle de courbe, restrictions abandonn6es progressivement et avec beaucoup 
de difficult6s. Notons que D'ALEMBERT peut trouver par  sa m6thode une infinit6 
de courbes possibles et donc &ablir que les 6quations aux d6riv6es partielles comme 
les 6quations fonctionnelles font intervenir une libert6 de nature fonctionnelle, 
l~t 06 les 6quations diff6rentielles ne faisaient apparaRre que des constantes arbi- 
traires, d la difficult~ pros, trOs sensible au 18 ~me siOcle, mais de libertO moins grande, 
des solutions singuliOres de ces ~quations diff&entielles. 

6. Une ~quation fonctionnelle ~ une variable chez Euler 
et le nouveau concept de fonction 

EULER sent aussi qu'il existe bien une diff&ence de nature entre la r6solution 
d'une 6quation diff6rentielle e t  celle d 'une 6quation fonctionnelle g6n6rale. Pour  
les premi6res, un nombre fini de constantes d&ermine la solution, selon l 'ordre 
de l '6quation diff6rentielle. I1 n 'en n'est  pas de m~me pour  les secondes. Cette 
remarque est faite dans un travail de 1761, ~t partir certes d 'un probl~me d'origine 
g6orn~trique 49. Le texte est peu connu et non traduit, aussi en citerons-nous 
d'assez larges extraits en frangais. Ce travail fur lu fi l 'Acad6mie de Berlin en 1761 
et pr6sent6 ~t l 'Acad6mie de Saint-P6tersbourg l'ann6e suivante. Le titre en est 
pompeux:  

"Un remarquable perfectionnement de la mOthode inverse des tangentes". 

Et le r6sum6 de l'article, en t&e de celui-ci, commence par signaler que la v6ritable 
gloire de l 'analyse infinit6simale ne r6side pas tant dans l'6tablissement des pro- 
pri6t6s diff6rentielles que dans la r6solution des probt6mes inverses, c'est-~t-dire 
"'la mdthode inverse des tangentes", que nous rangeons aujourd'hui sous la rubrique 
des 6quations diff6rentielles, auxquelles le calcul int6gral sert de vestibule. 

"'On rapporte d'habitude ?t la m~thode inverse des tangentes les problOmes oit 
l'on cherehe des eourbes suseeptibles, quant d leurs tangentes, d'une propriOtO 
assign& d' avance. JEt, puisque gr~ee aux tangentes, la direction du traed des courbes 
est dOtermin~e et dOpend d'une relation entre les diff&entielles des coordonn~es, 
eette mdthode s' ouvre trOs largement et embrasse tousles problOmes oit une propridtO 

49 L. EULER, De insigni promotione methodi tangentium inversae, Novi Comm. 
Acad. Sc. Petrop. 10 (1764) 1766, p. 135-155 (Opera Omnia, Series I, vol. 27, p. 365-383). 
Nous remercions vivement Mr VIOLETTE, Professeur fi l'Universit6 de Nantes, pour son 
infatigable collaboration dans la traduction du texte d'EULER, dont nous donnons des 
extraits. Cette traduction est parue, avec un commentaire, dans J. DHOMBRES, sur un 
texte d'EULER relatif fi une 6quation fonctionnelle: Archa'isme, p6dagogie, et style 
d'6criture, Sciences et Techniques en perspective, 1986, vol. 8, p. 1-55. 
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assignde eomprend des diffdrentielles. Beaucoup de problbmes varids sont rdsolus 
par eette mdthode et l' analyse des infinis en recueille les plus grands bdndfices. Mais 
les probldmes qui s" y rattachent semblent devoir ~tre rapportds d des genres distinets 
selon que la propridtd assignde concerne seulement les points d'une courbe pris un 
gt un, ou des points pris deux gt deux, ou gt plusieurs, voire une infinitd. Et jusqu'gt 
prdsent, on ne trouve gudre d'autres problbmes traitds que eeux pour lesquels la 
propridtd assignde se rapporte soit gt des points de la courbe pris un d un, soit deux 
d deux, c'est-d-dire des problkmes qui devraient ~tre rangds dans ceux du premier 
et du second genre "'49. 

EULER avec son souci p6dagogique coutumier, rhyme dans une note savante, 
donne des exemples concrets des deux premiers genres. I1 cite comme typique du 
premier genre une courbe (cf. figure 8) pour  laquelle M T / O T  = m/n ofa m/n 
est mis pour une constante quelconque. D'ofi l '6quation diff6rentielle 

m ( x d y  - y d x ) = n y d s .  

(ds -~ ~/1 + y,2 dx, un cas voisin de celui de la tractrice d6j~t envisag6e32). EULER 
cite comme exemples d 'un probl6me du deuxi6me genre celui des trajectoires 
r&iproques, puis celui de la courbe catoptrique. Dans ce dernier probl6me, il 
s'agit de d&erminer une courbe, li6e fi un point 0 donn6, telle que tout rayon lu'  
mineux issu de 0 retourne en 0 apr6s deux r6flexions suecessives sur la courl~e. 
EULER avait d'ailleurs r6solu ce probl6me ant6rieurement. En un paragraphe 
court, EULER expose le r61e sym&rique des deux points corr616s, done l 'involution 
induite sur une courbe. I1 indique alors qu'il faut s 'arranger pour &rite cette 
involution de sorte que les variables x et - x  d&ignent les deux points corr616s, 
ce qui t6moigne d'un souei fonctionnel pr6cis. Puis, pour les autres genres ~ un 
nombre fini de points corr61&, EULER renvoie au probl6me isop6rim6trique et au 
traitement qu'il lui donna dans un article da t an tde  1761. Enfin, EULER s'attaque 
au dernier genre, apparemment original, off une infinit6 de points est concern6e: 

"Mais si la Condition assignde eoncerne gtla fois deux points, sous la rdserve 
que le retour de l'un gt l'autre n'ait pas lieu, mais qu'il y ait passage du second d 
quelque troisikme point, de ld gt un quatrikme et ainsi de suite ?t l'infini, alors ce ne 
sont pas deux points mais une infinitd de points de la courbe qui doivent ~tre consi- 
ddrds comme lids par la condition assignde. C'est pourquoi la mdthode usuelle pour 
deux points seulement ne saurait rdussir iei. Par consdquent, ne me souvenant m~me 
pas d'un quelconque problbme de ce genre jamais proposd ou rdsolu, je ne pense 
rencontrer aucune opposition de la part de ceux qui cultivent l'Analyse en exhibant 
quelques problkmes de ce genre et en offrant une mdthode de rdsolution. Toutefois 
tant s'en faut que d'aprbs moi cette mdthode puisse rdsoudre tous les problbmes de ce 
genre que l'on puisse imaginer et je reconnattrais d'autant plus volontiers mon 
insuffisance. Et parce que l'exploration d'un genre tout gt fait  nouveau de questions 
n" est pas avare de temps, j '  espkre bien que personne ne me reprochera ces premibres 
tentatives de mon cru dans l'investigation de cette partie vierge de l'Analyse ''49. 

Le premier exemple que fournit EULER provient du probl6me g6om6trique 
suivant, visiblement concoct6 pour les seuls besoins de la classification: "Sur 
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l 'axe A V construire une courbe EO telle que, quand on mYne la normale IQ dt un 
point queleonque I l' ordonnde QK levee du point Q soit Ogale dt eette m~me normale 
QI"  (figure 11). La liaison entre I e t  K entraine une liaison simultan6e en une in- 
finit6 d'autres points. "C'  est en cela m~me que eonsiste la diffieultd de ee problbme". 

A P Q R 

0 

Fig. 11 

En notations actuelles, l'6quation fonctionnelle que l 'on d6duit s '&rit 

(24) ( f ( x  + f (x ) f ' ( x ) ) )  z -~ (f(x)) z (1 + f ' (x)2) .  

EULER est bien conscient d'une telle relation fonctionnelle dont l'existence, pr& 
cise-t-il, tient au principe de continuit~ ("per principium continuitatis talis aequatio 
inter x et y desideratur"). Et ce principe indique une liaison y ---- f (x) ,  ou F(x, y)--- O, 
c'est4t-dire une liaison fonctionnelle. Mais toute l'ambiguR6 persiste par la quali- 
fication m~me du principe quant aux propri6t6s de r6gularit6 implicitement 
suppos6es pourf .  I1 est clair que dans l'exemple envisag6 la fonc t ionfes t  au moins 
suppos6e diff6rentiable. Cependant, chez EULER, le mot continu associ6 ~t une 
courbe, le plus souvent, signifie bien autre chose. A savoir que la loi y ~ f (x) ,  
celle qui permet le calcul effectif de y connaissant x, est de m~me nature pour 
toutes le valeurs de la variable x. Autrement dit, la connaissance locale de la 
courbe, implique celle de la "loi" donc entralne la connaissance de la courbe 
en totalit6. Lorsqu'il y a changement de loi d'un point ~t l'autre, on est dans le 
cas discontinu. C'est encore l'aspect explicite de calcul qui r6git la manipulation 
d'une fonction, par l'6quation en jeu; cet aspect pouvant &re "analytique" dans 
l'acception large accord6e /t ce qualificatif par EULER. La meilleure explication 
du principe de continuit6 est fournie par L. EULER dans un texte 6crit vers 1763 
(et consacr6 it l'utilisation des fonctions discontinues en analyse). EtJLER pr&ise: 
"Iam vero notissimum est, in Geometria sublimiori alias lineas curvas considerari 
non solere, nisi quarum natura certa quadam relatione inter coordinatas per quam- 
piam aequationem expressa definiatur, ita ut ornnia eius puncta per eandem aequa- 
tionem tanquam legem determinentur. Quae lex cure principium continuitatis in se 
complecti censeatur, quippe qua omnes curvae partes ira vinculo arctissimo inter 
se cohaerent, ut nulla in illis mutatio salvo continuitatis nexu locum invenire possit, 
hanc ob rein istae linae curvae continuae appellantur, nihilque interest, sire aequatio 
illarum naturam continens sit algebraica sire transeendens, sire cognita sire etiam- 
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num incognita, dummodo intelligamus dari quandam aequationem, qua natura huius, 
modi linearum curvarum exprimatur ''5°. 

"Or il est trbs notable qu'en gdomdtrie sublime il ne soit pas habituel de consi- 
d~rer d'autres courbes planes que celles dont la nature est d'etre d~finie par une 
relation prdcise exprimOe entre les coordonnOes en sorte que tous ses points soient 
ddtermin~s par la m~me Oquation, comme par une loi. E t  c e t t e  loi  e s t  a lors  cens~e 
c o n t e n i r  en e l le  le p r i n c i p e  de con t inu i tO:  plus exactement routes les parties 
de la courbe se tiennent entre elles par un lien tellement ~troit que ne peut prendre 
place en elles aucun changement sans que ne cesse le lien de continuitY. Pour cette 
raison, on appelle ces lignes des courbes continues. Et  peu importe que l'Oquation 
contenant la nature de celles-ci soit algObrique, transcendante, connue ou m~me 
inconnue, pourvu que nous comprenions que soit donn~e une certaine Oquation par 
laquelle la nature des courbes de ce genre s'exprime". 

On aura remarqu6 l'utilisation du mot  "loi", l~t o/1 l 'on attendrait le mot  "fonc- 
tion", lequel figure par contraste dans le titre de l'article. Le mot  fonction couvrant 
d6sormais un champ plus grand que celui de loi de calcul (le cas "discontinu" 
au sens d'EULER). Et cette extension de 1763 faisait suite h une 6volution nette 
depuis la d6finition de 1748. En t6moigne une d6finition tr6s large du concept 
de fonction qui figure d6s 1755: 

"Quae autem quantitates hoe modo ab aliis pendent, ut his mutatis etiam ipsae 
mutationes subeant, eae harum functiones appellari solent; quae denominatio latis- 
sime pater atque omnes modos, quibus una quantitas per alias determinari potest, 
in se complectitur". "'Si des quantitOs dOpendent d'autres de telle sorte que si ces 
dernikres sont changOes, les premibres sont ~galement changOes, alors Ies premibres 
sont appelOes fonctions des dernibres. Ce vocabulaire est de la nature la plus large 
et inclut toute m~thode par laquelle une quan tit~ se trouve ddtermin~e par d'autres"a 7. 

Cependant, il arriva bien souvent ~ EULER, apr6s cette d6finition, de n 'en pas 
faire un usage aussi large (sauf toutefois ~t y rester fid61e pour 61iminer comme fone- 
tion une fonction constante I). Nous en avons d6j~t vu des exemples avec les fonc- 
tions homog6nes. Nous allons voir un autre exemple avec une solution de l '6qua- 
tion fonctionnelle (24) et l 'on pourrait  multiplier les cas. Ofa se situe donc la ligne 
de d6marcation entre tel et tel emploi du mot  fonction ? On peut certes affecter 
de n 'y  voir que des incoh6rences ou des oublis ou une d6sinvolture d'EULER! 
Er si la ligne de partage se situait au niveau de la math6matique en jeu, c'est-~t- 
dire du domaine auquel l 'application d'une fonction s'effectue? Des indications 
d'EULER lui-m~me conduisent ~ ce point de vue. EULER indique explicitement dans 
l'article cit6 en 5° que les courbes non continues (en son sens) interviennent valable- 
ment en math6matiques dans les thdories jeunes, comme celle des 6quations aux 
d6riv6es partielles, mais non dans les th6ories traditionnelles comme la g6om6trie. 
I1 faut rappeler que la date de l'article le situe en pleine controverse d6jg 6voqu6e 

so L. EULER, De usu functionum discontinuarum in analysi, Novi Comm. Acad. 
Sc. Petrop. 11 (1765), 1767, p. 67-102 (Opera Omnia, Series I, vol. 23, p. 74). Commentaire 
et traduction ~t paraitre dans Sciences et Techniques en perspective. 
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sur la nature des fonctions permises, tant comme conditions initiales que comme 
solutions de l'6quation des cordes vibrantes, controverse impliquant D. BERNOULLI, 
D'ALEMaERT, J. L. LAGRANGE, L. EULER bien stir et plus tard G. MONGE, P. S. LA- 
PLACE etc. On constate en tout cas avec EULER la description d'une situation 
6pist6mologique diff&ente du concept de fonction selon la maturit6 de la th6orie 
en jeu 51. 

Apr& cette longue parenth&e sur le concept de fonction chez EULER, venons- 
en h titre d'exemple au traitement de l'6quation fonctionnelle (24). Remarquons 
qu'avec le probl6me consid6r6, nous sommes en "gOom~trie sublime" et que le 
principe de continuit6 s'applique donc aux fonctions envisag6es. (Une m~me 
"nature" de la loi fonctionnelle permettant le calcul d'une ordonn6e ~t partir d'une 
abscisse donn6e.) 

EULER n'~critpas l'~quationfonctionnelle (24). I1 pr6f6re avec y = f i x )  et t =f(x) f ' (x) ,  
6crire une "Oquation diff~rentielle infinie" afin de manifester en effet le nombre 
"'infini" de points reli6s entre eux sur la courbe et la difficult6 analytique du pro- 
blhme le situant bien au-del~, des 6quations diff6rentielles ordinaires. Naturelle- 
ment, cette 6quation diff6rentielle ne r6sout rien. EULER l'obtient en d6veloppant 
f ( x  q- t) par la formule de TAYLOR, de sorte que l'analyse de (24) fournit: 

t ~' t 2 t n 
(25) l/y2 + t 2 = y q_ ]_Ty + ~_.v y,, + . . .  + __y(n~ + 

n !  " ' "  

Pourtant une remarque d'inspiration g6om&rique, et non fonctionnelle, sauve 
tout:  "Mais ce n'est pas une petite aide qu'apporte • la solution de ce problbme 
la propriOtd ajoutOe d la condition assignee, qui veut que toutes ces sous-normales 
PQ, QR etc, soient ~gales entre-elles". (Pour la d6rnonstration d'EULER, voir la 
note 52 off nous avons tenu ~ d6tailler cette g6omdtrie oubli4e des 616ments diff6- 

51 C. TRUESDELL signale l'utilisation par EULER de fonctions valant 0 partout saul 
en un point (editor's introduction, L. EOLEg, Opera Omnia, s4r. II, 13, 1956, p. 56-57). 
Par ailleurs, C. TRUESDELL a consacr6 un long traits ~t l'aspect rn4canique du probl&ne 
des cordes vibrantes (jusqu'en 1788) et a d&aill6 la controverse relative aux fonctions 
acceptables cornme solutions d'6quations aux d6riv6es partieUes. Naturellernent nous 
renvoyons le lecteur h cet ouvrage fondamental: The rational mechanics of flexible 
or elastic bodies, 1638-1788. (In L. EULER, Opera Omnia, s4r. II, vol. I12, Turici 1960.) 
I1 faut aussi consulter l'article de A. P. YOUSCrlKEVlTCH 2 et nous n'en dirons pas plus 
ici sur cet usage des fonctions dans les 6quations aux d6riv4es partielles, ayant choisi 
de traiter d'autres 6quations fonctionnelles. Voir aussi le livre de J. LOTZEN. Cf. Note 
145, p. 197--198. 

52 Ce n'est pas en diff6rentiant l'6quation fonctionnelle (24)qu'EuL~R obtient le 
r6sultat 6nonc6 mais au terme d'une manipulation g6orn6trique par triangles sernblables 
(grace au triangle caract6ristique de LEmNIZ). La m6thode fonctionnelle n'est pas all6e 
au bout de ses potentialit6s! Et3LER b0uge le point P d'une quantit6 infinit6sirnale (du 
1 er ordre) et porte horizontalernent (cf. figure B) Kv = Qq, le point k 6tant sur la 
courbe. Les triangles 1QP et Qqlz sont semblables puisqu'ayant leurs trois angles 6gaux 
chacun h chacun. Soit 

QI aq 
PQ q# 

De rn6me les triangles QKR et vKk sont sernblables. Ils ont en effet !eurs trois angles 



138 J. DHOMBRES 

rentiels, g6om6trie encore tr6s impr6gn6e d e  la g6om6trie de l 'ultime invent6e 
par  NEWTON.) Ayan t  remarqu6 que cette derni6re propri&6 n ' impliquai t  toutefois 
par  la constance de la sous-normale /~ la courbe (cas de la parabole  laquelle ne 
r6sout pas le prob16me pos6), EULER consid6re seulement la fonct ion t(x), une 
proc6dure ~t laquelle il est tr6s habitu6, et d'ailleurs t(x) est la valeur de la sous- 
normale  PQ, 

t(x) = f ( x )  f ' ( x ) .  

Et ainsi EULER explique par  une phrase l '6quation fonctionnelle satisfaite par  la 
fonct ion t, une 6quation quelque peu surprenante,  

(26) t (x  + t(x)) = t(x).  

6gaux si, au second ordre pr6s, on place k ~t l'intersection de qv avec la tangente en K 
la courbe, tangente orthogonale ~t la normale KR. 

\ 

\ \ 
\ \ 

P p O 

/ 

R 

Fig. B 

La similitude de ces deux triangles est  une 6vidence pour EULER. On d6duit: 

QK vK 

QR vk"  

Or vK = Qq par construction et vk = q/~, grg~ce ~t la propri6t6 g6om6trique assign6e 
h la courbe. Donc 

QI QK 
P a  QR" 

Or QI = QK, donc PQ = QR, ce qu'il fallait d6montrer. EULER ajoute que sa d6mon- 
stration tombe en d6faut lorsque Qq = 0 subsiste. Ce qui revient h dire que toutes les 
normales concourent au m~me point. La courbe dans ce cas est un cercle, solution parti- 
culi~re du probl6me pos6 et 6cart6e par EULER. Cas singulier qui correspond au facteur 
1 + ( if ' ) '  (annul6) obtenu en diff6rentiant l'6quation (24). LAPLACE jouera de la m~me 
g6om6trie des 616ments diff6rentiels (cf. 61). 
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Nous  savons au jourd 'hu i  que les seules solutions continues,  au sens moderne,  
de (26), sont  les fonct ions constantes 5a. Nature l lement  EULER ne dit rien de tel, 
puisque le concept actuel de continuit6 est absent.  Pour  a t taquer  la solut ion de 
(26), EULER propose hard iment  une param6tr isat ion ~t part ir  des fonct ions cosinus 
et sinus. I1 agit ainsi par  analogie avec la r6solution du probl6me de la courbe 

53 Le probl6me soulev6 par EULER, par cette r6solution d'6quations fonctionnelles, 
ne semble avoir 6voqu6 aucune recherche similaire chez les contemporains ou successeurs 
imm6diats, pourtant avides de d6pouiller l'oeuvre du maitre ("Lisez, relisez Euler" 
ratiocinait LAPLACE). On trouve seulement une note parue dans les Annales de Math6- 
matiques, un remarquable journal fond6 ~t Nimes par GERGONNE en 1810. (Note de 
TI~DENAT, Tome 12, 1821, p. 285-288 et additions pages 378-379 du m6me auteur.) 
Avec T~;DENAT, on v6rifie l'6volution de la technique fonctionnelle: d6rivation, change- 
ment de variable, etc. Toutefois T~DENAT ne retrouve que le cercle et la droite comme 
courbes g6om6triques solutions du probl~me d'EULER. Mais il laisse "~ la sagacit~ 
du lecteur" le soin de trouver toutes les solutions de (26). Pour les r6sultats obtenus au 
20 eme si6cle, et des g6n6ralisations, voir: 
M. KtJCZMA, Functional equations in a single variable. Monografie Mat., Warszawa, 
1968; J. DHOMBRES, Some aspects o f  functional equations, Lecture notes, Chula Univ., 
1979; J. Dr~OMBRES, It6ration lin6aire d'ordre deux, Publ. Math., Debrecen (24), 1977, 
p. 277-287. 

Par son int6r6t pour le propos de cet article, il faudrait 6tudier les 6quations 
fonctionnelles ~t une variable d6velopp6es par l'6cole analytique anglaise des premi6res 
d6cennies du 19 eme si+cle. Voir par exemple C. BABBAGE, An essay towards the calculus 
of functions, Phil. Trans., 1815, vol. 105, p. 389-423. Ce dernier signale l'extension 
donn6e au mot fonction par l'emploi de la m6thode fonctionnelle. 

"The term function has long been introduced htto analysis with great advantage, for the 
purpose o f  designating the result o f  every operation that can be performed on an equality. 
This extent o f  signification has rendered it o f  essential use, but the various applications of  
which it admits, and the question to which it gives rise, do not appear to have met with suf- 
ficient attention". 

BABBAGE indique la sp6cificit6 de la r6solution des 6quations fonctionnelles: 

"From this and other causes, I am still inclined to think that the evolution o f  functional 
equations must be sought by methods peculiarly their own". 

GERGONNE est tr6s int6ress6 et il traduit pour les Annales de Math6matiques (Tome 12, 
n ° 3, Septembre 1821, des 6quations fonctionnelles), un texte de C. BABBAGE annex6 
au livre de son coll6gue J. F. W. HERSCHEL (Cambridge, 1820). Mais 1'analyse des travaux 
de GERGONNE, de SERVOIS, et du trio "analytique", HERSCHEL, BABBAGE et PEACOCK, 
alourdirait trop le pr6sent article. I1 faudrait aussi citer: A. DE MORGAN, Calculus of 
functions, article paru dans Encyclopaedia Metropolitana 2, (1835), Londres. p. 305-392. 
La raison principale de l'exclusion de l'6tude de ces travaux du d6but du XIX ~me si6cle 
est de nature math6matique. Nous avons 6vit6, ~t l'exception pr6s de l'6quation d'EULER, 
de mentionner des 6quations fonctionnelles ~t une seule variable (cf. 9t et 72). Celles-ci, 
en effet, nous entrainaient vers des probl6mes d'it6ration, bien distincts des probl6mes 
6voqu6s dans le pr6sent texte, et qui connaissent aujourd'hui un extraordinaire renouveau 
apr6s les travaux de FATOU OU de DENJOY. Nous aimerions les 6tudier ailleurs plus am- 
plement dans un contexte historique. 
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catoptrique. L~, l 'existence d 'une  involution, trait6e par  les variables x et - x ,  
imposait  une fonction paire. Dans  le cas du probl6me pr6sent, la p6riodicit6 des 
fonctions cosinus et sinus, et de fonctions de celles-ci, doit  repr6senter l'6galit6 
des sous-normales pour  des abscisses correspondant  fi des angles 6gaux modulo  
2~. Le prineipe de continuitd, qui accompagne  de pr6s la m6thode fonctionnelle, 
se t radui t  ici par  une p6riodicit6 de la repr6sentation param6trique, p6riodicit6 
dont  EULER suppose a priori qu'elle implique une fonct ion du sinus et du cosinus 
(naturellement sans qu'il  soit question de d6veloppement en s6rie de FOURIER54). 
II y a au d6part une id6e d ' inversion:  au lieu de t fonct ion de x, EULER consid6re x 
comme fonction (mais multiforme) de t et exprime t ~ partir  d ' une  autre variable. 
De fait EVLER consid6re t comme fonction de s in~  et de cos~b, ofa q~ parcour t  
l 'axe r6el et dans ce cas x devient 6galement une fonct ion du param6tre ~, sous 
la forme 

¢t x=~+T,  

ot~ T d6signe une fonction,  a priori quelconque, de cos q~ et de sin ¢ .  Revenant  
au probl6me initial (t(x) = f (x ) f ' (x ) ) ,  ECLER d6duit pour  y ( =  f (x))  la relation 

y~=~4~t 2+ ft~d~+2ftdr. 

I1 y a donc  a priori supposit ion que T e s t  d~rivable. Naturel lement  des condit ions 
suppl6mentaires sont n~cessaires quant  aux fonctions t et T (en tant  que fonctions 
de cos 4~ et de sin qb): 

"'la nature tout entikre du problbme n'est pas dpuisOe puisque l'Ogalit~ des sous- 
normales n'implique pas nOcessairement l'~galit~ de chaque ordonn~e et de la nor- 
male prgc~dente". 

Pour  satisfaire le probl6me pos6, un calcul montre  que l 'expression 

1 
2--~f t2dqb + 2 f tdT,  

est "fonction des quantitds sin q~ et cos q5 et prdcisdment une fonction uniforme 
pour qu'gl la m~me abscisse ne correspondent pas plusieurs ordonndes". I1 est in- 
t6ressant de constater  le r61e pratique de l 'adjectif  uniforme accol6 ~t fonct ion a6. 

54 Bien avant FOURIER (1768--1830), les math6maticiens avaient introduit des d6ve- 
loppements infinis en s6ries trigonom6triques, ne serait-ce que pour r6soudre le probl6me 
de la vibration des cordes. Voir par exemple la monographie de TRUESDELL mentionn6e 
en 51. C'est en 1777 qu'EuLER constate les relations d'orthogonalit6 pour les fonctions 
cosinus et sinus, et en tire aussit6t profit pour obtenir le coefficient qualifi6 de coefficient 
de FOURIER, pour une fonction que l'on suppose d6veloppable en s6rie trigonom6trique. 
(L. EULER, Disquisitio ulterior super seriebus secundum multiplo cuiusdam anguli 
progredientibus (29 Mai 1777), Nova Acta Acad. Sc. Petrop. II  (1793), 1798, p. 114-132 
(Opera Omnia, Series I, vol. 16, 1, p. 333-355)). FOURIER d6passe le stade du calcul pour 
inaugurer une th6orie de la repr6sentation des fonctions p6riodiques en g6n6ral. 
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Mais EULER, au bout du compte, ne v6rifiera nullement "l 'uniformit6" de y = f(x),  
et celle-ci est d'ailleurs inexacte 55. Le principe de continuit6 d'EULER d6passe 
l'6criture uniforme y = f (x)  et inclut les relations implicites de la forme F(x, y) = O, 
au fond des fonctions multiformes. EULER au terme d'une int6gration par parties 
vdrifie que l'expression 

2 v = l  f t2 dq~ - 2 f Td t ,  

est 6galement fonction (uniforme) de cos q~ et de sin qb. I1 peut indiquer alors que 
les formules 

t~) t 2 dd# dV 
x =2--£~ + 4 ~  dt d t '  

(27) t2dp t 3 ddp dV 
y2 = @ 2t --~- + 2 V, 

2~ 27~ dt 

"contiennent la solution la plus gdndrale" du probl6me, c'est-~t-dire de (24), du 
moins si t et V sont des fonctions quelconques uniformes exprim6es g partir de 
sin q~ et de cos~b. L'introduction de deux fonctions arbitraires t et V pour la 
r6solution de (24) ou (26) donne donc la mesure de la diff6rence entre la resolution 
d'une 6quation diff6rentielle et celle d'une 6quation fonctionnelle. En outre, 
EULER souligne qu'hormis le cercle, aucune courbe alg6brique ne satisfait le 
probl6me g6om6trique pos6. EULER donne explicitement quelques exemples de 
courbes solutions en choisissant des cas particuliers pour t et V. Ainsi 

I a 3 x = ~ (~(1 - c o s ¢ )  + sinqb), 

(28) / a2 

y2 = ~ (l -- COS q~) (q~(1 -- cos~b) + s in~) ,  

courbe pour |aquelle la sous-normale vaut a(1 - cosq~). EULER a-t-il conscience 
des "discontinuitit6s" de la fonction y exprim6e en x ? C'est en tout cas la premi6re 
r6solution d'une 6quation fonctionnelle (~ une variable) conduisant ~ des solu- 
tions non r6guli6res. Se donnant le pr6texte de probl6mes g6om6triques voisins, 
EULER va r6soudre de fagon analogue, c'est-~-dire par une repr6sentation para- 
m6trique convenable, des 6quations fonctionnelles comme 

(29) f ( x  + f(x)) - f ( x )  = a(x), a(x + f(x)) -- a(x), 

et 

(30) f ( x  + f(x))/f(x) = a(x), a(x + f(x)) = a(x). 

EULER de conclure: 

" . . .  je crois avoir ddcouvert une mdthode, d l' aide de laquelle on peut aussi rdsoudre " 

55 L'6quation "cart6sienne" d'une solution propos6e par EULER pour l'6quation 
(26) peut s'6crire y = sin (2~ x/y). 
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des problbmes du genre de ceux dans lesquels il faut tenir compte simultanOment 
d'une infinitO de points de la eourbe ~ Otudier. La mOthode en question consiste gt 
prendre en guise de variable premibre un angle dp qui, gt chaque fois qu'il augmente 
de quatre droits, eonvient suecessivement gt ehaeun de ees points pris un gt un. En 
effet puisque tous ees angles dp, 2~ + dp, 47~ + dp ont le m~me sinus ( =  sin q)) et 
le m~me eosinus ( =  cos qb) des fonetions uniformes queleonques de ces deux quan- 
tit& eonviennent Ogalement dt tous ees points mis en corrOlation. Or, par une 
composition eonvenable de telles fonetions, et de l'angle 4? lui-m&ne, on doit trouver 
les solutions dont ees problbmes sont susceptibles . . . , ,49. 

On peut conclure gtla grande souplesse d'emploi de la mOthode fonctionnelle 
ehez EULER: une habilet6 ~ changer de variables, ~t faire intervenir des fonctions 
auxiliaires, dont l'origine peut ~tre une heureuse interpr6tation g6om6trique, 
et surtout ~. utiliser le calcul diff6rentiel sur des fonctions multiformes. Cette 
m6thode fonctionnelle a de plus la souplesse de s'adapter ~t diff&entes "'rigueurs": 
celle de la g6om6trie 6tant plus exigeante que celle de la th6orie de l'61asticit6 ou 
de la vibration des cordes. Naturellement on doit constater le flou de la rfigularit6 
pr6suppos6e des fonctions (multiformes) en jeu encore que l 'on sente qu'EULER 
air 6t6 de plus en plus sensible ~t la n6cessit6 d'apporter des pr6cisions. Et l 'on 
pressent le danger pr6sent6 par une telle m6thode entre les mains de math6mati- 
ciens moins habiles ou plus audacieux. Commengons par examiner, h partir 
de la remarque d'EULER sur la moindre rigueur exig6e ailleurs qu'en g6om~trie, 
ce qui fut fait de la m6thode fonctionnelle en physique math~matique. 

7. La m6thode fonctionnelle en physique math6matique 

Comme nous l'avons vu avec LEIBNIZ, les BERNOULLIS, EULER, l'id6e de fonction 
apparalt ~t la fin du 17 ~rne si~cle et au 18 ~m¢ si~cle, comme li6e ~t la recherche 
d'une solution fi un probl~me g6om~trique, ~ partir d'~quations diff~rentielles 
principalement. Assez rite toutefois, une seconde d6marche vient g6n6raliser la 
pr6c6dente, d6marche 5. laquelle nous donnons le nora de mdthode fonctionnelle 
en physique mathematique. 

II s'agit de quantifier, par les mathdmatiques, un ph6nom6ne d'origine physi- 
que, ou m6canique, ou astronomique. L'observation et "le bon sens guidd par la 
raison" indiquent un certain nombre de faits, que la tradition d'ailleurs peut d6j~t 
avoir math6matis6s sous forme d'une loi, laquelle se traduit par une relation entre 
des variables. La m6thode fonctionnelle consiste 5. r6duire par analyse les condi- 
tions vari6es portant sur le ph6nom~ne, conditions de nature plus souvent ra- 
tionnelle qu'exp6rimentale, de sorte que la forme traditionnelle de la loi soit 
obtenue de fa~on ndcessaire, au terme de la r6solution explicite d'une ou de plu- 
sieurs 6quations "fonctionnelles". Dans ce cadre, les 6quations fonctionnelles 
jouent le r61e clef dans "l'axiomatisation" math~matique des sciences physiques. 

Un des exemples les plus anciens, et certainement le plus typique, est celui 
de la composition des forces. Cette composition revient en notre langage con- 
temporain h l 'obtention de la rdsultante de deux vecteurs selon la r~gle du pa- 
rall61ogramme des forces (figure 12). Comme il n'y a bien stir pas d'identification 
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8 

O ~  A*8 
Fig. 12 

entre la notion de force et le concept de vecteur, lequel ne sera 61abor6 que beau- 
coup plus tard, ce principe de construction de la r6sultante n6cessite au moins une 
explication. R6fl6chissant sur une tradition fort ancienne quant aux mouvements, 
tradition r6nov6e par GALILEE, NZWTON (ainsi d'ailleurs que P. VARIGNON) 
place cette composition en fondement de la m6canique, mais la d6duit seulement 
de celle exp6rimentalement constat6e des mouvements produits s6. En 1726, dans 
un m6moire incisif, DANIEL BERNOtJLI.I r6fute la nature de la preuve de NzwToN 
car il la consid6re comme non satisfaisante de par son origine exp6rimentale, li6e 
/i l 'observation naturelle. Et il oppose classiquement les v6ritds contingentes 
("contingente verae", celles provenant de l'exp6rience) aux v6rit& n6cessaires 
("necessario verae", comme celles fournies par les d6monstrations g6om6triques). 
Or le but est de fonder la statique en v6rit6 ndcessaire (". . .  theoremata statica 
non minus n e c e s s a r i o  ver  a esse, quam sunt geometrica") sT. La diatribe de D. BER- 
NOULLI s'attaque 5' la composition des forces et donc/l  la proposition de NEWTON- 
(VARIGNON): "minime tamen rigore geometrico munitum est, propositionemque 
non aliter quam c o n t i n g e n t e r  v e r a m  reddit, uti inferius demonstrabo; nequa- 
quam autem dubitandum, quin viri modo allegati ipsi defectum istum optime perspe- 
xerint, maluerint tamen aliqualem, eamque facilem et brevem, quam nullam vel 
valde prolixam magnoque propositionum geometricarum apparatu intricatam demon- 
strationem addere; Haec ut monerem necesse duxi, ne quis credat me nil nisi actum 
agere, imo per longos circuitus rem per se obviam petere". " / / n ' e s t  pourtant pas 
muni d'une rigueur gdomdtrique, et ne rend la proposition que susceptible d'une 
vdritd contingente comme je  le montrerai ci-dessous; or il est indubitable que les 
maftres dont on a parl~ tout gt rheure ont trks bien vu eux-m~mes ce d~faut, mais ils 
ont cependant prOf~r~ ajouter n'importe quelle d~monstration, d condition qu'elle 
soit facile et courte, plut6t qu'une dOmonstration prolixe et embarrassOe d'un grand 
appareil gOomOtrique. J '  ai fai t  cela pour montrer avec ndcessitO, afin qu' on ne croie 
pas que je  ne fasse rien que de redire du d~jd fait, ou mYme de rechercher une chose 
~vidente d'elle-mYme par de longs dOtours". I1 n'y a donc pas seulement diatribe 

56 I. NEWTON, Principia mathematica philosophiae naturalis, Londres, 1687 (510 p.); 
P. VARIGNON, Projet d'une Nouvelle MOcanique, Paris, 1687; P. VARIGNON, Nouvelle 
MOcanique ou Statique, Paris, 1725 (Oeuvre posthume)(Section 1 ~me, Lemme XVI). 

I1 conviendrait aussi de citer B. LAMY, Nouvelle mani6re de d6montrer les principaux 
th6or6mes des El6ments des M6caniques, appendice 5. son Traitd de M~chanique, Paris, 
1687. 

s7 D. BERNOULL~, Examen principiorum mechanicae, e t  demonstrationes geo- 
metricae de compositione et resolutione virium, Cornmentarii Acad. Petrop. 1726, 
tome 1, p. 126-142. C'est nous qui soulignons. 
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mais preuve nouvelle. BERNOULLI conclut apr6s avoir fourni la preuve de NEWTON : 
"Nihil  in illa, ut falsurn reiicio, sed quaedarn ut obscura, quaedam ut non n e c e s s a r i o  
v era".  (Rien n'est gl rejeter comme f a u x  clans cette preuve, sau f  que certains points 
sont obscurs et certains non v r a is  p a r n d c e s s i t d. ) Et il s 'attache ~ fournir une 
preuve "gdorndtrique"n d c e s s a i r e .  Nous n'argumenterons pas, /t la suite de 
E. MACH, sur l'origine physique donc exp6rimentale de la notion de force. La logique 
de la m6thode fonctionnelle, sans doute des math6matiques en g6n6ral, est de partir 
d 'un donn6, mais les relations de ce donn6 sont axiomatiquement fix6es. Certes 
le donn6 initial provient frdquemment d 'une inspiration physique, mais cette ori- 
gine n'intervient plus pour la traitement math6matique ult6rieur. La preuve de 
BERNOULLI est analytique en ce sens que cette preuve r6duit la composition des 
forces au seul cas de forces 6gales et orthogonales. Pour  ce cas, un passage ~t la 
limite, certes dans le style de la m6thode d'exhaustion, est esquiss6, mais non 
pr6cis6. S'il n 'y  a pas d'6quation fonctionnelle en tant que telle, de telles 6quations 
sont sous-jacentes. Par  exemple l'intensit6 de la r6sultante de deux forces est une 
fonction homog~ne de degr6 1 des intensitds de ces forces. D'ailleurs cette homo- 
g6ndit6 est considdrde comme une ~vidence lorsque l 'on double les intensit~s des 
deux forces et doric d6duite pour les seuls nombres entiers, d'oO(!) sa validit6 
admise pour  tout multiple. Plus tard, o'ALEMBERT suit la mame voie analytique, 
et sans faire explicitement intervenir d'6quations fonctionnelles, on le sent fort  
proche de cette d6marche, la fonction 6tant seulement mentionnde par sa signi- 
fication physique 58 mais une "d&nonstration" de continuit6 6tait 6tablie. En effet, 
ayant obtenu la r6sultante pour deux forces d'intensit6s 6gales 6cart6es d 'un angle 
A, 6cart6es d 'un angle b ou 6cart6es d 'un angle A - b, D'ALEMBERT en d6duit 
la r6sultante selon la diagonale pour  des angles A 4- b ou 2A - b. Comme 
D'ALE~IBERT constate astucieusement (figure 13) l'6quilibre de forces d'intensit6s 
6gales et 6cart6es les unes des autres de 120 °, il peut en d6duire par  it6ration le 

P 
rdsultat selon la diagonale pour t o u s l e s  angles de la forme ~-2 120°, o0 p e t  n 

P 
sont des entiers. Utilisant explicitement la densit6 de ~ 120 ° parmi tous les angles 

(proposition V), il a tout pour  conclure grfice 5. un argument du pur style de la 
m6thode d'exhaustion (proposition VI o0 figurent deux raisonnements par  
l ' absurde/ t  partir d 'une in6galit6 dans un sens, puis dans l 'autre) et non un argu- 

B 

Fig. 13 
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men t  de passage 5. la limite. Car  D'ALEMBERT critiquait  prdcis6ment un tel passage 
5. la limite chez D. BERNOULLi: 

"D.  Bernoulli dOmontre bien en rigueur la Proposition dont il s'agit pour tout 
rhombe dont l'angle sera ~ 90 degrOs eomme nombre gt nombre; mais il ne le ddmon- 
tre pour le cas oh cet angle serait inco'mmensurable, qu'en supposant la division 
d l'infini ''58. 

En outre, le pas  fonctionnel  est franchi pa r  D'ALEMBERT en 1769 dans un tr6s 
cour t  texte 59 dont  nous allons main tenant  faire l 'analyse et qui contient  plusieurs 
m6moires.  Mon t rons  d ' abo rd  1 'argument fonctionnel  de D'ALEMBERT dans un 
des m6moires  ~t p ropos  d 'une  proposi t ion clef de la statique, celle de l '6quilibre 
du levier. D'ALEMBERT rdduit cet 6quilibre au probl6me suivant:  Trouver  une 
fonct ion q6 telle que pour  tous x, z on ait 

(31) 2q~(x) = qb(x + z) 6- qb(x -- z). 

C 'es t  une 6quation fonctionnelle o3 interviennent deux variables x et z. C 'est  
le calcul diff6rentiel qui est aussit6t  sollicit6 pou r  r6soudre cette 6quation. 
D'ALEMBERT proc6de par  diff6rentiation de (31). D ' a b o r d  en x, la premi6re va- 
riable, ce qui lui fournit,  

2qb'(x) ----qb'(x + z) 6- ~b'(x - z). 

Puis D'ALEMRERT diff6rentie (31) en z, la deuxi6me variable, ce qui lui procure  

o - ¢ ' ( x  + z )  - , b ' ( x  - z ) .  

Repor t an t  ce r6sultat darts l '6quation pr6c6dente, et divisant par  2, il obtient,  

(32) ~b'(x 6- z) = ~b'(x). 

Mais  D'ALEMBERT ne conclut  pas imm6dia tement  de cette relation (32). I1 appl ique 
/t nouveau  son proc6d6 de double diff6rentiation, rant  en x qu 'en  z, de sorte que 
deux nouvelles 6quations apparaissent :  c 'est la m6thode syst6matique d6duite de 
la s6parat ion des variables:  

(33) qb"(x 6- z) = qV'(x), 

et 

(34) ~b"(x 6- z) ~- 0. 

Repor t an t  (34) dans (33), il d6duit qb"(x) = 0. D o n c  qb'(x) = a et done q~(x) = 
ax 6- b. Et D'ALEMBERX de noter  que toute  fonction qb de la forme pr6c6dente 
est solution de (31). L 'appl ica t ion  au levier est imm6diate.  II n 'y  a certes aucune 

58 j. D'ALEMBERX, Opuscules math(matiques, Paris, Tome 1, 1761 (cinqui6me 
m6moire, p. 169-179, d6monstration du principe de la composition des forces) ; Opuscules 
mathdmatiques, Paris, Tome 6, M6moire LI, p. 360-370. 

59 j. D'ALEMaERT, M6moires sur les principes de la m6canique, M6moires de l'Acad. 
Royale des Sc., 1769, p. 278-286. 



146 J. DHOMBRES 

objection de faite quant ~t la r6gularit6 suppos6e de la fonction q~ introduite pour  
reprdsenter un ph6nom6ne physique. Toutefois, un souci de rigueur est latent et 
t6moigne d'une nette 6volution par rapport  aux articles d e  1747 car D'ALEMBERT 
signale que la r6solution de (31), parue plus t6t ~t la Soci6t6 Royale de Turin s6, 
utilisait un d6veloppement en s6rie infinie "dont nous n'avons pas eu besoin" 
et que cette autre mani6re lui semble "moins rigoureuse et moins simple". Si la 
m6thode fonctionnelle 6tait dans l 'air avec D. BERNOULLI et D'ALEMBER1, c'est 
en fair l'article de Turin par DAVIET DE FONCENEX qui fur la rdv61ation pratique. 
Cet article, sans doute inspir6 par  LAGRANGE, avait entre autres pour but de prou- 
ver "en n6cessit6" la composition des forces. Mais l'article de DE FONCENEX 
p6che en de nombreux endroits et ce sont ces manques qui ont 6veill6 l 'attention 
de D'ALEMBERT. Nous verrons plus loin au paragraphe 9 combien, au contraire, 
un auteur /t peine plus tardif  comme LEGENDRE se laissera prendre /~ la naivet6 
fonctionnelle de DE FONCENEX. Mais revenons ~t la composition des forces. 

A c e  propos, toujours dans l'article de 1769, D'ALEMBERT introduit explicite- 
ment une fonction q~ /~ laquelle l 'analyse du probl6me impose de satisfaire h 
l '6quation fonctionnelle suivante, pour toutes valeurs des angles 6 et m', 

(35) qb(0 - m')  + qb(a + m') = q~(m')q~(O). 

Disons que qb((~) est l'intensit6 de la r6sultante de deux forces 6gales unitaires 
6cart6s d 'un angle 2& Ainsi que nous l 'avons d6jh not6, D'ALEMBERT darts le 
m6moire de 1750, avait envisag6 une 6quation fonctionnelle tr6s voisine 47. La 
m6thode de double diff6rentiation de cet article le conduit aussit6t, par  s6paration 
des variables, /~ la forme suivante quant h la fonction ~ (sous ses notations) 

dp~ = c d~-£ + c - d ~ ,  

en ignorant la fonction partout  nulle puisque d'apr6s l'origine physique, ~ d6pend 
de l 'angle 23 des deux forces d'intensit6 6gale dans la composition des forces. 
Cela impose que le premier z6ro de q~ soit en oc = 90 ° et donc la conclusion, 

(36) ~0~ = 2 cos a .  

D'ALEMBERT en d6duit alors complbtement la loi du parall61ogramme. Cette r6so- 
lution lui permet de corriger une erreur de DE FONCENEX quant ~t l'6quilibre du 
levier. Celui-ci, en effet, avait introduit pour  d6terminer cet 6quilibre l '6quation 
fonctionnelle ~t une seule variable, 

(37) (~ ) ( .X) )  2 = 2 + (~(2x). 

Mais DE FONCENEX concluait h la constance de la solution de (37), ce que r6cuse 
D'ALEMBERT, fort  de sa solution de l '6quation (35). En effet comme ~b(0)= 2 
dans (35), cette m~me 6quation avec ~ = m ' =  x fournit (37). D'ALEMBERT 
pourtant  ne s'applique pas h la r6solution compl6te de (37), plus g6n6rale que 
(35). I1 se contente de manifester l'"analogie analytique singulikre entre les dOmon- 
strations du parallOlogramme des forces, et celle du levier". I1 reviendra d'ailleurs 
sur cette analogie au tome 6 de ses Opuscules Math6matiques s8. Dans cet article, 
D'ALEMBERT fait intervenir syst6matiquement plusieurs 6quations fonctionnelles 
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sur lesquelles nous ne pouvons insister faute de place. Citons un seul exemple, 

+ ( z + ] 
1 - 4~(z)dp(n) -- ch \1 - nz]" 

L'analogie "fonctionnelle" entre la composition des forces et l'6quilibre du 
levier est reprise g6om6triquement par J. L. LAGRANGE (1736-1813) dans sa 
M~canique Analytique de 1811 : 

"'Mais on peut ~tablir zme liaison immediate entre ces deux principes par le thOo- 
rome que Varignon a donnO dans sa nouvelle MOcanique (Section lore, lemme XVI),  
et qui consiste en ce que si, d'un point queleonque pris dans le plan d'un parallOlo- 
gramme, on abaisse des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux c6t~s qui 
eomprennent cette diagonale, le produit de la diagonale par sa perpendiculaire est 
Ogal Ft la somme des produits des deux c6t~s par leurs perpendiculaires respectives, 
si le point tombe hors du parall~logramme, ou gt leur difference, s'il tombe dans le 
paralMogramme ''6°. Le titre m~me de l'ouvrage de LAGRANGE est bien r6v61ateur 
du nouvel esprit fonctionnel devenu particuli6rement efficace. En outre, la m6thode 
fonctionnelle, chez LAGRANGE, est pott le ~t une tr~s grande f6condit6 grace au 
principe des puissances virtuelles sur lequel tout repose. Ce dernier principe est 
d 'abord justifi~ h partir du principe "expOrimental" des poulies. Dans la preuve, 
il y a un m61ange de calcul infinit6simal et de recours quasiment incantatoire h 
la m6thode d'exhaustion, un recours dangereux dans le cadre de la m6thode fonc- 
tionnelle. On lit en effet: 

"Le principe des puissances virtuelles Otant a&si dOmontr~ pour des puissances 
commensurables entre elles, le sera aussi pour des puissances queleonques incommen- 
surables, puisqu'on sait que route proposition qu'on ddmontre pour les quantit~s 
commensurables, peut se dOmontrer Ogalement par la rOduet ion ~ l ' absurde  
lorsque ces quantit~s sont incommensurables ''6°. Ceci not6, l'essentiel est que la 
composition des forces, sous forme uniquement analytique, soit d6duite par LA- 
ORANGE du principe des puissances virtuelles. D'autres auteurs attaqu~rent de 
m~me le probl6me de la composition des forces. Ainsi G. MONGE (1746--1818) 
dans son Trait~ ElOmentaire de Statique, paru en 1788. Mais citons tout parti- 
culi6rement l'emploi de la m6thode fonctionnelle par P. S. LAPLACE (1749-1827) 61 . 
Ce dernier sait, apr~s D'ALEMBERT et D. BERNOULLI, qu'il suffit de r6aliser la 
d6monstration dans le cas de forces perpendiculaires. La m6thode fonctionnelle 
est utilis6e par LAPLACE avec 6conomie. Le calcul diff6rentiel intervient pour 

6o j. L. LAGRANOE, M~eanique Analytique, Paris, 1811. Rappelons pour expliquer 
la citatation que LAGRANGE se pique de ne donner aucune figure dans son ouvrage, se 
fiant & la seule Analyse. L'influence de la m6thode fonctionnelle est grande. Une premi6re 
6dition du texte de LA6RANGE parut en 1788 sous le titre M~ehanique Analitique. 
Un travail en cours en collaboration avec P. RADELET se propose de retracer l'histoire 
fonctionnelle de la d6monstration de la r6sultante des forces et de l'6quation fonction- 
nelle (35) off seront 6voquOs les roles de FOURIER, POISSON, FRANCOEUR et jusqu'/t DAR- 
BOUX. 

6l p. S. LAPLACE, Traitd de Mdeanique Cdleste, Paris, 1799, Volume 1, chapitre 
premier, p. l -6  (Oeuvres Complktes, 1, Paris, 1878). 
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l 'obtent ion des conditions por tan t  sur la fonction, ce qui ~vite le recours explicite 
d u n e  dquation fonctionnelle. "Pour cela, considdrons deux forces x et y agissantes 

la fois  sur un point matdriel M,  et formant  entre elles un angle droit. Soit  z leur 
rdsultante, et 0 l'angle qu'elle fa i t  avec la  direction de la force x;  les deux forces x 
et y dtant donndes, l'angle 0 sera ddtermind, ainsi que la rdsultante z, en sorte qu'il 
existe entre les quantitds x, y e t  O, une relation qu'il s'agit de connaftre". 

LAPLACE cherche /t am61iorer l ' a rgument  d 'homog6n6it6 de DE FONCENEX (cf. 
§ 9) en passant  aux diff6rentielles, mais l 'abus reste le marne. De ce que n dx et 
n dy, pour  n entier, fournissent n dz il d6duit qne dx/dz est constant,  c 'est  ~ dire 
ne d6pend que de l 'angle 0. Ici x, y et z sont des grandeurs scalaires. D o n c  

x = z e p ( o ) .  

I1 faut  maintenant  d6terminer la forme de cette fonct ion q~ dont  on s'est assur6 
l'existence. Et LAPLACE joue de la flexibilit6 de la m6thode fonctionnelle, avec 
plus d'acuit6 que ses prdd6cesseurs, en remarquant  (figure 14), 

0) 

Y Z 
y ,  X' 

8 x 

Fig. 14 

Puis il consid6re ~t son tour  x comme la r6sultante d 'une  force suivant z et d 'une  
autre suivant une droite perpendiculaire fi z. I1 6crit astucieusement 

X 2 

x '  = x 4 4 0 )  = - - ,  
Z 

et 

o) - -  ° . 

Z 

Une 6criture analogue en y le conduit  ~t constater la nullit6 de la somme x "  + y" ,  
x 2 y2 

et donc  le seul reste - - - ~ - -  devient 6gal h z. D'of i  l 'intensit6 de la r6sultante 
Z Z 

z 2 = x 2 + y2. 

Scalairement, on peut mesurer z par  la diagonale du rectangle construit  sur y 
et x. I1 convient  maintenant  de d6terminer l 'angle O. Ce qui pr6c6de fournit  
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l '6quation fonctionnelle: 

Une  6quation que LAPLACE n'dcrit pas explicitement. Puisque D'ALEMBERT a 
fourni une m4thode de r6solution des 6quations fonctionnelles par  differentiation, 
autant,  juge LAPLACE, travailler tout  de suite avec les diffdrenfielles plut6t  qu 'avec 
l '6quation fonctionnelle. Aussi garde-t-il d ' abord  y et change-t-il x en x -~ dx. 
De qui provoque  "une diminution d'une quantitd infiniment petite dO" de l 'angle 
d' inclinaison de la r6sultante vis ~t vis de x. I1 d6compose dx en une composante  
le long de z, la r6sultante, et une autre or thogonale  et de valeur y/z  dx gfftce ~t 
(38) convenablement  appliqu&. Et  LAPLACE explicite ~ nouveau (38) sous forme 
g6om6trique au niveau des 616ments diff6rentiels, n6gligeant en outre les infini- 

petits d 'ordre  sup6rieur. Ce qui revient ~t 6crire y dx = zdp ( ~ -  - dO 1 = ment 
Z \ z  ! 

- -y  
dO = : - - ~  dx, off k est une constante.  

K Z  ~ 

X 

Par  analogie, en 6changeant les r61es de x et y, on obtient dO = ~ z  a dy. Sans 

vergogne, si simultan6ment x et y varient, LAPLACE additionne. D 'o t l  

x d y - y d x  
k d O - -  

Z 2 

Ce que LAPLACE 6crit sous forme d 'une 6quation diff6rentielle h variables s6par6es 
grace /: la valeur de z 2 = X 2 -~ y2 

,(÷) 
k dO -- - -  y 2 .  

Par  int6gration 

Y 
- -  = t g  (kO q- ~), 
x 

off ~o est une constante.  

LAPLACE en d6duit 

x = z cos (kO z7 0). 

La nullit4 de x n 'a  lieu que pour  0 = ~r/2 (mod. :r). D ' o h  finalement 

X ~ 2" COS 0. 
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Donc qS(0) = cos 0. Ce qui termine la d6monstration. Une d6monstration rela- 
tivement difficile pour  l '6poque et pourtant  placde aux toutes premi&es pages de 
la Mdeanique Cdleste 61, pubti6e en 1799. II est vrai que l 'ouvrage de vulgarisation, 
/t savoir l'Exposition du systkme du Monde, &ait paru auparavant  en 1796. 

On constate dans le traitement de LAPLACE une grande habilet6 dans le manie- 
ment de la mdthode fonctionnelle mais une r6ticence 5. calculer par diff6rentiation 
automatique d'une 6quation, comme efit pu le faire D'ALEMBERT et une pr6f6rence 
pour la g6om6trie vieillote des 616ments diff6rentiels. Au Jbnd, sa ddmarche ne 
conduit pas dun  progrks. 

Dans sa Mdcanique Rationnelle, en 1805, S. D. POISSON (1781-1840) pour  la 
d6monstration du parall61ogramme des forces r6introduit l '6quation fonctionnelle 
(35) de D'ALEMBERT en ajoutant au second membre un facteur 2 (forme d6sormais 
classique): 

(40) q~(x q- y) ~- qb(x - y) = 2qb(x) qb(y). 

En 1821, A. L. CAUCHY en fournit toutes les solutions continues (vs, page 106 
et suivantes) sans doute inspir6 par  l 'argument ancien de dichotomie de BERNOULLI. 
Mais avec cette r6solution syst6matique d'dquations fonctionnelles par  CAUCHY 
un autre chapitre de l 'analyse est ouvert, chapitre que nous allons explorer. 

8 .  L a  m 6 t h o d e  f o n c t i o n n e l l e  en  m a t h 6 m a t i q u e s  

Puisque l 'axiomatisation de la statique, par  exemple, puis de la dynamique, 
conduisaient h des succ~s 6clatants, couronn6s par  la publication de la Mdehanique 
analitique de LAGRANGE (1736-1813) en 1788, la m6thode fonctionnelle acqu6rait 
ainsi un prestige consid6rable en physique math6matique. Et cette m~me m6thode 
pouvait  se transposer darts l'6tude axiomatique de certaines propri&6s math6- 
matiques. Telle 6tait bien la d6marche d'EULER en 1755 se dormant pour but de 
caract&iser les fonctions homog~nes. On peut ajouter que l'6tude d'EULER de 
l '6quation fonctionnelle (24) rel6ve de la volont6 d'6clairer la m6thode fonction- 
nelle, ce qu'EULER appelle "principe de continuitd". Un exemple beaucoup plus 
frappant  d'utilisation de la m6thode fonctionnelle en math6matiques est fourni 
par la d6monstration de laformule du bin6me. Plus encore que la formule de TAY- 
LOR, cette formule du bin6me est l 'une des formules clefs des math6matiques au 
cours du 18 ~me si~cle. Elle 6nonce, 

0~(o~ - o~(e~ - 1) (o~ - 2) x3  
(41) (1 q- x) ~ = i + ~xx q- 2! 1)X2 -]- 3! 

+ ... + o~(o~ - 1) . . .  (o~ - n + 1) x, 
n! q- " ' "  
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et la d6mons t ra t ion ,  combina to i r e  pou r  o~ entier,  r emonte  bien avant  PASCAL 62. 

P o u r  les valeurs  non  enti6res, en par t icu l ie r  0~ ---- -+-½, cette fo rmule  est  essentielle 
car  e l le  pe rme t  l ' ana lyse  locale de toutes  les courbes  alg6briques don t  s 'occupe  
le 17 eme et le 18 ~me si6cle. C 'es t  le r61e que NEWTON manifeste.  Ceci expl ique 
q u ' o n  lui a t t r ibue  la  paterni t6  de cette formule.  Mais  on ne peu t  pas  dire que l ' on  
dispose  d ' une  d6mons t ra t ion  convaincante  de (41) pou r  toutes  les valeurs,  6ven- 
tue l lement  complexes,  de a ,  lorsqu '  EULER s 'y a t t aque  en 1755 dans  un  l ivre qui  
fit  date,  Institutiones calculi differentialis 37. Malheureusemen t  pou r  sa d6mons t ra -  
t ion,  EULER uti l ise les d6riv6es alors  que pr6cis6ment c 'es t  la  fo rmule  (41) qui  sert  
de base  ~t l ' ob ten t ion  de la  d6riv6e de x ~. I1 y a cercle vicieux 63. 

En 1774, EULER 64 revient  ~t la charge et tente une tou te  aut re  d6mons t ra t ion  
bas6e sur la loi fonct ionnel le  (9) avec a = 1 q - x ,  h savoir  (1 + x) n + m =  
( i  + x) n (1 q- x) m p o u r  tous  entiers relatifs n e t  m. P o u r  bien marque r  l ' impor t ance  
de la re la t ion  (9), EULER note  

n ( n -  1) 
- - X  2 (42) [n] = 1 -}- nx  + 2! + "'" 

62 Pour l 'histoire de la formule du bin6me chez les Grecs, les Chinois, les Arabes et 
les Indiens, nous renvoyons M. KLINE, Mathematical Thought from Ancient to Modern 
Times, Oxford Univ. Press, New York, 1972. 

BLAISE PASCAL donne une d6monstration de la formule du bin6me pour des puis- 
sances enti6res dans son Traitd du triangle arithmdtique, paru ~t Paris en 1665 et dont la 
composition remonte vraisemblablement ~t 1654, Voir les Oeuvres complktes, la P16iade, 
Paris, Ed. J. CHEVALIER, 1962. Le Cas d'une puissance fractionnaire apparaR sans preuve 

3 
chez J. GREGORY en 1670, puis avec des coefficients comme -~, T chez NEWTON. Par la 
suite, deux sortes de preuves sont fournies: 
- soit 1'identification terrne h terme dans des s6ries infinies. Ainsi G. SALVEMINI darts les 
Philosophical Transactions de 1742-1743 part  du d6veloppement suivant, oR r et n 
sont des entiers 

( p  _~_ q)r/n = Apr/n _? Bp(r/n)-I q + ... 

Puis 61~ve ~t la puissance n, 

(p + q)r = pr(A _}_ B p - l q  q_ Cp-2 q2 .~_ ...)n 

et applique la formule du bin6me ~t puissance enti6re aux deux membres. 
- soit la m6thode des fluxions, naturellement appliqu6e ~t une s6rie infinie avec identi- 
fication des termes par la d6rivation de (1 + x)% Tel rut le cas de COLSON (The method 
o f  fluxions by the inventor, Sir Isaac Newton, 1736, London, p. 308), de MAcLAURIN 
(Treatise of  fluxions, 1742, London, p. 607-608, vol. 2). COLSON remarque le cercle 
vicieux de la d6monstration puisque l 'on y utilise ta fluxion d'une puissance. Or l'ex- 
pression de cette fluxion est pr6cis6ment elle-m6me 6tablie par la formule du bin6me! 
EULER revient sur cette p6tition de principe 64. 

6a Dejh soulign6 par COLSON (note 62). Comme nous l 'avons 6tabli, l ' importance 
de la formule du bin6me de NEWTON est tr6s notable dans la d6duction des propri6t6s 
de l 'exponentielle par  EULER (cf. § 5). 

64 L. EULER, Demonstratio theorematis neutoniani de evolutione potestatum binomii 
pro casibus quibus exponentes non sunt Humeri integri, Novi Comm. Acad. Sc. Petrop. 
19 (1774), 1775, p. 103-111 (Opera Omnia, Series I, vol. 15, p. 207-216). Traduetion et 
commentaire dans J. DHOMBRES: Les pr6jug6s d'Euler dans l 'emploi de la m6thode 
fonctionnelle, Sciences et Techniques en perspective, vol. 10, 1986. 
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Mais dans cette notation, n ne d6signe pas n6cessairement un entier. I1 n 'y  a 
aucun souci de convergence de la s6rie (42). Remarquons bien que pour  un entier 
n positif ou nul, la s6rie enti6re en x not6e [n] prend la valeur 

(43) [n] = (1 q- x) n. 

Formellement, par  produit, EULER d6duit une 6quation fonctionnelle quant ~t In]: 

(44) Ira] In] = [m + n]. 

EULER r6sout cette 6quation fonctionnelle sur le corps des rationnels. II part  de 

la remarque [m] ~ = [am] pour  a entier. D &  lors = [m]. Lorsque m est 

entier, le second membre  est (1 ÷ x) m, d 'o~ la valeur explicite de dans ce 

m 
cas. Ce qui prouve (41) pour  ~ = - ~ - ,  m entier. De la m~me fa~on il obtient 

= (1 + x) ~ pour  tous entiers m e t  a. Envisageant ensuite [0] = 1, il d6duit de 

(44), [ - m ]  = (1 + x ) -  m. D'ofi  la relation (41) &abtie "rationnellement" pour  
toute valeur ""rationnelle" de ~: 

"atque adeo hoc theorema nunc quidem firmissimis rationibus est confirmatum", 

"de sorte que ce thOorkme se irouve dOsormais confirmO par des preuves trbs solides". 

En 1776, EULER reprend le m~me probl~me 65 et veut cette fois obtenir une 
d6monstration valable pour  toutes les valeurs de c~, rationnelles, n6gatives, ou 
transcendantes, etc. 66. On peut s '&onner qu'il ne reprenne pas la m6thode fonc- 
tionnelle pr6c6dente conduisant ~t la r6solution de (44), d6sormais avec des valeurs 
m e t  n aussi vari6es que celles souhait&s pour  ~. Sagesse instinctive ? Pr6monition 
qu'il  faudrait  acqu6rir d 'autres propri&6s fonctionnelles a priori de [m] ? La preuve 
cette fois est bas6e sur une restriction de (9),/~ savoir 

(45) (1 + x) "+1 = (1 + x)" (1 + x). 

Mais on va constater combien la nouvelle preuve n6glige les vraies difficult&. 
Ici encore n n'est pas n6cessairement un nombre entier, mais bien une variable 
quelconque, marne complexe. En notations modernes, EULER part  de la s6rie 

65 L. EULER, Nova demonstratio quod evolutio potestatum binomi newtoniana etiam 
pro exponentibus fractis valeat, Nova Acta Acad. Sc. Petrop. 5, (1787), 1789, p. 52-58 
(Opera Omnia, Series I, vol. 16, p. 112-121). (Mais le papier d'EULER date de 1776.) 

66 EULER emploie une tournure dubitative pour d6crire les d6monstrations ant6rieures 
d'autres g6om6tres notamment pour les valeurs non rationnelles de l'exposant. 

"Quod autem eadem expressio veritati sit consentanea, quando exponens nest  vel humerus 
fractus eel negativus vel adeo transcendens, plures Geometrae ostendere sunt conati, quorum 
demonstrationes autem vel nimis sunt abstrusae vel etiam nimis longe petitae, quam ut 
in limine Analyseos locum invenire queant". 
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enti6re 67 
e o  

(1 + x )  n =  1 + ~ f k ( n )  x k, 
k = l  

et d6duit de (45) les 6quations fonctionnelles en cascade quant aux fk, 

(46) fk(n + 1) -fk(n)=fk-l(n), pour  k ~ 1, et avec fo(n) ---- 1 

Implicitement ou inconsciement, compte-tenu de sa conception pratique d 'une 
fonction, et en contradiction avec ses d~finitions abstraites, EULER pr6suppose que 
fk est un polyn6me en n e t  m~me de degr6 k. Comme fk s'annule pour  tout entier 
positif n strictement inf6rieur ~t k, EULER 6crit: 

(47) fk(n) = n(n -- 1) . . .  (n -- k + 1) ak. 

La r&olution en cascade du syst6me (46) d'6quations fonctionnelles le conduit 
la valeur explicite du coefficient ak -~ 1/kl. Une fois encore, la m6thode fonc- 

tionnelle est couronn6e de succ& (mais ~t quel prixl) et EULER conclut ~t sa g6n4- 
ralit4: 

"Prorsus superfluum foret hos casus ulterius prosequi, cum iam luce meridiana 
darius appareat pro singulis litteris sequentibus eosdem plane valores necessario 
prodire debere, quos evolutio N E W T O N I A N A  docuit, atque haec demonstratio 
naturae rei tam apprime accommodata videtur, ut illi etiam in primis Analyseos 
elementis locus denegari nequeat. Quin etiam universum ratiocinium, quo hic usi 
sumus, omnem vim retinet, etiamsi adeo exponens n u t  imaginarius spectaretur". 68 

" / / s e ra i t  tout d fait  superflu de poursuivre plus longtemps l'~tude des cas successifs, 
puisqu'il apparaft plus clairement qu'd la lumibre de midi, que pour les lettres 
suivantes prises une dune  viendront exactement les valeurs m~mes qu'a montr~es 
la formule du d~veloppement de Newton. Et cette d~monstration semble tellement 
appropri~e ~ la nature de la question qu'on ne saurait lui refuser place m~me dans 
les premiers ~ldments de l'Analyse. Bien plus, le raisonnement universel ici utilisd 
garde toute sa force quand bien m~me l'on consid~rerait des valeurs imaginaires de 
l' exposant n". 

Un peu plus de vingt ans plus tard, S. F. LACROIX (1765-1843) reprend la d6mon- 
stration de cette formule du bin6me dans son monumental  Traitd du Calcul 

67 Dans le texte d'EULER, il n'y apas  utilisation de la notation index6e. La s6rie en- 
ti6re (1 + x) n s'6crit en faisant usage des lettres de l'alphabet dans leur ordre. Cepen- 
dant, la notation index4e moderne ne rajoute gu6re ~t l'id6e fonctionnelle, explicite 
chez EOLER dans le pr6sent texte. 

68 La citation d'EULER tir6e de 6s joue sur l'ordre des lettres quant ~t la formule (47). 
Cette d6monstration d'EULER n'est certainement pas satisfaisante et il 6tait int6ressant 
de mettre en 6vidence la limitation a priori apport6e h la vari6t6 des fonctions f possibles. 
Sur le plan des 6quations fonctionnelles toutefois, la consid6ration du syst6me (46) 
marque un progr6s. 
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diffdrentiel et du ealcul intOgra169. LACROIX rut un math6maticien particuli6re, 
ment  inform6 et un  auteur prolifique de manuels math6matiques /t la fin de la 
R6volution fran~aise et sous l 'Empire.  Et  de manuels influents, r66dit6s avec 
persistance pendant  tou t  le X l X  eme si6cle, traduits en anglais, en allemand, en 
russe, en espagnol, etc. Son souci est encyclop6dique - pr6senter toutes les rn6- 
thodes utiles de l 'analyse et leurs avantages vari6s - plus que de rigueur lin6aire, 
c'est-~t-dire de construct ion pierre /t pierre de l'6difice math6mat ique 7°. Mais 
voyons  LACROIX /t l 'eouvre quant  /t la d6monst ra t ion de la formule du bin6rne. 
Elle figure dans l ' In t roduct ion,  long pr6alable au TraitS, et dans cette In t roduct ion  
les d6riv6es n ' interviennent  pas puisqu' i l  s 'agit  d 'analyse alg6brique, c'est-/t-dire 
d ' un  trai tement de s6ries comrne des polyn6mes de degr6 infini. Dans  la d6mon- 
stration, LACROIX fait un  usage syst6matique d '6quat ions  fonctionnelles au lieu 
d '6quat ions  diff6rentielles. Car  LACROIX insiste sur la m6thode fonctionnelle, 
une de ces nouvelles id6es "amendes par  les progr~s de l 'analyse".  I1 d6finit une 
fonct ion d 'une  fa~on tr6s g6n6rale, sans marne insister sur la fagon explicite don t  
on peut  calculer celle-ci en un point  donn6:  

"Toute  quantitd dont la valeur ddpend d'une ou plusieurs autres quantitds est dite 
fonct ion de ees dernikres, soit qu' on saehe ou qu' on ignore par quelles operations il 
f a u t  passer pour remonter de eelles-ei d la premikre  ''71. 

69 S. F. LACROIX, Traitd du calcul diffdrentiel et du calcul intdgral, Paris, 1 ~re 6dition, 
1797. 

Un trait6 6crit presque int6gralement avant 1795, dont une seconde 6dition/t partir 
de 1810 constituera, en analyse, le texte essentiel de la 1 ere moiti6 du XIX eme si6cle avec 
le cours de CAUCHY. C'est par LACROIX que K. MARX apprendra le calcul diff6rentie1! 
Nous citerons ici la deuxi6me 6dition. Ajoutons que la R6volution Fran~aise et le Con- 
sulat virent sortir une grande quantit6 de manuels math6matiques. Pourtant trois auteurs 
au plus 6merg6rent du lot. E. B~zouT (1730-1783), S. F. LACROIX d6j~t mentionn6 et 
A. M. LEGENDRE dont nous parlerons plus loin. Pour une 6tude de l'6dition de manuels 
math6matiques fran9ais, nous renvoyons /~ l'analyse quantitative suivante: 
J. DHOMBRES, French Mathematical Textbooks from B6zout to Cauchy, Hist. Scient., 
t985, No. 28, p. 31-137. 

7o Pour 6tayer cette affirmation, citons quelques lignes de la pr6face du trait6 de 
LACROIX (cf. 69), tir6es de la seconde 6dition. 

"On dtait il l'une de ces dpoques, lorsque je publiai (en 1797) la premibre ddition du Traitd 
que je  mets de nouveau sous les yeux du public: la rdunion des nombreux mat~riaux, relatifs 
au Calcul diffdrentiel et au Calcul intdgral, dpars dans les collections acad~miques, pouvait 
seule faire conna#re toutes les richesses de cette branche importante de l'Analyse, et rdduire 
& un petit nombre de mdthodes g~n~rales, une foule de procddds particuliers qui tenaient 
& l'enfance de ces calculs; mais une simple compilation n'aurait pas atteint ce but". 

LACROIX explique naturellement qu'il a fait des choix parmi les m6thodes, et mis en 
6vidence " les rapports par lesquels elles se lient les unes aux autres". L'accent sur les m6tho- 
des est typique de l'6tat d'esprit des math6maticiens frangais de la fin du 18 eme si6cle. 
Mais il n 'y a pas encore choix pour un unique mode d'exposition du calcul diff6rentiel 
e t  du calcul int6gral. CAUCHY fera un tel choix. 

71 La d6finition de LACROIX a l e  grand m6rite, par rapport / t  la d6finition d'EULER 
fournie dans l'Introduction ?z l'analyse infinitdsimale, de ne pas s'appuyer sur un proc6d6 
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LACROIX part  donc de (p + x) m. Comme EULER, et appuy6 par  la th6odsation 
de LAGRANGE sur les fonctions, LACROIX suppose que le d6veloppement en s6rie 
enti6re en x de (p + x) m existe. II s'agit de trouver le coefficient g6n6ral. LACROIX 
introduit une variable suppl6mentaire sous la forme (p + x -1- u) m, ce qui est 
d&ormais une id6e fructueuse pour les 6quations fonctionnelles (c f ,  par exemple, 72). 
I1 d6veloppe d 'abord  les puissances de (x q- u), puis d6veloppe chacune de ces 
puissances et identifie en puissances de u avec le d6veloppement en u de (p + x + u) m. 
Avec une notation o4 pointe l'id6e d'une notation indicielle, LACROIX 6tablit que 
tous les coefficients se d6duisent en cascade du premier coefficient (que nous 
notions f~(n) en (46)). LACROIX s'applique d6sormais ~t calculer explicitement ce 
premier coefficient. 

"Quel que soit le coefficient de x dans le second terme du ddveloppement de (1 -k X) m, 
il est ndcessairement une fonction du seul exposant m, et je le ddsignerai en consd- 
quence par f(m), la lettre f dtant l'abrdviation du mot fonction. D'aprks cette con- 
vention, il vient": 

(49) (1 + x) m = 1 -k xf(m) -k etc. 

Gfftce ~t (9), LACROIX d6duit 

(50) f (m  + z) = f (m) + f(z) ,  

"dquation qui exprime la propridtd caraetdr&tique de la fonction reprdsentde par f " .  

II &ablit aussit6t f (m -k z -k s + t) = f ( m )  + f(z) + f(s) + f i t ) .  C o m m e f ( 1 ) = 1 ,  
et f (m  + 1) = f ( m )  -k 1, il d6duit f (m) = m pour  tout entier m. Puis f(i/k) = ilk 
pour  des entiers i et k. Enfin f ( - m ) =  - t i m ) =  - m .  Finalement, /t tout  le 
moins pour toutes les valeurs rationnelles de m, la formule du binbme (sans 
v6ritable consid6ration de convergence encore que x soit suppos6 petit) est 6tablie 
puisque f ( m ) =  m. LACROIX promet  la d6monstration dans le cas g6n6ral: 

de calcul. Et nous avions not6 que, pratiquement, EULER par l'utilisation du mot analyti- 
que, requ6rait une d6marche calculatoire. Nous avons d6j~l signal6 la d6finition plus 
large dans les Institutiones calculi differentialis 37 et l'ambiguit6 qui s'y rattachait salon 
les utilisations envisag6es. La d6finition de 1755 fut reprise, et en fait pr6cis6e sur le 
point qui nous occupe, dans le deuxi6me Traitd du Calcul Intdgral de J. A. N. DE CON- 
DORCET (1743--1794), trait6 d6but6 vers 1778, dont 1'impression commenqa en 1786 mais 
fur interrompue par la R6volution. LACROIX, dans sa pr6face 69 dit que "les vingt quatre 
premiOres feuilles" circulaient h Paris chez des math6maticiens et qu'elles "contiennent 
toute l' exposition des principes du Calcul diffdrentiel". On peut imaginer qu'il fut influenc6. 
CONDORCET, dans son texte, prend soin de signaler qu'une fonction est une relation qui 
5. des variables x, y, z associe des valeurs F "quand mdme je ne connaitrais ni la manikre 
d'exprimer Fen  x, y, z, ni la forme de l'dquation entre F et x, y, z; je saurai que F est 
fonction de x, y, z". 

72 Cf. en particulier le chapitre 13 de J. Acz~L & J. DHOMBRES, Functional equations 
in several variables, ~t paraitre, in Encycl. of Math. and its Applications, Cambridge 
University Press. 
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" J e  montrerai dans la suite; que quand l 'exposant m serait irrationnel et m~me 
imaginaire, la proposition prdeddente serait toujours vraie". 

Mais LACROIX d6bute par  une digression combinatoire, puis il envisage le d6ve- 
1oppement en s6rie de l'exponentielle et du logarithme. Et c'est cette fois l '6qua- 
tion fonctionnelle de l'exponentielle,i c'est-h-dire (15) 

(15) a x+" = a~d ',  

qui lui fournit aussitSt le coefficient g6n6ral du d6veloppement de a :  sous la 
forme AT/1 • 2 • 3 . . .  n et donc e x 7a. Grace ~t la formule g6n6rale du binSme, 
LACROIX en d6duit le d6veloppement de Log x en s6rie des puissances de (x - 1) 
et, fid~le ~t la tradition du 18 ~me si~cle ne s6parant jamais calcul num&ique et 
th6orie, il envisage des acc616rations de convergence de la s6rie obtenue. LACROIX 
retrouve ensuite le d6veloppement de Log (1 q- x) ~t partir  de la seule dquation 

fonctionnelle du logarithme, c'est-h-dire (10). Ceci est indispensable pour  6viter 
un cercle vicieux car, maintenant, LACROIX peut 6tablir la formule du binSme dans 
le cas g6n6ral de coefficients o~ non n6cessairement rationnels. En effet la relation 
Log (1 q - x ) ~ =  ~ Log (1 q - x )  fournit par  identification du premier coefficient 
l'6galit6 

f(o 0 = o~, 

pour  tous o~, 6ventuellement complexes 74. On aura remarqu6 que ce r&ultat n'est 
pas obtenu par  passage ~ la limite ~ partir  de ce qui fut obtenu pour  les nombres 
rationnels, mais rdsulte d'une part  d'une considdration d'~quation fonctlonnelle, 
et de ddveloppement en s&ie de puissances d'autre part. D'ailleurs, c'est l '6quation 
fonctionnelle de D'ALEMBERT-PoIsSON, 

(51) cos (x -1- u) + cos (x - u) = 2 cos x cos u, 

qui fournit de la m~me fagon le d6veloppement en s&ie de la fonction cosinus, 
puis celui de la fonction sinus. 

En un sens, la double d6marche de LACROIX pour  prouver la formule de binSme 
manifesterait surtout l ' inad6quation de la m6thode fonctionnelle. Que faut-il 
de plus pour  passer de la d6termination de f ( a )  = a pour  ~ rationnel, ~t la m~me 
relation pour  ~ quelconque ? LACROIX est muet sur ce point, mais ne commet  

73 C'est h cette occasion que LACROIX introduit la notation index6e 

Ao ÷ A1x + A2x 2 + A3x 3 + ... 

"Cette notation, qui d'abord parait un peu eompliqu~e, est n~anmoins trks commode, et 
trks propre h faire reeonnaitre la loi qui rOgne entre les valeurs des coefficients". 

74 Le passage au cas complexe exige la connaissance des logarithmes complexes. 
LACROIX ne soul6ve aucune difficult6, se contentant d'une identification formelle. Signa- 
lons ici une r6solution de l'6quation (50) chez L. B. FRAN¢OEUR, Traitd de mdeanique 
~ldmentaire, Paris, an IX. Cette fois l'6quation provient de la d6monstration du paral- 
161ogramme des forces pour d6duire "analytiquement" la d~pendance homog~ne par 
rapport ~t l'intensit6 de la r6sultante de deux forces 6gales. I1 d6veloppe f e n  s6rie enti6re 
et constate la nullit6 de la d&iv6e. Plus loin (pages 19-22), FRANCOEUR attaque l'6qua- 
tion fonctionnelle (40), dite de D'ALEMBERT aujourd'hui. 
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aucune g6n6ralisation pr6s0mptueuse: il change de m6thode pour passer au cas 
g6n6ral, d'ailleurs avec 0¢ complexe, ce qui paralt compliquer le probl~me. Quelle 
que soit l'id6e que l 'on ait de la liaison "continue" des points d'une fonction, 
chacun sent qu'un passage "~t la limite" doit, sous certaines conditions, ~tre 
possible! Le "principe de continuit6" d'EULER 5°, selon lequel il y a m£me loi 
(analytique) par laquelle une fonction (de la g6om6trie) doit ~tre explicitement 
calculable, donne le r6sultat f(o 0 = c~ pour toutes valeurs de 0¢, 6ventuellement 
complexes. Pourtant  ni EULER, ni LACROIX, ne proposent un tel raisonnement. A 
l'oppos6, dans sa Pr6face au Traitd 69, LACROIX n'h6site pas /t consid6rer comme 
une 6vidence que route fonction soit d6rivable. 

"La  propridt~ commune ?t toutes les fonctions d 'admettre une limite, dans le 
rapport de leurs accroissements gt ceux de la variable dont elles dOpendent, limite 
diffOrente pour chaque fonction,  mais constamment la mYme pour une mYme fonct ion 
et toujours indOpendante des valeurs absolues des accroissements, est un f a i t  a n a -  
l y t i q u e  bien constatO". 

Devrait-on donc la belle d6monstration de LACROIX quant/t  la formule du bin6me 
au seul fait qu'il la donne dans son Introduction, et donc sans faire usage des 
limites ? Au contraire, la g6n6ralit6 de sa d6finition d'une fonction serait-elle illu- 
soire? Nous verrons d'autres auteurs, pourtant de haut calibre, oublier tout 
scrupule et s'emp~trer. 

En tout cas, il est difficile de penser que la d6monstration de LACROIX, jointe 
h celle d'EULER, n'ait pas donn6 ~t r6fl6chir h A. L. CAUCHY (1789-1857). Et avec 
ce math6maticien, les 6quations fonctionnelles vont occuper une des premi6res 
places en Analyse dans le cadre d'une totale r6organisation de celle-ci. Longtemps 
pr6par6, le nouvel expos6 est publi6 dans le Cours d 'Analyse Algdbrique de 182175. 
Cette r6organisation, qu'on a souvent qualifi6e ~t juste titre de rigorisation, part 
d'un petit nombre de concepts et vise ~t une 6conomie de moyens en 6vitant tant 
des cercles vicieux du raisonnement que des m61anges de m&hodes distinctes. 
Aussi les m&hodes alg6briques sont-elles nettement s6par6es des m6thodes rela- 
tives aux s6ries enti6res. Le Cours ne concerne que ces deux mdthodes. Celles-ci 
sont donc distingu6es tr~s explicitement des m6thodes diff6rentielles qui font 
l 'objet d'un cours diff6rent 76. Les concepts de base sont ceux de fonction et 
de limite de quantit6s, concepts auxquels est intimement li6 celui de continuit6 

75 A. L. CAUCHY, Cours d'Analyse de l'Ecole Royale Polyteehnique, Paris, 1821, 
Vol. I, Analyse alg6brique (Oeuvres complStes, s6rie 2, vol. 3, Paris, 1897). 

76 A. L. CAUCHY, Rdsumd des le¢ons sur le caleul infinitdsimal, Paris, 1823. Voir aussi 
les Le¢ons sur le ealeul diffdrentiel, Paris, 1829. Pour la s6paration des m6thodes alg6- 
briques et des m6thodes li6es aux s6ries, CAUCnV est explicite dans sa pr6face 75. 

"Quant aux mdthodes, j 'a i  cherehd it leur donner toute la rigueur qu'on exige en gdomdtrie, 
de maniOre h ne jamais recourir aux raisons tirdes de la gkndralitd de l'algbbre. Les raisons 
de cette espkce, quoique assez commundment admises, surtout dans le passage des sdries 
convergentes aux sdries divergentes, et des quantitds rdelles aux expressions imaginaires, 
ne peuvent ~tre considdrdes, ce me semble, que comme des inductions propres it faire pres- 
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d'une fonction. Avec ces limites, un style math6matique est mis au point, par  
manipulation d'encadrements et d'in6galit6s, par  jeu de stabilit6 des limites sous 
l'effet d 'une fonction continue et donc par  une technique d 'approximation port6e 
~t un niveau d'investigation th6orique. Ainsi nous voyons ~t l 'oeuvre la d6finition 
de la continuit6 chez CAUCHY pour r6soudre l '6quation 

(52) qb(x + y) = dO(x) + dO(y). 

Cette r6solution intervient assez t6t, au chapitre V, et elle ne constitue pas un 
exercise sans importance. En fait deux motifs principaux doivent &re signal6s. 
D 'une  part,  cette r6solution est la preuve pratique du savoir-faire de CAUCHY 
par  utilisation rigoureuse de sa d6finition de la continuit& CAUCHY se sait nova- 
teur par  rapport  ~ un EULER, quand bien marne il use, mais dans un autre sens, 
du marne vocabulaire de continuit& Cette exhibition d'efficacit6 le pose en maitre. 
D 'aut re  part  cette d6monstration pr6pare, sans intervention du calcul diff6rentiel, 
une d6monstration de la formule du bin6me de NEWTON, formule qui est la clef  
de l 'ouvrage selon nous. Quand on sait le soin mis par  CAUCHY ~t l 'ordonnance 
logique de ses cours 6crits, en quoi consiste peut atre sa plus exigeante forme de 
rigueur math6matique, laquelle tranche sur ses contemporains et rejoint la rigueur 
euclidienne, on voit bien l ' importance qu'il accorde aux 6quations fonctionnelles 
dans sa mise en place de l 'Analyse. C'est donc ~t tr6s bon droit qu 'on qualifie 
l '6quation (52) d'6quation de CAUCHY. L'6volution des r6sultats de CAUCHY sur 
(52) au cours du livre est r6v61atrice. 

D ' abo rd  l'6nonc~ du probl~me, tr6s moderne: 

"Ddterminer la fonetion dO(x) de manibre qu'elle reste continue entre deux limites 
rOelles quelconques de la variable x, et que ron ait pour toutes les valeurs rOelles des 
variables x et y, 

(52) dO(x + y) = dO(x) + dO(y)". 

m m 
Comme LACROIX, CAUCHY obtient do(0) = -~-do(°0 off ~ =  --~-~, 
entiers positifs. 

avec m et n 

m 
"'puis, en supposant que la fraction - -  varie de manibre d converger vers un nombre 

n 

queleonque I~, et passant aux limites, on trouvera 

do(~) = ~¢(~,)". 

sentir quelque fois la vOritd, mais qui s' accordent pen avee l' exactitude si vant~e des sciences 
mathdmatiques". 

S'il est question dans 75 de quantit6s infinit6simales (en fait de limites), la d6rivation 
n'intervient pas. (Ce qui nous vaut de belles d6monstrations des in6galit6s de convexit6, 
note II  de 7~.) CAtJCHY ne pr6cise pas ce que l'on entend par variable ou quantit6 r6elle. 
I1 se fonde sur le livre V d'EucLIOE (quantitds mesurables) et la bijection op6r6e claire- 
ment par DESCARTES entre op6rations g60m6triques et op6rations alg6briques. Sur ce 
point, voir les ouvrages signal6s en 5 
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Valabte  p o u r  /z ~ 0, CAUCHY &end le r6sultat  h /~ ~ 0, puis  fai t  0¢ = 1. I1 
v6rifie que, r6ciproquement ,  ~b(x) = ax, a quelconque,  sat isfai t  (52) et est con- 
t inue 77. Auss i t6 t  apr6s, CAUCHY r6sout, tou jours  pou r  des fonc t ions  continues,  
l ' 6qua t ion  fonct ionnel le  

(53) qb(x -}- y) = ~b(x) qb(y). 

P a r  le mSme artifice a p r &  avoir  constat6 la posit ivit6 deqb puisque ~b(2x) = (qb(x)) z, 
il d6duit  ~b(x) = (qb(1)) x. N o t o n s  dans  le cours  de CAUCH¥ que l ' exponent ie l le  est 
d6finie, mais  en No te  seulement  7s, pa r  passage h la l imite  h pa r t i r  de A n, A m/n, 
donc  A x. Le corps  du  texte par le  de la continuit6 de A x sans v ra iment  la prouver .  
Ma i s  u l t6r ieurement  les Le¢ons sur le calcul diff~rentiel de 1829 fourn i ron t  une 
preuve.  L ' a t t i t ude  g6n6rale, s inon l 'o rdre ,  est coh6rente.  I1 faut  bien mesurer  d6jh 
le caract~re nova teur  de CAUCHY d~finissant A x. A u  chapi t re  suivant,  consacr6 
aux s6ries divergentes et convergentes,  le probl~me suivant  est pos6:  

"D~velopper, lorsque que cela se peut, la fonction ( i  q- x)  ~ en s~rie convergente 
entidre suivant les puissances ascendantes et entibres de x" .  

77 Continuit& il s 'agit de la stabilit6 lina f(x~) = f ( x )  et ici de la densit6 des ration- 
x-+x~ 

nels dans les r6els. On a pourtant beaucoup glos6 sur la d6finition d'une fonction con- 
tinue dans le Cours d 'Analyse Alg6brique (Chap. II, § 2). 

"Cela pos~, la fonction f (x )  sera, entre les deux limites assignees gz la variable x, fonetion 
continue de cette variable, si, pour chaque valeur de x interm~diaire entre ces limites, 
la valeur num~rique de la difference 

f ( x  q- c~) = f ( x )  

d~croft inddfiniment avec celle de x. En d'autres termes, la fonction f ( x )  restera continue 
par rapport h x entre les limites donn~es, si, entre cas limites, un accroissement infiniment 
petit de la variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle- 
m~me". 

Certes, on doit noter que dans cette remarquable d6finition il n'est pourtant pas distingu6 
entre la continuit6 en un point et la continuit6 sur tout un intervalle. Cette ambiguit6 
se marque sur la fa~on dont f ( x  + ~) - f ( x )  d6pend de x et toutes les erreurs de CAtrCHY 
sur l 'uniformit6 sont alors pr6visibles. Mais une glose encore plus lourde rut entretenue 
parce que CAUCHY utilisa l 'expression "infiniment petit" et on a voulu y voir un jeu sur 
les quantit6s infinit6simales, jeu post-leibnizien interpr6table par l 'analyse non-standard. 
J 'ai  beaucoup de mal h adh6rer ~t une telle explication en examinant des d6monstrations 
de CAUCHY comme celle que nous venons de voir sur l '6quation fonctionnelle (52). 
D 'autant  que la d6finition du d6but du chapitre au § 1 est suttisamment claire: 

"Soi t  o~ une quantit6 infiniment petite, c'est-h-dire une variable dont la valeur num&ique 
d&roisse ind6finiment". 

Pour l '6quation fonctionnelle (53), CAUCHY 61imine sans le dire la fonction identiquement 
nulle comme solution possible, car il ne la consid&e pas comme une fonction, puisqu'elle 
ne "d6pend" pas de la variable. EUI.ER agissait de m6me (cf. 49). 

78 Note I du Cours cit6 en 7s, page 341-342 dans la reproduction des Oeuvres Com- 
plbtes. Remarquons encore dans cette d6finition de l 'exponentielle le passage ~t la limite, 
par  continuit6, des rationnels aux r6els. 
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CAUCHY sait qu'il  ne peut  suivre  la voie de LACROIX. C o m m e n t  6tablir en effet 
la continuit6 de f(/z), valeur du coefficient en x, sans pr6cis6ment faire intervenir 
la d6riv6e de (1 + x) ", ce que CAUCHY veut absolument  6viter? I1 reprend EULER 
et par t  alors directement de la s6rie enti6re ~t laquelle on veut  aboutir ,  ce qui est 
une technique analytique typique. CAUCHY pose:  

# ( ~ -  1) 
x 2 + (54) ~b(/z) = 1 + # x  -~ 2 "'" 

I1 en assure la convergence pour  x compris  entre - 1 et q- 1 grace ~t une &ude du 
rayon de convergence qu'i l  vient de mettre au point  (h partir  du crit6re dit de 

n - -  
D'ALEMBERT Un/Un+l d6duit du crit6re de CAUCHY en ~/u,). Puis, pour  ces valeurs 
de x, CAUCHY assure la continuit6 de qb comme fonction de /z ,  pour  toutes les 
valeurs de qS. L6gitime assert ion? CAUCIJY se base sur un th6or6me pr&endant  
6tablir que la continuit6 subsiste par  passage tt la limite 79. Puis CAUCHY examine 
ie produi t  ~b(u)qb(/d). I1 utilise pour  cela le th6or6me du produi t  de deux s6ries 
enti6res, dit th6or6me de CAUCHY 8°. I1 faut  donc  calculer l 'expression 

/ z ( #  - 1 ) . . .  ( /z  - n + 1) /z ( /z  - 1 ) . . .  ( /z  - -  n - k  2 )  /z'  
-4- . ~  

n ( n - -  1 ) . . . 2 . 1  (n -- 1)(n - 2 ) . . . 2 . 1  1 

+ .. .  -}-/,'(/z' -- 1 ) . . .  (# '  -- n - /  1) 

n(n -- 1) . . .  2 .  1 

CAUCnY dans un chapitre pr6c6dent (chap. IV, § I I I ) ,  et d'ailleurs par  une m6thode 
fonctionnelle, a montr6 l'6galit6 de cette expression ~t 

(# + / z ' )  (/z + # '  - 1 ) . . .  (/z -k # '  - n + 1) 

n(n - 1) . . .  2 . 1  

79 I1 s'agit du th60r6me I du chapitre VI, § VI, du cours cit6 en 75 

"Lorsque les diffdrents termes de la sdrie 

(1) Uo, ul . . . . .  un, u~+l . . . .  

sont des fonctions d'une m~me variable x, continues par rapport h cette variable clans le 
voisinage d'une valeur particulikre pour laquelle la s~rie est convergente, la somme s de la 
sdrie est aussi, dans le voisinage de cette valeur particulikre, fonction continue de x".  

On peut comprendre l'erreur de CAUCHY et chercher une explication du c6t6 d'une 
uniforrnit6 cach6e dans la d6finition de la continuit6. Disons plus simplement qu'il y a 
ambiguit6 de la d6finition et ignorance de l'uniformit6 dans la convergence. Mais on 
comprend surtout que C A U C H Y ,  ayant plac6 la continuit6 et la convergence comme 
concepts fondamentaux de sa construction de l'Analyse, ait absolument besoin du th6o- 
r6me liant si simplement les deux concepts. Malgr6 un contre-exemple d'ABEL en 1826, 
les travaux de S E I D E L ,  de STOKES etc., CAUCHY ne modifiera son 6nonc6 qu'en 1853 en 
introduisant la convergence uniforme. Voir par exernple sur cette question: P. DUGAC, 
R. Dedekind et les fondements de l'analyse, VRIN, Paris, 1975. 

so Th6or6rne IV du chapitre VI, § IV du cours cit6 en 75. I1 faut noter l'enchafnement 
des th6or6mes utilis6s et l'ordre d'exposition. Forte ordonnance! 
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Done il dispose de l'6quation fonctionnelle qu'EULER avait r6solue sur le corps des 
rationnels 6'~, et qu'on appelle aujourd'hui 6quation de CAUCHY exponentielle, 

(55) ~(# + t")  = ~(~)~(# ' ) .  

La r6solution de (55), d6j~t obtenue par CAUCHY pour une fonction continue qb, 
donne 

4(~) = (40) )" ,  

et done fournit le r6sultat attendu, gfftce /l la valeur de qb(1) donn6e par (54). 
CAUCrlY obtient 

4(~) = (1 + x)U; 

ce qui &ablit la formule du bin6me de NEWTON. Du moins pour toutes les valeurs 
1 

r6elles de/~. Ce r6sultat est aussit6t appliqu6 pour obtenir e comme Iim (1 + ~) ~ 
~--~0 

et retrouver e x par un passage ~t la limite. I1 obtient l '6quation fonctionnelle de 
(1 + x) u - 1 

l'exponentielle et il en d6duit le logarithme par passage 5 la limite de 
/z 

selon la d6marche eul6rienne d6jh expliqu6e: Mais CaucnY ne s'arr~te pas en un 
tel chemin et veut maintenant obtenir la formule du bin6me pour les valeurs 

imaginaires de x, puisque sa v6racit6, depuis EULER au moins, 6tait proclam6e 
pour de telles valeurs. Pour pouvoir appliquer la m~me m6thode, il faut d6sormais 
r6soudre (55) pour une fonction prenant des valeurs imaginaires. Au chapitre VIII 
de son cours, CAUCH7 r6sout ais6ment (52) pour une fonetion h valeurs complexes. 
Mais une difficult6 technique se pr6sente pour le eas multiplicatif (55) puisque 
la m&hode de r6solution r6elle consiste h prendre une racine n-i6me, laquelle est 
multiforme dans le plan complexe. CAUCHY part done de l'6quation fonctionnelle 

(56) N(x + y) ---- N(x) ~(y) ,  

x et y 6tant des variables r6elles, mais off N(x) = qb(x) q- t/--S-] - 27(x). Ignorant 

comme d'habitude la fonction identiquement nulle, CAUCHY d6duit N(0) = 1, 
done, par continuit6, la positivit6 de qb autour de l'origine, disons pour tout 

I x I ~ ~" Pour cette valeur o~, il pose avec 0 > 0, ~(00 = ~(cos ~ + ] / -  1 sin ~). 

Pour  m entier, N(mo0 = ~m(cos m~- + ] / - 1  sin m~) grfice ~ la formule de 

DE MOIVRE. Grfice maintenant /t la positivit6 de la partie r6elle de N ~ -  , 

CAUCHY d6duit sans ambigui'td 1[ (1)] 
_ c ¢  = ~Tn 
~o cos ~ ÷ I /~- ls in  ~ , 

et done pour tous entiers m e t  n, 
m -[ (D 0¢ = ~  2n COS q- sin ( . 

CAUCnY peut d6sormais appliquer sa technique syst6matique de passage ~t la 
limite, base de la continuit6 et obtenir pour toute valeur r6elle x, grace ~t la con. 
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tinuit6 suppos6e de ~ ,  

~(o~x) ---- O x [cos (~x) + i/----1 sin (~x)]. 

D o n c  

"~(x) = A x (cos bx  + l / -  1 sin bx) ,  

off A est une constante  positive et b une constante  r6elle. L 'appl ica t ion  de ceci 
h la fo rmule  du b in6me survient au chapitre  IX  (sl).  P a r  le m~me proc6d6 
que dans le cas r6el, c'est-~t-dire pa r  r&olu t ion  de l '6quat ion fonctionnelle (55) 
p o u r  une fonct ion ~t valeurs complexes.  CAUCHY obtient  l '6galit6 pou r  z tel que 
- l < z <  + 1 ,  de 

(57) ~ #(/* - 1 ) . . .  (/z - n + 1) z n (cos nO + l / -  1 sin nO),  
n=0 n! 

une s6rie convergente,  avec l 'expression bien d6finie 

(58) r~(cos # t  + l/---~ s in /z t ) ,  

o~ r e t t  d6pendent  de z et 69. Avec  # = 1, on dispose de la relat ion l iant O, z, r 
et t, 

1 + z (cos t9 + I/-------i - sin O) = r (cos t + 1/------] " sin t ) .  

Fau te  d 'une  d6finition univoque  de l 'exponentiel le complexe,  il fau t  encore ~t 
CAUCHY deux pages de calcul et de ra i sonnement  pour  conclure ~t la validit6 
g6n6rale de la formule  du bin6me.  La  difficult6 r6side en ceci. Pou r  a rationnel,  

CAUCHY a pu  v6rifier que toutes  les valeurs complexes assignables ~t (o~ + fl l / -  1) a, 

ensemble no t6  ((o¢ + / 3  I / -  1))", o~ o~ ----- ~ cos ~ et /3 ----- ~ sin ~, sont de la 

fo rme  ( (1 ) )  a multipli6 pa r  l 'expression Qa (COS a~ -~- ¢ ~ ' ~  sin a~) o~t ((1)) ~ d&igne 

toutes  les valeurs cos 2kaz~ + f----i-sin 2kan  lorsque k pa rcour t  les entiers 
relatifs. I1 y a un ensemble fini de valeurs possibles. Choisissant  la d6terminat ion 1, 
c 'est4t-dire k = 0, CAUCHY d6finit explici tement 

[~ (cos ~ + 1 /~  1 sin ~)]", 

pa r  

oa (COS a~ + t / Z1 sin a¢) 

sous la condition de la positivit~ de cos ~ s2. Puis il prolonge cette d6finition par 

a~ Probl6me I du chapitre IX, page 243 de la reproduction dans les Oeuvres Com- 
plktes. 

82 On a d6j/~ signal6 que CAUCrlY avait rel6gu6 en note la d6finition de A x, A > 0 
et x r6el. Mais son propos restait coh6rent par passage ~t la limite ~t partir de A p/q. Lorsque 
A est complexe, CAUCHY commence par d6finir A x pour les valeurs rationnelles de x, ~t 
partir de la loi op6ratoire (AP/q) q ~ A p. Mais la fonction apparait multiforme, d'ofl 
le choix d'une d&ermination complexe. I1 y a nettement plus de pr6caution chez CAUCHY 
que chez LACROlX. Toutefois, dans cette d6monstration de la formule du bin6me, la 
puissance /z utilis6e reste r6elle. 
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continuitd au cas oh a est irrationnel,  conservant la condition cos ~ ~ 0. Pou r  
les valeurs n6gatives du cosinus, "on ne voit plus, rn~me en supposant fractionnaire 

la vateur numdrique de a, quelle est celle de l'expression de ((o~ q- fl l /~  1)) a que 

l'on pourrait distinguer des autres et ddsigner par la no}ation (~ q- i l l / -  1)a. ' '  

L 'express ion [1 + (z cos O -}- Z 1 / -  1 sin (9)] ~ a donc un sensprdcispour CAUCHY 
lorsque - - l < z <  1 puisque 1 + z c o s O > 0 .  C'est  sur elle que por te  la 
formule  du bin6me.  II convient  donc de pr6ciser dans (58) les Valeurs r6elles de 
r ( r > O )  e t d e t .  O n a  l q - z c o s O = r c o s t ,  z s i n O - - - - r s i n t  e t c o s t r e s t e d o n c  
positif. II est bien clair que r 2 = 1 -1- 2z cos 0 + z 2, ce qui fourni t  r univoque-  

z sin O 
ment  (r > 0). II reste t. Posan t  s = Arctg 1 + z cos O '  on d6duit t = s -t- 2krc 

oh k est un entier relatif, lequel d6pend a priori de O et de z. CAUCHY utilise la 
continuit6 en z pou r  d6duire, d 'ailleurs pa r  contradict ion,  la continuit6 de t e n  z, 
celle de s &ant  acquise pa r  composi t ion  de fonct ions continues. D o n c  on obtient  
la continuit6 de l 'entier k et "'il est clair que, pour satisfaire d la condition dnoncde, 
la quantitd s devra varier route seule, et la quantitd k demeurera constante". Premier  
exemple,  sans doute,  d 'uti l isat ion d 'un  a rgument  de connexit6 pou r  une fonct ion 
explici tement continue. En faisant  z = 0, on v6rifie en fait que k = 0. D ' o h  
la formule  finale, sous les condit ions 6dict6es pa r  CAUCHY pour  l 'exponentielle 
complexe,  

/z 
1 + - ] -  z (cos O + 1/-----1 sin O) + # (#  1) z2 (cos 2 0  + l/-----~ sin 20 )  -]- 

1 . 2  "'" 
/z 

= (1 + 2 z cos O ÷ z2) T (cos/~s + l/-----1 sin/zs) 

= [1 + z (cos O -}- l / - ~  sin (9)] t ', 

oh - 1 < z < + 1 e t / z  est un n o m b r e  r6el quelconque.  C'est  la formule  du bi- 
n6me  de CAUCHY. 

N o u s  avons cru utile de citer longuement  CAUCHY car ainsi on conqoit  mieux 
ses soucis de d6monstrat ion,  les pr6suppos6s de ses nota t ions  et l 'associat ion 
6vidente des 6quations fonctionnelles ~ une volont6 de rigueur, n o t a m m e n t  en ce 
qui concerne les expressions imaginaires.  Quelques ann6es plus tard,  ABEL (1802- 
1829) reprend magis t ra lement  le point  de vue de CAUCHY, tente d 'en  corriger Fin- 
suffisance qu' i l  manifeste Dans  la preuve dans la continuit6 de la fonct ion 95(/0 et 
pousse  encore plus loin le souci de r igueur en appl iquant  syst6mat iquement  la 
m6thode fonctionnelle s3. Ce qui lui fait  multiplier  le nombre  d '6quat ions fonc- 
tionnelles trait6es. En  effet, ABEL r6sout (55) dans le cas qb : C--~ C en posan t  

(p(k q- k '  ~ /~1)  = f ( k ,  k') [cos W(k, k ' )  ~- ] / ~  1 sin x(k, k')] .  

m m(m -- 1) x2 + m(m -- 1) (m.  2) x3 
s3 N. ABEL, Recherches sur la s6rie 1 + --]- x -~ 1 • 2 1 • 2 • 3 

+ ... J. fhr die reine und angew. Math., Bd.I,  Berlin, 1826 (en allemand, mais en fran- 
qais dans les Oeuvres Complktes, p. 219-250). 
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I1 obtient deux 6quations fonctionnelles dont iI fournit les solutions continues. 
Son analyse examine ensuite les conditions de convergence de (57) pour  z = ± 1. 
C'est la premiOre preuve s~rieuse de la validitO de la formule du bin6me clans le 
cas des exposants complexes. 

Nous Venons donc de donner quelques brillantes r6ussites de la m6thode fonc- 
tionnelle, tant  en math6matiques pures que dans certains domaines non math& 
matiques. Et nous avons not6 l ' intervention grandissante des 6quations fonction- 
nelles. Avec ABEL et CAUCHV, un tournant  de rigueur est certainement pris quant  
~t la manipulation des fonctions, et les d6finitions utilis6es sont op6ratoires. 

Toutefois l 'enthousiasme nai l  pour  cette m6thode pouvait  conduire A de s6rieux 
d6boires et un exemple suffira pour  les illustrer, tout  en ayant l 'avantage de mani- 
fester la distance qui s6pare CAUCHY et ABEL de leurs pr6d6cesseurs imm6diats 
quant  h la maRrise des outils de l'analyse. 

9 .  Les naivet6s fonctionnelles 

La m6thode fonctionnelle est avidement utilis6e par  A. M. LEGENDRE (1752- 
1833) darts ses Eldmens de GdomOtrie s4, livre qui connaitra un franc succ6s. I1 
faut rappeler que le but de LEGENDRE, en 6crivant de tels E16ments, 6tait de renouer 
avec la tradition euclidienne de l 'enseignement de la g6om6trie, en particulier, 
avec un expos6 axiomatique (et syst6matique). Certes, LEGENDRE r6habilitait aussi 
la recherche de preuves pour  ce qui, traditionnellement, passait pour  un axiome. 
I1 s'agisait seulement d'am61iorer EUCLIDE! Une telle d6marche avait 6t6 condam-  
n6e au 17 ~m° si6cle par  le cart6sianisme et l 'Ecole de Port-Royal,  sous pr6texte 
de l 'imm6diatet6 intuitive des axiomes 8s. I1 est donc naturel que la recherche de 
LEGENDRE se centre sur une preuve du postulat d'EUCLIDE quant aux parall61es. 
Preuve que LEGENDRE fournit sous diverses formes et qu'il engrange dans des notes 
aux 6ditions successives de sa g6om6trie, en se r6tractant des pr6c6dentes. Son effort 
d6vie aussi vers des d6monstrations de propri6t6s g6om6triques 6vitant, autant que 
faire se peut, le recours au postulat d'EUCLIDE. Ainsi son essai de preuve directe 
que la somme des trois angles d 'un triangle quelconque est 6gale ~t deux angles 
droits. Une proposition clef en g6om6trie euclidienne dont LEGENDRE prouve 
d'ailleurs l'dquivalence au postulat d'EUCLIDE. Et LEGENDRE d6couvre avec ravis- 
sement la mdthode fonctionnelle pour  les math6matiques, mentionnant un travail 
ant6rieur sur le parall61ogramme des forces s6 sur lequel nous reviendrons. 

"Nous observons, au reste, que la considdration des fonctions, qui fournit ainsi une 

s,  A. M. LEGENDRE, Eldmens de gdomdtrie, 16re 6dition, F. Didot, Paris, 1794, 
335 pages. Une deuxi6me 6dition succ+de en l'an VIII avec 471 pages. Plusieurs notes 
sont ajout6es (ou rnodifi6es) au fil des 6ditions successives. 

ss Voir J. DHOMBRES, Esquisse historique du r61e du raisonnernent par l'absurde 
dans la pratique des rnath6maticiens, Sciences et Techniques en perspective, ~t paraitre 
(Univ. de Nantes). 

86 LEGENDRE cite les M6moires de la Soci6t6 Royale de Turin, tome II, 1760 (c'est- 
~t-dire Miscellanea Taurinensia). L'article en question est du ~t DAVIET DE FONCENEX. 
Sur les principes fondamentaux de la m6canique, p. 299-325. 



Histoire des 6quations fonctionnelles 165 

dOmonstration trOs #imple des propositions fondamentales de la GOomOtrie, a dOjd 
OtO employOe avec succOs pour la dOmonstration des principes fondamentaux de la 
MOcanique ''87. 

Bien que LEGENDRE contre une lois de plus l'influence de Port-Royal  en r6habili- 
rant l 'emploi du raisonnement par  l 'absurde, il appr6cie l 'aspect direct des d6mon- 
strations issues de la m&hode fonctionnelle 88. Examinons sa d6marche pour  les 
angles d 'un triangle. Soit donc un triangle ABC et p la longueur du c6t6 AB. 

8 

Fig. 15 

LEGENDRE note A et B les deux angles adjacents et C le troisi~me (Fig. 15). L'angle 
C "dolt Otre une fonction dOterminOe des trois quantitOs A, B, p ;  ee quej'exprime 
ainsi, C = 4): (A, B ,p)" ,  puisque deux triangles sont 6gaux lorsqu'ils ont un 
c6t6 6gal adjacent ~ deux angles 6gaux chacun/ t  chacun. LEGENDRE argumente 
pour  61iminer p de la fonction qb: 

"Soit l'angle droit Ogal d l'unitO, alors les angles A, B, C, seront des nombres 
compris entre 0 et 2; et puisque C ~ qb : (A, B, p), je dis que la ligne p ne doit 
point entrer clans la fonction c k. En effet, on a vu que C doit Otre entikrement doter, 
minO par les seules donnOes A, B, p, sans autre angle ni ligne quelconque, mais 
la ligne p e s t  hOtOrogbne avec les nombres A, B, C; et si on avait une Oquation 
quelconque entre A, B, C, p, on en pourrait tirer la valeur de p en A, B, C; d'olt 
il rOsulterait que p est Ogal dun  nombre, ce qui est absurde: donc p ne peut entrer 
dans la fonction dp, et on a simplement C ~- dp : (A, B)". 

De ce r6sultat, il est facile de d6duire que deux angles aigus ~t c6t6s deux ~t deux 
perpendiculaires sont 6gaux. Par  d6composition, la somme des angles d 'un tri- 
angle, puis celle d 'un triangle quelconque, est 6tablie 6gale h deux droits. Dans cette 
d6monstration de LEGENOR~, l 'hypoth~se implicite d'existence de deux triangles 
semblables mais in6gaux, est omise. La na'ivet6, ici, t ient/ t  une impr6cision. Pour- 
rant le mot  "'hOtOrogbne" peut faire penser ~t une naivet6 d'origine fonctionnelle. 
Et, effectivement, un deuxi~me exemple vient 6tablir cette naivet6 li6e ~t l 'homo- 
g6n6it6 d'une fonction. 

87 Livre cit6 en s4, 12~me 6dition, 1823, p. 287. 
88 Voir la note 85. Le r61e du raisonnement par l'absurde n'est pas neutre dans cette 

recherche de d6monstrations du postulat d'EUCLIDE et dans la naissance des g6om6tries 
non euclidiennes. On connait la d6marche de G. SACCrtERI (1667-1733) partant d'une 
assertion contraire au postulat et tentant d'aboutir directement h une contradiction 
(Euclides ab omni naevo vindicatus, 1733). Cette d6marche directe influencera K. SCnWEI- 
KART e t  GAUSS. 
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II s'agit pour  LEGENDRE de prouver que deux triangles ayant tous le s  angles 
correspondants 6gaux sont semblables. Avec les notations pr6c6dentes, outre m 
pour  la longueur du c6t6 oppos6/ t  l 'angle A, et n pour  celle du c6t6 oppos6/ t  
l 'angle B, LEGENDRE pose 

m 
-- z : ( A , B , p ) .  

P 

"Mais  m/p est un nombre, ainsi que A et B; donc la fonction ~o ne dolt point contenir 
la ligne p" .  Le point soulev6 est ici que le membre de gauche satisfaisant 2m/2p 
= m/p, pour  tout r6el 2, on en d~duit 

(59) ~0 : (A, B, 2p) = ~0 : (A, B, p) .  

Malheureusement sur la base d'EUCUDE ou de LEGENDRE, mais sans l 'axiome des 
parall61es, il n ' a  y pas suffisamment de 2 distincts pour  lesquels (59) reste vraie. 
Et quand bien m~me (59) resterait vraie pour  t ous l e s  rationnels 2, passer ~t la 
limite pr6suppose une r6gularit6 non prouv6e de ~0. Certes si l ' ind6pendance de la 
fonction ~p en p est acquise, on est conduit aussit6t/~ la proportionnalit6 des c6t6s 
oppos6s aux angles ~gaux, sg, c'est-~-dire ~ la similitude de deux triangles ayant 
leurs angles correspondants 6gaux. 

L 'erreur  d'homog6n6it6 6tait d~jh commise amplement par  DAVIET dE FONCENEX 
dans le m6moire 86 auquel LEGENDgE fait r6f6rence. I1 s'agissait alors de trouver 
la r6sultante de deux forces d'intensit6s 6gales a, faisant entre elles un angle qb. 
La valeur de la r6sultante z est fonction de a et de qS. Mais FONCENEX raisonne 
"pa r  homog6n6it6" et 6crit z/a comme fonction du seul angle qb. FONCENEX pour- 
suit 

"II suit de lit que, l'angle dp demeurant constant, z e s t  toujours proportionnel it a: 
on pourrait de m~me ddmontrer par cette mdthode, d'une manibre directe et fort  
naturelle, plusieurs thdorbmes sur la proportionnalitd des c6tds des figures, et un grand 
nombre d'autres propositions de la Gdomdtrie et de la Mdcanique". 

Effectivement, cette erreur quant ~t l'homog6n6it6 semble r6duire ~ des truismes 
les propositions fortes de la gdom&rie euclidienne. C'est l 'intuition physique de 
dimension. Elle r6duit la Proposition 2 du livre XI I  d'EUCLIDE 6nongant que 
"'les surfaces des cercles sont comrne les carrds des rayons" ~ une banalit6 ...  mais 
c'est une intuition! Signalons enfin un dernier exemple o~ l 'erreur d'homog6n6it6 
est explicite chez LE6ENORE. 

89 I1 est int6ressant de remarquer que LEGENDRE utilise encore le langage des pro- 
portions et note: 

m :  m r : : H : n ' : : p : p t  

pour re~m" = n/n" = pip' en d~signant par des primes les 616ments d'un triangle dont 
les angles sont 6gaux deux ~t deux g celui du premier triangle. La proportion 6tant d6duite 
de m/p = ~ :  (A, B) et nip = ~ :  (B, A). A l'actif de LEGENDRE, il faut indiquer qu'il 
prend soin de v6rifier que sa mdthode ne convient plus pour les triangles sph6riques, et 
il fait remarquer qu'il faut alors faire intervenir le rayon r de la sph&e, ce qui bloque la 
d6duction par homog6n6itC 
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I1 entend prouver que l 'aire d 'un rectangle, dont les longueurs des c6t6s 
sont p e t  q est proportionnelle au produit pq. LEGENDRE use de la magie fonction- 
nelle en notant  qb: (p, q) l 'aire en question. L'additivit6 suppos6e des aires (cf. 
Fig. 16) lui indique l '6quation fonctionnelle 

qb(p + p ' ,  q) : ~b(p, q) + qb(p', q). 

Soit pour  un nombre  entier k quelconque 

dp(kp, q) = kdp(p, q). 

p p' 

Fig. 16 

L'homog6n6it6 pour  les entiers suffit selon LEGENDRE" 

"'II r~sulte de lgt que q~(p, q)/p est une telle fonction de p, qu' elle ne change pas en 
mettant ?z la place de p u n  multiple quelconque kp. D o n c c e t t e f o n  c t i o n e s t 
i n d d p e n d a n t e  de  p e t  n e  d o i t  r e n f e r m e r  q u e  q". 

Ceci acquis, qb(p, q)/pq ne d6pend ni de p, ni de q et l 'on a une constante! Ici la 
naivet6 tranche sur la prudence d 'un LACROIX et sur la m&hode rigoureuse de 
CAUCHY. Rappelons que l 'erreur figure encore dans une 6dition de l 'ouvrage de 
LEGENDRE dat6e de 1823, bien apr& la publication de LACROIX, 6dition post&ieure 
au cours d'analyse de CAUCHY 9°. 

10. Les ~quations fonetionnelles de Cauchy: &olution jusqu'~ nos jours 

Faute de place, nous ne pouvons plus suivre lin6airement l'6volution des id6es 
quant aux fonctions et leurs incidences (ou vice versa) sur les 6quations fonction- 
nelles. A For& du vingti6me si6cle, l 'analyse fonctionnelle se constitue en disci- 
pline autonome et cet essor rut pr6par6 par  des travaux se succ6dant ~t une cadence 
rapide sur les 6quations diff6rentielles, int6grales, aux diff&ences, aux d6riv6es 
partielles et sur les 6quations fonctionnelles, ~t une ou ~. plusieurs variables. Et 
pour le X I X  ~me si6cle, m~me en se limitant aux seules 6quations fonctionnelles 
au sens restreint, il faudrait citer et commenter  N. H. ABEL (1802-1829), N. I. LO- 
BATCHEVSKI (1793-1856), J. BOLYAI (1802--1860), C. F. GAUSS (1774-1855), H. GRASS- 
MANN (1809-1877), A. CAYLEY (1821-1899), B. RIEMANN (1827-1866), K. WEIER- 
STRASS (1825--1897), H. HANKEL (1814-1899), etc. 9~. 

90 Et LEGENDRE balaie les objections h sa m6thode fonctionnelle faites par LESLIE, 
les estimant r6fut6es. 

91 Voir par exemple la bibliographie de l'ouvrage cit6 en 72 ou celle de J. Acz~L, 
Lectures on functional equations and their applications, Academic Press, 1966. Dans les 
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En guise de conclusion, nous nous contenterons de suivre historiquement les 
travaux sur l '6quation de CAUCHX" (52), en particulier dans son r61e d6s l ' intro- 
duction de la nouvelle th6orie de l 'int6gration par  H. LEBESGUE et nous citerons, 
chemin faisant, quelques perspectives r6centes ~t propos de cette 6quation de 
CAUCHY. 

Si de nombreux math6maticiens utilis6rent cette 6quation fonctionnelle et ses 
solutions continues d6couvertes par  CAUCHY, il faut cependant attendre 1875 
pour  que G. DARBOUX (1842-1917) 6tablisse que toute solution de (52) qui est 
non n6gative sur les r6els positifs est n6cessairement partout  continue 92. Ce travail 
de DARBOUX s'inscrit dans la lign6e de l'utilisation de la m6thode fonctionnelle 
en physique math6matique puisque l'article en question consiste ~ proposer  une 
d6monstration originale de la composition des forces en utilisant habilement l '6qua- 
ti0n de CAUCHY. DARBOUX r6sume la philosophie de cette m6thode fonctionnelle: 

"Je  me suis propos~ de reprendre l'~tude de eette question en la traitant comme un 
problbme de pure GOom~trie, ce qu'elle est au fond, et en tdchant de eonduire la 
ddmonstration de manikre d bien mettre en Ovidenee quelles sont les hypothkses 
qu'on peut rejeter et eelles qu'il est nOeessaire d'admettre ''92. 

Et DARBOUX de conclure ~ l'int6r~t p6dagogique d'une telle d6marche. Plusieurs 
auteurs vont, comme DARBOUX, chercher des  conditions sur une solution de 
(52) pour  que celle-ci soit continue, done de la forme f ( x )  ---- ax (a E R) d'apr6s 
le r6sultat de CAUCHY. Ainsi CH. DE LA VALL~E POUSS~N remarque qu 'une solution 
de (52) "'bornOe dans un intervalle, si petit qu'il soit" est n6cessairement continue 93. 
La question se pose de d6terminer si de telles conditions sont superflues, autre- 
ment dit si routes les solutions de (52) sont a priori continues. Une d6marche 
int6ressante est de prendre le probl6me ~t l 'envers et de noter les cons6quences de 
l 'hypoth6se de solutions non continues de (52). Car on peut en d6duire, par con- 
tradiction, des crit6res de continuit6. C'est ce que fair WILSON en 1899. I1 montre 
que pour  une solution non continue de l '6quation exponentielle de CAUCH¥, ~t 
savoir 

f ( x  + y) = f ( x )  f ( y ) ,  

les valeurs atteintes par  fi  au voisinage de toute valeur fix6e de la variable, per- 
mettent d 'approcher  route valeur positive donn6e d'aussi pr6s qu 'on  le s0uhaite. 
II prend toutefois soin d'indiquer que l'existence de solutions discontinues n ' a  

paragraphes pr6c6dents nous n'avons pas cherch6 h donner un sens restreint h la notion 
d'6quation fonctionnelle. Cependant la plupart des exemples choisis se rapportaient ~t 
la d6finition restreinte 6tablie par J. Acz~L dans l'ouvrage mentionn6 ci-dessus. Nous 
avons tr6s peu donn6 d'exemple h propos des 6quations fonctionnelles ~t une seule variable, 
surtout d6velopp6es, il est vrai, apr~s GERGONNE et ABEL au 19 eme si~cle. D6sormais, 
pour la fin de cet article, nous nous restreignons aux 6quations fonctionnelles h plusieurs 
variables au sens d'Acz~L. 

92 G. DARBOUX, Sur la composition des forces en statique, Bull. Sc. Math. [1], 
1875, 9, p. 281-288. 

93 CH. J. DE LA VALLI~E POUSSIN, CoRrs d'analyse infinit~simale, Tome 1, Paris, t903, 
p. 30. 
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pas encore 6t6 prouv6e et ne donne aucune indication suppl6mentaire 94. Une  
d6marche directe de construct ion de solutions discontinues de l '6quation (52) 
fut tent6e par  R. VOLVI en 1897. Ce dernier remarque 9s que pour  des nombres  
rationnels oq . . . .  , ~,,, si l ' on  6crit 

(60) x = 2 oqxi, 
i=1 

alors une solution de (52) satisfait 

(61) f (x)  = 2 °~if(xi). 
i=l 

R6ciproquement ,  soient des nombres  xl . . . . .  x ,  donn6s pour  lesquels toute rela- 

t ion £ ~ixi = 0 avec des o~ i rationnels, implique que oq = a2 = .. .  = a .  = 0. 
i=1 

Fixons des valeurs zl . . . .  , z n. On  pose pour  tout  x de la forme (60), 

(62) f (x)  = 2 °qzi. 
i ~ l  

La f o n c t i o n f a i n s i  d6finie par  (62) satisfait (52) pour  tous x et y de la forme (60). 
C o m m e  le choix des zi . . . . .  z, est arbitraire et que f(xi) = zi, on constate bien 
qu 'en  g6n6ra l fn ' e s t  pas de la forme f (x)  = ax. En particulier, f s e r a i t  discontinue 
du moins si une 6criture telle que (60) 6tait possible pour  tout  x r6el. La  construc- 
t ion de VOLPI s'av~re insuffisante sur ce dernier point  d'6criture de tout  nombre  
r6el. Quelques ann6es plus tard, et apparemment  motiv6 par  l 'addit ion des vec- 
teurs, c 'est-~-dire/t  nouveau la composi t ion des forces, HAMEL (1877-1954) r6sout 
le probl~me 96. I1 construit  une famille (xi) d'616ments de R,  telle que pour  tout  

entier n ~> 1, ~] a~;x~ = 0, avec des ~xg rationnels, implique ~l . . . . .  o¢, ~ 0 
i=1 

et telle que (60) air lieu pour  tout  x r6el avec des ~; rationnels convenables. C 'es t  
ce que l 'on  appelle depuis une base de HAMEL, en ce sens qu'i l  ne s 'agit que d 'une  
base de l 'espace vectoriel R consider6 sur le corps des nombres  rationnels. La  force 
de HAMEL est d 'avoir  imm6diatement  compris le parti  que l 'on  pouvai t  tirer, 
pour  cette construction, de la d6couverte de ZERM~LO, parue en 1904, c'est-~t-dire 
de l 'existence d ' un  bon  ordre sur tout  ensemble 9v. C'est  d'ailleurs une tr~s belle 
illustration du r6sultat de ZERMELO. HAMEL montre  done que routes les solutions 
de (52) sont obtenues par  un choix (quelconque) de valeurs sur la base en applica- 
t ion de (62). Et  HAMEL d6duit en particulier que le graphe de toute solution dis- 
continue de l '6quation de CAUCI-IY est dense dans le plan. Ce qui lui procure  un 
crit6re simple entra~nant la continuit6 d 'une  solution de l '6quation (52). 

94 E.B. WILSON, Note on the functions satisfying the functional relation ~(u) 4~(v) = 
4(u + v), Annals of Math., (2), 1899, 1, p. 47-48. 

9s R. VOLVI, Sulle funzione a variabile reale che godono della proprieth distributiva, 
Giorn. Math. (2), 4, 1897, p. 104-111. 

96 G. HAMEL, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen L6sungen der Funktional- 
gleichung: f ( x  + y) = f ( x )  +f(y),  Math. Ann. 60, 1905, p. 459-462. 

97 Le travail de E. ZERMELO (1871--1953) est de 1904 (Math. Annalen 59, p. 514). 
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"'WeiJ3 man daher, daft in einem ganz beliebigen Bereiche der Variabeln x eine 
L6sung f (x )  der in Rede stehenden Funktionalgleichung irgend einem Werte B 
nicht beliebig nahe kommt, so darf man schlieflen, daft f (x)  stetig ist und die Form 
.A.x hat ''96. 

("Si l' on sait que dans un voisinage donnO de la variable x une solution f (x)  de l'~qua- 
tion fonctionnelle donnde n'approche pas d'une valeur quelconque B, on doit alors 
eonclure que f (x )  est continue et a la forme Ax" . )  

Le crit6re de continuitd introduit par  HAMEL, d6jh envisagd par  WILSON pour  
1'dquation de CAUCHY exponentielle, sera prouvd directement en 1946, c'est-h-dire 
sans recours ~ l 'axiome de ZERMELO et donc en dvitant la construction de toutes 
les solutions de l 'dquation fonctionnelle 98. Car on salt que le bon ordre de ZER- 
MELO souleva une poldmique intellectuelle considdrable chez les mathdmaticiens 
et les logiciens 99. On cherchait donc h dviter son recours dans toute la mesure du 
possible. Un autre ddveloppement avait eu lieu entre temps et provenait encore de 
DARBOUX. En 1880, celui- ci ~t nouveau Utilise l 'dquation de CAUCHY afin de trouver 
toutes les bijections du plan sur lui-m~me qui transforment une droite en une 
droite. I1 conclut (thdor6me fondamental  de la gdomdtrie projective rdelle) qu 'une 
telle bijection est, ~t une translation pr6s, une transformation lindaire non singu- 
li6re 1°°. Sa preuve repose sur la rdsolution du syst6me fonctionnel, 

f ( x  -1- y) = f(x) q- f (y)  (x, y E R). 
(63) [ f (xy)  = f(x)f(y)  ' 

La deuxi6me dquation du syst6me (63) fournit bien la non ndgativitd de la 
fonction f sur les rdels positifs, en prenant  x = y puisqu'alors f ( x  2) ----f(x) 2, 
ce qui permet ~t DARBOtJX d'uti l iser son rdsultat de 1875 (cf. 92). 

Le probl6me analogue en gdomdtrie complexe conduit egaldment au syst6me 
(63) mais pour  tous x, y dans le plan complexe C. II est soulevd par  C. S~GRE 
(1863-1924) en 18902°1. Dans une lettre adressde ~t ce mathdmaticien, H. L~BESGUE 
(1874-1941) explique les grandes lignes d'une construction possible d 'une solution 
non continue de (63) en faisant usage de l 'axiome de ZERMELO 1°2. LEBESGUE 

98 R. SAN JUAN, An application of Diophantine approximation to the functional 
equation f ( x l  q- x2) =f(x l )  +f(x2),  Publ. Inst. Math. Univ. Litoral 6, 1946, p. 221- 
224. 

99 All sujet de cette poldmique, on pourra consulter la th~se et les documents tra- 
duits de J. CASSINET, et M. GUILLEMOT, L'axiome du choix dans les math6matiques de 
Cauchy (1821) ~t G6del (1940), 2 vol., Th~se, Universit6 de Toulouse (P. Sabatier), 
Juin 1983. Voir aussi le livre en russe de F. MEDVEDEV (1982). 

loo G. DARBOUX, Sur le th6or~me fondamental de la g6om6trie projective, Math. 
Ann. 17, 1880, p. 55-61. 

lol C. S~GRE, Un nuovo campo di ricerche geometriche, Atti Accad. Torino, 25 
(1889/90), p. 276-301, p. 430-457, p. 592-612 et Atti Accad. Torino, 26 (1890]91). 
Voir aussi Math. Annalen Vol. 40, 1892, p. 413-467: Le rappresentazioni reali delle forme 
complesse e gli enti iperalgebrici. 

1o2 H. LEBESGUE, Sur les transformations ponctuelles transformant les plans en plans 
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profite de cette construction pour opposer, en math6matiques, le point de vue 
"empiriste'" au point de rue "iddaliste", ~t la suite de D u  BOIS-REYMOND. I1 com- 
mente h partir de la construction d'une solution non continue du syst6me (63), 
bas6e sur la possibilit6 d 'un bon ordre de tout ensemble: 

"'Cela prouve pour les Id~alistes l'existence d'une infinitd de solutions diff~rentes 
pour votre problkme. Le raisonnement qui prOcbde n'a au eontraire gukre de valeur 
pour un Empiriste, tout au phts - et seulement pour ceux des Empiristes qui ad- 
mettent qu'on peut utiliser dans une d~finition des conditions telles qu'on ne sache 
ni v~rifier qu'elles sont remplies, ni vOrifier qu'elles ne le sont pas - montre-t-il 
que si l'on savait bien ordonner le continu, on saurait nommer des solutions de votre 
problkme autres que les solutions connues". 

Et LEBESGUE de s'interroger sur les solutions de (63) qui sont "exprimables ana- 
lytiquement", c'est-~t-dire celles "'dont la valeur s'obtient en effectuant, suivant une 
loi d~terminOe, un nombre fini ou dOnombrable d'op~rations Ol~mentaires (addition, 
soustraction, multiplication, division, extraction de racine)" ou "de passages d 
la limite d partir de variables ou des constantes". Utilisant les brillants r6sultats 
de la th6se de R. BAIRn (1874-1932), sur les ensembles de 1 ere et de 2 eme cat6gorie 1 oa, 
LEBESGUE conclut que de telles solutions exprimables analytiquement sont n6ces- 
sairement continues. Une technique de mesure des pathologies est ainsi n6e 
propos d'6quations fonctionnelles. LEBESCtJE donne ~ la notion de loi d&ermin6e 
"son sens le plus large" ("celui de l'IdOaliste"). Comme il parvient h 6tablir qu'il 
n 'y  a pas d'autres solutions du syst6me (63) exprimables analytiquement que 
les solutions continues, LEBESGUE assure: "'ma conclusion se trouver lOgitim~e 
pour l'Empiriste ''1°2. A tout le moins l 'on constate qu'~t cent cinquante ans 
de distance, apr6s les controverses entre EULER, D'ALEMBERT, etc. les 6qua- 
tions fonctionnelles cristallisent des affrontements sur le concept de fonction, 
au sujet cette lois du sens h donner ~t une construction math6matique et dans le 
cadre de  la crise des fondements li6e h la th6orie des ensembles et ~t l 'axiome du 
b o n  ordre. 

Les indications de LEBESGUE quant h la construction d'une solution non con- 
tinue, ou non r6guli6re, du syst6me fonctionnel (63), sont un peu sommaires. 
Certes, cette construction peut r6sulter de th6orbmes g6n6raux d'extension des 
corps commutatifs,  tels que ceux fournis par  E. NOETHER OU E. ARTIN. En 1947, 
B. SEGRE fournit pourtant  une preuve 616mentaire 104, de m~me que H. KESTELMAN 
en 1951, lequel commente avec p6dagogie l'histoire du probl6me ~°5. Beaucoup 
plus tard, J. MIKUSINSKI r6duit d 'une autre fagon le probl6me g6om6trique ~t 
l 'origine de (63), ainsi qu 'un probl6me d'optique th6orique, ~t la r6solution de la 

qu'on peut d6finir par des proc6d6s analytiques, Accad. Reale delle Scienze di Torino 
(1906/70) 19. 219-226. 

lo3 R. BAIRE, Sur les fonctions de variables r6elles (th6se), Annali di Maternatica, 
'1900. 

~o4 B. SEGRE, Gli autornorfisrni del corpo cornplesso, ed un problerna di Corrado 
S6gre, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. 8, 1947, 3, p. 414-420. 

~o5 H. K~STELMAN, Automorphisrns in the field of complex numbers, Proc. London 
Math. Soc. 2, 53, 1951, p. 1-12. 
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seule 6quation de CAUCHY (52), sans la seconde 6quation fonctionnelle du syst6me 
(63). Toutefois il doit ajouter une condition suppl6mentaire: 

(64) f (x  + y) = f(x) q- f(y) lorsque f (x  q- y) =~ O. 

En 1973, il est d6montr6 que toute solution de (64) pour  f :  R--.'-3% est en fait 
solution de l '6quation (52) de CAUCHY, et ceci sans faire aucune hypoth6se de 
r6gularit6 quant ~t la solution envisag6e I°6. Autrement dit la condition f (x  q- y)~=O, 
est superflue. Ce premier r6sultat inaugure tout une s6rie de travaux sur les ~qua- 
tions de Cauchy conditionnelles, c'est4t-dire l '6quation (52) soumise ~t une condition, 
une restriction, portant  sur les variables x et y (comme la restriction f (x  q- y) =~ 0). 
De fagon 6tonnante, ces travaux ont trouv6 des applications vari6es, par  exemple 
dans le cadre de la g6om6trie des espaces de BANACH, de la th6orie cin6tique des 
gaz, de l '6conomie math6matique, de la th6orie des nombres ou de la th6orie de 
l ' information, etc. ce qui t6moigne de l'actualit6 contemporaine de l '6quation 
de CAUCHY 113. On peut citer h titre d'exemple le probl6me pos6 par P. ERDOS I°7 
et r6solu en 1965 par  W. B. JURKAT l°s et par  de BRUIJN 1°9 (g6n6ralis6 plus tard 
par  R. GERI~°). Trouver les fonctions f :  3% --> R telles que 

(65) f (x  -k y ) =  f(x) -t-f(y) 

pour  tous (x, y) appartenant  ~t un ensemble donn6 de 3%2 dont le compl6mentaire 
est de mesure de Lebesgue nulle dans ]~2 9 

On pent montrer  que pour  toute solution f de (65), il existe une solution g de 
l '6quation de CAUCHY (52) telle que f(x) = g(x) pour  tout x de 3% \ E oO E 
est un ensemble de mesure nulle. 

On peut aussi citer le probl6me le plus ancien, 6galement pos6 par  P. ERDISS: 
Trouver f :  N--->R telle que 

(66) f(mn) = f(m) -k f(n) ,  

lorsque m e t  n sont des entiers premiers entre eux ? En 1946, P. ERD(JS 111 &ablissait 
le premier rdsultat de r6gularit6 selon lequel une solution monotone de (63) est un 
logarithme et inaugurait toute une branche de la th6orie additive des nombres. 
Par  ailleurs, le r6sultat d'EgD6s intervient en th6orie de l ' information pour  carac- 
t6riser l 'entropie 1.2 

Contentons-nous d 'un dernier exemple de travaux sur les 6quations de CAUCHY 
conditionnelles. Cette fois nous prenons des variables x sur un espace vectoriel 
norm6 r6el E. Si la norme d6rive d 'un produit scalaire, comme c'est le cas de I'es- 

lo6 L. DUBIKAJTIS, C. FER~NS, R. GER & M. KUCZMA, On Mikusinski's functional 
equation, Annales Polonici Math. 28 (1973), p. 39-47. 

lo7 p. ERD6S, Coll. Math. 7 (1966), p. 310-311. 
lo8 W. B. JURKAT, On Cauchy's functional equations, Proc. Amer. Math. Soc. 16 

(1965), p. 683-686. 
lo9 N. G. D~ BRUIaN, On almost additive functions., Colloq. Math. 15 (1966), p. 59-63. 
lao R. GER, Note on almost additive functions, Aeq. Math. 17 (1979), p. 73-76. 
111 p. ERD6S, On the distribution function of additive functions, Ann. of Math. 47 

(1946), p. 1-20. 
112 J.Acz~L et Z. DAR6CZv, On measures of information and their characterizations, 

Math. in Science and Eng., Vol. 115, Academic Press, 1975. 
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pace euclidien de la g6om6trie usuelle, en posant f (x)  = [Ix II 2, on a une 6criture 
possible du th6or6me de PYTnAGORE SOUS la forme 

(67) f ( x  q- y) =-f(x) -k f (y)  lorsque (x, y)  ---- 0. 

C'est-~t-dire qu'il existe une solution non lin6aire de l'6quation de CAUCHY con- 
ditionnelle (67), la condition n'6tant autre que l'orthogonalit6 des vecteurs x et y. 
Il est possible d'6tablir que cette situation caract6rise les espaces dont la norme 
d6pend d 'un produit scalaire, ce qui est une belle r6ciproque du th6or6me de 
PYTHAGORE (aa3 pour des r~f~rences sur les ~quations de CAUCHY conditionnelles). 

Mais les 6quations de CAUCHY conditionnelles nous entraln~rent trop pr6s 
de nous et il nous faut revenir au d6but de ce si~cle pour 6voquer l'aspect li6/~ 
la th6orie de l'int6gration et au d6but de la topologie moderne. 

Dbs l'introduction de nouvelles notions de r6gularit6 pour les fonctions, 
5. savoir la mesurabilit6 au sens de LEBESGUE et l'int6grabilit6, la question se pose 
de s61ectionner parmi toutes les solutions de (52) fournies par HAZEL celles qui 
poss6dent une telle r6gularit6 la4. Une nouvelle fois, l'6quation fonctionnelle 
sert de faire-valoir ~t un concept nouveau quant aux fonctions. Le premier 
attaquer le probl6me est M. FR~CrIET (1878-1973) en 1913 lequel prouve qu'une 
solution mesurable au sens de LEBESGUE de l'6quation (52) est continue a as. FR~- 
cnEa" indique que ce r6sultat contient le cas des solutions de (52) exprimables ana- 
lytiquement au sens de LEBESGUE puisque celles-ci sont mesurables. Dans la dyna- 
mique qui les conduit h se sp6cialiser sur la topologie naissante, une pl6iade de 
math6maticiens polonais, vers 1920, examine la m~me question, essayant d'dli- 
miner l'utilisation de l'axiome de ZERMELO, OU de g6n6raliser le r6sultat de FR~- 
CI-IET ~t plusieurs dimensions. Ainsi, W. SIERPINS~CI (1882-1969) obtient le r6sul- 
tat de FRI~CHET sans l'axiome de ZERMELO, mais par utilisation d'un lemme astu- 
cieux assurant que, deux sous ensembles mesurables au sens de LEBESGUE 6tant 
donn6s sur la droite r6elle, et chacun de mesure strictement positive, il existe au 
moins un point dans l 'un et un point dans l'autre dont la distance s'exprime par 
un hombre rationnel a a6. I1 61argit d'ailleurs le r6sultat aux fonctions f :  R 2 - +  N, 

l~a Deux travaux en 1978 font le point sur les 6quations fonctionnelles condition- 
nelles et fournissent en particulier les r6f6rences historiques: M. KuczMg, Functional 
equations on restricted domains, Aeq. Math. 18 (1978), p. 1-34. J. DHOMBRES et R. GER, 
Conditional Cauchy equations, Glasnik Math., 13, 33 (1978), p. 39-62. 

Pour des r6f6rences r6centes, voir J. DHOMBRES, Recent applications of functional 
equations, p. 67-92, in Functional equations: History, applications and theory, J, ACZ~L 
(ed.), D. Reidel, Dordrecht, 1984. Voir aussi l'ouvrage cit6 en note 72 

114 Le point sur l'6quation de CAUCIqY au d6but du XX ~me si&zle est fair dans R. SCraM- 
MACK, Dissertation, Halle, 1908 et S. PINCHERLE, Encyclopddie des Sciences Mathd- 
matiques, Equations et op6rations fonctionnelles, Vol. 115, 1, 11.26, p. 45 et suivantes, 
Paris, Leipzig, 1912. 

115 M. FR~CHET, Pri la funkcia equatio f (x  + y) ~-- f(x) -k f(y), Enseignement Math. 
15, p. 390-393. 

116 W. SIERVI~SKI, Sur l'6quation fonctionnelle f (x  + y) =f(x)  +f(y), Fund. Math. 
(1), 1920, p. 116-122. 
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satisfaisant l'6quation de CAUCHY. SIERPII(ISKI montre aussit6t dans un papier 
succ6dant au pr6c6dent 117 que toute fonction mesurable f :  • --> R satisfaisant 
l'in6galit6 de JENSEN (1859--1925) 

(68) 2f(~-~-Y-) ~ f ( x )  + f(y), 

est continue. Cette lois la d6monstration se fait par l'absurde. La discontinuit6 
en un point Xo entralne, pour tout k > 0 et pour tout a > 0, l'existence d 'un 
sous-ensemble mesurable de (Xo - a, Xo + a) et de mesure a au moins, sur lequel 
f res te  au moins 6gale/~ k. Ce qui contredit une propri6t6 des fonctions mesurables, 
propri6t6 6tablie par E, BOREL (1871-1956) et selon laquelle il existe un k tel 
que l'ensemble des x de (Xo - a, Xo + a) of l fest  au moins 6gale ~t k, est de mesure 
strictement inf6rieure ~, a. Qui peut le plus, peut le moins et comme toute solution 
de (52) est solution de (68), on retrouve le r6sultat de FR~CHET. H61as, comme le 
signale SIERPI~SKh le th6or6me utilis~ de BOREL d6pend quant /t lui de l'axiome 
de ZERMELOI I1 faut dire que SIERPI~SKI 6tait bien pr6par6 par un article de 1918 
pour traquer cet axiome (et en noter l'utilit6) (of. ~8). Intercalant son travail 
entre les deux travaux mentionn6es de SrERPIgtSI<I, S. BANACH (1892-1945) prouve 
la continuit6 des solutions mesurables de l'6quation de CAtlCHY (52) au moyen 
d 'un th6or6me de N. LUSIN (1883-1950) assurant qu'une fonction mesurable, 
pour tout a ~ 0, coincide avec une fonction continue, saul peut-~tre sur un 
ensemble de mesure strictement inf6rieure /t a ~9. Mais le th~or~me de LUSIN 
utilis~ (1912) d6pend lui aussi de l'axiome de ZERMELO. En 1924, SIERPI~SKI en 
r6pondant ~ une question de O. N~KOOYM prouve qu'une solution de (52), major6e 
partout par une fonction mesurable au sens de LEBES~UE, est n6cessairement 
continue ~2°. KAC en 1936 retrouve le r6sultat de FR~CHET en passant ~ d f(x) 
et par int6gration locale ~al. I1 faut d'ailleurs attribuer l'originalit6 de ce proc6d6 
de r6gularisation des solutions de certaines 6quations fonctionnelles ~t J. ANORAOE 
qui l'avait 6labor6 pour r6soudre l'6quation de D'ALEMBERT 122. 

117 W. SIERPINSKI, Sur les fonctions convexes mesurables, Fund. Math. (1), 1920, 
p. 125-129. 

11 s W. SIERPIt~SrCI, L'axiome de Zermelo et son r61e dans la th6orie des ensembles 
et l'analyse, Bull. Acad. Sc. Cracovie, S6rie A, Avril 1918, p. 97. 

119 S. BANACH, Sur l'6quation fonctionnelles f(x -t- Y) =f(x)  -t-f(y), Fund. Math. 
(1), 1920, p. 123-124. 

12o W. SIEReINSKI, Sur les propri6t6s des fonctions de M. Hamel, Fund. Math. (5), 
1924, p. 334-336. 

121 p. KAC, Une remarque sur les 6quations fonctionnelles, Comm. Math. Helv. 9, 
(1936/37), p. 170-171. 

122 La technique de r6gularisation par int6gration locale des solutions d'une 6quation 
fonctionnelle remonte ~t J. ANDRADE, Sur l'6quation fonctionnelle de Poisson, Bull. Soc. 
Math. France 28, 1900, p. 58-63. 

Ce dernier montre tout l'int6rat de la r6solution de l'6quation fonctionnelle qualifi6e 
aujourd'hui d'dquation de D'ALEMBERT SOiaS l'hypoth6se d'int6grabilit6. D'une part, 
comme l'indiquait J. TANNERY, pour la d6finition des fonctions de trigonom6trique 
eirculaire (cf. 44). D'autre part pour le parall61ogramme des forces (voir aussi le travail 
de R. SCmMMAC~: cit6 en 114) et enfin pour les priopr6t6s m6triques en g6om6trie non 
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Au fil des ann6es de nombreux auteurs vont d6couvrir les r6sultats de FRI~- 
CHET et SIERPI~S~I OU proposer d'autres d6monstrations. Par exemple A. ALEXlE- 
WICZ et W. ORLICZ 123 OU H. KESTELMAN 12'~. Une technique particuli6rement 
habile repose sur un r6sultat de H. STEINHAUS (1887--1972), r6sultat paru pr6cis6- 
ment dans le premier num6ro de Fundamenta Mathematica, celui-lfi m~me o~ 
publi6rent BANACH et SXER~'~SI~L On peut s'6tonner que le r6sultat de STEINHAUS 
n'ait pas aussit6t 6t6 exploits pour l'6quation de CAt~CHY. STE1NHAt3S prouve que 
l'ensemble des x ÷ y, lorsque x et y pareourent chacun le m~me ensemble E 
dont la mesure de LEBESGt3E est (strictement) positive sur R, contient n6cessaire- 
ment un intervalle non vide ~2S. Comme un intervalle non vide contient toujours 
un nombre rationnel, on note la proximit6 avec le lemme utilis6 par SIERPIIqSKI 
dans son travail de 1920 ~x6. Ce sera M. KORMES en 1926 qui le premier exploitera 
le r6sultat de STEINnAUS darts le cadre de l'6quation de CAUCI~Y afin d'6tablir 
qu'une solution de (52), born6e sup6rieurement sur un ensemble de mesure de 
LEBESGUE (strictement) positive, est continue ~26. Le th6or6me de FRt~CHET et 
ceux de SIERPINSKI s'en d6duisent ais6ment. A. OSTROWSK~ 6tablit le r6sultat 
analogue pour le cas des fonctions convexes au sens de JENSEN 127. I1 faut dire ici 
que les fonctions convexes au sens de JENSEN, OU les fonctions convexes usuelles, 
connurent un grand succ~s apr6s 1920. Rappelons ici qu'une fonction convexe 
satisfait l'in6galit6 fonctionnelle 

(69) f(2x + (1 - 2) y) ~ 2f(x) + (1 - 2)f(y),  

pour tous x, y du domaine de ddfinition et tout 2 appartenant ~t l'intervalle [0, 1]. 
Le cas de JENSEN est done la restriction de l'indgalit6 (69) au seul cas 2 = ½ et 
6tait d6j~t envisag6 par CAUCHY dans son cours de 1821. Une 6tape marquante 
pour l'int6r& ports/ t  la convexit6 fur obtenue en 1922 lorsque H. BOHR et J. MOL- 
LERUP 128, prouv6rent que la fonction U(x), 6tudi6e par EULER, GAUSS et LEGEN- 
DRE, 6tait 1'unique solution (strictement positive) de l'6quation fonctionnelle 

(70) f ( x  -}- 1) ---- xf(x), 

valant 1 en x = 1 et dont le logarithme est une fonction convexe sur [0, q- co[. 
Moins de dix ans plus tard, dans un petit livre d'une magistrale 616gance, 129, 
E. ARTIN part de cette caract6risation pour d6duire l'essentiel des propri6t6s de 

euclidienne (sur ce dernier point voir J. ACZ~L 91, OH J. DItOMBRES et J. ACZI~L 72, auquel 
nous r6f6rons pour les d6veloppements r6cents quant ~t l'6quation de D'ALEMBERT). 

123 A. ALEXIEWICZ et W. ORLICZ, Remarque sur l'6quation fonctionnelle f (x  + y) 
=f(x)  +f(y), Fund. Math. 33, 1945, p. 314-315. 

124 H. KESTELMAN, On the functional equation f (x  + y) =f(x)  +f(y), Fund. Math, 
34, (1947), p. 144-147. 

12~ H. STEXNnAUS, Sur les distances des points des ensembles de mesure positive, 
Fund. Math. 1, 1920, p. 93-104. 

126 M. KORMES, On the functional equation f (x  + y) =f (x )  +f(y), Bull. Amer. 
Math. Soc. 32, (1926), p. 689-693. 

127 A. OSTROWSKI, ~ber die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und ver- 
wandte Funktionalgleichungen, Jahresber. Deut. Math. Verein, 38 (1929), p. 54-62. 

128 H. BOHR et J. MOLLERUP, Laerebog i matematisk Analyse III, Copenhague, 1922. 
a29 E. ARTIN, Einfiihrtmg in die Theorie der Gammafunktion, Leipzig, Teubner, 1931. 
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la fonction _F, cette fonction qui interpole la fonction factorielle aux valeurs 
entiSres de l'argument. Quelques ann6es apr6s, en 1934, l'int6r~t de la convexit6 
est ~t nouveau mis en valeur et cette fois pour longtemps gfftce it un livre phare 
de G. H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD et G. P6LYA, un de ces livres par lesquels 
tout une g6n6ration de math6maticiens fut 6duqu6e 1~°. Cet ouvrage eontient de 
nombreuses pr6cisions historiques et son int6r~t math6matique est de donner fl 
des calculs combinatoires une justification d'analyse fonctionnelle (notion de 
moyenne aussi bien discr6te qu 'au sens int6gral avec les in6galit6s de HOLDER 
OU de MINKOWSKI, in6galit6s de r6arrangement sur la transform6e fonctionnelle 
de HILBERT etc.). De trSs nombreux math6maticiens vont concentrer leur attention 
sur les fonctions convexes it une ou it plusieurs variables. Nous n'insisterons pas 
sur cet aspect de la convexit6 puisqu'un aper~u historique ffit dress6 par S. MAR- 
CUS en 1959 T M  et qu 'un livre math6matique it paraitre de M. KUCZMA, sur les 
6quations fonctionnelles h une variable, contient une trame historique particu- 
li6rement fine ~a2. 

L'6num6ration un peu sSche des r6sultats sur l'6quation fonctionnelle (52) a pu 
faire oublier le moteur de cette recherche autour des ann6es 1920. En fait, il 
s'agissait d'6valuer la force et la maniabilit6 des nouveaux outils que le d6but du 
XX era° siScle venait de d6couvrir: int6gration et topologie, le tout installs dans 
la th6orie des ensembles de CANTOR. L'6quation de CAUCHY sert de travaux 
pratiques. Citons quelques exemples. De nombreux papiers s'int6ressent aux pro- 
bl6mes de la mesurabilit6 lids h une base de HAMEL. En 1920, SIERPI~SKI montre 13a 
qu'il existe une base de HAMEL mesurable au sens de LEBESGUE (et de mesure 
nulle) mais d6duit d 'un r6sultat de C. BURSTIN 135 qu'il existe 6galement une base 
de HAMEL non mesurable (mais n6cessairement de mesure int6rieure nulle). I1 
indique aussi que toute base de HAMEL n'est pas mesurable au sens de BOREL. 
De m~me de nombreux travaux considSrent la d6composition de la droite r6elle 
en ensembles non mesurables ~t partir de l'article de BURSTIN et d'articles de LUSIN 
et de SIERPII'~SKI publi6s vers 1918. S. RUZIEWICZ 134. utilise astucieusement l'6qua- 
tion de CAECHY pour obtenir une d6composition de la droite en ensembles super- 
posables non mesurables (c'est-/t-dire ddduits les uns des autres par translations 

13o O. H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD et G. POLYA, Inequalities, Cambridge University, 
Press, 1934. 

131 S. MARCUS, G6ndralisation aux fonctions de plusieurs variables, des th6or~mes 
de Alexander Ostrowski et Masuo Hukuhara concernant les fonctions convexes (J), 
Journ. Math. Soc. Japan 11, (1959), n ° 3, p. 171-175. 

132 Le livre de M. KUCZMA devrait paraltre chez Addison-Wesley. Mais on trouvera 
dSj~t des indications dans M. KUCZMA, Functional equations in a single variable, Mono- 
grafie Matematyczne, Warszawa, 1968. 

133 W. SmRPI~SKI, Sur la question de la mesurabilit6 de la base de M. Hamel. 
Fund. Math. 1, 1920, p. 105-111. 

ls4 C. BURSTIN, Die Spaltung des Kontinuums in c in Lebesgueschem Sinne nicht- 
messbare Mengen, Sitzungsber Akad. Wiss., Wien, Math. Nat. K1. Abt. }Ia, Bd. 125 
(1916). 

13 s S. Ruzmwicz, Une application de l'6quation fonctionnelle f ( x  + y) = f ( x )  + f(y) 
h la d6composition de la droite en ensembles superposables, non mesurables, Fund. Math., 
1923, p. 92-95. 
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ou sym&ries). I1 utilise les ensembles 

E~ = { x l x E R ,  f ( x  ) = a}, 

off f est une solution discontinue de (52). G6n&alis6s, ces problbmes conduisent 
au fameux paradoxe de BANACH-TARSKI (1923) sur les d6compositions finies ou 
d6nombrables de t~ n (n ~ 3). Une autre avanc6e est obtenue par SIERPINSKI dans 
un article paru en 1924 12o. Reprenant la d6marche de LEBESGUE I°2, SIERPI/(ISKI 
montre que l 'on peut agir de fa~on quantitative en topologie comme en th6orie de 
la mesure, sans changements notables, grace h la notion des cat6gories de BAIRE l°a. 
11 indique ainsi que toute solution de (52) sujette ~t une condition de BAIRE, est 
n&essairement continue. Cette technique est aujourd'hui syst6matiquement 
employ6e et on trouvera de remarquables illustrations dans le livre d'OxTOBY 136. 
I1 est pourtant notable que l'analogue, en topologie, du th6or6me de ST~INHAUSS 
6nonc6 en 1920 pour la th6orie de la mesure ne sera trouv6 par S. PICCARD que 
vers les ann6es 1940 137. I1 est 6galement notable que pour mettre en 6vidence 
les propri6t6s pathologiques de la connexit6, sujet pourtant fort ~ la mode vers les 
ann6es 1920, on n'ait pas utilis6 l'6quation de CAUCH¥ avant 1942, alors que cette 
6quation servait depuis plus de vingt ann6es d6j~t ~t exhiber des pathologies des 
ensembles non mesurables 1as. 

Toujours ~t partir des armies 20, un autre syst6me d'6quations fonctionnelles 
faisant intervenir l'6quation de CAUCHY, celui caract6risant les op6rations quali- 
fi6es de lin6aires, prenait un r61e d&ormais fondamental en Analyse. I1 s'agit 
du systbme: 

[ f ( x  q- y) = f ( x )  + f (y) ,  
(71) 

t f ( 2 x )  = 2 f (x ) .  

Mais dans la mise en 6vidence de (71), le plus difficile sans doute rut d'6prouver 
le besoin de sp6cifier axiomatiquement le domaine de validit6 des x, desye t  des 2. 
Car bien entendu on utilisait dans des cas particuliers et depuis fort longtemps, 
des solutions de (71), qualifides de "substitutions lindaires". Cette utilisation 
atteint chez LEIBNIZ une prdcision certaine et se retrouve en arithm6tique, en g6o- 
m&rie aussi bien que pour des 6quations diffdrentielles chez EULER, LAGRANGE, 
GAUSS ou CAUCHY. Nous ne pouvons entrer dans le d6tail de l'histoire de l'alg6bre 
lin6aire, et renvoyons ~t la litt6rature historique 139. Contentons-nous de dire qu'avec 
CAYLEY le calcul de cette algSbre lin6aire est devenu syst6matique tandis que 
GRASSMANN d6velope son caract6re intrins6que. L'aspect structurel et axiomatique 
n'apparaR qu'avec G. PEANO lequel en 1888 d6finit un espace vectoriel E sur le 

136 j. OXTOBY, Measure and category, Springer-Verlag, 1972. 
137 S. PICCARD, Sur les ensembles de distances des ensembles de points d'un espace 

euclidien. Gauthier-Villars, Paris, 1939. 
138 F. B. JONES, Measure and other properties ofa Hamel basis, Bull. Am. Math. Soc., 

48, (1942), p. 472-482. 
139 On peut citer les deux chapitres consacr6s ~t l'histoire de l'alg6bre dans J. DIEU- 

DONN~, Abrdgd d'histoire des mathdmatiques, Vol. 1. Hermann, Paris, 1978. 
M. J. CROWE, A history of vector analysis, University of Notre Dame Press, 1967. 
L. Now,  Origins of modern algebra, Leyden, Noordhoff, 1973. 
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corps des r6els. Sur un tel espace E, il y a donc une addition (op6ration interne; 
s i x  et y sont dans E, de m~me x + y) et une multiplication (op6ration externe; 
s i x  est dans E et 2 un nombre r6el, 2x est dans E), op6rations li&s par  quelques 
propri&6s simples. Avec cela, PEANO peut d6finir les op6rations lin6aires comme 
celles satisfaisant (71) pour tous x, y de E et tout 2 r6el, la valeur def(x)  se prenant 
dans un second espace vectoriel r6e114°. Son expos6 s 'adapte aussi bien aux mani- 
pulations de l'alg6bre lin6aire de la g6om6trie ordinaire, c'est-h-dire ce que nous 
appelons la dimension finie, qu'h celles issues des 6quations diff6rentielles, en 
dimension infinie. I1 faut noter ~ ce propos le r61e des 6quations diff6rentielles 
du type de STURM-LIoUVILLE syst6matiquement 6tudi6es TM h partir de 1836, 
puis reprises sous forme int6grale par  FREDHOLM ~t partir de 1903 et magistralement 
plac6es dans un cadre explicatif "g6om&rique" par D. HILBERT, cadre rendu 
abstrait vers 1910 par F. RIEZ et M. FRI~CHET 1~2. A la m~me 6poque, O. TOEPLITZ 
r6alise l 'ambition de PEANO, celle de ne pas s6parer les cas de dimension finie et 
infinie en indiquant les m6thodes alg6briques qui 6vacuent la n6cessit6 des d&er- 
minants 14a. I1 indiquait aussi la possibilit6 de remplacer sans changement notable 
le corps des nombres r6els par  tout corps commutatiL S. BANACH, H. HAHN et 
E. HELLY syst6matisent la th6orie des op6rations lin6aires au profit de l 'analyse et 
tous font de (71) le th6me explicite de leur 6tude. C'est BANACH qui public en 1932 
un condens6 de l 'oeuvre tr6s riche d6j~t accumul6e, en indiquant ~ titre d'excellente 
publicit6 l 'application ~t des probl6mes anciens. Mais son livre est beaucoup plus 
un programme ~t r6aliser de probl6mes pendants 14~. Programme qui occupera les 
analytes jusqu'~t aujourd'hui m~me si entre 1940 et 1960 l 'accent sera mis sur un 
cadre plus abstrait, celui des espaces vectoriels topologiques, dans lequel venait 
naturellement s'inscrire la th6orie des distributions 145. Un retour aux id6es de 

J4o G. PrANO, Calcolo geometrico secondo l'Ausdehnungslehre di Grassmann, 
preceduto dalle operazioni della logica deduttiva, Torino, 1888. 

141 C. STORM, Sur les 6quations diff6rentieUes lin6aires du second ordre, Journal de 
Math. 1, t. 1, 1836, p. 106-186; J. LIOUVILLE, Sur le d6veloppement des fonctions ou 
parties de fonctions en s&ies dont les divers termes sont assujettis ~t satisfaire une m&ne 
6quation diff6rentielle du second ordre contenant un param6tre variable, Journal de 
Math. 1, t. 1, 1836, p. 253-265. 

142 Nous ne pouvons pas citer ici toutes les publications concern6es et nous nous 
contentons de renvoyer ~t la litt6rature historique et critique, principalement J. DIEt:- 
DONN~, A history of functional analysis, North-Holland, 1981, et au lendemain des tra- 
vaux de HILBERT, RIESZ et FR~CHET ~t l'analyse pouss6e de F. HELLINGER • O. TOEPLITZ, 
Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, Enzy. der Math. 
Wiss, Teubner, 1923-27. Vol. 2, Part. 3, p. 1335-1597. Voir M. BERNKOPF, The devel- 
opment of function spaces with particular reference to their origins in integral equation 
theory, Archive for History of Exact Sciences, 3, 1966, p. 1-96. 

14s O. TOEVLITZ, Uber die AuflSsung unendlichvieler linearer Gleichungen mit 
unendlichvielen Unbekannten. Rend. Cir. Mat. Pal., 28, 1909, p. 88-96. 

144 S. BANACH, Thdorie des opdrations lindaires, Varsovie, 1932. 
145 L~-aussi nous ne pouvons citer toutes les oeuvres qui ont forg6 la th6orie des 

espaces vectoriels topologiques et la th6orie des distributions. Nous renvoyons ~t la 
premi6re r6f6rence cit6e en 142 et ~t J. LCrTZEN, Theprehistory of the theory of distributions, 
Springer-Verlag, 1981. 

Par ailleurs, beaucoup d'expos6s des espaces vectoriels topologiques et de la th6orie 
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BANACH se faisait vers 1970 ~,6. Ce que BANACH montrait, c'est la possibilit6 
de r6cup6rer certaines propri&6s de E ~t partir de son dual - le vocabulaire est 
volontairement g6om6trique - c'est-h-dire de toutes les solutions d6finies sur E 
et ~t valeurs r6elles de (71), voire m~me des seules solutions continues de (71) 
lorsque E est muni d'une structure norm6e a*7. Nous ne pouvons en dire plus ici 
car nous sortirions des limites que nous nous sommes impos6es quant aux math& 
matiques d6crites 14s. Toutefois signalons que H. HAHN, par une habile utilisation 
de l'axiome du choix, avait 6tabli en 1927 une condition permettant l'extension 
d'une solution continue de (71) ~t un espace vectoriel norm6 englobant E 1.9 
Cette m~me technique, connue sous le nom du th6or~me de HAHN-BANACH, 
permit en 1970 de pr6ciser remarquablement la structure des solutions discontinues 
de l'6quation de CAUCHY 15°. 

L'gquation fonctionnelle de CAUCHY apparait encore dans le cadre d 'un d6ve- 
loppement contemporain tr6s puissant celui de l'6tude des semi-groupes d'op6- 
rateurs lin6aires. I1 s'agit des solutions de l'6quation fonctionnelle 

(72) f ( x  + y) = f(x)  o f (y) ,  

o~ les variables x et y appartiennent h u n  semi-groupe tandis quef(x) pour chaque 
x est un op6rateur lin6aire continu sur un espace de BANACH. Darts (72), le signe o 
au second membre d6signe la composition de tels op6rateurs. La th6orie des semi- 
groupes d'op6rateurs, depuis la monumentale monographie de E. HILLE et 
R. S. PHILLIPS en 1957 a connu une grande extension, notamment en vue des 

des distributions contiennent des notices historiques fournies. On peut citer N. BOUR- 
BAKI, Espaces vectoriels topologiques, Hermann, 1964, J. L. K[LLEY, Linear topological 
spaces, Van Nostrand, 1960, et surtout pour les op6rateurs lin6aires, l'encyclop6die 
monumentale N. DUNFORD et J. T. SCHWARTZ, Linear operators, Vols. I, I I  and III, 
Interscience Publishers, New York, 1958-1971. 

1,6 Notamment avec le contre-exemple apport6 ~t une conjecture de BANACH sur 
l'approximation de tout op6rateur compact par des op6rateurs de rang rink P. ENFLO, 
A counter-example to the approximation problem in Banach spaces, Acta Math. 130 
(1973), p. 309-317. 

1,7 En 1911, F. RiEsz avait caract6ris6 la continuit6 d'une solution du syst6me (71) 
au moyen d'une in6galit6. F. RiEsz, Sur certains syst6mes singuliers d'6quations int6- 
grales, Ann. Ecole Normale Sup. (3), t. 28, 1911, p. 33-62. 

1,s Mais il faut souligner qu'avec la notion de dualit6 et donc celle de distribution 
telle que d6velopp6e aussi bien par SOBOLEV ~t partir de 1936 que par L. SCHWARTZ, 
apr~s guerre, une nouvelle aventure du concept fonctionnel et des 6quations fonction- 
nelles rut instaur6e. 

149 H. HAHN, Ober lineare Gleichungssysteme in linearen R~tnmen, J. de Crelle, 
t. 157, 1927, p. 214-229. 

Les titres des oeuvres voisines de BANACH et H~LLY portent tous sur le syst&me (71). 
E. HELLY, Ober Systeme linearer Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, 
Monatshefte fiJr Math. und Physik, t. 31, 1921, p. 60-91. S. BANACH, Sur les fonction- 
nelles lin6aires, Studia Math., 1, 1929, p. 211-216 et p. 223-239. 

15o MARC1N E. KUCZMA, On discontinuous additive functions, Fund. Math., 66, 
1970, p. 383-392. 
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dquations d'dvolution en thdorie des dquations aux ddrivdes partielles TM. La per- 
turbation de tels semi-groupes et leur stabilitd a des consdquences pratiques im- 
portanteslSL Contentons-nous d'un rdsultat de stabilitd pour l'dquation de 
CAUCHY (52), rdsultat prouvd en 1941 par HYERS et quelque peu dtonnant ~ pre- 
mi6re vue ~52. 

Soit e > 0 et f :  R ~ R une fonction satisfaisant pour tous x, y dans R 
l'indquation 

(73) If(x + y)  -- f ( x )  - f(y)[ ~ e. 

II existe alors une solution g : g - - ~  R de l'dquation de CAUCnV (52) et 

(74) If(x) - g(x) l ~ e, (x E R).  

La stabilitd des dquations fonctionnelles fait l 'objet de nombreux travaux con- 
temporains, et on comprendra que nous ne puissions prdciser ceux-ci sans quitter 
le domaine historique et dpistdmologique et entrer dans celui de la recherche 
mathdmatique. 

Conclusion 

Nous avons dfi ndgliger bien des aspects importants du ddveloppement du 
concept de fonction, notamment en n'insistant pas sur les dquations diffdrentielles, 
les dquations aux diffdrences ou les dquations aux ddrivdes partielles. Loin d'etre 
exhaustif, h partir du th6me restreint des dquations fonctionnelles, notre but 
dtait de baliser la pratique des math6maticiens quant aux fonctions en l 'opposant 
dventuellement ~t des ddfinitions contraignantes qu'eux-m~mes propos6rent. II 
existe des ddfinitions claires, facilement admises, pascaliennes en un mot, mais il 
figure aussi des ddfinitions rhdtoriques, suggestives au-del~t des mots, et en ce 
sens, de nature expdrimentale. L'aventure mathdmatique s'en colore d'autant et 
l'dtude dpistdmologique de cette science doit s'enrichir de tels essais. Seules la 
pratique et l'analyse minutieuse de la manipulation des ddfinitions dans les d6mon- 
strations, avec l 'irruption possible de limitations par rapport aux ddfinitions de 
ddpart, permettent de distinguer. L'historien des mathdmatiques est donc contraint 
~t une lecture tr6s attentive des textes et ne peut en rester aux r6sultats les plus 
marquants. Ce faisant, une image contrastde de rdvolution des iddes fonctionnelles 
nous semble obtenue et digne d'intdr~t. Comme dans toute histoire lue ~t rebours 
et en focalisant sur quelques pratiques, on peut distinguer des contributions fortes 

is1 E. HILLE et R. S. PHILLIPS, Functional analysis and semi-groups, A.M.S. Coil, 
Publ., Vol. XXXI, 1957, 808 p. 

Deux ouvrages fournissent quelques notes historiques au fur et ~t mesure de l'exposd: 
T. KATO, Perturbation theory for linear operators, Springer-Verlag, 2 nd ed. 1980. 
i .  REED & B. SIMON, Methods o f  modern mathematicalphysics, Academic Press, Vols. I, 
II, III, IV, 1972. 

152 D. H. HYERS, On the stability of the linear functional equation, Proc. Nat. Acad. 
Sc. U.S.A., 27, (1941), p. 222-224. 



Histoire des 6quations fonctionnelles 181 

oppos6es ~ des r6sultats plus brillants que novateurs, souvent parce que leurs 
inventeurs press6s d'autres applications ne prirent pas soin d'en d6gager la signi- 
fication, et mSme des apports conduisant ~ des erreurs. 

Avec ORESME et l'6quivalence graphique d'une propri6t6 fonctionnelle analy- 
tique, GALILEE et la propri6t6 fonctionnelle de la chute des corps, D'ALEMBERT sans 
doute avec la s6paration fonctionnelle des variables, CAUCHY et la continuit6 
fonctionnelle, LEBESGUE et la liaison fonctionnelle entre int6gration et mesure, 
BANACH enfin sur les op6rations lin6aires et le lancement de l'analyse fonction- 
nelle, nous tenons les moments les plus 6clatants. 

II appara~t mSme un caract6re presque teigneux chez les auteurs mentionn6s, 
dans la mesure oh creusant autour d'un cercle d'id6es, la m6thode fonctionnelle, 
ils ne l'isolent pas et l'installent volontiers dans l'architecture mSme des math6- 
matiques. Le plus notable dans l'histoire du concept de fonction est la permanence 
d'une tension entre ce cercle a priori restreint d'id6es, volontairement restreint 
pour que les d6finitions et m6thodes soient identifiables avec precision, et l'61argis- 
sement dynamique potentiel. L'histoire du concept fonctionnel n'est donc pas 
lin6aire mais pr6sente des heurts dialectiques dont nous avons rendu compte. 

Jusqu'~t nos jours, nous avons aussi pu constater que les 6quations fonction- 
nelles sont un lieu o/1 des techniques nouvelles sont exp6riment6es: ainsi la th6orie 
de la mesure de LEBESGUF, l'alg6bre des corps, l 'axiome du choix, la topologie de 
BAIRE et plus pr6s de nous la g6om6trie des espaces de BANACH OU la repr6senta- 
tion des op6rateurs lin6aires. R6gularit6s aussi bien que pathologies en r6sultent. 
Telle est aussi l'utilit6 - modeste mais attachante - des 6quations fonctionnelles. 
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