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Einleitung 

In seinem Kommentar  zum I. Buch EUKLIDS tiberliefert PROKLOS, dab es 
vor EUKLID mehrere Mathematiker gegeben hat, die ,,Elemente" geschrieben haben. 
Von diesen war HIVVOKRATES yon Chios der erste, weiter werden LEON und TH~U- 
DIOS genannt. Ohne Zweifel sind die Werke dieser Autoren in EUKLIDS Zusammen- 
fassung enthalten, doch hat man Schwierigkeiten, ihre Anteile genauer festzulegen. 
In der vorliegenden Arbeit soll nun einem Hinweis nachgegangen werden, den 
PROKLOS in dieser Richtung bei seiner allgemeinen Beschreibung der Natur der 
,,Elemente" gibt, und der bisher nicht ausgewertet wurde. Ich zitiere PROKLOS in 
der ~bersetzung yon HEATH [7, Vol. 1, p. 115]: 

" . . .  And of those who have made the attempt [to write elements] some were able 
to put together more and some less; some used shorter proofs, some extended 
their investigation to an indefinite length; some avoided the method of reductio 
ad absurdum, some avoided proportion; some contrived preliminary steps directed 
against those who reject the principles; and, in a word, many different methods 
have been invented by various writers of elements." 

PROI(LOS sagt also explizit, dab es Elemente gegeben hat, in deren Beweisen 
Proportionen vermieden wurden. Diese methodische Eigenheit findet man selbst- 
verst/indlich auch bei Eu~:Lm in den ersten Btichern, denn er fiihrt ja die Propor- 
tionen erst im V. Buch ein, kann also vorher keinen Gebrauch von ihnen machen. 
Von PROI(LOS an haben allerdings die Kommentatoren bemerkt, dab dazu an 
einer Reihe von Stellen auBerordentliche Kunstgriffe notwendig waren, dab ins- 
besondere eine Reihe von Sfitzen sehr viel einfacher im VI. Buch h/itten bewiesen 
werden k6nnen oder dab der eigentliche Beweisansatz im VI. Buch zu finden sei. 
Ich interpretiere diese S~itze als Spuren der Elemente desjenigen Autors, der in 
seinen Beweisen die Proportionen vermied und habe sie deshalb im folgenden 
zusammengestetlt und genauer analysiert. Dabei tritt zu Tage, dab der Autor 
dieser Elemente sich offenbar altpythagoreischer Methoden bedient, um Propor- 
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tionen zu umgehen, insbesondere die Fl~ichenanlegung II 5/6 mit ihrem einfacheren 
Fall I, 44 und den Satz yon PYTnA6ORAS I, 47. 

Neben der Notiz yon PROKLOS und der Analyse von EUKLIDS Text finder sich 
eine weitere Stfitze ffir unsere Untersuchungen bei ARISTOTELES, der sich an zwei 
Stellen auf den Satz II, 14 bezieht, in dem die Umwandlung eines Rechtecks in 
ein fl~ichengleiches Quadrat behandelt wird, der sog. tetragonismos. Die Bemerknn- 
gen ARISTOTELES' beziehen sieh offenbar auf die Streitfrage, ob man dies Problem 
mit oder ohne Proportionen behandeln solle. (Einzelheiten in der Besprechung 
von II, 14.) Wahrscheinlich bezieht sich ARXSTOTELES auf eine Auseinanderset- 
zung, die gerade zu der Zeit aktuell war, als TnEUDIOS seine Elemente schrieb. 
HEm~RG zfthlt THEUDIOS ZU der Generation yon PLATONS Schfilern, die etwas Nter 
als ARISTOTELES war. Wir sehen deshalb THEUDIOS als denjenigen Autor an, der 
in seinen Elementen die Proportionen vermied. Auch die Verwendung pythago- 
reischer Methoden wird gerade zu dieser Zeit in der Akademie besonders aktuell 
gewesen sein, in der PLATON bei der Abfassung des Timaios pythagoreisches 
Gedankengut in groBem Umfang aufarbeitete. 

Natfirlich kann sich ein so spezieller methodischer Ansatz wie die Vermeidung 
yon Proportionen nur auf ein schon vorliegendes Material beziehen, das nach dem 
gew~ihlten Gesichtspunkt neu bearbeitet wird. Die genauere Durchsicht der Bfi- 
cher I-IV best~itigt diese Feststellung. Bis auf die evtl. Ausnahme der Parallelen- 
theorie in Buch I wird man danach die Bficher I-IV, deren enge Verflechtung 
NEUENSCHWANDER herausgearbeitet hat, in der heute vorliegenden Fassung den 
Elementen des THEUDIOS zuschreiben. 

Das Material 

Ehe wir uns einzelnen S/itzen zuwenden, werten wir einen kurzen Blick in 
Buch VI, wo die generelle Methode zur Vermeidung von Proportionen bereitge- 
stellt wird. In VI, 16 ist ausgesagt: 

a:b = c:d e:> a d =  be 

fiir Streeken ffir die (Fl~ichen der) Rechtecke 
aus den Strecken 

Damit lftBt sich jede Aussage fiber das Bestehen einer Proportion fiir Strecken in 
eine Aussage fiber die (Fl~iehen-) Gleichheit gewisser Rechtecke umformulieren. 
Dies ist, im ~berblick gesehen, der Schlfissel zum Verst[indnis der weiter unten dis- 
kntierten Beweise. Der Satz VI, 16 ffir Strecken und Rechtecke steht in kom- 
pletter Analogie, bis in die Einzelheiten der Formulierungen und Beweise, zum 
Satz VII, 19 ffir Zahlen. Der gleiche Gnomon, der in VI, 14 dem Beweis vonVI, 16 
dient, wird auch in VII, 19 verwendet. Diese Analogie verdient weitere Beachtung, 
vgl. die Bemerkungen zn I, 44. 

I, 44 An eine gegebene Strecke ein einem gegebenen Dreieck gleiches Parallelo- 
gramm in einen gegebenen geradlinigen Winkel anzulegen. Nimmt man das Par- 
allelogramm als Rechteck, so handelt es sich um die Konstruktion einer Strecke 
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x mit ax = be bei gegebenen a, b, e. Die Umformulierung zu a: b = c : x ffihrt 
uns auf die Bestimmung der vierten Proportionalen, welche in VI, 14 mit Hilfe des 
Strahlensatzes geleistet wird. (So auch THAER in [3], Kommentar zu I, 44 und HEATH 
in [7, Vol. 2, p. 113] in der Einleitung zu Buch V.) Der Beweis l~iuft fihnlich wie in 
den oben erw~ihnten S~itzen VI, 14 und VII, 19 fiber einen Gnomon in I, 43. 
Der gemeinsame Ursprung dieser Ideen wird bei HEATH im Kommentar zu I, 44 
[7, Vol. 1, p. 342/343] genannt: "This proposition will always remain one of the 
most impressive in all geometry when account is taken (1) of the great importance 
of the result obtained, the transformation of a parallelogramm of any shape into 
another with the same angle and of equal area but with one side of any given length, 
e.g. a unit length, and (2) of the simplicity of means employed, namely the mere 
application of the property that the complements of the 'parallelograms about 
the diameter' of a parallelogram are equal. The marvellous ingenuity of the solu- 
tion is indeed worthy of the 'godlike men of old', as Proclus calls the discoverers 
of the method of 'application of areas'; and there would seem to be no reason to 
doubt that the particular solution, like the whole theory, was Pythagorean, and 
not a new solution due to Euclid himself." Zum letzten Satz yon HEATH sollte 
man eine Einschrfinkung anbringen: Die Parallelogrammtheorie in I, 33-45 
stammt nach den ausffihrlichen Untersuchungen NEUENSCHWANDERS [14, S. 364- 
369] aus der Zeit des jungen ARISTOTELES, insbesondere dfirfte I, 43 eine nachtrftg- 
liche Verallgemeinerung yon Rechtecken auf Paratlelogramme sein. Die Beweis- 
idee ist davon nicht betroffen, in bezug darauf hat HEATH sicher recht. Die ~ber- 
tragung der Aussage yon Rechtecken auf Parallelogramme ist einfach und erfor- 
dert keine neue Anstrengung. 

Die allgemein akzeptierten Argumente fiir den pythagoreischen Ursprung der 
Lehre vonder  FRichenanlegung findet man z.B. bei HEATH [7, Vol. 1, p. 343-45]. 
Neben EUDEMOS ist PLUTARCH als Quelle zu nennen (Zitat bei HEATH), der den 
Satz VI, 25: ,,Eine geradlinige Figur zu errichten, die einer gegebenen iihnlich und 
zugleieh einer weiteren gegebenen gleich ist" PYTHAGORAS pers6nlich zuschreibt. 
Im Beweis yon VI, 25 findet I, 44 eine wesentliche Anwendung. 

I, 47 Der Satz yon Pythagoras. Der Beweis verl/iuft nach einer auch in VI, 8 ent- 
haltenen Idee, nur dab Proportionen durch F15.chengleichheiten ersetzt sind. (So 
auch NEUENSCHWANDER [14, S. 354] und viele andere Autoren.) H~ATH fiihrt 
[7, Vol. 1, S. 354] einen Gnomon-Beweis an, den Bretschneider [2, S. 82] als Re- 
konstruktion eines alten Beweises im Sinne von Buch II vorgeschlagen hat. Diese 
M6glichkeit wird auch yon KNORR [10, S. 176/77] und FOWLER [4, S. 22/23] 
ffir wahrscheinlich gehalten. FOWLER schl~igt vor, den Satz yon PYTHAGORAS mit 
diesem Gnomon-Beweis als Satz 8 a in Buch II aufzunehmen. Folgt man diesem 
Vorschlag, so wgren die weiteren proportionenfreien Beweise unabh~ingig vom 
Beweis des Satzes I, 47, fiber den PROKLOS [18, S. 462] sagt: ,,Bewundere ich nun 
schon diejenigen, die die Wahrheit dieses Theorems zuerst erforschten, so mug 
ich um so mehr den Verfasser d er,,Elemente" hoeh schS.tzen: Er hat nicht nur durch 
den fiberzeugendsten Beweis dieses Theorem erh~irtet, sondern auch im VI. Buche 
das noch umfassendere Theorem durch unwiderlegbare wissenschaftliche Beweise 
begriindet." Die HochscNitzung des Beweises wfirde ich, subjektiv gesehen, 
teilen: Die Aussage des Satzes betrifft eine Flgchengleichheit, und der in I, 47 



294 B. ARTMANN 

gegebene Beweis macht dies ohne den Umweg fiber Proportionen (wie VI, 8) 
oder algebraische Hilfsmittel (Bretschneider) auf direkteste Weise sichtbar. Es 
geht aber nicht um die Einsch~itzung, sondern die Zuschreibung: Sagt PROKLOS 
wirklich, dieser bestimmte Beweis stamme von EUKLID pers6nlich ? Dies ist die 
g~ingige Lesart, der man sich schwer verschlieBen kann. Akzeptiert man sie, so 
muB man wohl ffir EUKLIDS Vorg~inger, der Proportionen vermied, den Satz yon 
PYTHAGORAS als Satz 8 a mit BRETSCHNEIDERS Beweis in Buch II aufnehmen, und 
dazu auch noch die einfache Fl~ichenanlegung I, 44 in Rechtecksform, die natiir- 
lich gut zu II 5/6 paBt. 

Interpretiert man dagegen PROKLOS SO, dab er nur yon der Aufnahme des Be- 
weises in die ,Elernente' spricht, nicht aber die Autorschaft des Beweises, so 
k6nnte man den Beweis dem Vorg~inger EUKLIDS zuschreiben. In der Tat wiirde 
man ohne Zweifel so verfahren, wenn man nur den Text der ,,Elemente" ansieht, 
so einheitlich ist die Gedankenffihrung yon I, 44 fiber I, 47 und II, 5 zu II, 14. 
Dann aber ware EUKLID in den ,,Elementen" fiberhaupt nur ein Kompilator, wie 
v. FRITZ [5, S. 500] ein wenig bedauernd feststellt. Am SchluB der Arbeit komme 
ich auf diese Frage noch einmal zurfick. 

II, 11 Die Konstruktion der stetigen Teilung. Man soll eine gegebene Strecke AB 
in H so teilen, dab A B .  B H  = A H  2 ist. - Die Verbindung zur Definition 3, 
Buch VI l~uft natiirlich fiber die Aquivalenz yon Proportionen und Fl~ichen- 
gleichheit VI, 16. Bei der in VI, 30 ausgefi]hrten entsprechenden Konstruktion ist 
der Beweis stark mit Proportionen durchsetzt, abet auch dort ist der entschei- 
deride Punkt eine F1/~chengleichheit. Ferner wird beidesmal yon der F1/~chenan- 
legung (II, 6 bzw. VI, 29) ausgegangen. Deshalb wird man im Falle des Beweises 
yon II, 11 (und ebenso bei II, 6) eher yon einer Konzentration aufs Wesentliche 
als yon einem Ausweichen vor Proportionen sprechen. Diese Sicht wird best/~tigt 
durch die dritte Behandlung der stetigen Teilung in XIII, 1/2, wo auch (auBer VI, 
16/17) keine Hilfsmittel aus Buch VI herangezogen werden. Obrigens k6nnte man 
auf XIII, 1/2 auch eine Konstruktion der stetigen Teilung ohne F1/ichenanlegung 
stiRzen. Ganz wesentlich ist dagegen der Gebrauch ~hnlicher Dreiecke (VI, 4) 
in XIII, 8, wo die stetige Teilung der Diagonalen des regelm/iBigen Ffinfecks be- 
sprochen wird, die ja eigentlich erst den AnlaB zur Bildung dieses Begriffes gibt. 

II, 14 Ein einer gegebenen Figur gleiches Quadrat zu erriehten. Nach I, 45 kann 
man die gegebene Figur als Rechteck annehmen. - In diesem Fall soll der Beweis 
wiedergegeben und als kurzes, aber typisches Beispiel analysiert werden. Vorbild 
ist die Konstruktion der mittleren Proportionalen in VI, 13 (mit Hilfe ~hnlicher 
Dreiecke aus VI, 8). In Produktform gebracht ist dies der sog. H6hensatz h 2 = pq 
ffir rechtwinklige Dreiecke, vgl. Figur 1. Der Kiirze halber sei deshalb auch VI, 13 

q P 

Fig. 1 
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H 

Fig. 2 

als H6hensatz bezeichnet. Nun zur L6sung der Aufgabe wie in II, 14. Gegegeben 
ist das Rechteck B C D E .  Man macht E F  = E D  und zeichnet den Kreis mit 
Durchmesser B F  und Mittelpunkt G. Nach PYTHAGORAS I, 47 gilt E G  a + E l i  z 

= G H  a. Die Teilung der Strecke B F  ist so, dab man II, 5 anwenden kann. 

B E "  E F  + E G  2 = G F  2 ~ B E "  E F  + E G  z = G H  z (weil G H  = GF)  

B E "  E F  + E G  2 = E G  2 + E H  2 (PYTHAGORAS) 

B E "  E F  = E H  2 (Subtraktion yon EG2).  

Hier sei zunachst angemerkt, dab alle Beweisschritte umkehrbar sind, also in 
II, 14 eigentlich 

II, 5 <=> H6hensatz 

bewiesen ist. (Fiir einen starker abkfirzenden algebraischen Formalismus vgl. 
v. D. WAERDEN [21, S. 193].) EUKLID erwahnt die Umkehrung natfirlich nicht, well 
er VI, 8 noch nicht zur Verffigung hat. DaB ihm die Umkehrbarkeit der Schlfisse 
entgangen ware, hake ich air  h6chst unwahrscheinlich. Nach dieser Analyse 
scheint es mir jedenfalls nicht mehr berechtigt (abgesehen von anderen Grfinden), 
II, 5 als ,,rein geometrischen Hilfssatz zu II, 14" zu bezeichnen, wie es SZABO 
[19, S. 487 und folgende] in seiner Polemik gegen die geometrische Algebra tut. 
Die Untersuchung yon III, 35 wird die Bedeutung von II, 5 noch einmal unter- 
streichen. Wenn ich auch in der speziellen Beurteilung des Satzes II, 5 mit SZABO 
nicht fibereinstimme, so scheint mir doch seine a.a.O, vertretene These der Mehr- 
stufenentwicklung, insbesondere der arithmetischen Fassung geometriseher Satze, 
sehr beachtenswert. 

Schon HEIBERG hat zum Satz II, 14 eine ARISTOTELES-Stelle [De anima II.2, 
413a 13-20] angeffihrt, die ich in der Ubersetzung von SZABO [19, S. 59] zitiere. 
,, W a s  is t  der  t e t r a g o n i s m o s  ? - D i e  K o n s t r u k t i o n  eines dem  R e c h t e c k  f l i i cheng le ichen  

Quadra tes .  Eine solche Definition ist ein Schlul3satz. Derjenige aber, der behaup- 
tet, dab der  t e t r a g o n i s m o s  das  A u f f i n d e n  der  m i t t l e r e n  Propor t i ona l en  ist, der macht 
auch den Grund der Sache namhaft." (Ffir eine ahnliche Metaphysik-Stelle des 
ARISTOTELES und den Hinweis auf HEIBERG vgl. SZABO [19, S. 58 bzw. S. 61] oder 
auch HEATH'S Kommentar zu II, 14.) Die De anima-Stelle wird yon HEmERG und 
SZABO als Beleg far die Prioritat yon VI, 13 vor II, 14 gewertet, was wohl allgemein 
akzeptiert ist. (Vgl. auch NEUENSCHWANDER [14, S. 371/72].) Ich meine, man kann 
hier noch etwas welter gehen. O. BECKER schreibt in einem analogen Zusammen- 
hang [I, S. 330] fiber eine Stelle aus der Zweiten Analytik, an der ARISTOTELES 
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die Vertauschung der Innenglieder einer Proportion (enallax, V, 16) erw/ihnt: 
,,An dieser Stelle ist in erster Linie h6chst bemerkenswert die Erw~ihnung des 
enallax-Satzes V, 16. An und fi~r sich k6nnte das ein beliebiges Beispiel sein. Be- 
denkt man aber, dab dieser Satz geradezu der Schltisselsatz fiir die Proportionen- 
theorie der Gruppe B ist, so wird die Annahme seiner NoB zuffdligen Erw~ihnung 
sehr unwahrscheinlich. Ebenso wie Aristoteles in der Topikstelle [mit] VI, 1 einen 
fundamentalen Satz der anthyphairetischen Theorie nicht zuf/illig herangezogen 
haben kann. In beiden F/illen wurden vielmehr den H6rern seiner Pragmatie 
bekannte und wichtige Beispiele in Erinnerung gebracht, diese Ausfiihrungen sind 
zugleich Anspielungen auf beriihmte wissenschaftliche Fragen der Zeit." Diese 
Einsch~itzung BECKERS wird in unserem Fall noch unterstrichen dadurch, dab 
ARISTOTEL~S sich sogar an zwei verschiedenen Stellen auf den tetragonismos 
bezieht. Es war also fiir ihn eine bekannte Streitfrage, ob man den tetragonismos 
mit oder ohne Proportionen behandeln soll, wobei er wohl fiir die Proportionen 
Partei ergreift. 

Die Konstruktion der mittleren Proportionalen war den Griechen schon sehr 
friih gel/iufig, wie man z.B. den Oberlegungen des HIPPOKRATES yon Chios zur 
Wiirfelverdopplung entnehmen kann. Es gibt in der Tat Hinweise aus der Archi- 
tektur, nach denen die mittlere Proportionale beim Tempelbau schon gut einhun- 
dert Jahre vor HIPPOKRATES verwendet wurde. Der 540 gebaute Apollontempel 
in Korinth ist das ~lteste bekannte Beispiel einer bewuBten Proportionierung 
yon Grund- und AufriB. Die Verh~iltnisse sind 

L~inge: Breite = Breite: H6he 

25 : 10 = 10 : 4 

(Nach KNELL [9, S. 28f].) Nur wenig jiinger ist der ebenfalls mit 

L/inge: Breite = Breite: H6he 

gebaute Athenatempel in Paestum [9, S. 96]. Der Parthenon in Athen hat die ent- 
sprechenden Proportionen mit 

81:36 = 36:16. 

Linen Hinweis auf den tetragonismus enthNt m6glicherweise auch die durch 
PHNIUS iiberlieferte Beschreibung der Statuen des Polyklet (t~itig etwa etwa 
450-410) als ,quadrata' oder ,tetragona', was yon GroB in PAULY [16, Bd. 4, 
Sp. 1002] auf deren Proportionierung bezogen wird. 

A@C 
0 

Fig. 3 
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III. Die Sfitze tiber fthnliche Kreisabschnitte aus dem III. Buch diskutieren wir 
nach der Ftinfeckskonstruktion, um hier den Gedankengang nicht zu unterbre- 
chen. 

III, 35 S e h n e n s a t z .  Um den Kontrast  zum Beweis bei EUKLID herauszuarbeiten, 
erinnern wir kurz an den tiblichen Beweis mit Ahnlichkeitsargumenten. Die Drei- 
ecke A B E  und D C E  sind winkelgleich, denn bei E haben wir Scheitelwinkel 
(I, 15) und die Winkel bei A und D liegen im gleichen Abschnitt (III, 2t), die letz- 
ten Winkel sind dann nach I, 32 gleich. Nach VI, 4 gilt dann 

B E  : A E  = E C  : E D  , 

also mit VI, 16 
A E .  E C  = B E .  E D ,  

die Behauptung des Sehnensatzes. - Lesen wir dagegen den Beweis yon EtJKHD, 
SO finden wir eine ghnliche Argumentation wie bei II, 14 mit II, 5 und dem Satz 
yon PYTHAGORAS, nur daB im Fall III, 35 der Ahnlichkeitsbeweis in keiner Weise 
als Vorlage in Frage kommt. Der Beweis yon III, 35 ist in hohem MaB originell. 
Insbesondere werden die SS_tze fiber Winkel im Kreis, welche III, 35 unmittelbar 
vorangehen, ignoriert. Die wesentliche Aussage des Beweises ist II, 5 ~ III, 35, 
unter Verwendung yon I, 47. 

Der H6hensatz ist ein einfacher Spezialfall des Sehnensatzes. Wir brauchen 
in der nebenstehenden Figur nur B E  = E D  zu beachten und erhalten A E  . E C  

= E l )  2. Ziehen wir die oben nachgewiesene Aquivalenz yon II, 5 mit dem H6hen- 
satz heran, so k6nnen wir den Beweis yon III, 35 so interpretieren: Der Spezialfall 
, ,H6hensatz" reicht aus, um den allgemeinen Sehnensatz zu beweisen - eine 
iiberraschende und interessante Einsicht! 

@ A, C 

B 

Fig. 4 

Nehmen wir die yon uns nachgelieferten trivialen Implikationen mit den schwie- 
rigeren Beweisteilen von Euklid zusammen, so erhalten wir insgesamt die .~qui- 
valenz 

H6hensatz ~=> II, 5 e=~ Sehnensatz. 

Bei Einbeziehung der Ahnlichkeitsgeometrie sind alle drei Aussagen wiederum 
zur Konstruktion der mittleren Proportionalen ~iquivalent. 

Es ist noch anzumerken, daB der Satz III, 35 bei EIJKLID im weiteren Text der 
,,Elemente" nirgends zitiert wird, wie man NEUENSCItWANDERS Schema [14, S. 338] 
entnimmt. 
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III, 36/37 Sekanten/Tangentensatz. Der Satz III, 37 ist die Umkehrung yon III, 36, 
sein Beweis stiitzt sich im wesentlichen auf III, 36. Deshalb k6nnen wit uns auf 
III, 36 konzentrieren. Im Beweis wird zuerst der Fall der dutch den Mittelpunkt 
gehenden Sekante behandelt. Hier (wie auch in der allgemeinen Situation) wird 
mit der Fl~ichenanlegung II, 6 und dem Satz von PYTHAGORAS nach der gleichen 
Methode wie im Beweis des Sehnensatzes gearbeitet. Auch hier kann der Ahnlich- 
keitsbeweis nicht zur Entwicklung der Beweisidee herangezogen werden. Ganz 
offenbar stammen beide Beweise - wie auch der yon II, 14 - aus einer Hand. 
Ahnlich wie beim Sehnensatz kommt man hier zu dem Resultat 

II, 6 <=~ III, 36. 

Mit dem Sekanten-Tangentensatz kann man die stetige Teilung (in bekannter 
Weise) einfach konstruieren. Man braucht es nur so einzurichten, dab DB gleich 
dem Durchmesser CA des Kreises ist, und erh~ilt CA 2 = DC(CA + DC). 

B 

0 
Fig. 5 

Der Sekanten-Tangentensatz spielt eine wesentliche Rolle bei der Konstruk- 
tion des regelm~i6igen Ftinfecks in IV 10/11, aber auch nut  an dieser einzigen Stelle 
innerhalb der ,,Elemente", wie NEUENSCHWANDER [14, S. 378] betont. 

IV, 2 Einem gegebenen Kreis soll ein mit einem gegebenen Dreieck winkelgleiches 
Dreieek einbesehrieben werden. - Diese Aufgabe hat zwei verschiedene Funktio- 
nen. Einmal entspricht sie der Systematik von Buch IV, wo auch Quadrate, Ftinf- 
ecke, Sechsecke in Kreise einbeschrieben werden. Beim Dreieck kann man dabei 
v o n d e r  Bedingung der Regelmfd3igkeit absehen. Zum anderen dient sie als Hilfs- 
mittel bei der Konstruktion des regelm~iBigen Ffinfecks in IV, 11. 

Vor der Konstruktion EUKLIDS 16sen wir die Aufgabe mit anderen Mitteln. 
Da ein Dreieck in einen Kreis einzuzeichnen ist, wird man dem Unkreis des an- 
gegebenen Dreiecks benutzen. Das bedeutet einen Vorgriff auf IV, 5, der aber be- 
langlos ist, weil IV, 5 nicht von IV, 2 abh~ingt. ,,Vergr6Bert" man nun das gege- 
bene Dreieck im VerNiltnis Umkreisradius: Radius des gegebenen Kreises, so 
ist die Aufgabe im wesentlichen gel6st. - EUICLID dagegen benutzt den Satz 
vom Sehnen-Tangentenwinkel zu einer knappen, auBerordentlich eleganten L6- 
sung. Obwohl es sich hier der Sache n a c h u m  zueinander ~ihnliche Dreiecke han- 
delt, ist der Rtickgriff auf die S~itze fiber Winkel im Kreis so iiberzeugend, dab 
man an der bewul3ten Vermeidung von Proportionen zweifeln kann. 
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IV, 10 Die Konstruktion eines gleichsehenkligen Dreiecks mit Winkeln yon 36 °, 
72 °, 72 °. Die Konstruktion geht aus yon einer in C stetig geteilten Strecke AB 
mit A B .  BC = A C  2. Ftir das gleichschenklige Dreieck ABD mit AB = A D  
und DB = A C  soll die Behauptung bewiesen werden. Wie man den Rtickgriff 
auf III, 37 und III, 32 im Beweis durch einfache .~hnlichkeitsbetrachtungen erset- 
zen kann, steht bei N~U~NSCHWAND~R [14, S. 374]. 

IV, 11 Die Konstruktion des regeImiifligen Fiinfecks. Bei diesem Kernsttick des 
IV. Buches ist die Vermeidung yon Proportionen im Zubringer IV, 10 angesiedelt, 
doch lohnt sich eine globale Betrachtung. Die folgende Obersicht tiber die zu 
IV, 11 ftihrende Argumentationskette sttitzt such auf NEUENSCttWANDERS Tabelle 
[14, S. 329-334], jedoch sind in diesem Zusammenhang weniger wichtige SS.tze 
wie I, 32 unterdriickt, um das Diagramm nicht zu tiberladen. 

WinkelsWze 
om Kreb 

32 

Wie sich der Beweisgang hier an einzelnen Stellen vereinfacht, wenn Proportionen 
nicht vermieden werden, zeigt sich insbesondere in III, 36 und IV, 10. Zieht man 
dagegen die Proportionen von Anfang an in Betracht, so ergibt sich ein ganz ande- 
res Bild. Die zentrale Rolle spielen dann die S~itze VI, 4/5 tiber die Ahnlichkeit 
von Dreiecken, etwa so zusammengefaBt: Dreiecke sind winkelgleich (,haben die 
gleiche Gestalt') genau dann, wenn die Seiten um entsprechende Winkel in Pro- 
portion stehen. Hieraus folgt der Satz fiber die Winkelhalbierende im Dreieck 
VI, 6 und via VI, 8 der Satz yon PYTHAGORAS. Man h~itte dann etwa folgendes 
Schema: 
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Selbstverstfindlich ist dies nut einer yon vielen Wegen zur Fanfeckskonstruktion. 
Aufjeden Fall ist aber die L6sung dieser Aufgabe unter Einbeziehung yon A_hn- 
lichkeitsargumenten wesentlich einfacher als in der yon EUKLIO pr/isentierten 
Weise. 

Zum SchluB sei noch auf die zweite, yon Buch IV unabhS.ngige Konstruktion 
des regelm~igigen Fiinfecks im Kontext der Dodekaederkonstruktion XIII, 17 
hingewiesen. 

III, Def. 11 und III, 23/24 ft'hnliche Kreisabschnitte. An dieser Stelle in Buch III 
kommt der ,~hnlichkeitsbegriff explizit zur Sprache. Def. 11 sagt: ,,~hnliche 
Kreisabschnitte sind solche, die gleiche Winkel fassen, oder in denen die Winkel 
einander gleich sin&" Wie vielfach bemerkt, setzt diese Definition den Periphe- 
riewinkelsatz voraus. Es wird mit einer (relativ) verborgenen Invarianten statt 
mit dem n~iherliegenden Sehnen-Tangentenwinkel gearbeitet. (Vgl. v. FRITZ [5, 
S. 448/49] und MILLER [13, S. 195f].) Das mathematische Reflexionsniveau ist 
wesentlich h6her als bei der Definition des HIPPOKRATES yon Chios, die bei v. D. 
WAERDEN [21, S. 218] wiedergegeben ist. - Die bei NErOENSCIaWANDER [14, 
S. 370/71] erhobenen Bedenken gegen die Exaktheit der Beweise yon III, 23/24 
sind dutch v. FRITZ [5, S. 449f.] ausgerftumt. NErOENSCI~WANDER konstatiert 
S. 376/77 explizit den pythagoreischen Ursprung und die sp~itere Oberarbeitung 
dieser S[itze. 

III, 30 Einen gegebenen Bogen zu halbieren. Der einfache Beweis hS.tte auch per 
Winkelhalbierung mit einem Hinweis auf VI, 33 (B6gen verhalten sich wie Mittel- 
punktswinkel) geftihrt werden k6nnen, doch fiillt es in dieser Situation schwer, yon 
der Vermeidung yon Proportionen zu sprechen. Dazu kommen die Schwierigkei- 
ten beim Beweis yon VI, 33, die in HEATH'S Kommentar vermerkt sind. (M.E. 
handelt es sich beim Beweis yon VI, 33 um eine unbedachte Obernahme der Eudo- 
xischen Begriffe aus Buch V, w~ihrend die korrekte Beweisfahrung mit einem 
Wechselwegnahme-Argument, wie es far VI, 1 bekannt ist, zu erfolgen hfttte. 
MILLER [13, S. 203] sagt zum Beweis: ". . .  it seems reasonably clear that Euclid 
has lost sight of the concrete geometric sense of his argument.") 

Diskussion des Materials 

Die Beweismnster der aufgezfthlten SS.tze gestatten die Einteilung in zwei deut- 
lich getrennte Typen, yon denen der erste noch einmal zu unterteilen w~ire. Zuerst 
handelt es sich um offenbare Modifikationen yon Beweisen aus der Ahnlichkeits- 
geometrie. MILLER [13, S. 173] konstatiert zu I, 47, II, 11 und II, 14: "In each 
case of the proof the earlier proposition appears to be a reworking of the proof 
of the later". Ebenso wird man mit NEUENSC~IWANDER IV, 10 beurteilen. Dagegen 
k6nnte man bei der stetigen Teilung II, 11 wie schon in der Besprechung gesagt, 
eher yon einer Konzentration aufs Wesentliche sprechen. Dies scheint mir ebenso 
auf I, 44 zuzutreffen, und wie HEATH warde ich hier einen Rackgriff auf noch 
~iltere pythagoreische Beweismuster sehen und nicht eine Oberarbeitung etwa yon 
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VI, 30 zu II, 11. THAER vermutet [3, S. 437] aus sprachlichen Griinden verschie- 
dene Vorlagen ftir II, 11 und VI, 30. 

Der zweite Typ besteht aus den Beweisen yon III, 35/36. Obwohl die virtuose 
Kombination der Flftchenantegung II, 5/6 mit dem Satz yon PYTHAaORAS I, 47 
in II, 14 vorbereitet wird, ist ein Vorbild in der Ahnlichkeitsgeometrie nicht aus- 
zumachen. 

Beide Beweistypen sind allerdings durch II, 14 und IV, 10 so eng miteinander 
verflochten, dal3 mir die Annahme eines einzigen Autors dieser Beweise unumg/ing- 
lich erscheint. (VAN OER WAEROEN [23, S. 357] weist auf die M6glichkeit eines 
altpythagoreischen Beweises yon III, 35 mit II, 5 und I, 47 hin.) 

Eine Eigenart dieses Autors scheint mir bei der Verwendung der Winkels/itze 
am Kreis hervorzutreten. In III, Def. 11, IV, 2 und IV, 10 tritt uns ein gewisses 
,,Um-die-Ecke-denken" entgegen, bei dem nicht naheliegende, aber tiberaus ele- 
gante Schliisse mit Hilfe der Winkels~itze vollzogen werden. In diese Kategorie 
geh6rt auch der Beweis von III, 22 tiber das Kreisviereck. 

Damit tritt uns die Person des Autors, der nach PROKLOS' Aussage in seinen 
,Elementen' die Proportionen vermied, schon etwas deutlicher entgegen. Er hatte 
ein umfangreiches Material vorliegen, in der Tat wohl die gesamten Bticher I-IV, 
das er nach einem speziellen methodischen Gesichtspunkt bearbeitet hat. Dabei 
bedient er sich, auch in den Beweisen yon III, 35/36, pythagoreischer Muster oder 
Hilfsmittel. Eine gewisse Ausnahme im Stoff m6gen die ParalMentheorie I, 27-31 
und die Parallelogrammtheorie I, 33-45 bilden, wie die Untersuchungen yon 
NEUENSCHWANDER [14, S. 363-367] nahelegen. Die fiir den Beweis yon I, 47 
wichtigen Fl~ichens~itze I, 36/37 kann man sich leicht in der yon NEUENSCHWANDER 
[14, S. 368] vermuteten Form far Rechtecke vorstellen, in der sie auch in I, 47 
gebraucht werden. 

Die weiteren Ergebnisse von NEUENSCHWANDER [15] und VAN D~R WAERDEN 
[23, S. 337f.], [22] in bezug auf den Ursprung der Bticher I-IV bleiben in diesem 
Zusammenhang unbertihrt, denn unsere Untersuchungen betreffen ein Zwischen- 
stadium zwischen den yon diesen beiden Autoren untersuchten Vorformen und 
der Endfassung bei EUKLID. Nur zwei Bemerkungen seien noch angeftigt. 

Die erste betrifft die Zitierweise in den Btichern I-IV, insbesondere den Winkel- 
summensatz I, 32. Die enge Verflechtung der Bticher durch viele, z.T. w6rtliche 
Zitate ist yon NEUENSCHWANDER [14] herausgearbeitet worden und spricht eben- 
falls fiir einen einzigen Autor. VAN DER WAERDEN [23, S. 339/41] stellt einen Stil- 
vergleich zwischen dem Beweis bei EUKLtD I, 32 und einem durch EUDEMOS (bei 
PROKLOS) tiberlieferten Beweis desselben Satzes durch die Pythagoreer an. Der 
ftir uns wesentliche Unterschied ist die Aussage bei EUKLID, dab der Auf3enwinkel 
am Dreieck der Summe der beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel gleich ist. 
Priift man die Zitate dieses Satzes bei spfiteren Gelegenheiten, wie sie bei Neuen- 
schwander aufgelistet sind, so ergibt sich: Vom Aul3enwinkel wird nur in den 
Biichern III und IV Gebrauch gemacht (in III, 20/31/32 und IV, 10), die insgesamt 
8 Zitate in Buch VI sagen dagegen immer nur: Wenn in zwei Dreiecken zwei Win- 
kel gleich sind, so auch die dritten. Da der Aul3enwinkel auch in IV, 10 verwendet 
wird, m6chte ich die Formulierung von I, 32 auch zu den ,,Elementen" rechnen, 
in denen Proportionen vermieden wurden. 

Die zweite Bemerkung betrifft das Buch IV insgesamt. Ein bei NEUENSCHWAN- 
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DER [14, S. 372] und VAN DER WAERDEN [23, S. 348] zitiertes Scholion sagt: ,,Die 
siebzehn Theoreme dieses Buches stammen von den Pythagoreern". Das Buch 
enth~ilt in seiner heutigen Fassung nur 16 S~itze. Zwei weitere kleine Unstimmigkei- 
ten betreffen die Definitionen IV, Def. 1, 2 fiber einander ein- und nmbeschriebene 
geradlinige Figuren, die im Buch iiberhaupt nicht benutzt werden, sowie die Def. 7 
fiber eine dem Kreis einbeschriebene Strecke, die der Stellung des betreffenden 
Satzes nach eigentlich an den Anfang geh6rte. Beachtet man den yon den anderen 
Bfichern der Elemente deutlich verschiedenen rigorosen Aufbau und das einheit- 
liche Thema des Buches, so kommt man zu dem Eindruck, dag hier ursprfinglich 
eine pythagoreische Monographie vorlag, die als Ganzes in die ,,Elemente" des 
Autors, der Proportionen vermied (oder eines noch frfiheren Autors), aufgenom- 
men wurde, aber auger der Modifikation yon IV, 10 durch diesen Autor im Laufe 
der verschiedenen Ubertragungen noch andere kleinere Ver~inderungen erfahren 
hat. Auf die stilistischen Unterschiede des IV. yon den anderen Bfichern weist 
schon PROKLOS hin [17, S. 222]. Selbstverst~indlich setzt eine solche Monographie 
einen Bereich elementarer Kenntnisse voraus, die ohne weiteres benutzt werden 
k6nnen, z.B. die Winkels~itze am Kreis. 

Der Autor und seine Motive 

Vordergrfindig ist ein Motiv ffir die Vermeidung von Proportionen in EUKLIDS 
Bilchern I-IV leicht anzugeben: Die Proportionentheorie wird erst im (Eudoxi- 
schen) Buch V entwickelt, daft also vorher nicht benutzt werden. Die lange Liste 
der Autoren, die dies bemerken, aufzuz/ihlen, erfibrigt sich. (Der erste ist PROKLOS, 
z.B. in den Kommentaren zu I, 38 und I, 47.) VAN DER WAERDEN [21, S. 322] 
und NEUENSCHWANDER [14, S. 371] filhren didaktische Grfinde an: So k6nnen auch 
mittelm~iBige Schiller wenigstens die ersten vier Bficher in sich aufnehmen. - 
Das mag so sein, wirkt aber eigentlich doch nicht ganz fiberzeugend. In dieser 
Hinsicht b6ten sich auch anderen Arrangements an, und insbesondere die Beweise 
yon III, 35/36 sind in der vorliegenden Fassung viel schwieriger als unter Verwen- 
dung von Proportionen. Wenn didaktische Grilnde ausschlaggebend waren, warum 
wurde dann der Sehnensatz III, 35 nicht ins Buch VI verlegt, zumal er fiberhaupt 
nirgends mehr gebraucht wird ? (.~hnlich fragt MILLER [13, S. 240].) Warum wurde 
am Ende yon Buch I nicht die einfachere Rechtecks-Theorie beibehalten? 

KNORR schreibt die proportionenfreie Theorie insbesondere der Bficher I 
und III schon H~PVOKRATES von Chios zu [10, S. 306]. Er sagt weiter: "The 
gratuitons assumption of a primitive form of congruent geometry based on 
proportions, later supplanted by Euclid for formal reasons, has no supporting 
documentation; moreover, it reverses what we would expect to be the natural 
mode of developement: from the elementary congruent-form to the more refined 
similar-form." Beide von KNORR angeffihrte Argumente sind nicht stichhaltig. 
Zun~ichst hat wohl niemand behauptet, die gesamte Kongruenzgeometrie sei auf 
der Ahnlichkeitsgeometrie gegrilndet gewesen. Dann haben wir PROKLOS' Aus- 
sage fiber die proportionenfreien ,,Elemente" als Dokumentation. SchlieBlich ent- 
spricht die heute fibliche systematisch-deduktive Behandlung der Kongruenz- 
geornetrie vor der ~hnliehkeitsgeometrie nieht der natfirlichen Entwicklung der 
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Geometrie. Alle Pl~ine von Architekten, die schon lange vor einer formalen 
Mathematik in Gebrauch waren, beruhen auf dem Ahnlichkeitsprinzip. (Zum 
Komplex ,,gleich und iihnlich" siehe auch yon FRITZ [5].) KNOm~ selbst bemerkt 
in einer Arbeit zum X. Buch EUKLIDS [11, S. 56]: "It is a notorious aspect of 
the classical geometry, and surely of other periods in mathematical history, that 
the order of formal presentation of results frequently, if perhaps not invariably, 
alters the order of discovery." 

M6glicherweise kam der Anstog zur Entwicklung der proportionenfreien Theo- 
rie yon einer ganz anderen Seite. Wir kommen zu einer zeitlichen Fixierung durch 
die Bemerkungen des ARISTOT~LES ZU II, 14, nach denen es eine kontroverse 
Diskussion um die Benutzung yon Proportionen gegeben hat. ARISTOTELES hatte 
wahrend seiner Zeit an PLATONS Akademie (N366-348) engen Kontakt mit der 
aktuellen mathematischen Forschung. Zur gleichen Zeit arbeitete PLATON an 
seinem ,Timaios', der in grol3em Mal3e altpythagoreisches Gedankengut wieder- 
gibt. Genau das gleiche Gedankengut tritt uns bei der proportionenfreien Fassung 
der aufgeffihrten Beweise entgegen. Wenn yon hier aus eine Anregung - etwa 
bei II, 14 oder II, t 1 - gegeben war, so ist unschwer vorstellbar, wie erste Er- 
folge eine eigene Dynamik entwickeln und die Theorie weiter vorangetrieben 
wurde bis zu einem so fiberragenden Ergebnis wie der proportionenfreien Ffinf- 
eckskonstruktion. Die um die gleiche Zeit begonnene Ausarbeitung der allgemei- 
nen Proportionentheorie durch EUDOXOS und seine Schule mag nun als zweites, 
verstfirkendes Motiv hinzukommen. Man will sehen, was man ohne dies schwierige 
Werkzeug leisten kann. Dabei ist die bewugte Beschr~inkung der Hilfsmittel der 
griechischen Mathematik durchaus gel/iufig: Die Geometrie mug ohne Einschiebe- 
konstruktionen mit Zirkel und Lineal auskommen, der Gebrauch des Zirkels ist 
sogar noch eingeschr~inkt. Am Anfang von Buch I wird ohne Parallelen gearbei- 
tet. TOOMER [20, S. 37] berichtet von einem neu aufgefundenen Text von PAPPOS, 
in dem mit einer einzigen festen Zirkel6ffnung konstruiert wird. PROKLOS [18, 
S. 217] spricht fiber den AusschluB yon Widerspruchsbeweisen. 

In Anbetracht der etwa gleichzeitigen Bemhhungen der Schule des EuDoxos 
um die allgemeine Proportionentheorie bot es sich nun an, ein Lehrbuch mit den 
neu gewonnenen Ergebnissen in seinen ersten Teilen proportionenfrei aufzubauen, 
wobei natfirlich auch der berechtigte Wunsch nach einer angemessenen Pr~isenta- 
tion der eigenen Ergebnisse eine Rolle gespielt haben wird. 

Hier stellt sich die Frage, ob man den Autor der proportionenfreien Elemente 
auch namentlich fixieren kann. Ober die Mathematiker in der Akademie erhalten 
wir via PROKLOS dutch EUDEMOS Auskunft [18, S. 212/13]. Nach den etwas ~ilteren 
EUDOXOS, AMYNTAS, MENAICHMOS und DEINOSTRATOS werden THEUDIOS von 
Magnesia, ATHENA~OS, HERMOTIMOS und PH~L~VPOS yon Medma genannt. Ober sie 
heil3t es: ,,THEUDIOS ferner aus Magnesia war hervorragend auf dem Gebiete der 
Mathematik und der anderen Wissenschaften. Denn er brachte die Elementar- 
lehre in ein geordnetes System und gab vielen definitionsartigen Bestimmungen 
eine allgemeinere Fassung (oder: vielen speziellen S~itzen). Auch der Kyzikener 
ATHENAIOS, der derselben Zeit angehiSrt, machte sich durch seine Leistungen auf 
dem Gebiete der anderen mathematischen Disziplinen und besonders der Geo- 
metrie einen Namen. Alle diese lebten miteinander in der Akademie und betrieben 
gemeinsam ihre Forschungen. HERMOTrMOS aber yon Kolophon entwickelte die 
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Ergebnisse des EuDoxos und THEAITETOS weiter, leistete einen betrftchtlichen 
Beitrag zu den ,,Elementen" und schrieb einiges tiber (geometrische) Orter. PHILIP- 
VOS yon Medma ferner, PLATOHS Schtiler und yon diesem zum Studium der Mathe- 
matik angeregt, betrieb seine Forschungen nach Anleitung PLATOHS und stellte 
sich nur solche Aufgaben, yon denen er sich eine F6rderung der platonischen 
Philosophie versprach. Bis auf diesen herab ftihren die Geschichtsschreiber die 
Entwicklung dieser Wissenschaft zuriick. Nicht viel jtinger als diese ist EUKLID...". 
HERMOTIMOS und PHILIVVOS werden spezielle Leistungen zugeschrieben, welche 
aul3erhalb unseres Themas liegen. ATHEHAIOS stammt aus Kyzikos, wird also der 
Schule des EUDOXOS zuzurechnen sein. Es bleibt THEUDIOS, der ,,Elemente" 
schrieb und dabei entweder ,vielen Definitionen' oder ,vielen speziellen S/itzen' 
eine allgemeinere Fassung gab. Eine Entscheidung zwischen den beiden Lesarten 
ist nach YON FRITZ [6] nicht m6glich. Glticklicherweise wiirden aber beide auf 
einen Autor passen, der, wie wir gesehen haben, einen betr/ichtlichen Teil des ihm 
vorliegenden Materials umarbeitete. Zur Vermeidung yon Proportionen waren 
sowohl Definitionen wie auch S/itze neu zu fassen. (MORROW [17, S. 56] liest in 
seiner ~bersetzung nur "many partial theorems", ohne seine Entscheidung zu 
begriinden.) Allerdings bietet sich ftir die Lesart ,,vielen speziellen S~itzen" noch 
eine weitere Interpretation an. Es gibt m.E. nur eine klar identifizierbare Passage 
bei EUKLID, die offenbar aus ,Verallgemeinerungen spezieller S/itze' besteht: Die 
Parallelogrammtheorie am Ende des I. Buches, evtl. mit einigen Satzen des 
VI. Buchs. NEUEHSCHWANOER [14, S. 364-367] weist darauf hin, dab hier offenbar 
Verallgemeinerungen yon S/itzen tiber Rechtecke vorliegen. Er kommt durch Ver- 
gleich mit den stereometrischen Btichern zu dem Schlul3, dab wahrscheinlich 
EUDOXOS der Autor der Verallgemeinerungen ist. Trifft dies zu, so hiitten die betref- 
fenden S~itze dem TIJEUDIOS wohl zur Verftigung gestanden und wir k6nnten 
ihn mit hoher Wahrscheinlichkeit, als denjenigen Autor identifizieren, welcher die 
proportionenfreien ,,Elemente" schrieb. 

Schon HEIBERG [8, S. 3/4] nennt THEUDIOS als unmittelbaren Vorg~inger EUKLIDS, 
ebenso HEATH [7, Vol. 1, S. 117]. HEIBERG rechnet HERMOTIMOS und PHILIPPOS 
zur Generation des ARISTOT~LES und THEU3IOS ZU der diesen unmittelbar voran- 
gehenden Gruppe yon Schiilern PLATOHS. Er hat in der Arbeit [8] versucht, aus 
den mathematischen Stellen bei AmSTOTELES Aufschltisse tiber THEUDIOS' Elemente 
zu erhalten. Die Ergebnisse tiberzeugen nicht, auch vow FRITZ [6] beurteilt den 
Versuch als wenig erfolgreich. HEIBERG sagt explizit ..... die Elemente Euklids 
bieten nur sp~irliche Handhaben ftir Rtickschltisse auf die Vorarbeiten" [8, S. 4], 
eine Meinung, die sicher durch viele seither geschriebene Untersuchungen wider- 
legt ist und die auch im direkten Gegensatz zur vorliegenden Arbeit steht. 

Zusammenfassung 

Sehen wir zun/ichst noch einmal das Material der Bticher I-IV im Einzelnen 
an. Im I. Buch finden wir nach NEIUENSCHWANDER [14, 15] und VAN DER WAERDEH 
[22] viel Material, das bis auf HIPPOKRATES von Chios bzw. die Pythagoreer zu- 
riickgeht. Jtingeren Datums sind die Parallelenlehre I, 27-I, 31 mit dem dazugeh6- 
rigen Parallelenaxiom (Post. 5) aus der Zeit kurz vor EUKLID [14, S. 363], die Par- 
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allelogrammtheorie I, 33-45 yon Euooxos  oder aus der Gruppe der mit ihm 
zusammenarbeitenden Mathematiker [14, S. 366/67] und schlieBlich der Satz yon 
PYTHAGORAS mit dem Beweis yon EUKLID oder seinem Vorg~inger. 

Das II. Buch in seiner heutigen Fassung wurde yon THEXTET noch nicht be- 
nutzt, wie man mit VAN DER WAERDEN [21, S. 283] aus dem Anfang yon Buch XIII 
schliel3en kann. FOWLER [4, S. 26/27] interpretiert Buch II als knappe Zusammen- 
fassung der mit Wechselwegnahme begrtindeten, evtl. yon THE;~,TET benutzten 
Proportionentheorie, die insbesondere auch ftir Buch X wichtig ist, an dem THEX- 
TET und HERMOTIMOS gearbeitet haben. Es mag den Satz yon PYTHAGORAS als 
Satz 8.a und weitere Sfttze enthalten haben, die uns verloren sind. Dies betrifft 
wohlgemerkt nur die Abfassung yon Buch II, einzelne dort aufgefiihrten S:itze, 
wie II, 5, 6, 14 sind sicher erheblich ~ilter. (II, 1 ist nach Neuenschwander [14, 
S. 371] eine sp:itere Hinzufiigung, und II, 11-14 unterscheiden sich sprachlich 
vom Rest.) 

Buch III ist in seinen Hauptbestandteilen alt [14, S. 374-78]. 
Buch IV ist, wie schon gesagt, im wesentlichen pythagoreisch und nach meiner 

Einsch~itzung eine Monographie, die elementaren Stoffwie den Peripheriewinkelsatz 
als bekannt voraussetzte. 

Wie viel von diesem Material schon in den ,,Elementen" des LEON enthalten 
war, mug often bleiben. Nach der durchgefiihrten Analyse scheint es mir sicher, 
dab jedenfalls die Biicher I I - IV in ihrer heutigen Form zu den Elementen des 
THEUDIOS geh6rten. (Evtl. mit Ausnahme von Kleinigkeiten wie II, 1.) Er war der 
Autor, der bei derAbfassung seiner ,,Elemente" den Proportionen aus demWege 
ging, und die Beweise yon II, 14, III, 36/37, IV, 10 in ihrer heutigen Fassung sind 
ihm zuzuschreiben. 

Hinsichtlich des Endes yon Buch I bleiben Zweifel. Die Parallelens~itze m6gen 
sp~iter sein. Die Paralleleogrammthorie k6nnte bei THEVDIOS gestanden haben 
oder auch nicht. Der Beweis des Satzes yon PYTHAGORAS allerdings paBt so gut 
zu den Biichern II-IV, dab ich PROI:LOS dahingehend interpretieren m6chte, dab 
ECrKLID den Beweis in die ,,Elemente" aufnahm, aber nicht selbst verfal3te. 
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