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U N  P R O C E S S U S  D ' A P P R E N T I S S A G E  D U  C O N C E P T  

D ' A I R E  D E  S U R F A C E  P L A N E  

(A Learn ing  Process for the Concept  o f  Area  of  Plane Surfaces) 

ABSTRACT. A learning process is built for the concept of area of plane surfaces, for pupils 
9-12 years old. It is based on the following hypotheses: 

- developing the concept of area as a magnitude helps the pupils to establish relations 
between the geometrical and the numerical setting. 

- early identification between magnitudes and numbers induces confusion between length and 
area. 
This learning process has been implemented in two classes (9-10 years, 10-11 years). Pupils 

have been observed in class, in interviews and through written tests. The results of these 
observations are presented. 

RI~SUMI~. On construit un processus d'apprentissage du concept d'aire de surface plane, 
pour des 616ves de 9-12 ans. I1 s'appuie sur les hypoth6ses suivantes: 

- d6velopper le concept d'aire, en tant que grandeur, aide les 616yes ~t 6tablir des relations 
entre les cadres g6om6trique et num6rique. 

- une identification pr6coce entre les grandeurs et les hombres am6ne les 616yes fi faire des 
confusions entre longueurs et aires. 
Ce processus d'apprentissage a 6t6 exp6riment6 dans deux classes (9-10 ans et 10-11 alas). 

Les 616yes ont 6t6 observ6s en classe, dans des entretiens et fi travers des tests 6crits. On donne 
ici les r6sultats de ces observations. 

INTRODUCTION 

L 'obje t  de ce travail  est l '6tude de la cons t ruc t ion  de la no t ion  d 'a i re  chez 

des 616ves du  tou r s  moyen  ( C M 1 - C M 2 ,  9 -11  arts). 

L 'objec t i f  de l ' ense ignement  que nous  cherchons ~ mettre  sur pied est 

d 'associer  u n  n o m b r e  au  m a x i m u m  de surfaces, en part iculier  ~ t o u s l e s  

polygones et les disques de fa~on ~ pouvoi r  faire des compara i sons  et des 

calculs. Cependant ,  pou r  d6finir une  appl ica t ion mesure  entre  surfaces et 

nombres  avec sut t i samment  de sens pour  les 616ves, nous  faisons rhypoth6se  

qu ' i l  faut  d ' a b o r d  construire  l 'aire comme grandeur  a u t o n o m e  en distin- 

guan t  aire et surface aussi bien qu 'a i re  et nombre .  

U n  autre  de nos  objectifs est de diff6render aire et longueur  avan t  m~me 

d ' avo i r  un  moyen  de mesurer  les aires, en part iculier  de diff6rencier aire et 

p6rim&re que les 616ves on t  tendance  ~i amalgamer:  en effet, pou r  les 616ves, 

le p6rim6tre est une  autre  "mesure"  de la surface. Nous  re tardons  l ' identifi- 

ca t ion entre  aire et n o m b r e  a v ~  l 'hypoth6se q u ' u n e  identif icat ion pr6coce 
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entre grandeurs et nombres favorise l 'amalgame des diff6rentes grandeurs 
en jeu (ici aire et longueur). 

Nous avons 6labor6, dans le cadre th6orique de "dialectique outil-objet et 
jeux de cadres" (R. Douady, 1984, 1987) une ing~nierie didactique c'est 
dire, un ensemble de s6quences d'apprentissage off sont fi l 'oeuvre nos 
hypoth6ses cognitives et didactiques. Nous avons r6alis6 cette ing6nierie 
dans deux classes (un CM1, un CM2). L'analyse des productions des 616ves 
en classe, au cours d'entretiens et fi des 6preuves 6crites a permis de d6gager 
les acquis, les difficult6s qui r6sistent et les difficult6s non pr6vues qui nous 
am6nent ~t faire de nouvelles hypoth6ses et ~t modifier les s6quences. 

Dans la premi6re partie, nous d6crivons le cadre th6orique, dans la 
seconde notre probl6matique et notre m6thodologie. L'ing6nierie didactique 
est expos6e dans la troisi6me partie. La quatri6me partie est consacr6e aux 
conceptions des 616ves. La cinqui6me partie donne les r6sultats de la 
recherche. 

I. CADRE THP~ORIQUE 

Des travaux de Piaget et de l'Ecole de psychologie sociale de Gen~ve (Doise 
Mugny, 1981; Perret-Clermont, 1979) nous retenons l ' importance de l'ac- 
tion (et pour nous, la recherche d'un probl~me), le r61e des "d6s~quilibres- 
r6~quilibrations", le r61e des conttits cognitifs entre interlocuteurs 
travaillant ensemble - ou ~i distance. 

En ce qui concerne les concepts math6matiques, nous les consid6rons 
d 'un double point de vue, outil et objet: 
- un concept est outil lorsque l'int6r~t est focalis6 sur l'usage qui en est fait 

pour r6soudre un probl~me ou poser des questions. Un m~me outil peut 
~tre adaptb ~ plusieurs probl~mes, ~ plusieurs outils peuvent &re adapt6s ~t 
un m~me probl~me. 

- un concept est objet lorsqu'il est consider6 d 'un point de vue culturel, 
qu'il a une place dans l'6difice structur6 des connaissances d 'un moment 
reconnues socialement. 
Nous disons qu'un blare a des connaissances en mathbmatiques s'il est 

capable d'en provoquer le fonctionnement comme outils explicites dans des 
probl~mes qu'il doit r6soudre, qu'il y ait ou non des indicateurs dans la 
formulation du probl~me, s'il est capable de les adapter lorsque les condi- 
tions habituelles d'emploi ne sont pas exactement satisfaites. 

En ce qui concerne l'apprentissage des 61~ves, nous consid6rons que le 
travail des concepts intervenant comme outils est cr~ateur de sens. Le 
travail portant sur l'objet permet la d~contextualisation, la capitalisation du 
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savoir. Un travail off interviennent de fa$on altern6e et interactive les aspects 
outil et objet des concepts doit permettre leur adaptation et leur r6investisse- 
ment dans des situations diff6rentes de celles qui les ont produits, qu'il 
s'agisse de situations 61abor6es dans la cadre scolaire ou d'occasions 
d'emploi hors de ce champ. 

Ce point de vue 6pist6mologique conduit fi une certaine organisation 
globale de l'enseignement dans la classe, la dialectique outil-objet, fond6e sur 
la recherche de probl6mes r6pondant/t plusieurs conditions. Cette dialec- 
tique se double d'une dialectique ancien-nouveau et fait intervenir de fa$on 
essentieUe des jeux de cadres propices au d6veloppement de ph6nom6nes 
d'accommodation. D6crivons cette organisation. 

1. Jeux de Cadres 

Nous disons qu'un cadre est constitu6 des objets d'une branche des math~- 
matiques, des relations entre les objets, de leurs formulations 6ventuellement 
diverses et des images mentales que le sujet asscocie/~ un moment donn6/t 
ces objets et ces relations. Nous admettons que les images mentales jouent 
un r61e important dans le fonctionnement comme outil, des objets du cadre. 
Deux cadres peuvent comporter les m~mes objets et diff6rer par les images 
mentales et la probl6matique d6velopp6e. Par ailleurs la familiarit6, l'exp6- 
rience peuvent conduire fi des conflits entre ce que le sujet attend et ce qui 
se produit effectivement et par suite fi renouveler ses images ou files faire 
6voluer. Nous concevons la notion de cadre comme une notion dynamique. 
Le changement de cadres est un moyen d'obtenir des formulations diff6rentes 
d'un probl6me qui, sans @tre n6cessairement tout /t fait 6quivalentes, 
permettent un nouvel acc6s aux difficult6s recontr6es et la mise en oeuvre 
d'outils et techniques qui ne s'imposaient pas dans la premi6re formulation. 

Les jeux de cadres sont des changements de cadres provoqu6s/t l'initiative 
de l'enseignant, fi l'occasion de probl6mes r6pondant aux conditions 
6nonc6es ci-dessous, pour faire avancer les phases de recherche et notam- 
ment pour 6laborer une filiation de questions pertinentes par rapport au 
probl6me pos6, lequel prend place dans une certaine situation d'apprentis- 
sage. I1 s'agit du d6roulement d'une proc6dure dans laquelle on peut 
distinguer trois phases: 

(1) Transfert et Interprbtation 

Les 616ves sont confront6s / tun  probl6me formul6 dans un certain cadre. 
Compte tenu de leurs connaissances, de leurs pratiques et habitudes, 
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l'examen qu'ils font du probl6me les conduit fi traduire tout ou partie dans 
un autre cadre et A y interpr&er certaines questions. Ce faisant, ils mettent 
en oeuvre des correspondances entre cadres diff6rents (entre objets et entre 
relations). 

(2) Correspondances Imparfaites 

Mais les correspondances entre les cadres sont partielles soit pour des 
raisons math6matiques, soit ~t cause des connaissances insuffisantes des 
616ves. La situation est source de d6s6quilibre. 

(3) Amelioration des Correspondances et ProgrOs de la Connaissance 

Etendre les correspondances peut conduire ~ d6finir de nouveaux objets, 
6tendre les relations connues et en d6finir de nouvelles. La communication 
entre cadres et en particulier la communication avec un cadre auxiliaire de 
repr6sentation favorise le processus d'accommodation. C'est un facteur de 
r66quilibration. 

Notons que les 616ves ont besoin d'une 6ducation ~t la pratique des 
changements de cadres pour que ceux-ci deviennent familiers et puissent 
remplir un r61e significatif dans l'apprentissage d'une notion ou d'une 
m6thode. Or la tendance dans l'enseignement ordinaire serait plut6t 
s6parer le travail dans les diff6rents cadres dont  les 616ves ont ~ connaitre. 
C'est pourquoi dans la dialectique outil-objet d6crite ci-dessous, un espace 
et un temps leur sont r6serv6s explicitement. Le choix des probl6mes est 
particuli&ement important h c e  propos. Ainsi, la formulation d'un pro- 
bl6me dans au moins deux cadres est-elle une condition retenue. 

2. Conditions sur les ProblOmes 

Les probl6mes que nous choisissons pour &re source d'apprentissage 
remplissent les conditions suivantes: 

(1) L'6nonc6, contexte et questions, a du sens pour les 616ves concern6s: 
- le contexte se r6f6re fi un domaine familier (dans ou hors 6cole). 

L'6nonc6 comporte des questions: pour les 616ves, la r6ponse n'est 
pas 6vidente, mais ils sont capables d'envisager ce que peut 6tre une 
r6ponse, et cela ind6pendamment de la capacit6 fi proposer une 
proc6dure d'acc~s et de validation. 

- Compte tenu de leurs connaissances, les 616ves peuvent engager une 
procgdure de r6solution et en contr61er les effets. 
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(2) Les 616ves ne peuvent pas r6soudre compl&ement le probl6me pour  des 
raisons qui peuvent ~tre tr6s diverses: la proc6dure envisag6e est trop 
longue, source d'erreurs, incompatible avec le temps donn6; il faudrait 
l'utiliser hors de son champ connu de validit6; elle ne marche pas hors 
du domaine familier de fonctionnement. I1 y a contradiction ou au 
moins conflit entre ce que l'616ve con~oit et ce que le probl6me lui 
r6clame. 

(3) Les connaissances vis6es par l'apprentissage (contenu ou m&hode) 
sont des outils adapt6s au probl6me. 

(4) le probl6me peut se formuler dans au moins deux cadres diff6rents. 
De plus, pour  que la r6solution du probl6me joue un r61e dans la 

construction de la connaissance de l'616ve, il faut que celui-ci y travaille 
sous sa propre responsabilit6. Cela suppose que la situation lui permet de 
contr61er la validit6 de ses d6cisions et de ses productions sans essayer de 
recourir fi des indices ext6rieurs au probl6me pour  deviner les attentes du 
maitre. Les conditions de viabilit6 en classe de telles situations ont 6t6 
&udi6es par G. Brousseau (1987). 

3. Dialectique Outil-Objet 

Etant donn6 un probl6me convenablement choisi, que les 616ves ont en 
charge de r6soudre, la diale~tique outil-objet est un processus en plusieurs 
phases: 

(a) Ancien, outils explicites: des concepts math6matiques sont mis en 
oeuvre comme outils explicites pour  r6soudre au moins partiellement le 
probl6me. 

(b) Recherche, nouveau implicite: les 616ves rencontrent des difficult6s 
pour  r6soudre compl6tement le probl6me. Chacun (individu ou groupe) sait 
qu'il a la charge, fi partir de ce qu'il sait, de faire des propositions qu'il 
devra argumenter et confronter ~ celles des autres en vue de leur validation. 
Dans ces phases d'action et de formulation, souvent des progr6s efficaces 
proviennent d 'un changement de cadre de travail (formulation num6rique 
d 'un probl6me de g6om6trie, interpr6tation graphique de la forme nu- 
m6r ique . . . ) .  Cela est l 'occasion de mettre en oeuvre implicitement des 
outils nouveaux. 

(c) Explicitation et institutionnalisation locale de certains 616ments qui 
ont jou6 un r61e important. Ils sont formul6s soit en termes d'objets, soit en 
termes de pratiques, avec leurs conditions d'emploi et leur expression du 
moment valables au sein de la classe. 
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(d) Institutionnalisation, statut d'objet, nouveau explieite: dans l ' informa- 
fion trait6e, l 'enseignant choisit et expose, avec les conventions en usage, ce 
qui est nouveau & retenir. I1 fait le "cours".  Ainsi, l 'enseignant a la charge 
de donner un statut d 'objet  aux concepts qui jusque l~i sont intervenus 
comme outils. Ce faisant, il se constitue un savoir de la elasse auquel chacun 
pourra  se r~f~rer. 

(e) Familiarisation, r~investissement phase au cours de laquelle la structu- 
ration personnelle v a s e  d6velopper et favoriser la t ransformation du savoir 
collectif en savoir de ehaeun. 

(f) = (a) Complexifieation de la t~ehe ou nouveau probl~me off le nouveau 
est appel6 ~i intervenir comme outil explicite, et & prendre place comme 
"ancien".  

II. PROBLI~MATIQUE ET MI~THODOLOGIE 

1. Contexte 

(a) L'aire Grandeur ou Nombre? 

Notre  objectif est d'61aborer un processus d'apprentissage de l'aire comme 
moyen de rendre compte de la place occup6e par  une surface dans le plan. 

Du point de vue math6matique, nous voulons d6finir une application- 
mesure F d 'un certain ensemble Z de surfaces planes (contenant toutes 
celles qu 'on  rencontre & l'6cole 616mentaire et au coll6ge) & valeurs dans R +. 
L'application F doit v6rifier les propri&6s suivantes: 
- s i  $1 et $2 n 'ont  en commun que des points du bord, alors 

f ( S l  uS2)  = F(SI)  + F(S2). 
- si S est d'int6rieur non vide, alors F(S)  > O. 
- p o u r  toute isom6trie g du plan et toute surface S dans E, 

F(g(S))  = F(S).  
F peut ~tre d6finie par  le choix d 'une unit6. Par  exemple, on choisit un 

cart6 A, on pose F ( A ) =  1. Cela permet de d6finir l 'aire de certaines 
surfaces. Pour  les autres, on procbde par  encadrement et passage & la limite 
(voir Lebesgue, 1931, r6ed 1975). Si l 'on change d'unit6, les nombres 
changent mais les nouvelles mesures sont proportionneUes aux anciennes. 
Cependant,  contrairement & ce qui se passe pour  les segments, deux 
surfaces connexes auxquelles on associe le m~me nombre  ne sont pas 
n6cessairement superposables. Cela souligne la distinction entre la grandeur 
et l 'objet g6om&rique. 

L'usage en math6matique est d'idenfifier aires et mesures grhce au ehoix 
d 'une unit6 et de ne retenir que les deux p61es: surfaces et nombres. C'est  
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le point de vue g6n6ralement adopt6 dans l'enseignement. Dans ces condi- 
tions, l'aire est un invariant non pas de la surface mais du couple (surface, 
unit6): pour  une surface fix6e, l'aire consid6r6e comme nombre d6pend du 
choix de l'unit6. C'est 16gitime si on n'a pas l 'intention de changer d'unit6, 
mais c'est un point de vue difficile ~ tenir si on veut s'occuper de surfaces 
mat6rielles et si on veut que l'aire soit un invariant de la surface et d'elle 
seule.* 

(b) Prbsentation dans l 'Enseignement Elbmentaire en France 

La pr6sentation standard actuelle consiste ~ recourir au pavage de surfaces, 
en passant rapidement au pavage avec des carr6s et h compter les carreaux 
pour  d&errniner l'aire de surfaces quadrill6es. Elle consiste ensuite, pour 
des rectangles ou carr6s, gt trouver des moyens 6conomiques de comptage, 
puis ~ introduire les unit6s 16gales avec multiples et sous multiples et selon 
le cas, avant ou apr6s cela, ~t 6tablir les forrnules de calcul d'aire des 
rectangles en fonction des longueurs des c6t6s. On raccroche ensuite ~t ces 
formules celles relatives au triangle et ~ d'autres quadrilat6res (losange, 
parall61ogramme, trap6ze). 

Ainsi l 'attention est essentiellement port6e sur les deux p61es surfaces et 
nombres et ce, d 'un point de vue statique. On s'int6resse rarement h l'action 
des transformations, ~t la recherche d'invariants ou de modes de variations. 
Quand l'aire intervient, c'est tr6s vite comme produit  de longueurs avec des 
expressions num6riques apr6s choix d'unit6s de mesure. I1 y a en g6n6ral 
tr6s peu de travail sur l'aire comme grandeur autonome. 

(c) Des Travaux Antkrieurs 

D'apr6s les &udes de Piaget (Piaget et al., 1948), les ~l~ves de l'~ge qui nous 
int6resse sont au stade IIIB: la conservation de l'aire par d6placement d'une 
surface ou par d6coupage et recomposition des morceaux sans chevauche- 
ment est acquise. Tout  semble en place pour  la construction, par les 
enfants, des mesures de surfaces. Toutefois, selon Piaget, si l 'enfant de cet 
~ge peut reporter une surface unit6 pour  faire des mesures, il faut attendre 
le stade IV des operations formelles pour  qu'il comprenne le calcul ~i partir 
des mesures de longueurs. Piaget observe "durant  tout le stade IIIB, un 
dualisme tr6s frappant qui oppose les progr~s de la construction euclidienne 
dans le domaine de la mesure lin6aire aux r~sidus topologiques irr6ductibles 
sur le terrain des surfaces et des volumes" (Piaget et al., 1948, p. 480). Dans 
le m~me ouvrage (pp. 337-338) il relive que, dans le cas des surfaces, "il 
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intervient une circonstance par t icul i~re . . ,  un arrangement diff6rent des 
parties, tout en maintenant  leur somme constante, engendre une autre 
surface qualitative (quoique de valeur quantitative ~ga le ) . . .  En outre, en 
modifiant la forme d 'une surface, on augmente ou on diminue la longueur 
de la ligne fronti~re, ce qui joue un r61e du point de vue des intuitions 
topologiques dont  part  toujours l 'enfant".  

Nos  observations d'61~ves de 9-11  ans montrent  que les comp&ences ne 
sont pas aussi nettement attach6es aux stades: des difficult6s caract6ris- 
tiques d'61+ves plus jeunes (stade II) subsistent longtemps dans des situa- 
tions plus complexes; par  contre, des 61~ves de 10 ans sont capables de 
calculer des aires ~t partir  de mesures de longueurs dans des situations assez 
simples. 

Vinh Bang et Lunzer (1965) ont abord6 la question de la variation de 
l 'aire dans la d6formation d 'une surface. Nous trouvons des r6sultats qui 
rappellent ceux qu'ils ont obtenus au cours de l'exp~rience suivante: 

un fil de longueur fixe est tendu entre trois points A, B, M. Les points Aet B sont fixes, M 
varie d'une position centrale M 0 h une position fimite L. 

Les enfants ne per~oivent pas la variation de l'aire comme continue. Ils 
pensent que l'aire reste constante dans toute une r~gion autour de la 
position centrale, qu'elle est beaucoup plus petite quand on s 'approche de 
la position limite. 

Janine Rogalski (1983) a montr6 que le pavage de surfaces par  des pi6ces 
non carries n'est pas toujours disponible chez les ~l~ves de 10-12 ans. 

(d) Des Erreurs Observ~es chez des gloves du Cours Moyen 

Certaines difficult6s et erreurs observ6es chez les 61+ves sont bien connues 

des enseignants: 
• La surface unit6 &ant une surface avec une certaine forme, la mesure 

d 'une surface S est tributaire de la possibilit~ de paver effectivement S 
avec cette forme. Ainsi des 616ves rencontrent des difficult6s pour  ex- 
primer l 'aire d 'un triangle en crn 2 puisqu'on ne peut pas le paver avec des 

carr6s. 
• L'aire est attach6e ~ la surface et ne se dissocie pas d'autres caract6ris- 

tiques de cette surface: 
- si le p6rim6tre d 'une surface augmente, son aire aussi (et r6ciproque- 

ment  
- si deux surfaces ont le m~me p6rim6tre, elles ont la m~me aire (et 

r6ciproquement). 
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• On 6tend des formules ~ des situations o6 elles ne sont pas valables: par  
exemple produit  des "dimensions" pour  un paral l r logramme ou des 

"trois dimensions" d 'un triangle. 

2. Notre lnterprbtation et Nos Hypothdses Didactiques 

I1 nous semble qu 'un certain nombre  de difficultrs sont lires au traitement 
par  les 616ves des problrmes d'aire, soit du point de vue des surfaces, soit 

du point de vue des nombres.  
Par  exemple, une diminution de l 'aire est comprise comme une diminu- 

tion de la surface avec sa forme et va de pair avec une diminution du 
prrim~tre: l 'aire et le prr imrtre  sont alors amalgamrs  ~ la surface et lirs ~i 
sa forme: on agrandit ou diminue la surface en conservant sa forme; le 
prr imrtre  c'est le contour, l 'aire c'est l ' intrrieur. 

A l 'autre extrrme, raire  est un nombre: on est sur le plan du calcul et on 
ne relrve que des 616ments pertinents pour  le calcul, par  exemple des 
mesures de longueur qui paraissent caractrristiques de la surface considrrre 
et qu 'on  combine dans des formules plus ou moins fondres tenes que 
"ajouter  les mesures de deux c r t r s  d 'un triangle et multiplier par  la 
troisirme", pour  calculer l 'aire du triangle en faisant le produit  de deux 
longueurs. N. Balacheff (1988) fait des observations du m~me type. 

Ainsi, au sujet de l'aire, les 616yes d6velopperaient une "conception 
forme" lire au cadre grom&rique ou une "conception nombre"  lire au 
cadre numrrique,  ou les deux, mais de fagon indrpendante,  et ils trai- 
teraient les problrmes sans 6tablir de relation entre les deux points de vue. 
Or les problrmes d'aire mettent de faqon essentielle en relation les cadres 
numrrique et gromrtrique.  

L'analyse que nous faisons nous amrne  ~i distinguer trois pries: le p61e 
gromrtr ique avec les surfaces considrrres comme parties du plan, le p61e 
"grandeur"  avec les aires et le pr le  numrrique avec les mesures. Le concept 
d'aire en tant que grandeur constitue ~ notre avis un relais entre les surfaces 
et les nombres.  Ceci nous amrne ~ faire une premidre hypothOse: 

(HI) Le d6veloppement dans l'enseignement du concept d'aire en tant que 
grandeur permet aux 61~ves d'6tablir les relations n6cessaires entre les deux 
cadres (g6om~trique et num6rique). 

Par ailleurs, un choix convenable des unitrs de longueur et d'aire permet 
d ' r tabl ir  des relations entre les mesures de longueur et les mesures d'aire et 
facilite ainsi la construction de l 'application mesure F. 

Or la mesure permet d'identifier toutes les grandeurs (y  compris longueurs 
et aires) ~t R +. Ceci est prrcieux du point de vue de la modrlisat ion 
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math6matique. Toutefois une identification trop pr6coce nous semble fa- 
voriser l 'amalgame des diff6rentes grandeurs alors que l 'objectif/t  cet age 
est plut6t de les diff6rencier, d'ofl une deuxi~me hypothkse: 

(H2) Une identification trop pr~coce entre grandeurs et hombres favorise 
l'amalgame des diff~rentes grandeurs (ici longueurs et aires). 

3. M~thodologie 

(1) Conception d'une ingbnierie didactique adapt~e dt nos hypothkses: Cela 
conduit /t choisir des probl6mes dans lesquels les grandeurs (longueurs, 
aires) sont dissoci6es d'une part des objets (segments, surfaces), d'autre part 
des nombres, des probl6mes dans lesquels jouent de fa~on significative les 
diff6rences entre p6rim&re et aire avant d 'aborder la mesure en fonction 
d'une unit6 choisie et les relations entre mesures de ces grandeurs. Nous 
attendons de la mise en oeuvre de nos hypoth6ses certains effets sur les 
conceptions des 616ves et sur l'6volution de leur savoir. Suivant l 'impor- 
tance des effets, nous pourrons ~tre amen6es ~ revoir notre ing6ni6rie 
didactique ou m~me nos hypoth6ses. 

(2) Rbalisation et observation de cette ing6nierie dans deux classes de la 
banlieue parisienne un CM1 (9 -10  ans) et un CM2 (10-11 ans). 

(3) Entretiens par deux: juste apr6s l'apprentissage au CM1, deux mois 
apr6s au CM2. 

(4) Analyse de l'bvolution des bldves ~ partir de plusieurs 616ments: notes 
prises au cours des s6ances, productions des 616ves au cours des activit6s 
propos6es, r6ponses des 616ves ~ deux 6preuves 6crites (au CM1 les 17/03 et 
14/04) et aux entretiens. Confrontation des effets observ6s aux effets 
attendus. 

(5) Retour sur les hypothdses et sur l'ingbnierie 

III. INGI~.NII~.RIE DIDACTIQUE 

1. Nos Choix Didactiques 

L'objectif d'apprentissage est la construction et la manipulation, dans son 
aspect outil, d 'une application mesure F entre surfaces et nombres. 

Pour un choix fix6 d'une surface unit6 A, par exemple un carr6, il est 
facile d'associer un nombre /~ toute une cat6gorie de surfaces: celles 
pavables avec un nombre fini de copies de A. Le probl6me est d'enrichir 
l'ensemble des surfaces mesurables avec l'unit6 A. Par exemple quel nombre 
associer fi un triangle ou / l  un disque? 



AIRES DE S U R F A C E S  PLANES 397 

Nos hypoth6ses nous am6nent/ t  distinguer trois points dans l'apprentis- 
sage: 
(a) construire la notion d'aire comme grandeur autonome 

- en comparant  directement des surfaces par inclusion (6ventuellement 
apr6s d6placemen0, ou indirectement par db.coupage-recollement, 
c'est ~t dire, en d6coupant l'une des surfaces S e n  un nombre fini de 
pi6ces qu 'on recolle sans chevauchement pour  obtenir une nouvelle 
surface S" qu 'on substitue ~ S pour la comparaison. 

- en attribuant/~ une surface des mesures par pavage/~ raide de pav6s 
de formes vari6es. 

Cela nous am6ne ~t: 
- d 6 g a g e r  l'aire de la forme en diff6renciant aire et surface: deux 

surfaces de forrnes diff6rentes peuvent avoir des aires 6gales. 
- distinguer l'aire du nombre tout en contr61ant la correspondance 

surfaces ~ nombres: /t une m6me surface peuvent correspondre des 
nombres diff6rents suivant runit6 choisie, mais l'aire, eUe, ne change 
pas. 

(b) btendre l'application mesure ?t des surfaces non payables avec l'unitb A. 
Deux points de vue sont possibles: 

(1) Utiliser le d6coupage-recollement pour  fabriquer une surface S'  de 
m6me aire que S e t  payable avec A. Ceci ne permet de traiter que certaines 
surfaces. 

(2) utiliser des encadrements de S par des surfaces pavables avec A 
ou des subdivisions de A qui approchent S de mieux en mieux par 
l'int6rieur et par l'ext6rieur (par  exemple en se servant d 'un quadrillage). 
Math6matiquement, ceci suffit h traiter toutes les surfaces qui nous int6- 
ressent. 

Cependant, nous pensons que la seule consideration du deuxi6me point 
de vue ne permet pas ~ l'61~ve d'6chapper ~ la pr6gnance de la forme des 
pi~ces et peut expliquer certaines des difficult6s recontr6es. La recherche 
d'6conomie dans la m6thode de comptage des carreaux peut amener un 
d6rapage vers d'autres moyens d'associer un nombre ~t la surface (tels que 
le recours ~ une proc6dure p6rim6trique) si on ne dispose pas pour  le 
concept d'aire d'une r6f6rence autre que num6rique. Nous faisons l'hy- 
poth6se que l'utilisation du d~coupage-recollement est un point clb dans 
l'blaboration du concept d'aire, &ape-relais entre les surfaces et les nombres 
dans la construction de F. 
(c) pointer les differences et ~tablir des relations entre aires et longueurs en 

s'int6ressant fi leurs variations respectives au cours de diverses transfor- 
mations. 
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2. J e u x  de C a d r e s  S u r f a c e s  - A i r e s  - N o m b r e s  

A un moment  de l 'apprentissage, on va se trouver dans la situation 
suivante: 
- d a n s  le cadre g6om6trique on sait comparer  certaines surfaces par  

d6placement ou par  d6coupage - recollement. 
- d a n s  le cadre num6rique, on dispose des nombres entiers et de leurs 

op6rations, on a commenc6 fi 6tendre le domaine des nombres et on 
dispose de quelques nombres fractionnaires ou d6cimaux mais on n 'a  pas 
encore toutes les operations sur ces nouveaux nombres. 

- on sait associer un nombre  fi certaines surfaces par  le comptage de 
carreaux sur papier quadrill6; on a admis que le nombre  de carreaux ~tait 
invariant par d6placement de la surface et par  d6coupage et recollement 
convenable. 
Le jeu entre les cadres g6om6trique et num6rique fait avancer la connais- 

sance des 61~ves sur la notion d'aire, sur la mesure, sur les nombres. 
• Le pavage avec des pi~ces qui pavent  l'unit6 (ou plusieurs exemplaires 

de l'unit6 juxtapos6s) permet d '&endre l 'application mesure entre surfaces 
et nombres, et d'6tendre la multiplication aux nombres fractionnaires et en 
particulier aux nombres d6cimaux. 

Dans le jeu de cadres surfaces-aires-nombres, on recueille ainsi de 
l ' information nouvelle darts le cadre num6rique: on peut donner du sens au 
produit  des fractions et des d6cimaux en s 'appuyant  sur les aires de 
rectangles. 

En effet, plagons nous fi un moment  de l 'apprentissage o/t 
- une unit6 de longueur (resp. d'aire) &ant choisie, on sait utiliser des 

fractions pour  d6signer des longueurs (resp. des aires, par mesure directe) 
- pour  des unit6s de longueur et d'aire adapt6es, on sait que, pour  un 

rectangle de dimensions enti6res, la mesure de l 'aire est le produit  des 
mesures des dimensions. 

- on cherche fi 6valuer l 'aire d 'un rectangle de dimensions fractionnaires. 
Par  exemple (3 + 4/5) et (2 + 2/3) 
Le rectangle R1 de dimensions (3, 2) a une aire qui mesure 6 car 

2 × 3 = 6: il contient 6 carr6s unit~ (Fig. 1 et 2). 
Le rectangle de dimensions (1/5, 1) a une aire qui mesure 1/5 car il se 

reporte 5 fois dans le carr6 unit6, on en a 4 x 2 = 8 dans R2 (Fig. 2). 
Le rectangle de dimensions (1/3, 1) a une aire qui mesure 1/3 car il se 

reporte 3 fois dans le carr~ unit6, on en a 3 × 2 = 6 dans R3 (Fig. 2). 
Le rectangle R4 de dimensions (4/5, 2/3) contient 8 petits rectangles de 

dimensions (1/5, 1/3); chacun de ces petits rectangles se reporte 15 fois dans 
le carr~ unit6, e t a  donc une aire qui mesure 1/15 (Fig. 3). La mesure de 
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l 'aire du rectangle R4 est donc 8/15. Ce r6sultat a 6t6 trouv6 h part ir  des 
dimensions 4/5 et 2/3, du pavage et des r6gles d'6criture des fractions. On 
convient alors que (4/5) x (2/3) = 8/15. 

On va ainsi donner comme sens au produit  de deux nombres fraction- 
naires la mesure de l 'aire d 'un rectangle de dimensions ces deux nombres. 

Le rectangle de dimensions (3 + 4/5, 2 + 2/3) a une aire qui mesure 

6 + ( 8 ×  1 / 5 ) + ( 6 x  1 / 3 ) + ( 8 ×  1 / 1 5 ) = 9 + 3 / 5 + 8 / 1 5  
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Nous aurons donc ( 3 + 4 / 5 )  x ( 2 + 2 / 3 ) = ( 3 x 2 ) + ( 3 x 2 / 3 ) + ( 2 x  
4/5) + (4/5 x 2/3) = 9 + 3/5 + 8/15 et aussi 4/5 x 2 = 8/5 et 3 x 2/3 = 6/3 

Dans les deux derniers cas, ce sens de la multiplication coincide avec celui 
de l 'addition r6p~t6e qu 'on avait pu rencontrer auparavant. D'autres 
situations permettront de recoiler les diff6rents sens de la multiplication 
qu'on peut rencontrer. 

• L'extension du champ des surfaces dont  on sait comparer les aires 
par d6coupage-recollement et l'extension des op6rations sur les nombres 
permettent d'6tendre l'application-mesure entre surfaces et nombres. 

Dans toute la suite du travail sur les aires, le jeu de cadres surfaces-aires- 
nombres se poursuit, en particulier dans toutes les situations qui concernent 
les mesures: 
- 61aboration des formules de calcul d'aire des surfaces usuelles 
- proportionnalit6 de la mesure de l'aire du rectangle ~ la mesure de 

chacune des d imensions  
- bidimensionalit6 de l'aire: si on agrandit une surface dans un rapport  k 

pour  les longueurs, son aire est multipli6e par k 2. 
Pour traiter chacun de ces probl6mes on s'appuie, par l'interm6diaire de 

divers d6coupages d e  surfaces, de pavages en mSme temps que d'additions 
et multiplications de nombres, sur l 'interaction entre le cadre g6om6trique 
et le cadre num6rique, l'aire 6tant r invariant qui permet de relier les deux 
cadres. 

3. Les Skquences Didactiques 

Nous donnons ci-dessous la liste des s6ances r6alis6es dans chacune des 
deux classes. Chaque s6ance de travail durait environ 1 heure 1/4. Les 
s6quences 6taient organis6es de la fagon suivante: expos~ du probl6me, 
pr6c6d6 le cas 6ch~ant d 'un bref rappel des points importants r6sultant du 
travail ant6rieur sur la question; travail des 616ves: individuel, en 6quipes ou 
en situation de communication 6metteur-r6cepteur; confrontation des pro- 
ductions en bilan collectif; institutionnalisation par le maitre de ce qu'il y a 
~t retenir. 

Sbquences rbalisbes en CM1 
• approche physique ( 1 s6ance: 9.12.1982) 

I1 s'agit de comparer selon la masse et selon la place occup6e, des pi6ces 
d~coup6es dans un m~me lino A, B, C, D et des pi~ces d6coup6es dans 
un m~me carton E, /7, G, H r6pondant ~t certaines contraintes: A et F 
sont superposables mais de masses diff6rentes, G est obtenue ~i partir de 
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F par d6coupage et recollement, G e t  F ont donc m6me aire mais ce n'est 
pas perceptible, entre A et B on a la m~me relation. D peut s'inclure dans 
toutes les pi6ces en carton mais est plus lourde. E contient A, C, D, F, 
H mais est plus 16g6re que les pi6ces en lino. Pour les masses on a l e  
classement H(FG)EDC(AB). Pour les aires, les comparaisons peuvent se 
faire en se servant, suivant les cas, de l'inclusion ou de la  comparaison 
des masses; on a l e s  classements partiels DC(ABFG)E et DH(ABFG)E. 
On ne peut pas conclure pour  la comparaison entre C et H qui ne sont 
pas d6coup~es dans le m~me mat6riau et qui ne peuvent se comparer 
facilement par inclusion. Le recours ~t la masse permet de comparer, ~t la 
pr6cision de la balance pr6s, la place occup6e par deux surfaces ind6pen- 
damment de leur forme, pourvu qu'eUes soient r6alis6es dans un m~me 
mat6riau homog6ne. 

• approche gbombtrique (3 s6ances: 16.12.82; 6.01.83; 7.01.83) 
Les 616ves sont par 6quipes de 4. Chaque 6quipe dispose de 5 rectangles 
en carton superposables. Les rectangles de deux 6quipes diff6rentes 
peuvent se comparer par inclusion. 

Consignes: 
(1) Chacun d6coupe un rectangle et recolle les morceaux sans en perdre 

et sans les faire chevaucher de fa~on que les quatre membres de 
l'6quipe aient des surfaces de formes diff6rentes. 

(2) D6calquer les surfaces obtenues sur une feuille blanche et comparer 
dans chaque 6quipe, les nouvelles surfaces selon la place occup6e. Le 
bilan permet d'introduire le mot  aire. 

(3) Comparer les aires des surfaces produites par toute la classe. I1 est 
clair que deux surfaces qui ont m~me aire au sens g6om&rique 
(superposables apr6s d6coupage et recollement), ont aussi m6me aire 
au sens physique. Toutefois, la r6ciproque pose probl6me puisqu'elle 
d6pend d 'un d6coupage en un nombre fini de morceaux amenant 
l'une des surfaces sur l'autre. 

• diffbrenciation aire et pbrim~tre (3 s6ances: 13.01.83; 27.01.83; 3.02.83) 
Consigne: commander la longueur de ficelle juste n6cessaire pour  border 
la surface que vous avez d6j~i fabriqu6e. 
I1 s'agit de mette en 6vidence que deux surfaces de m6me aire peuvent 
avoir des p6rim6tres diff6rents, le maitre fournit la ficelle command6e. La 
validation vient de la r6alisation effective du collage, avec discussion sur 
les erreurs acceptables et production 6ventuelle de contrexemple. Deux 
autres probl6mes compl6tent cette &ude: 

- pour  une surface donn6e, la consigne est de la modifier de fa~on ~t 
diminuer l'aire et ~t augmenter le p6rim6tre. 
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- pour  un rectangle donn6, le modifier de fa~on fi conserver l'aire et 
augmenter le p6rim6tre. 

• pavages et comparaison d'aires (3 s6ances: 3.03.83; 4.03.83; 10.03.83) 
Pavages de 4 surfaces ~ l'aide de pav6s diff6rents (Fig. 4). Comparaison 
des aires des surfaces en ne disposant plus des surfaces elles-m~mes mais 
seulement des pav6s et des r6sultats du pavage. Les pav6s ont 6t6 choisis 
de fagon qu'il y ait des relations num6riques entre eux faciles dans 
certains cas (rapports 2 ou 4), difficiles dans d'autres cas (rapports 
fractionnaires: 3/2, 3/4). Les surfaces 6taient pavables par au moins un 
des pav6s, ce qui donnait  des comparaisons faciles entre certaines sur- 
faces, difficiles pour d'autres et amenait fi la n6cessit6 de rechercher une 
unit6 commune ou de trouver au moins une des relations difficiles. 

Surfaces propos6es 
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Fig. 4. Surfaces propos6es (Ss n'a 6t6 utilis6e que par le CM2). Les dimensions n'6taient pas 
fournies aux 616yes. 

Sbquences rbalisbes en C M 2  (la description compl&e se trouve dans Perrin 
(th6se en cours) 

Les contraintes institutionnelles nous amenaient ~ arriver plus rapide- 
ment ~ la notion de mesure. Nous avons ainsi renonc6 ~ l 'approche par la 



AIRES DE SURFACES PLANES 403 

masse: elle a seulement 6t6 6voqu6e pour r6soudre certains conflits au cours 
de l'approche g6om&rique. 
• approche gbombtr ique (3 s6ances: 10.01.83; 14.01.83; 24.01.83) les 

m6mes s6quences qu'en CM1 
• diffbrenciation aire et pbr im~tre  (une s6ance fin janvier 83) 

Commande de fil pour border les surfaces d6j~ construites (cf CM1) 
• pavages  (3 s6ances: 17.02.83; 24.02.83; 26.02.83) 

Pavage de 5 surfaces/t l'aide de pav6s vari6s (Fig. 4); recherche de relations 
entre les pav6s. Les pav6s 6taient les m6mes qu'en CM1, il y avait une 
surface de plus ($5). A cette 6tape les relations simples entre pav6s sont 
trouv6es et rassembl6es dans un tableau ~ double entr6e, les r6sultats du 
pavage 6galement. Le maftre introduit le mot "mesure". 

• mesure  et comparaison  d'aires (4 s6ances: 28.02.83; 4.03.83; 7.03.83; 
10.03.83). 
Les 616ves ne disposent plus des surfaces et doivent comparer les aires 
l'aide des r6sultats du pavage. Cela a amen6 certains groupes d'616ves/t 
introduire de nouvelles unit6s, d'autres/t tenter de compl6ter le tableau des 
relations entre carrelages. 
On demande alors h tous les 616ves de compl6ter ce tableau et d'exprimer 
les mesures de toutes les aires/t l'aide de chacune des unit6s, y compris 
celles qui ont 6t6 introduites pour la comparaison. Les 616ves ont ensuite 
~t mesurer une surface qui n'est pavable avec aucun des pav6s consid6r6s 
(Fig. 5). Pour 6valuer son aire avec les unit6s disponibles, on doit la couper 
en deux morceaux ou la remplacer par une surface de m6me aire et pavable. 

J 

18 

Fig. 5 

• A i res  e n  c m  2 (1 s6ance et demie: 15.03.83; 17.03.83) 
Recherche sur papier quadrill6 au cm, de surfaces vari6es d'aire 1 cm2; 
12 cm 2 
Recherche de rectangles d'aire 12 cm 2. 

• Encadremen t s :  (1 s6ance et demie: 17.03.83 et 18.03.83) 
A l'aide de papier millim6tr6 transparent, encadrements de l'aire d'une 
surface polygonale et d'une surface ~ bords arrondis (Fig. 6). 



404 REGINE DOUADY ET MARIE-JEANNE PERRIN-GLORIAN 

Fig. 6 

• Calcul d'aires de rectangles (13.05.83): 
Recherche de rectangles fi p6rim6tre fix6, calcul de l'aire (l ' interruption 
s'explique par les vacances de P~ques et un s6jour en classe de nature). 

IV. ETUDE DES CONCEPTIONS DES ]~LI~VES. 

1. Au  Cours de l 'Apprentissage 

- Au d6marrage, au CM2, certains enfants ont de la place occup6e par 
une surface une conception libe ?t sa f o rme  et se r6f6rant plut6t 

l 'encombrement ou ~t la situation de la surface dans la feuille de papier ou 
m~me fi la mani6re dont  elle a 6t6 obtenue: pour  comparer la place occup6e 
par des surfaces obtenues par d6coupage recollement sans perte ni 
chevauchement de rectangles superposables, des 616ves ne peuvent accepter 
qu'une surface encombrante (Fig. 7) puisse ne pas occuper plus de place 
qu'une autre plus "compacte"  (Fig. 8). 

Fig. 7 
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Fig. 8 

D'autres  616ves veulent mesurer les distances des surfaces au bord de la 
feuille et d 'autres ajouter les p&im+tres de tous le s  morceaux. 

Mais ces difficult6s ne r6sistent pas quand on parle de quantit6 de carton 
utilis6e ou quand on fait r6f6rence ~ l 'usage d 'une balance: 

A la s6ance suivante, les ~l~ves du CM2 recourent tous fi la comparaison 
des rectangles pour  comparer  toutes les surfaces de la classe du point de 
rue  de l'aire. Le probl6me est plut6t de s 'entendre sur ce que l 'on veut 
comparer.  L' introduction du mot  aire dans un premier travail sur papier 
quadrill6 devrait 6viter cette ambiguit& 

En CM1, le recours ~ la masse a 6vit~ l 'ambiguit~ de l 'expression place 
occup6e. Comme nous l 'attendions, les 61~ves ont exprim6 que si une 
surface se d6duit d 'une autre par  d6coupage et recoUement convenable, il 
est clair que la masse n 'a  pas chang6 (~ la colle pros) car la place des 
morceaux sur le plateau de la balance n 'a  pas d ' importance et que les deux 
surfaces occupent autant  de place (la r6f6rence est alors la quantit6 de 
papier). Inversement, il n 'est pas du tout stir pour  les +l~ves que deux 
surfaces d6coup6es dans le m~me carton et de m~me masse occupent autant  
de place: il faudrait  trouver un d+coupage qui permette de reconstituer 
l 'une ~ part ir  de l 'autre. 

- L ' a m a l g a m e  entre aire et  pkr imk t re  apparaR ~ plusieurs occasions: 
• quand il s 'agit de commander  du fil pour  border  les surfaces en g6n6ral 

tr6s irr6guli6res fabriqu6es par  les 616ves ~ part ir  des rectangles. Ainsi, 
David un 616ve de CM 1 qui a une surface particuli6rement compliqu6e 
d6cide de se simplifier la t~che en mesurant  le bord du rectangle 
t6moin. Cette d6cision est l 'objet d 'un conflit entre David et son 
bin6me Bruno (les 616ves travaillaient par  deux). Nous le rapportons 
bri~vement: 

Bruno: il (le ill) ne pourra pas faire le tour de tousles zigzags. 
David: la surface est fabriqu~e/t partir du rectangle, elle a le m~me p~rim~tre. 
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A la v6rification, le fil se r6v61e beaucoup trop court. David pense qu'il s'agit d'erreurs 
de mesure et les reprend. Bruno, pour convaincre David de son erreur, fait le dessin 
ci-dessous (Fig. 9) 

Fig. 9 

• en CM1, dans les 6preuves 6crites du 17 mars, lorsqu'il s 'agit de 
dessiner un triangle de mSme aire qu 'un rectangle donn6:13 616ves sur 
24 fournissent un triangle de m6me p6rim6tre que le rectangle. 

• en CM2, ~t la fin de l 'apprentissage, lors d 'une situation plus complexe 
o~ il s'agit d 'encadrer l 'aire d 'une surface ~ bords irr6guliers et 
arrondis en utilisant du papier millim6tr6 transparent: un (bon) 616ve 
de la classe demande de la ficelle pour  se simplifier le travail en 
donnant  au bord de la surface une forme de rectangle. 

- L a  liaison entre surface et  aire apparai t  quand on demande aux 616ves 
de modifier une surface donn6e pour  en fabriquer une autre d'aire plus 
petite et de p6rim6tre plus grand (Fig. 10). 

Pour diminuer l'aire, deux proc6dures sont utilis6es: soit enlever un 
morceau, soit dessiner une surface ~ l'int6rieur de la surface donn6e. 

I1 semble que la premi6re proc6dure fasse davantage r6f6rence h une 
conception de l 'aire ind6pendante de la forme et la deuxi6me ~ une 
conception li6e ~ la forme. La consigne engage ~ une transformation: 
"modifier";  la premi6re proc6dure op6re localement en enlevant un 
morceau ce qui change la forme de la surface; la deuxi6me correspond 
une vision plus globale de la surface qu 'on  essaie de modifier le moins 
possible en concevant une autre surface qui ressemble ~ la premi6re mais 
situ6e ~t l'int6rieur de celle-ci: il semble que les 616ves attachent de l ' impor-  
tance ~ la forme de la surface et veuillent en modifier la taille sans en 

modifier la forme. 
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Fig. 10. Les 616ves qui sont rest6s bloqu6s avaient au d6part un triangle et ont produit des 
triangles emboiSt6s. 

A c e s  deux proc6dures prenant  en compte  la variat ion d 'aire ~ effectuer 
correspondent  deux proc6dures concernant  la variat ion de p6rim~tre: 

• les "-as enl6vent un morceau,  et alors toujours  sur le bord  (enlever un 
morceau  ~t l ' int6rieur ne leur parai t  pas pert inent du point  de vue du 
p6rim~tre puisqu'i ls  ne consid+rent que le p6rim&re ext6rieur) et ils 

s 'aper~oivent assez vite que pour  augmenter  le p6rim~tre, il faut  rem- 
placer un bord  droi t  par  un bord  "en zigzag" ou courbe,  m~me si leur 
premier essai diminuai t  le p~rim~tre. 



408 REGINE DOUADY ET MARIE-JEANNE PERRIN-GLORIAN 

• les autres dessinent une surface • l'int6rieur de la surface donn6e et font 
en g6n6ral un bord assez parall61e au bord donn6. Mais ils ont diminu6 
le p6rim6tre. Pour rectifier, certains ont alors l'id6e de "rajouter  du 

p6rim6tre" en doublant  le bord de la surface int6rieure, d 'autres restent 
bloqu6s. 

- P o u r  ce qu i  es t  des  rappor t s  en t re  longueurs  e t  aire  dans les surfaces 
de forme r6guli6re, l 'aire est li6e ~t la taille de la surface et la taille est li6e 
aux dimensions. C'est particuli6rement net dans le cas du carr6 off le 
vocabulaire utilis6 pour  d6signer les unit6s d'aire entretient la confusion. 
Ainsi 1/2 cm 2 est souvent vu comme un carr6 de c6t6 1/2 cm et certains 
616ves ont beaucoup de difficult6s fi se d6gager de ce point de vue m6me 
s'ils sont convaincus qu'il faut 4 petits carr6s de c6t6 1/2 cm pour  paver 
un carr6 de c6t6 1 cm et qu'ainsi l 'aire du petit est 1/4 de l 'aire du grand. 
Cela s'est produit  au CM2 lors de l 'examen du papier millim6tr6 transpa- 
rent, et ceci bien que tous les  616ves aient auparavant  produit  des surfaces 
de formes vari6es et d'aire 1 cm 2. 

- approche  de la m e s u r e  

Les 616ves n 'ont  pas recontr6 de difficult6 pour  associer des nombres 
diff6rents ~ la m6me surface, que ce soit pour  exprimer le r6sultat de 
pavages avec des unit6s diff6rentes ou des mesures obtenues indirectement. 
Le recours aux nombres pour  comparer  des surfaces et la n6cessit6 d'u- 
tiliser une m6me unit6 pour  mesurer les surfaces ~t comparer  n 'ont  pos6 de 
probl6me pour  personne. Les seules difficult6s 6talent sur les nombres 
dans le cas off ils 6taient fractionnaires. 

Au CM1, les 616ves n 'ont  pas produit  d'unit6 nouvelle permettant  de 
mesurer tous les pav6s, ils n 'ont  pas non plus exprim6 la mesure des pav6s 
en fonction de chacun des autres: ils ont trouv6 la relation 3r = 2R o6 r 
d6signe l'aire du rectangle (3, 4) et R celle du rectangle (3, 6) qui permet- 
tait de mesurer toutes les aires en prenant  pour  unit6 le rectangle d'aire r 
par  substitution de 3r ~ 2R et ils ont explicit6 quelques relations utilisant 
des 1/4 ou des 1/3. Le travail fait auparavant  sur les fractions +tait 
insutfisant pour  que tous les 616yes expriment toutes les relations entre 
les pav6s. 

Au CM2, certains 616ves ont recherch6 une unit6 commune permet- 
tant de mesurer les deux pav6s rectangles: trois nouvelles unit6s ont 6t6 
propos6es, le rectangle (1, 3), le rectangle (2, 3) et le carr6 (1, 1). D'autres  
se sont lanc6s dans la recherche syst6matique de toutes les relations 
entre les unit6s d'aires utilis6es, recherche qui sera ensuite effectu6e par  
toute la classe de fagon fi compl&er le tableau donnant  les relations entre 
unit6s. 
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2. Au Cours des Entretiens par Deux 

Les entretiens ont eu lieu au CM1 deux semaines apr6s l'apprentissage, au 
CM2 plus de 2 mois apr~s l'apprentissage. Nous avons choisi d'interroger 
les 616ves par deux pour  observer, ou le cas 6ch6ant provoquer des conttits 
de conception. Les 616ves ~taint choisis de fa~on qu'il n 'y ait pas domina- 
tion de l 'un par l'autre. 

Le probl~me 6tait de comparer les aires des surfaces ci-dessous (Fig. 11): 
Les figures 6taient dessin6es sur papier blanc, en cas de besoin, nous 

pouvions fournir les m~mes figures sur papier quadrill6 au demi centim6tre 
et aussi du papier blanc et du papier quadrill6 au demi centim~tre gt 
volont6. 

S~ 

53 

/ / 

Fig. 11 

Procbdures Observbes 

(a) Ramener la comparaison des aires gtla comparaison des nombres. 
(1) grace au pavage: en comptant les carreaux sur papier quadrill6 ou 

en quadrillant le papier blanc en carr6s. 
(2) en faisant un produit  de longueurs pour  calculer les aires, en inven- 

tant au besoin des formules erron6es (parall61ogramme ou triangle). 
Le d6sir de se ramener aux nombres est tr6s fort, particufi~rement 

au CM2 off on avait institutionnalis6 la formule de calcul de l'aire 
d 'un rectangle et off les 61+ves travaillaient sur des calculs d'aires de 
rectangles pendant la m~me p6riode en classe: beaucoup r6p6taient 
la question pos6e sous la forme "calculer les aires". 
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(b) Ramener la comparaison des aires ~ la comparaison des longueurs des 
crtbs (pour  S1 et $2). 

(c) D~couper et recoiler defal:on convenable (pour  comparer  SI et $2; $3 et 

$4) ou paver ($1 avec $3; $2 avec $4). 
(d) "Redresser" le parallblogramme pour  en faire un rectangle; "pencher 

davantage le parall~logramme. 
"redresser le paral l r logramme" voulait dire, pour  la plupart  des 616ves, 

faire une rotation du c6t6 "penchr"  pour  l 'amener en position verticale 
(Fig 12). Pour certains, cela voulait dire glisser le c6t6 le plus haut sur son 
support  jusqu'~t ce que les c6t6s obliques aient 6t6 amen6s en positon 
verticale (Fig. 13). 

Fig. 12 

/ ? 
Fig. 13 

Arguments Utilisks par les ElOves pour Justifier Leurs Prockdures. 

(a) Pour justifier un calcul: 
- un paral l r logramme a deux dimensions: pour  calculer l 'aire on 

multiplie les deux dimensions: 6 × (4 + 1/2) = 27. 
Sur demande de l ' interrogateur de montrer  off sont les 27 cm 2, 

certains 616ves justifient ce calcul en produisant un pavage par  des 
petits paral lr logrammes et drclarent: On a bien 27 cm 2 (Fig. 14). 

- pour  le triangle de dimensions a, b, c (Fig. 15) apparaissent diverses 
"formules".  
• une aire c'est un produit  de 2 longueurs et on fait (a + b) x c pour  

le triangle (ou a x c + b x c) 
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//(//// 
Fig. 14 

Fig. 15 

• un rectangle a deux dimensions, on multiplie pour  trouver l'aire, 
un triangle a trois dimensions donc c'est a × b x c 

• a × b × c donne un rrsultat beaucoup trop grand (par  rappor t / t  $1 
et $3) et des 616ves proposent  alors (a + b + c ) x  3 ou m~me 
a + b + c. On assiste aussi au passage ~t des procrdures prri- 
mrtriques devant une difficu!t~ de calcul: les c r t r s  obliques du 
triangle mesurent 4 1/2 et 5 1/2, un 616ve veut multiplier les 3 c r t r s  
du triangle et ne sait comment  multiplier 4 1/2 par  5 1/2; il drcide 
alors de rassembler les 1/2 et finit par  ajouter les 3 dimensions. 

(b) Pour se ramener gtla comparaison des longueurs: 
S1 et $2 ont toutes les deux un crt6 de 6 cm, on compare les autres 
c r t r s  4, 5 > 4 donc l 'aire de $2 est plus grande que l'aire de $1. 

(c) Drcoupage-recollement: si on drcoupe un morceau d 'une surface et 
qu 'on  le recolle sans chevauchement on conserve l'aire. Cet argument 
est correct et valoris6 dans l 'apprentissage; mais les 616ves qui ne 
peuvent utiliser que celui-l~ 6chouent dans la comparaison de $3 et de 

$4. 
(d) Drformat ion:  En "redressant"  le paral l r logramme on obtient un 

rectangle de 4,5 cm sur 6 cm donc l 'aire de $2 est plus grande que l 'aire 

de S1. 

Conflits et Changements de Procbdure 

I1 semble que les 61~ves aient plusieurs types de conviction qui les am~nent 
des conclusions opposres pour  la comparaison de S~ et de SE. 
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-- Convictions permettant  de conclure correctement A1 = A2: 
• quand on drcoupe une surface et qu 'on  recolle convenablement les 

morceaux on a une surface de m~me aire. 
• pour  comparer  des surfaces dessin6es sur papier quadrill6 on compare 

le nombre  de carreaux qu'elles contiennent (rventuellement en re- 
groupant  des morceaux de carreaux pour  faire des carreaux entiers). 
Au besoin on quadrille le papier pour  faire appara~tre des cm 2. 

- Convictions amenant  ~ la conclusion A~ < A2: 
• quand on drforme un paral l r logramme "en penchant plus ou moins" 

on conserve l'aire, en particulier un paral l r logramme de 1 cm de c6t6 
a une aire de 1 cm 2, mais aussi un paral l r logramme obtenu fi partir  
d 'un carr6 de 1 cm de c6t6 par  drcoupage selon la diagonale et 
recollement le long d 'un c6t6 a tous ses c6trs qui mesurent 1 cm. 

• l 'aire du paral l r logramme est le produit  des dimensions, comme pour  
le rectangle. 

Les deux types de convictions coexistent souvent chez le m~me 616ve. 
Pour certains groupes, on assiste m~me ~ un va et vient des arguments 
contradictoires repris tour ~t tour par  l 'un ou l 'autre des deux partenaires. 

Les 616ves ont diffrrents moyens de rrsoudre la contradiction: 
Le conflit se produit  parfois spontanrment  par  confrontation d 'une 

procrdure (c) et d 'une procrdure (d) et il arrive que les 616ves soient trrs 
6tonnrs de constater que le "c6t6 droit"  (hauteur du parall61ogramme) 
mesure 4 cm alors que le c6t6 penchr"  mesure 4,5 cm (Fig. 16). Cela suffit 

Fig. 16 

parfois fi rrsoudre la contradiction. Pour se convaincre, certains groupes 
dessinent sur la feuille d 'autres c6trs "de plus en plus penchrs" et se 
convainquent de l 'accroissement de la longueur de deux des c r t r s  et de la 
conservation de l 'aire du paral l r logramme (Fig. 17). Inversement, cet 
accroissement de la longueur dans les cas extremes amrne parfois les 616ves 

douter de la conservation de l'aire. 
Pour d 'autres groupes, le conflit se produit  au moment  off on leur fournit 

du papier quadrill6 ou simplement au moment  off on leur demande de 
dessiner les cm 2 (apr~s une rrponse A1 = 24 cm 2, A2 = 27 cm2). Le pavage 
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Fig. 17 

du rectangle et du parall61ogramme peut les amener/~ rassembler les deux 
pointes triangulaires du parall61ogramme pour obtenir des carreaux entiers 
et ainsi passer/l  une strat6gie de type "d6coupage recoUement" (Fig. 18). 

Fig. 18 

Pour d'autres (proc6dure d6formation), le changement de conviction 
s'op6re souvent quand on leur propose de "pencher" de plus en plus le 
parall61ogramme jusqu'~t ce qu'il soit 6vident que l'aire est devenue tr6s 
petite. I1 faut d'ailleurs noter la r6sistance des 616yes/t pencher au-del~ d 'un 
certain seuil pour aboutir ~ des dessins comme celui-ci (Fig. 19) off on ne 
peut plus parler de "c6t6 vertical". 

j J J  
Fig. 19 

Dans ce cas, la perception/t elle seule oblige fi remettre en question les 
convictions de d6part puisqu'~i la limite le parall61ogramme aplati a une aire 
nulle. Cependent la variation de l'aire est per~ue dans un premier temps de 
mani6re discontinue: d 'abord elle ne change pas, ensuite elle devient tr6s 
petite. Puis, plusieurs &apes interm6daires &ant dessin6es, les 616yes se 
convainquent que l'aire diminue r6guli6rement, devient nulle/ l  la limite. 

Remarquons que nous retrouvons lfi des observations analogues ~ celles 
de Vinh Bang et Lunzer (1965). 

Pour ceux qui justifient le calcul avec un pavage de $2 par des petits 
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parall61ogrammes de 1 can de c6t6, le changement de conviction s'op6re 
quand ils peuvent pointer la diff6rence entre les 2 parall61ogrammes: 

- celui qu 'on obtient par d6coupage et recollement A partir du carr6 de 
c6t6 1 cm a une aire de 1 cm 2 mais les c6t6s ne mesurent pas tous 1 cm 
(Fig. 20): 

D " Y  
Fig. 20 

- celui qu 'on obtient par d6formation: tous ses c6t6s mesurent 1 cm, mais 
son aire est plus petite que 1 cm 2 (Fig. 21). 

?q , /-7 
Fig. 21 

Notre interpretation est que beaucoup d'616ves amalgament trois transfor- 
mations: l 'articulation du parall61ogramme autour des sommets qui con- 
serve les longueurs des 4 c6t6s mais non l'aire, le glissement d 'un c6t6 sur 
son support qui conserve l'aire mais les longueurs de 2 c6t6s seulement et 
la rotation autour d 'un sommet qui conserve ~i la fois longueurs et aire. 

L'incidence sur la conservation des aires et des longueurs de transforma- 
tions de figures par d6formation continue est un point qui n'avait pas 6t6 
abord6 dans l'apprentissage et qui semble important pour  d6stabiliser des 
conceptions spontan6es erron6es des 616ves fi ce sujet et amorcer une 
autonomie des diff6rentes notions amalgam6es. 

V. Rl~ SULTATS 

1. Les Acquis 

Le pavage (en particulier le comptage de carreaux) est un outil disponible 
chez tous les 616yes pour  comparer des aires de surfaces planes de formes 
diff6rentes. Nous l'avons constat6 au cours des entretiens par deux et aussi 
dans les r6sultats obtenus aux tests 6crits de fin d'ann6e. En juin 1983, 
nous avons propos6 aux 616ves certains des questionnaires utilis6s par J. 
Rogalsld. Pour  les premi6res questions, il s'agit de paver des surfaces 
(carr6s, parall61ogrammes, triangles 6quilat6raux et quelconques) avec des 
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pavts semblables dans les rapports 1/2 ou 1/3. I1 s'agit aussi d'tvaluer le 
nombre de pots de peinture ntcessaires pour couvrir ces surfaces, connais- 
sant la quantit6 de peinture ntcessaire pour les petits pavts: pour ces 
questions, le pavage est alors outil. 

Les rtponses que J. Rogalski obtient ~ces questions sont trts difftrentes 
pour le carr6 (maitris6 dts le CM1) et pour le triangle: "il faut une longue 
6volution pour que les reprtsentations de pavage du triangle soient mobili- 
sables (fin de 56me). C'est seulement en fin de 46me que ces reprtsentations 
sont disponibles pour les 3/4 des 616ves." Pour le pavage spontan6 (ques- 
tion 1), elle trouve 48% (resp. 39%) de rtponses correctes pour le triangle 
6quilattral avec le rapport 2 (resp. rapport 3), toutes classes confondues (de 
9/ t  14 ans). Nous avons fi cette question des rtponses comparables ~ ceUes 
des 616ves de 46me (13-14 ans) soit 80% (75%) sur l'ensemble des 2 
classes; on peut 6galement noter que les rtsultats corrects sont du m~me 
ordre qu'il s'agisse de carrts, de triangles ou de paralltlogrammes, qu'il 
s'agisSe du rapport 2 ou du rapport 3. Le "taux de passage" d'une rtponse 
correcte au pavage / t u n e  rtponse correcte ~t la peinture (rtussite 
peinture + pavage/rtussite pavage) varie de 85% ~ 100% au CM2 et de 
58% /t 90% au CMI:  ces taux sont comparables /t ceux obtenus par J. 
Rogalski deux ans plus tard. 

On peut penser que le travail fait dans les stquences didactiques a rendu 
disponible le pavage de surfaces varites, ce qui fait que les 616ves sont 
capables, deux mois aprts l'apprentissage, de r tpondre/ t  un certain nombre 
de questions classiques concernant les aires. 

2. Les Difficultbs qui Rbsistent 

Les 61~ves ont fait certains progrts du point de vue de l 'indtpendance de 
l'aire par rapport /t la forme, du point de vue de la difftrenciation 
aire-ptrim~tre. Nous avons vu que les conceptions errontes peuvent r~ap- 
paraitre jusqu'fi la fin de nos s+quences dans des situations plus complexes 
ou quand il s'agit de figures gtom&riques usuelles. I1 semble que dans ce 
dernier cas on ait davantage de points de vue qui entrent en comp&ition, 
ce qui amtne les 61~ves /t produire des rtponses errontes. Toutefois, ces 
difficult+s ont 6t6 surmonttes lors des entretiens pour beaucoup de groupes, 
par la confrontatiori de difftrents points de vue. Le concept d'aire, tout en 
n ' t tant  pas enti~rement disponible dans route sa g+ntralit6 et en toutes 
circonstances, a une certaine fonctionnalit6 (cf. rtussite au questionnaire de 
J. Rogalski un peu plus tard). 
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3. Des Difficult~s non Prbvues 

I1 est apparu au cours des entretiens, ~t la fin des s6quences r6alis6es, que les 
61byes prennent en compte dans leurs d6cisions les effets de d6formations, 
en fait continues, sur les surfaces qu'ils manipulent, surtout dans le cas de 
surfaces usuelles. Ainsi, certains 616yes voient un parall61ogramme comme 
un rectangle d6form6, pour  eux les longueurs des c6t6s ne varient pas dans 
la transformation, et l'aire non p l u s -  qu'il s'agisse d'une articulation 
autour des sommets (longueurs des c6t6s conserv6es) ou du glissement d 'un 
c6t6 sur son support (aire conserv6e). D'ailleurs, n'est-ce pas ce point de 
vue qui faisait r6clamer de la ficelle ~t un 616ve de CM2 pour "transformer 
en rectangle" une surface aux bords arrondis? 

Cela nous conduit ~ distinguer dans le cadre g6om6trique deux points de 
vue sur les surfaces et la fa$on dont  elles sont mises en relation: le statique 
off est privil6gi6 l'aspect descriptif et le dynamique off sont privil6gi6s les 
effets d'actions sur les surfaces comme par exemple le glissement d 'un c6t6 
d 'un parall61ogramme sur son support. Un nouveau type d'objets est pris 
en consid6ration: les families de surfaces. Ceci 61argit le cadre g6om6trique 
de d6part et am6ne ~t se poser de nouvelles questions: par exemple, 
comment l'aire varie au sein d'une famille? Ainsi, on peut dire que les deux 
points de vue fournissent des cadres qui diff6rent, ici 16g6rement, par les 
objets et la probl6matique. Une dialectique s'6tablit entre ces deux points 
de vue et fonctionne comme un jeu de cadres. Ainsi, lorque des 616ves 
d6forment un rectangle en parall61ogramme en inclinant de plus en plus 
deux c6t6s parall61es, les deux autres conservant leur direction, il arrive un 
moment off ils perqoivent la surface comme plus petite. D6s lors, son aire 
ne saurait &re mesur6e par le m6me nombre que celle du rectangle. Dans 
ce cas, le point de vue dynamique permet de rejeter une conception erron6e 
et de poser des questions: comment varie l'aire de tel parall61ogramme 
quand on penche les c6t6s sans changer la longueur ou quand on fait glisser 
un c6t6 sur son support, le c6t6 parall61e restant fixe et que les autres 
s'allongent en se penchant? Nous rattachons l'utilisation du d6coupage- 
recollement au point de vue statique dans la mesure off il concerne une 
surface et non une famille de surfaces issues d'une d6formation de l'une 
d'elles. Ceci est le moyen, pour les 616ves, d'obtenir des explications. Le 
retour au point de vue dynamique permet d 'aboutir  ~t un 6none6 plus 
g6n6ral: "l 'aire d 'un parall61ogramme ne change pas lorsqu'on fait glisser 
un c6t6 sur son support" et ~ une formule de calcul d'aire, elle de l 'ordre 
du statique. 
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4. Nouvelles HypothOses Didactiques 

Les observations faites nous am6nent $ ajouter des hypotheses pour  la 
construction de nouvelles s6quences didactiques. Nous  avions pr6vu du 
travail dans le cadre g6om~trique sans prendre en compte le point de vue 
dynamique de la d6formation. 

(1-13) Nous faisons maintenant i'hypoth~se clue, dans le cadre g~om~trique, 
une interaction entre les points de vue statique et dynamique est n~cessaire 
dans la conceptualisation de la grandeur aire et dans sa dissociation de la 
longueur. 

Le d6coupage-recollement et la d6formation am~nent ~ des conclusions 
contradictoires. Le comptage de carreaux sur papier quadrill6 emporte la 
conviction et permet  de trancher. 

Nous pr6voyons maintenant  de renforcer le jeu de cadres papier blanc - 
papier quadrill6 au d6but du processus d 'apprentissage pour  6tablir que, 
pour  deux surfaces dessin6es sur papier quadrill6, avoir des aires 6gales a l e  
m~me sens, qu 'on  se r6f6re au comptage de carreaux, au d6placement ou au 
d6coupage-recollement et r6colter dans les deux cadres des propri6t6s 
6tablies dans l 'un des deux. 

Un des objectifs est, en fin de processus, d'utiliser efficacement le 
quadri l lage et ses raffinements successifs afin d 'encadrer de plus en plus 
pr6cis6ment une surface par  des surfaces dont  on sait mesurer les aires. 
Nous faisons l 'hypoth6se que trois points importants  interviennent pour  
cela: 
- la maitrise du passage du cadre "papier  blanc" au cadre "papier  

quadrill6" et r6ciproquement 
- la dialectique statique - dynamique 
- la dissociation aire - longueur. 

CONCLUSION 

Notre  objectif &ait de construire la notion d'aire et une application mesure 
entre surfaces et nombres,  de fa~on qu'elles prennent sens pour  les 616ves. 
Notre  analyse a priori nous amenait  ~ faire des choix didactiques bas6s 
sur des jeux de cadres surfaces-aires-nombres dans lesquels les cadres 
diff6raient par  leurs objets. Plus pr6cis6ment, certaines s6quences ont eu 
pour  objet de rendre concevable la comparaison d'aires sans recours gtla 
mesure. D'autres  ont eu pour  objet la comparaison et le calcul d'aires en 
recourant ~ la mesure dans le cas de surfaces pavables avec des 616ments 
"6trangers" (non superposables ou ne provenant  pas d 'une subdivision de 
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l'un d'eux) et aussi dans le cas de surfaces non pavables avec un 616ment 
choisi ~ l'avance. Ce travail a permis aux 61~ves d'r tendre le champ des 
surfaces qu'ils savaient mesurer avec une unit6 donnre, $ des surfaces non 
pavables avec cette unitr. En particulier, un acquis de leur apprentissage est 
qu'il est possible d'exprimer en cm z l'aire d 'un triangle, d 'un parallrlo- 
gramme ou d'une autre surface, que le cm 2 est l'aire d'une surface qui peut 
prendre des formes tr~s diverses. 

Autrement dit, une des consrquences de l'apprentissage est la prise de 
distance par rapport  ~i la conception de l'aire lire ~t la forme. 

Toutefois, cette 6volution n'est pas nrcessairement un rrsultat qui inter- 
vient tout de suite aprrs l'apprentissage. A c e  moment l~i, au CM1, pour 
comparer des aires de surfaces usuelles, le drcoupage et recollement con- 
venable n'a 6t6 un outil oprratoire que pour la moiti6 des 616ves environ. 
Dans les deux classes, pour  traiter ces questions certains amalgament 
encore aire et prrimrtre. D'autres les numrrisent en recourant abusivement 
aux longueurs des c6trs. D'autres enfin font intervenir fortement un point 
de vue "drformat ion"  de surfaces usuelles (ici des parallrlogrammes) en 
surfaces plus familirres qu'ils savent traiter (des rectangles). La drforma- 
tion dans le cas trait6 pouvait conserver l'aire (glissement d 'un crt6 du 
parallrlogramme sur son support) ou ne pas la conserver (articulation de 
deux cr t r s  autour des sommets). Elle produisait dans les deux cas une 
drclaration de conservation de l'aire. Les 61~ves concernrs ont fait 6voluer 
leur point de vue de fa~on drterminante lors des entretiens en bin6me, et ce 
de fa~on d 'autant  plus marqure que leurs conceptions les conduisaient $ des 
affirmations contradictoires. 

Ainsi, l 'exprrience nous a appris que les jeux de cadres prrvus &aient 
insuffisants et qu'il &ait important  d 'y ajouter des jeux entre cadres qui 
diffrrent par la problrmatique - ici statique, dynamique. 

Actuellement, nous envisagerions une ingrnierie didactique qui donnerait 
lieu au drroulement de diffrrentes dialectiques mobilisant diffrrents sens de 
l'aire et dont  l 'enchalnement devrait permettre l'61aboration du concept 
d'aire dans son double aspect outil et objet. 

1. Jeu de Cadres: Papier Blanc, Papier Quadrill~ 

Le travail sur papier quadrill6 a pour  but de  mobiliser une conception de 
l'aire mesurre par l'e hombre de carreaux: deux surfaces SI et $2 ont la 
m~me aire quand elles sont constitures du m~me nombre de carreaux, 
qu'elles soient superposables ou qu'elles ne le soient pas. Si $1 contient 
moins de carreaux que $2, l'aire de $1 est plus petite que l'aire de $2. 
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Le travail sur papier blanc a pour  but de mobiliser une autre conception 

de l'aire, ind6pendante des nombres: deux surfaces S1 et $2 ont m~me aire 
- si on peut trouver un d6placement (de l'espace) qui am6ne S1 sur $2; 

dans ce cas elles sont superposables 
- si on peut d6couper l 'une en un nombre  fini de morceaux et les recoiler 

sans chevauchement de fa~on A obtenir une surface superposable 
l 'autre. 
Si un d6placement am6ne S~ sur une partie de $2, alors l 'aire de Sx est 

plus petite que l 'aire de $2. 
I1 est alors n6cessaire de proposer  une situation dont  l 'enjeu est de 

montrer  que deux surfaces qui ont la m~me aire au sens du papier blanc 
l 'ont  aussi sur papier quadrill6: 

- Etant  donn6e une surface S dessin6e sur papier blanc, les surfaces 
obtenues en reproduisant S dans des positions quelconques sur un papier 
quadrill6 contiennent le m~me nombre  de carreaux (en particulier m~me 
si le bord ne suit pas par tout  les lignes du quadrillage). 

- Etant  donn6e une surface S dessin6e sur papier quadrill6, toute surface 
obtenue ~t partir  de S par  d6coupage et recollement sans chevauchement 
contient le m~me nombre  de carreaux que S. 
Ces deux crit6res nous garantissent la conservation du nombre  de 

carreaux, qu 'on  connaisse ce nombre  ou non. Ils fournissent les moyens de 
d&erminer le nombre  de carreaux contenus dans une surface en la rem- 
pla~ant au besoin par  une autre en contenant autant  et pour  laquelle le 
calcul est plus commode.  

L'expression "avoir  m~me aire" n 'avai t  de sens au d6part que pour  des 
surfaces sur papier quadrill6 et dont  les bords suivent les lignes du 
quadrillage. Par  un jeu de cadres papier blanc - papier quadrill6, on &end 
le champ des surfaces pour  lesquelles l 'expression "avoir  m6me aire" a un 
sens. 

Remarque 

On ne peut faire l '6conomie du travail sur papier blanc. Pour les 616ves 
priv6s des proc6dures sur papier blanc, les comparaisons d'aires de 
surfaces dessin6es sur papier quadrill6 conduisent ~t un comptage du 
nombre  de carreaux en essayant de rassembler des morceaux de fa~on 
parfois tr6s apprordmative, m6me dans le cas off les surfaces sont super- 
posables. Le comptage peut ainsi amener des r6ponses contradictoires au 
sein de la classe. Les moyens de contr61e rel6vent de proc6dures sur papier 
blanc. 
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2. Confrontation Longueur - Aire  

Nous avions pr6vu de diff6rencier aire et p6rim6tre dans un contexte de 
d6coupage et recollement, d 'abord avec des surfaces "irr6guli6res", puis 
avec des rectangles off de plus intervient la mesure. Nous avons observ6 que 
des difficult6s subsistaient. Les jeux de cadres pr6vus ont eu un certain effet 
sur la dissociation aire-p6rim6tre mais ont 6t6 insuffisants ~t modifier de 
faqon stable les conceptions de certains 616ves. 

Les s6quences pr6vues initialement pour  diff6rencier aire et longueur 
nous semblent devoir 6tre conserv6es, mais elles seront compl6t6es, et c'est 
l'objet du paragraphe suivant, par la prise en compte d'un point de vue 
dynamique. 

3. Dialectique Stat ique - Dynamique  

Nous avons constat6 au cours des entretiens que, pour comparer des aires 
de surfaces planes, les 61$ves recourent & des d6formations continues des 
surfaces donn6es et qu'ils ont tendance ~i amalgamer la conservation des 
aires et celle des longueurs des c6t6s dans de telles d6formations. Nous 
retenons que le probl6me, pour les 616ves, est de dissocier ces transforma- 
tions de la rotation autour d 'un sommet qui, elle, conserve longueurs et 
aires. Nous proposons de faire &udier s6par6ment l'effet de ces diff6rentes 
transformations sur les aires et sur les longueurs (c6t6s et diagonales) des 
rectangles. 

(a) Glissement d'un c6t~ sur son support 

/ 

D D,, Dz C D~, C~ Cz C 5 

A 15 

Fig. 22 

On d6place CD sur son support (qui est la droite parall61e ~ A B  portant 
CD). Le rectangle A B C D  se t ransforme en paraU61ogramme. Comment 
varient les longueurs des c6t6s, de chaque diagonale, le p6rim6tre, l'aire du 
parall61ogramme (Fig. 22)? 
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(b) Pivotement des c~tbs autour des sommets 

Fig. 23 

On a un parall61ogramme articul6: les c6t6s sont des barres rigides (de 
longueur fixe) qu'on peut faire pivoter autour des sommets. Comment 
varient les longueurs des c6t6s, des diagonales, le p6rim~tre, l'aire (Fig. 23)? 

Les transformations continues ci-dessus se situent dans un cadre dy- 
namique. Ce point de vue incite les 61~ves fi consid6rer que les caract6ris- 
tiques de la figure sont conserv~es (en particulier aires et longueurs des c6t6s 
dans le cas (a) du glissement comme dans le cas (b) du pivotement) puisqu'il 
s'agit de la mSme figure qu'on d6forme: "on  penche le rectangle", "on 
redresse le parall61ogramme". Int6ressons-nous aux 616ves pour lesquels un 
parall61ogramme n'est qu'un rectangle pench6 et qui proposent de "re- 
dresser" le paraU61ogramme pour obtenir un rectangle de mSme aire. Ces 
616ves sont d 'autant  plus convaincus de leur d6marche que le parall61o- 
gramme se pr6sente ~ eux comme un rectangle peu perturb6 (c6t6s peu 
pench6s). Les 61~ves s'6cartent ainsi peu de la situation de d6part, ce qui leur 
garantit une illusion de stabilit6. 

Pour d~passer ce point de vue, il est n6cessaire de dissocier les 6tats de 
d6part et d'arriv6e tout en les consid6rant comme deux 6tats d'une d6forma- 
tion qu'on peut accuser vers des cas limites de fa~on ~t en grossir les effets: 
parall61ogramme tr6s allong6 dans le cas (a), tr~s aplati dans le cas (b). 

La perception oblige fi douter mais non ~ renoncer imm6diatement aux 
convictions de d6part. 

Des conjectures sont faites, des preuves deviennent nbcessaires. 
Le cadre dynramique devrait permettre de pointer les sources de difficult6, 

de faciliter les dissociations n6cessaires: (a) glissement, (b) pivotement. 
Le cadre statique est le cadre adapts pour 6tablir des preuves. 
Le cadre g6om6trique s'enrichit d 'un th6or~me: invariance de l'aire par 

"glissement". Ce th6or6me justifie la formule de l'aire du paraU61ogramme: 
aire = base x hauteur. 

Un nouveau probl6me s'impose pratiquement ici: 
l'aire dbpend-elle du choix de la base?non d'apr6s la formule usueUe, oui 
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d'aprrs les conditions de production que nous avons proposres (qu'il s'agisse 
de d6couper et recoiler un triangle ou de drformer le parallrlogramme par 
glissement d 'un c6t6). 

L'6tude des problrmes de drformation ou de d6coupage et recollement fait 
partie de la construction du sens de la formule usuelle S = b x h. Mais ils 
ne peuvent pas &re tous traitrs ~ l'rcole 616mentaire. La drformation en 
parallrlogramme articul6 peut &re trait6e en CM jusqu'au cas limite 
d'aplatissement. En revanche, le glissement d 'un c6t6 sur son support peut 
&re abord6 dans le cas off la procrdure de drcoupage et recollement d 'un 
triangle entrirrement situ6 dans le parallrlogramme, pour former un rect- 
angle, est possible, car alors elle est un moyen de contrr le  h la disposition 
des 616ves chez qui elle est familirre. Ces 6tudes suffisent drj~ h dissocier les 
effets de ces deux drformations. C'est ce que nous avons observ6 lors des 
entretiens. Les autres cas et notamment le changement de base pourraient 
&re abordrs en CM2 mais aussi diffrrrs en 66me si le temps ~t consacrer aux 
aires n'est pas suffisant ~ l'rcole 616mentaire. 

Sans l'6tude des problrmes de changement de base, on s'appuie implicite- 
ment sur le fait qu'une surface a une aire bien drtermin6e et que des procrdrs 
diffrrents de calcul doivent aboutir au mSme rrsultat. Or, J. Rogalski a 
observ6 que ce n'est pas un acquis pour tous les 616ves de 56me dans le cas 
du triangle quelconque. La possibilit6 d'admettre l'unicit6 de la mesure quel 
que soit le moyen de calcul, peut justifier qu 'on introduise les formules 
(parallrlogramme, triangle) ~t l'rcole primaire, vu rusage social qui enest  fait. 
Toutefois, on volt le d6calage qu'il y a entre la formule usuelle prrsentre dans 
toute sa grn6ralit6 "si  simple", et le travail qu'il faudrait faire pour esprrer 
asseoir sa validitr. On ne peut pas s 'r tonner des difficult6s et des drrapages, 
par ailleurs couramment observrs, chez des 61~ves de collrge, voire de lycre 
(nombreux encore sont ceux pour  lesquels l'aire d 'un parallrlogramme 
s'obtient en multipliant les longueurs de deux c6trs adjacents). 

4. J e u x  de Cadres  Sur faces  - A i res  - N o m b r e s  

C'est sur ces jeux de cadres qu'rtait  bas6 notre premier processus d'appren- 
tissage. Nous les reprenons (voir pages 12-18). 

Les situations ~ proposer aux 616yes restent h exprrimenter et ~ mettre au 
point. 

Nous pensons qu'aprrs ce travail, les 616ves devraient &re mieux armrs pour  
identifier aires et nombres avec un moindre risque de drrapage. 

Ils pourraient m~me atteindre les aires de surfaces pour lesquelles le 
maillage carr6 n'est pas nrcessairement le meilleur et pour lesquelles la 
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longueur du bord n'est pas ndcessairement finie. Citons par exemple la suite 
Sn des surfaces obtenues par un procdd6 itdratif ~ partir de triangles 
6quilatdraux, et dont nous dessinons ci-dessous les premiers termes. Cha- 
cune des surfaces de la suite a un pdrimdtre et une aire qu'on peut calculer. 
Que se passe-t-il fi l'infini? (cf courbe de Von Koch) (Fig. 24). 

? 
So S1 $2 

Fig. 24 

On fabrique Sn+l h partir de Sn en ajoutant un triangle 6quilatdral 
construit sur le tiers central de chaque cdtd. 

N O T E  

* La situation ici est celle fi laquelle on est confront6 chaque fois qu'il s'agit d 'une grandeur 
lindaire. Une grandeur (comme la longueur, la masse, la dens i t6 . . . )  prend une valeur a~ pour 
chaque objet physique d 'une certaine catdgorie. L'ensemble f~ de ces valeurs est ddfini 
indbpendamment du choix d'une unitb, (par exemple, comme quotient de l'ensemble des objets 
physiques par une certaine relation d'dquivalence). Les opdrations physiques permettent 
d'identifier t~ ~ un espace vectoriel E de dimension 1 sur R orient6 (ou fi une partie d 'un tel 
espace), mais non de choisir une unitd, c'est ~i dire un 616ment non nul de E (qui en fera une 
base puisque E est de dimension I). Ceci peut &re obtenu de plusieurs fa~ons: par exemple, 

partir d 'une loi d 'addition et d 'une relation d 'ordre (comme c'est le cas pour les segments) 
avec une eertaine compatibilitd. 

- en ddfinissant pour deux valeurs A e t  B de la grandeur un rapport A/B  qui est un nombre 
rdel > 0 avec les conditions: (1) A/B  = 1 ~ A = B, (2) A/C  = A / B .  B /C (e'est le cas ici 
pour les aires). 

Ce rapport  peut ~tre ddfini au niveau des objets en supposant vdrifide seulement la 2idme 
propridtd. On ddfinit alors l 'ensemble f~ comme quotient de l'ensemble des objets par la 
relation "'ArB ¢~ A /B  = 1" 
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