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Indroduction

Ce mémoire est consacré a I'étude des inductions électromagnétiques en rela-
tivité générale. On y trouve exposée une démonstration du principe de FERMAT
basée sur les propriétés des caractéristiques des équations de MAXWELL.

Les champs et inductions électriques, magnétiques sont introduits comme 'ont
fait GorpoN, WEYL, LICHNEROWICZ, 4 I'aide de deux champs de tenseurs anti-
symétriques d’ordre 2: le tenseur champ électrique — induction magnétique
H,; et le tenseur induction électrique — champ magnétique G,5. Des équations
de liaison expriment les relations linéaires entre inductions et champs. Clest
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I'ensemble des deux tenseurs H, 5, G, 4 qui constitue le champ électromagnétique.
Le schéma énergétique ol il intervient est un schéma «fluide chargé conducteur
dont I'étude a été faite antérieurement * et dont on rappelle les résultats essentiels
sur l'intégration des équations du champ.

En présence d’inductions, les variétés caractéristiques des équations de MAx-
WELL ne sont pasidentiques aux variétés caractéristiques des équations d’EINSTEIN.
On sait que ces derniéres sont tangentes en chacun de leurs points aux cones
élémentaires €, de I'espace-temps. Les cones caractéristiques €, pour les équa-
tions de MAXWELL sont intérieurs aux cones élémentaires. Les variétés carac-
téristiques tangentes aux cones €, sont orientées dans le temps et les bicaractéris-
" tiques sont les géodésiques de longueur nulle de la métrique associée**

d5% = (gup — (1~ ) e s) d " 4

ol #* désigne le vecteur vitesse unitaire d’'univers et les scalaires ¢, u le pouvoir
diélectrique et la perméabilité magnétique en chaque point du milieu considéré,

Or les variétés caractéristiques des équations de MAXWELL jouent le rdle de
surfaces d’ondes électromagnétiques. et les bicaractéristiques, celui de rayons
électromagnétiques correspondants. On est conduit 3 introduire naturellement
la variété riemannienne B, définie par la variété différentiable portant I'espace-
temps et munie de la métrique associée 452

Les équations de MAXWELL peuvent s’exprimer directement dans cette variété
ou elles affectent une forme simple symétrique de celles de la théorie électro-
dynamique de LoRENTZ. Les rayons électromagnétiques sont géodésiques de
longueur nulle de B,. L’étude géométrique des rayons électromagnétiques dans
I'espace fournit 1'énoncé du principe de FERMAT.

Pour faire cette étude, nous avons commencé par généraliser au cas du fluide
parfait chargé conducteur la notion de mouvements permanents liée a I'existence
pour 'espace-temps B, d'un groupe connexe i un paramétre d’isométries globales
A trajectoires orientées dans le temps et ne laissant invariant aucun point de B, ***,
Si le mouvement du fluide considéré est permanent, il est défini dans la variété
B, un groupe d’isométries induites par le groupe de 'espace-temps. Nous sommes
dans un cas ou la ¢méthode de descente» de LICHNEROWICZ**** s’applique. En
projetant les géodésiques de longueur nulle de &, sur la variété quotient de B,
par la relation d’équivalence définie par son groupe d’isométries, nous obtenons
un théoréme qui généralise le principe de FERMAT en relativité. Ce théoréme
est valable pour un milieu en mouvement permanent quelconque. En particulier
dans le cas d'un espace-temps sans gravitation de MiNnkowskI, il fournit comme
conséquence une démonstration de la formule relativiste de la composition des
vitesses.

* Etude électromagnétique et thermodynamique d’un fluide relativiste chargé
[Jour. Rational Mechanics and Analysis 5, No. 3, 473—583 (1956)].
** GORDON a trouvé cette métrique par voie algébrique.
**% T ICHNEROWICZ, A.: Théories relativistes de la gravitation et de I'électromagné-
tisme, chap. IV, III, pp. 83 —90. Masson 1955.
*xxx Tbid., Livre 11, chap. 1°7,
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Notations employées

2
8, = F‘L, Onp = —&f—af; 1 dérivées partielles

v, : dérivée covariante
o, f, ..., tout indice grec = 0,1, 2,3.

1,7, ..., tout indice latin =1, 2, 3.

I. Inductions électromagnétiques.
Intégration des équations de MAXWELL

1. Les équations de Maxwell dans 1’espace-temps 8,

Soit dans la variété espace-temps B, de la relativité générale, munie de la
métrique d’univers

(1.1) ds?=gedx*dx’ @, 8=0,1,2,3)
un domaine D occupé par une distribution matérielle schématisée sous forme de
fluide — champ électromagnétique. # désigne le vecteur vitesse unitaire en

chaque point x de D. On appelle repére propre en x, un repére orthonormé dont

- = .
le premier vecteur V® coincide avec # et dont les trois autres vecteurs V')
orientés dans l'espace sont normés par la condition

8ap Ve s — 4,

Les phénoménes électromagnétiques sont caractérisés par les deux champs
de tenseurs antisymétriques d’ordre 2: le tenseur champ électrique — induction
magnétique H,; et le tenseur induction électrique — champ magnétique G,,,
dont les composantes relatives 4 un repére propre au point x considéré ont pour

valeurs 0o E, E, Ey o D, D, D,
—E 0 B; —B —D 0 H, —H, Y\
(Haﬂ) — 1 3 2 , (Gaﬂ) — 1 3 2
—E, —B;, 0 B, —-D, —H, 0 H,
—E, B, —B, 0 —D, Hy, —H, 0
et vérifient les relations
(1.2) Goy=¢Hy;,, H;;j=pG;; (5,7=1,2,3)

ol les scalaires ¢ et u représentent respectivement le pouvoir diéléctrique et la
perméabilité magnétique du milieu considéré.
Nous introduisons les tenseurs adjoints

(1.3) HeP = opt78H,,,  G= 373G,

ol 7,5, 5 €st le tenseur complétement antisymétrique attaché A la forme élément
de volume de B,. Les relations (1.2) peuvent alors s’écrire sous la forme in-
variante

(1.4 . Gupu®* = e H,zu*
(1.5) pGoput =H,u
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valable dans un systéme de coordonnées locales quelconque. Ces relations sont
appelées les éguations de liaison.

Les deux champs de tenseur H,; et G,; doivent satisfaire aux équations de
MAXWELL qui s’écrivent ~

(1.6) v, =0,
(1.7) V.G=# = J°.

? est le vecteur courant électrique. Le premier groupe des équations de MAXWELL
q p p q
peut encore s'écrire
%naﬁyd Va Hﬁy = 0.

Il exprime qu'il existe localement un champ de vecteur g, dont H,; est le rota-
tionnel, c’est-a-dire

Haﬁ = 3a% - aﬂ‘por.' :
L’évolution du champ électromagnétique est déterminée, si I'on connait J#
c’est-a-dire la distribution de I’électricité. On peut supposer pour un milieu non
conducteur que f est colinéaire au vecteur vitesse

J* = du®.

é s’appelle la densité propre de charge électrique, et le courant électrique est
un courant de convection. Plus généralement, on est conduit a faire ’hypothése

I*=0w"+ ou, H®*

olt § est encore la densité propre de charge électrique et o un scalaire carac-

térisant la conductivité électrique du milieu. f posséde alors une composante
colinéaire & # et une composante I'*=gu,H®* orthogonale 4 #. La premiére
représente le courant de convection et la seconde, le courant de conduction qui
satisfait & I'hypothése d’Onm.

Les équations (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) constituent les équations de 'électro-
magnétisme en présence d’inductions dans la matiére, Dans le vide, on a I'égalité

(1.8) ep =1
et les équations de MAXWELL deviennent

(1.9) . P H*=0,
(1.10) V,G*¥ =0,

tandis que les équations de liaison se réduisent a

(1.11) Gup=—H,3= ¢ Hyy.

1
"

Nous désignerons dans la suite par & et T les vecteurs qui figurent au pre-
mier membre des équations de MAXWELL, soit

(1.12) &8 = 7, H7*,
(1.13) PP = [, G*.
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On démontre qﬁe leurs divergences sont nulles:
(1.14) V,&*=o0,
(1.15) Ve, 2*=0.

Ces deux équations sont appelées les conditions de conservation. relatives aux
équations de MAXWELL. Elles expriment la conservation de I'électricité. Ainsi,
on tire de (1.7) et (1.1

2. Expression des G,g en fonction des H,g

Les équations de liaison (1.4) et (1.5) traduisent le caractére linéaire des
relations entre inductions et champs. Elles montrent que les deux champs ‘de
tenseurs H,; et G,; ne sont pas indépendants 1'un de I'autre. On peut exprimer
les G, ;3 en fonction des H,;.

En effet, 4 partir de (1.4) nous pouvons former 'égalité
(21) (Gepth, + Gg, 1) uP = e(H, g0, + Hy, u,) uP.
D’autre part, (1.5) peut s’écrire sous la forme équivalente
1
Gapthy + Gpyths + Gyo thy = u (Hoptey + H, g0, + H, o 145)

vraie pour tout groupe de valeurs données i «, 8, y. Par multiplication contractée
de cette relation avec #f, puis en retranchant (2.1) de I'égalité ainsi obtenue,
nous avons

1
G, = ” (Hypu, 4 Hg 1, + H,,ug) wf — e(H pu, + Hp,u,) ul.

Nous en déduisons

1 1— .
(2.2) Gap = Hap + ”‘" (Hoo 4" ug — H, gt ,).
C’est la relation cherchée. En composantes contravariantes, on a
(2.3) G*f = %H“M— ’_;L" (Ho%u,uf — HPu, 0.

3. L’intégration des équations de MAXWELL-EINSTEIN

Le champ électromagnétique (H,;, G,,) et la métrique ds?=g,,d x*dx® sont
liés par les équations de MAXWELL-EINSTEIN. Si le milieu meublant le domaine
D, considéré est schématisé sous forme de fluide pariait chargé et conducteur,
les équations d’EINSTEIN sont*

(34) Syp=Ryp— 3 Rep= 2Ty,
To3= (0 + D) uyug —P8ap— U dp+ 1pqe) + Tap— (1 — £8) Too ¥y,
Tap = 1 8ap(Goo H®") — Gou H®,

(3.2) : @o=— %0, (g5 — u°u,)

* Cf. Etude électromagnétique et thermodynamique d'un fluide relativiste chargé
[Jour. of Rational Mechanics and Analysis 5, No. 3, 473—583 (1956)].
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ol p est la pression et # la température en chaque point du fluide. Les équations
de MAXWELL sont

(3-3) & =3n* PV, Hy, =0,

(3.4) Dy =28V, Gp=0uy+ ouH,,
A ces équations s’ajoutent les équations de conservation
(3.5) T8 =0,

(3-6) Zq“=ceu°‘3u9—% 0.0,
(3.7) Ve (89* + ou, H**) = 0.

Les scalaires #,¢,1, ¢, u, 0 sont supposés dommés; ils caractérisent le fluide
envisagé qui admet de plus 1'équation d’état

(3.8) e=¢@.9.

Les variables de champ sont constituées par ’ensemble

'b (gzﬁt Haﬁt "9: ,ucz’ ?, Cs)

ou le vecteur #* est normé
(3.9) Bap ¥t = + 1.

Le probléme qui se pose est celui de l'intégration des équations du champ.
On peut I'étudier au moyen d’une analyse du probléme de Cauchy. Pour cela,
on se donne sur une hypersurface & orientée dans 'espace, représentée locajement
par
' =0,
lés valeurs des quantités

%(gaﬂ: aogfxﬁ; Haﬂ; 19’ ao'ﬂ)

et on se propose de déterminer les divers champs # (g,5, H,p, &, 4% p, 6) en
dehors de & dans son domaine d’existence. Il suffit d’étudier la possibilité de
calculer sur & les valeurs des différentes quantités introduites et de leurs
dérivées successives.

L’espace-temps 2, étant une variété différentiable de classe (C2, C* par
morceaux), on supposera donc g,, de classe (C*, C® par morceaux), H,; de classe
(C®, C*® par morceaux) et & de classe (C2, C* par morceaux).

Pour g°°=0, les équations d’EINSTEIN sont équivalentes 4 I’ensemble des
deux systémes

(3.10) Ri;=—3g%008; + Fi=y(T;— 3 Tgiy)
B.11) Sp=zxlle+p) 0 u,— pes— (40 g+ s 8°) + 7% — (1 — e0) 00, ]

oli les F; et S) ont des valeurs connues sur ©. Les équations (3.11) jointes au
caractére unitaire de #* et 3 I'équation d’état fournissent les quantités p, u”.
(3.10) déterminent alors y4g;,; si g°°==0.
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Les équations de MAXWELL sont équivalentes & l'ensemble du systéme

(342) 2= (& — (1 — ) (4)2) 00 Hog + = (&= (1 — o) W) ool O,

=du;-+ouH,,,
(3-13) ' E=5n"*0H; +y' =0
et des deux identités '
(3.14) D = du® + o u, H*®,
345 0=} 178, H;, = 0

oi les @; et ¥* ne dépendent pas des 8,H,, mais dépendent des 8,u* tandis que
la quantité &° ne dépend pas de 9,H,; ni de dyu*. (3.15) exprime qu'il existe un
potentiel vecteur local pour H;; sur &. L'équation (3.14) détermine d si «®==0.
Pour avoir 6,H,,, il faut chercher a déterminer d’abord les dérivées de «*: soit
Opr*. Cette détermination se fait simultanément avec celle de 8,p, 8,8 au
moyen des équations de conservation relatives aux équations d’EINSTEIN (3.5)
auxquelles on adjoint le caractére unitaire de #*, I'équation de conduction ther-
mique (3.6) et Yéquation d’état. Puis la derivée 8,0 se calcule par I'équation
de conservation du courant électrique qui peut s’écrire

w040 =
olt £ dépend de Gyu* mais ne dépend pas de 9,H ;4.

Les 9yu* étant calculées, on les porte dans (3.12) et (3.13) qui fournissent
enfin les 0,H 4 si

g0 — (1 — sp) ()2 == 0.

Si I'hypersurface & portant les données de Cauchy % n’est pas exceptionnelle,
il résulte des équations (3.10), (3.12), (3.13), (3.5), (3.6), (3.7) que les quantités
O008ijs OoHypg, 04¢P, Ogu*, 04p, 990 sont bien déterminées et nécessairement
continues a la traversée de 'hypersurface &. Les mémes conclusions s’étendent
aux dérivées d’ordre supérieur de ces quantités si on suppose les données déri-
vables & un ordre plus élevé que celui de I'hypothése.

La détermination des quantités précédentes ne fait pas intervenir les équations
(3.11), (3.14), (3.45). Or celles-ci ne contiennent aucune dérivée oblique des
données de Cauchy; celles-ci sont donc astreintes & vérifier sur la variété & les

trois équations (3.11), (3.14), (3.15) ou leurs équivalentes

@ Ca=Sy— 112 =0
PO=9° — (840 4 ou, H*®) =0
&%=0

ou l'on a posé
.QaﬁZSaﬂ_x];ﬁr Pa:'@a_(aua"{_o'ugchx)'

Considérons maintenant un ensemble (g, 5, H, 4,9, 4%, p, 6), solution des équa-

tions (3.10), (3.12), (3.13), (3.5), (3.6), (3.7), correspondant & des données de
Cauchy ¥ satisfaisant sur & aux équations (I). En vertu du caractére conservatif
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des premiers membres des équations de MAXWELL-EINSTEIN et des équations
de conservation (3.5), (3.7), on a

V,9s=o0, F,P*=0, V,*=0.
Ces identités se réduisent en vertu de (3.11), (3.12), (3.13) aux équations
0005 = 478,03 + BL 03
9P = —C'o, P — (8,C* + I % CP) Po
0,8° = —I5&°

ol les AP, BE, C* sont des fonctions continues. Ces équations sont linéaires et
homogénes par rapport aux inconnues Q2, P?, £°. Comme Q%= F0=¢&°=0 sur
&, elles n’admettent pas d’autre solution que la solution identiquement nulle.
11 en résulte que si les équations (I) sopt vérifiées sur & par les données de Cauchy,
elles sont également vérifiées dans tout le domaine d’espace-temps considéré par
la solution 5# (g5, H, 5, ?, 4*, p, 8) des équations du champ. .

Le probléme de I'intégration des équations du champ consiste finalement dans
le choix des données de Cauchy rendant compatibles les équations (3.11), (3.14),
(3.45) qui permettent de calculer 4%, p, 8, puis dans 'intégration du systéme des
équations (3.10), (3.12), (3.13), (3.5), (3.6), (3.7) qui permettent d’étudier I'évo-
lution des champs (g5, H,p, &, 4*, p, 8). Si les données du probléme étaient
analytiques réelles, on pourrait établir A I'aide du théoréme d’existence de CAUCHY-
KowaALEwsK!I pour les équations aux dérivées partielles, qu'a un changement
de coordonnées prés conservant point par point ’hypersurface & et les données
de Cauchy sur &, le probléme admet une solution analytique réelle et une seule,
solution dont nous connaissons le développement suivant les puissances de 2°.
Sous des hypothéses de simple différentiabilité, la méthode de Mme FOURES
permet d’établir 'existence et I'unicité de la solution.

4. Les variétés caractéristiques BY

Sur les équations (3.12), on voit que si 'hypersurface & portant les données
de Cauchy est telle que sur &

@0 — (1 — eu) (W2 =0

les dérivées 0y H,; du champ électromagnétique peuvent étre discontinues i la
traversée de &. Il peut exister une infinité de solutions distinctes des équations
de MaxwEeLL correspondant aux mémes données de Cauchy. La variété © est
une variété caractéristique pour les équations de MAXWELL. Une telle variété
sera désignée par BY.

Dans un systéme de coordonnées locales arbitraire quelconque, les variétés
caractéristiques B3 définies par f(x*) = 0 sont les variétés satisfaisant 4 I'équation

(4.1) (6 — (1 — ep) u*ef) 6, f 85 = 0.

Ces variétés A la traversée desquelles peuvent se produire des discontinuités du
champ électromagnétique, constituent l'extension relativiste des fronts d’ondes
électromagnétiques classiques. Nous supposerons que ces fronts d’ondes sont
orientés dans le temps, ou 4 la rigueur tangents au cone élémentaire ds?=0
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de B,; nous verrons que cette hypothése est bien en accord avec les exigences
physiques relativistes. S’il en est ainsi,

A =gP0, 1051 = (1 — e) (4" 8, N 0.
On en déduit :

(4.2) eu=1.

Ceci posé, la généralisation de I’hypothése d’HuGONIOT permet d’évaluer ce
qui constitue ici la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques consi-
dérées. Pour cela considérons deux surfaces d’ondes voisines (BY), et (BY),
définies par les équations

fx) =0, f(»x) =9

et prenons ¢ pour infiniment petit principal.

La ligne de courant issue du point x de (BY), coupe (B¥), en un point défini
aux infiniment petits d’ordre supérieur prés par x+n#, n étant donné par la
relation

(4.3) nuto, f=174.

- Soit 7 le vecteur normé (%#2= —1) normal en «x i la surface d’onde (BY),. Il a
pour composantes covariantes en x
(44) 0y = ,;aif_—-

V — 6% 8f 05t
La trajectoire orthogonale des B issue de x coupe (BY), en un point qui,
4 des infiniment petits d’ordre supérieur prés, s’écrit x+#, 7%, 7, étant déterminé
par la relation '

nlnfalf =9.
On cn déduit
) ) — 528 8,f 85/ -9
45 = —, — = T ey ———
(45) = wr §%F 0, f B/ Y —g2Bo,f 25t

Introduisons le vecteur f = % — 5, %. En vertu de (4.3) et (4.4), on a

ﬂ(ﬁﬂ) =N
et

(%= (i —my3) -7 =@ %) + 9= 0.

Le vecteur ¢ est donc tangent a la surface d’onde. Il est orienté dans le temps,
car son carré

o= ()2 =n*—ni — 20y (4 7) = + o1t
est positif.

Le vecteur 7717 apparait ainsi comme la somme de deux vecteurs, I'un ortho-
gonal a la surface d’onde et orientée dans I'espace, l'autre tangent a cette surface
et orienté dans le temps. La vitesse de propagation V de I'onde se trouve définie
comme la limite du rapport des modules de ces deux vecteurs, soit

V=1lim| ™,
80| 7 |
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On a ainsi

V2= lim 17; ,
60 73

soit, en remplacant #, et 5, par leurs valeurs

pee L
e’

La vitesse de propagation des ondes électromagnétiques est donc 1/} eu.
Cette valeur appelle deux remarques: d’abord elle généralise la valcur obtenue
en électromagnétisme classique. De plus, dans nos hypothéses (e =1), la
vitesse de propagation V est inférieure & une vitesse limite ¢=1; cette valeur
limite coincide avec la valeur de la vitesse de propagation des ondes électro-
magnétiques dans le vide (g =1).

II. Etude des caractéristiques
5. Définition d’une métrique associée

L’intégration des équations de MAXWELL fait intervenir le champ de tenseur
contravariant symétrique

(5.1) gof = gaf (1 — ep) u*uf

dont la forme quadratique associée représente la forme caractéristique des
équations de MAXWELL. L’étude des variétés caractéristiqués BY de celles-ci
devient plus suggestive si 1’on introduit la métrique riemannienne

(5.2) ds? =g, pdx*d P

“dont la matrice des coefficients (8,.5) est la matrice inverse de la matrice (§*7).
On obtient f~cilement

(53) gzﬁ=gaﬁ (1_ !‘u)u L7

emreffectuant les calculs en repére propre. Et, sig et g représentent respectivement
le déterminant. de la matrice (g,4) gt celui de la matrice {B2p), 011 a la relation

(5.4) g=¢eug.

La métrique ds® sera dite métrique associde. Elle joue un role fondamental
dans I'étude des variétés caractéristiques des équations de MAXWELL. La métrique
d’univers ds?=g,zdx*dx? est du type hyperbolique normal. Rapportée a un
repére propre, elle prend la forme canonique :

ds? = (w0)2 — (0)1)2 — (w2)2 — (w3)2

ot les (w*®) sont un systéme de formes de Pfaff locales linéairement indépendantes.
La métrique associée prend elle-méme la forme

a5t = (8,5 — (1 — &) ) 0" o
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ol §,,=0si aFp, dyo=+1 et d;;,=—1 et uy=1, ;=0 dans le repére propre.
On en déduit |
: - w® 2
a5t = (2] — (o) — @2 — (@,
Veu
ce qui montre que la métrique associée est également de type hyperbolique
normal. _

Nous désignerons dans la suite par 8B, la variété riemannienne définie par la
variété différentiable portant B, et munie de la métrique associée 452 Et nous
distinguerons par une barre supérieure les quantités définies relativement & B,.
Nous appellerons cbne élémentaire associé €, en un point x, le céne réel de direc-
tions tangentes & B, défini par I'équation d52=0.

6. Etude des bicaractéristiques

Dans l'espace riemannien &,, les variétés caractéristiques des équations de
MaxweLL, définies localement par f(x*) =0, sont solutions de 'équation aux
dérivées partielles du premier ordre

6.1 A,f =g*P0,f 8,1 = 0.

Elles ont tangentes en chaque point au céne élémentaire associé €,. Les cénes
élémentaires €, de B, sont donc cones caractéristiques pour les équations de
MAXWELL et celles-ci admettent pour variétés caractéristiques les variétés tan-
gentes 4 ces cObnes. Mais dans V'espace-temps B, les cOnes caractéristiques des
équations de MAXWELL sont en général différents des cones élémentaires €,
(ds2=0). Ils ne coincident avec ces derniers que dans les régions vides de matiére.

Jne variété caractéristique R, c’est-d-dire une solution de (6.1), peut étre
engendrée au moyen des bandes caractéristiques de (6.1). Une telle solution
peut étre engendrée au moyen des bandes de B, constituées chacune par I'en-
semble d'une courbe £, et d'une famille 4 un paramétre de 3-plans élémentaires
tangents a ces courbes. Les courbes &, sont appelées les bicaractéristiques des
équations de MAXWELL.

Pour les déterminer, posons
2H(x y,) =8 v, ¥
et considérons I'équation aux dérivées partielles
6.2) 4,f=2H (%, o,)=C

ol C est une constante arbitraire. Relativement aux variables x* f, y;, les
bandes caractéristiques des équations de MAXWELL (3.1) et (3.2) sont données
par les solutions du systéme différentiel

dx"__“._dx’__df__ dyo_ _ dy,,__d
eH T T eHT2H - " eH T e
ay, 8y, - ex® '

qui satisfont a I'intégrale premiére

2H(*,y,)=C
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pour la valeur C de la constante. Si 'on introduit la variable auxiliaire #, les
fonctions x*(u), ¥, () sont données par le systéme canonique

; dx* _ oH dye,  ©oH
(63) Tu T dw s
relatif 4 la fonction hamiltonienne H (2, y,). Le premier groupe des équations
(6.3) s’écrit explicitement

o __ o8 ot dx*
(6.4) ="y, (x = d-u)'
Inversement
(6'5) yﬁ = Eaﬁ’za'

Cela posé, les solutions x*(%) de (6.3) sont extrémales de la fonction ilagran-
gienne L définie par oL — Ea,;:é“i"
puisque, par passage des variables (% %% aux variables canoniques (x?, y,) qui
leur sont liées par (6.4) et (6.5), on a entre H et L la relation classique

_ax 0L
H——xW L=1L.

Ces solutions sont les extrémales satisfaisant & l'intégrale premiére
(6.6) 2L=C

pour la valeur C de la constante. Or, d’aprés I'existence de cette intégrale pre-
miére, les extrémales ainsi définies sont aussi les extrémales de

V2L = V&, %%
satisfaisant & (6.6). Il en résulte que les x* (%) définissent des géodésiques de ;.
Si C =0, le systéme différentiel aux caractéristiques de (6.1) admet l'intégrale
premiére f=const. et les variétés BY peuvent étre engendrées par les bandes
de R, définies par les géodésiques de longueur nulle §,, le 3-plan associé étant
le plan tangent au céne élémentaire €, le long de la tangente & Q.
Nous avons démontré le théoréme:

Théoréme. Les bicaractéristiques des équations de MAXWELL somt les géo-
désiques de longueur nulle de la variété riemannienne By munie de la mélrique

associée _ _
d52= gaﬂdx“dxﬁ.

Dans le langage de la théorie de la propagation par ondes, les variétés caracté-
ristiques B! jouent le role de surfaces d’ondes électromagnétiques. Les bi-
caractéristiques ¥, sont les rayons électromagnétiques associés. Nous pouvons
donc énoncer le résultat suivant:

Théoréme. Dans un miliew isotrope de constanies diélectrique et magnétique
e, ut variables, les rayons dectromagnétiques peuvent étre comsidérés comme géo-
désiques de longueur nulle de Uespace riemannizn B, muni de la métrique

dst =g, pdxds’ = (gaﬂ— (1 — ;!;) uauﬂ>dx“dxﬁ

ot g, 5 est le tenseur mélrique fondamental ef u, le vecteur vitesse unitaire d'univers
définis en chagque point du milieu.
Arch. Rational Mech. Anal,, Vol. 1 5
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7. Les équations de 1'électromagnétisme dans la métrique associée
Définissons sur B, le champ de tenseur antisymétrique H,, tel qu'en chaque
point (x%)

H,;=H,.
En élevant les indices de H,; 4 Vaide du tenseur métrique de B, nous avons
B = oo g o = (g2 — (1 — ep0) w0a) (g0 — (1 — ept) wu) H,,
d’olt
HYP =g g Hoo+ (1 — ep) (g Hy o'’ — ¢°F Hy ut o).

En comparant cette égalité avec la relation (2.3) donnant I'expression de G*#
en fonction de H,;, nous voyons qu’en chaque point (x%)

G*f =L Fub.
: u
L’étude du probléme de Cauchy relatif aux équations de MAaXwELL dans 8,
nous suggére d’écrire les équations suivantes dans %,:
(7.1) V. H*? =0,
(7.2) V.GxP =P

ot G4 est un tenseur proportionnel a H, 5. Le premier groupe (7.1) s’écrit encore
_ /5 —
v Heo = LEL aprog /T, — 0.

Il exprime qu'il existe localement un champ de vecteur ¢, dont H,; est le rota-
tionnel. Comme g=¢ug==0 et que H ;= H,, au point considéré, on voit que
les équations (7.1) sont équivalentes aux équations de MAXWELL du premier
groupe (16) dans B,. Et nous pouvons identifier les deux potentiels vecteurs
Pa et @,

Quant aux équations (7.2), on peut les écrire

PG = Lo, (11E5%) = 2 o, (171 22 ) =

ou

1 . ( Mol 7’3.
— 0, Igl'"‘:?:‘):T-
Viel ]/ Veu!  Veu
En comparant cette équation avec les équations de MAXWELL du second groupe
(1.7) dans R, écrites sous la forme

1 ]/—
f"fa(l( ]gIGaﬁ) :]ﬁ:
Y
on voit que les équations (7.2) sont équivalentes aux équations (1.7) si 'on prend

Geb = VJ G et JE=Yep Jb.
On est conduit & poser

~ Ie

(73) - Gaﬂ: ;Huﬁ'
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En particulier, si l'on fait 'hypothése

J? = 0uP + gu, H*5,
on vérifie que
Jt = 0P + g it HP
ol #*=d x*/ds. On observera que les scalaires ¢, g, ¢,  sont les mémes dans 8,
et B,. '
L’étude précédente montre que les équations de MAXWELL peuvent s'expriiner
directement dans la métrique associée comme

V,H* =0,
A
ol G, est 1ié & H,; par la relation simple

= 21,

et ol le vecteur J? satisfait 4 'hypothése

x|a]

JP= 6w + o, H*.
On retrouve facilement A partir de ces équations, les résultats établis aux para-

graphes précédents.

Ainsi, la formulation de la théorie électromagnétique de MAXWELL se fait
de facon équivalente dans B, et dans B,. Il convient d’observer que les équations
de MAXWELL conduisent en Physique classique i I'étude de 'opérateur linéaire
hyperbolique du second ordre

Cet opérateur reste invariant par le groupe de LORENTZ, c’est-a-dire le groupe
de transformations qui laisse invariante la forme quadratique de différentielles

V2de* —da*—dy* —dz?
et celle-ci n’est que la traduction en repére propre de la forme métrique associée
qui s’écrit ici ,
2
dst= " de—dxt—dy?—dz2
ep

v=1/°.
Ve
La quantité V a qui se présente dans notre étude peut étre interprétée comme
I'indice de réfringence du milieu considéré. Nous poserons

On voit que

n=]/e7.¢

n est un nombre positif =1 sans dimensions.

A\
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III. Mouvement permanent d’un fluide partfait chargé
8. Espace-temps stationnaire dans un domaine

Considérons un domaine déterminé 9, 4 quatre dimensions de B, et supposons
que la variété riemannienne définie par ¥, munie de la métrique d’univers

ds?=g,pdx*d s’

admette un groupe connexe d’'isométries globales & un paramétre, ne laissant
invariant aucun point de 9, et dont les trajectoires z soient orientées dans le
temps. Nous supposons de plus que:

a) les z sont homéomorphes a la droite réelle 9%;

b) I'on peut trouver une variété différentiable A trois dimensions ¥, satis-
faisant aux mémes hypothéses de différentiabilité que B, telle qu’il existe un
homéomorphisme différentiable de méme classe de D, sur le produit topologique
Dy X R dans lequel les z s’appliquent sur les lignes facteurs.

Dans ces conditions, nous dirons que l'espace-temps riemannien B, est
stationnaire dans D,. Les trajectoires z sont appelées lignes de temps. La variété
D, quotient de D, par la relation d’équivalence définie par le groupe est appelée
espace.

Soit Z:’ le générateur infinitésimal du groupe d’isométries. Aucun point de D,

n’étant invariant, ? est =0 en tout point de D,. On sait que ce vecteur satisfait
aux équations de KILLING

(8.1) XgaﬁEVa§ﬂ+ V,f3§a=0

ou X désigne l'opérateur de dérivation de Lie relatif au vecteur E.

On peut définir dans D, des systémes de coordonnées locales (x%), dits adaptés
au caractére stationnaire, de la maniére suivante: les (x) sont un systéme de
coordonnées locales arbitraire de ®,. La donnée des () détermine une ligne
de temps. Pour déterminer un point sur cctte ligne, on se donne la variété
2% = const. 4 laquelle il appartient, ces variétés étant les variétés homéomorphes

a P, définies par 'homéomorphisme b) et telles que les composantes de Z soient
g=1, &=o.

Dans ccs systémes de coordoniiées adaptés, on a

Sa = 8o

et les ¢quations de KILLING se traduisent comme

Xgaﬁ:aogaﬁz 0.

Ainsi, les g,z sont indépendants de la variable #°.

Dans la suite, nous n’introduirons que des systémes de coordonnées locales
adaptés. En effectuant la décomposition en carrés de la forme quadratique
fondamentale

dst=g,,dx*ds’
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4 partir de la variable directrice d2°, nous obtenons

(8.2) dst =1 (g, dx%)? +ds?
. 8o0
ou
a Py { 1 8oi 8 3 ]
8.3) ds1 =g, d% dx' = (g — —"goo'”)dx i

est indépendante de #° et définit sur D, une métrique riemannienne définie
négative.

9. Mouvement permanent d’un fluide parfait chargé

Considérons un fluide parfait chargé et conducteur en mouvement dans un
domaine ®,. Le mouvement de ce fluide est dit permanent si 1'espace-temps
riemannien associé B, est stationnaire dans le domaine D, et si le groupe d’iso-
métries laisse invariants le vecteur vitesse unitaire %%, la pression p, la tem-
pérature &, la densité de charge électrique 4, le vecteur courant de-chaleur ¢, et
le champ électromagnétique induit H, 4, G,p.

Xgp=XH,p=XGy=Xt*=X0=Xq,=Xp=X6=0.

Les quartités g,5, H,p, Gup, 4%, &, ¢%, p, 8 restent donc constantes le long des
trajectoires d’isométries ou lignes de temps. Dans un systéme de coordonnées
adapté, les égalités précédentes deviennent

09 8ap==0g Hyp =0y Gpp =0y u™ = 8,0 = 0y q, = 0P>=306=0;

les g4, Hyp, Gup, #*, 9, ¢, P, 6 ne dépendent pas de la variable x?
Considérons un mouvement du fluide envisagé tel que
a) I'espace-temps riemannien associé B, soit stationnaire dans P,
b) le groupe d’isométries laisse invariants Hy;,9,¢,0,%6u0
Nous allons montrer que s’il en est ainsi, le mouvement du f_luidé est permanent.
Or les hypothéses a et b se traduisent en coordonnées adaptées par les conditions*

B0 8up= Do Hop= 28,0 = 8y % = 8y c = 8yl = 8y & = By pu = Dy0 = 0.

Il nous suffit de montrer que 9, G, 5 =9, u* =0, g, =08y p= 0g0=0.

Soit x un point arbitraire de D,. Choisissons un systéme de coordonnées
adapté (#°, ) tel que le point % appartienne 4 la variété & d’équation #° =0.
Supposons que la variété & soit orientée dans l'espace et qu'elle ne soit pas une
variété exceptionnelle du probléme de Cauchy relatif aux équations du champ
correspondant au fluide considéré. Nous savons alors (¢f. §3) que pour un

* Dans un mémoire antérieur «Sur une théorie relativiste des fluides thermo-
dynamiques» [Ann. di Math. pura ed applicata, ser. IV 38 (1955)], nous avons étudi&
les mouvements permanents d’un fluide thermodynamique pur en supposant en plus
des conditions &, g, = 8,% = 0 'hypothése

0yq° = cou® 0, % — %u"aog.
En fait, cette dernitre hypothése est une conséquence de 8,& = 0. Les conditions

X gapg = X & =0 suifisent pour assurer que le mouvement du fluide thermodynamique
est permanent.
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systéme de données de Cauchy %(gaﬁ,‘ O 8aps Hyp:; B, 049) portées par & et
satisfaisant a

(n Q° =0, P'=0, & =0

o

le systéme des équations du champ admet une solution 5 (g5, Hyg, 3, 4%, p, 6)
bien déterminée. De plus les équations (I) qui sont vérifides sur S sont également
vérifiées dans tout le domaine d’espace-temps D, considéré. -

Considérons maintenant la variété &’ d’équation
W=h

qui correspond point par point 4 la variété & dans ’homéomorphisme qui applique
D, sur le produit topologique D, x R dans lequel les lignes de temps z s’appliquent
sur les lignes facteurs. En vertu de I'hypothése a) et b), la solution # (g, 5, H,;,
&, u*, p, 0) est telle qu'aux points z de mémes coordonnées locales (x') de & et
@', les quantités € (g,p, 0p8up; Hap; ¥, 0y¥) ont des valeurs égales. Pour la
solution 4, ces quantités vérifient des équations (I') identiques & (I). Si donc
on'se pose le probléme de Cauchy avec les données ¥ précédentes portées par &',
on doit calculer d’abord les quantités #%, , , & partir des équations (I’), puis
intégrer les équations du champ. Comme toutes les équations sont identiques et
que les données sont identiques, on obtient une solution #” identique a la solution
. Autrement dit, aux points de mémes coordonnées locales x* les quantités
(8ap, Haup, ¥, 4%, p, 8) ont mémes valeurs ainsi que leurs dérivées: elles sont donc
invariantes le long des lignes de temps.

Il en résulte que les hypothéses a) et b) entrainent
Gou* = 0yp =000 =0
‘et en vertu des équations de définition de G, et g,

0, G, 5= = 0.
Par conséquent 0Cap= 004 =0

chzﬂzXHaﬂ:XGaﬂ:X'ua:X’ﬁzan:Xp::X6 = 0.
Le mouvement considéré du fluide est donc permanent. On peut énoncer le
théoréme: :

Théoréme. Etant donné dans un domaine D, un fluide parfait chargé et
conducteur, pour que le mouvement de ce fluide soit permanent, il faut et il suffit que

a) Uespace-lemps riemannien associé B, soit stationmnaire dans Dy,

b) le groupe d’isométries laisse invariants les champs O et H,p et les coefficients
¢l 2 ¢ u, 0.

Remarque. — S'il existe pour le champ électromagnétique un potentiel
vecteur global c’est-a-dire un champ de vecteur g, tel que

Haﬁz a:zwg— aﬁ(pa

ce qui est en particulier le cas si le"domaine D, est simplement connexe, on
remplacera I'hypothése concemnant le champ H,; par l'hypothése équivalente
concernant le potentiel vecteur: on supposera ¢, invariant par le groupe d’iso-
métries.
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10. Isométrie induite dans B,

Nous considérerons dans la suite un domaine simplement connexe ¥, occupé
par un milieu chargé et conducteur. Nous supposerons plus généralement que
le mouvement de ce milieu soit tel que I'espace-temps riemannien associé &, est
stationnaire dans ¥, et que le groupe d’isométries laisse invariants le vecteur
vitesse unitaire # et I'indice #=/ex du milien

(10.1) Xgp=Xtty=Xn=0.

Il en est ainsi en particu'lier si le milieu considéré est un fluide parfait chargé
en mouvement permanent.
D’aprés (10.1), les quantités

8up = 8up— (1 - %) Yo Ug

sont invariantes par le groupe d’isométries de B,. Il en résulte que le champ

de vecteur contravariant £ générateur du groupe d’isométries de B, détermine
dans la variété riemannienne 2, définie par la variété différentiable portant @,
et munie de la métrique associée

ds?=g,da*ds’
un groupe connexe d’isométries globales ne laissant invariant aucun point du

domaine ¥, correspondant, et pour lequelfle systéme de coordonnées (a0, »*) est
un systéme de coordonnées locales adapté, On peut prendre pour générateur

infinitésimal de ce groupe le Vecteurfqui a pour composantes contravariantes
P=0=1, C=&=0.
11 est manifeste que le carré de ce vecteur a pour valeur

(10.2) '(2)2 = Bo0o =800 — (1 - L) (0)*.

»n?

Introduisons maintenant la grandeur {’espace du vecteur # relativement a

la direction de temps Z. Soit
— =g, u.

En vertu du caractére unitaire de %, on a
1 n .o
Gup W = " (oa® )+ 8ijtW =1.

On en déduit
(0)* = goo(1 + 7).

1 o
En portant cette valeur dans (10.2) et en y remplagant?par V2, il vient
(Z'))2 =Zoo= Zoo(V2w? + V2 —w?).

On voit que le signe de (Z)z peut changer. Dans B,, le vecteur z peut étre
orienté dans le temps, dans l'espace ou étre isotrope. Il en est de gnéme des
trajectoires d’isométries de B,. '
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IV. Etude géométrique des rayons électromagnétiques dans I’espace
11. Un probléme du calcul des variations

Nous nous proposons d’interpréter géométriquement les rayons électro-
magnétiques dans l'espace 4 trois dimensions. A cet effet, nous commencons
par rappeler briévement un probléme du calcul des variations.

Etant donnée une variété différentiable 8B, ,,, soit W,, ;) I'espace fibré des
vecteurs ‘tangents aux différents points de %,.,. Si I'on adopte sur 8B,., des
coordonnées locales (x%), chaque élément de 2B, ,) sera constitué par la réunion
des coordonnées (x*) du point x correspondant de 8, ,, ‘et des #» +1 composantes
(%%) du vecteur % dans le repére naturel en x associé aux (x%). Une structure
de variété finslérienne sur 8B, ., est définie par la donnée d’une fonction &£ (x, %)
A valeurs scalaires dans ®,,.,, telle que pour x fixe, Z(x, A%) =17 (x,%).
En coordonnées locales, une telle fonction est représentée par & (2, £°) et est
homogéne et du premier degré par rapport aux %%.

Considérons une variété différentiable 8, ,, munie d'une structure de variété
finslérienne et supposons qu’elle admette un groupe connexe i un paramétre
d’isométries globales, de générateur infinitésimal E’, ne laissant invariant aucun
point de B, ., (E:c: 0). Supposons de plus que les trajectoires z du groupe sont
homéomorphes 2 la droite réelle ®, et soit B, la variété de B, ., par la relation
d’équivalence définie par le groupe. On sait qu'il existe des systémes de co-
ordonnées locales (#°, x*) adaptés au groupe d’isométries, tels que dans le repére
naturel associé, E ait pour composantes contravariantes

2=1, §£=0

et que les (x°) soient un systéme de coordonnées locales arbitraire ‘de R,. La
donnée des (x*) détermine une trajectoire z. Pour déterminer un point sur cette
trajectoire, on se donne la variété x®—=const a laquelle il appartient.

Dans un systéme de coordonnées adapté (49, «%), 'hypothése d'isométrie se
traduit par le fait que la fonction .Z est localement indépendante de la variable x°:

L= P (4, 29).

Nous allons montrer qu’il est possible de douer la variété quotient %, de structure
de variété finslérienne au moyen de fonctions L(z, #) de fagon qu’aux géodésiques
de B, , extrémales de l'intégrale

(11.1) [ iyau, =25

correspondent par projection sur B, des extrémales de
fo . dz

(11.2) [Lzddu, 5=

Dans la suite, tout indice grec=0,1,2,...,n ; tout indice latin=1,2,...,n et
nous supposons’ : '
a

600.9’4:0, aaéw.
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Donnons nous une extrémale de {11.1) par une représentation paramétrique
#* (), u désignant un paramétre arbitraire. Le systéme différentiel aux extrémales
de (11.1)

(11.3) Lx g
ol £% satisfait &
(11.4) 2 = —0

est caractérisé par le fait d’admettre l'invariant intégral relatif
(11.5) o= dr=o,2atto,2dn
a

En vertu de '’hypothése &, =0, on a l'intégrale premiére
(11.6) & =h.
Comme 933% =0, on peut résoudre (11.6) par rapport i 4%; on a l'équation
équivalente
(11.7) i = g (xF, 2, h)
ol @ est une fonction homogéne et de degré 1 par rapport aux %' et p dépend
effectivement de 4.

Considérons la famille des extrémales (§,) correspondant & une valeur déter-
minée de la constante k. Pour cette famille, le dernier terme de w a la valeur

hdx® et définit un invariant intégral relatif. Il en résulte que cette famille
d’extrémales admet 'invariant intégral relatif

(11.8) 1754 dxt.
Or, d’aprés 'homogénéité de £, on a
oL+ NGF =2

Par suite, pour toute solution (11.6) ou (11.7), la quantité £* 8; % peut s’exprimer
par une fonction L des variables x*, &’, &

11.9) L(s*, &t B) = L% 2 ot & 0] —ho(x* &k
¢ 9
et l'on a G L =0,F + 0, % 0,0 —hop =8 2.

Ainsi, d’aprés (11.8), led projections des (€,) sur 8B, sont difinies par un
systéme différéntiel qui admet I'invariant intégral relatif

7w =08;,Ldx*

Autrement dit, elles sont extrémales de l'intégrale

Li
(11.10) J L(x* 3" k) du
ol & a la valeur choisie. ) _
On appelle descente la correspondance qui A la fonction & (x*, #/, %) fait
correspondre la fonction L(x*, %, #). Le probléme inverse est possible*.

* Voir LicuneErowIcz, A.: Théories relativistes de la gravitation et de I'électro-
magnétisme, Livre II, chap. L.
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12. Projection des géodésiques de longueur nulle de la variété riemannienne B,

Nous supposons que la variété riemannienne 8, satisfasse aux hypothéses du
paragraphe 10. La fonction .# est définie par la relation

(12.1) L=F, 1 5P

ot le second membre est une forme quadratique non dégénérée puisque g=
det (g,4) #=0. Etudions d’abord les extrémales correspondant aux valeurs de %*
pour lesquelles le second membre est positif. On sait d’ailleurs qu'il suffit qu'une
géodésique le rende positif en un point pour qu’il en soit de méme tout le long
de la géodésique.

Premier cas: Z,, ne s'annule pas dans le domaine étudié. — Le procédé de
descente nous conduit & former 1'équation

(12.2) 10, L2 =175y + Bpid' =L

et a éliminer £° entre cette équation et

(12.3) L=% —hio,

En décomposant .#2 en carrés a partir de la variable directrice %9, il vient
L= (T + 1

ot I'on pose

Eij=8ij— %_710_6;111

et 'on voit que ?U;é"if est négative si gy >0 et positive si g;,<<0. Dans le premier
cas on prendra . >max gy,. Comme 19; F2=1.%, on tire I'équation

g5
(12.4) 7=/ 8t
{—=
Eoo
qui fournit £ en fonction des variables #*,4%, 5. De (12.2) on tire ensuite
(12.5) =t g Bi#
goo 8oo

On en déduit d'aprés (12.3) et en vertu de (12.4)

(12.6) L=c¢ 1/(1 - _"—2) g #iai 4 p Bt
&oo 8oo
ol ¢ est le signe de g,,.

L est bien une fonction de #*, #, » homogéne et du premier degré par rapport
aux A Elle définit sur la variété quotient B; une structure de variété fins-
lérienne. Inversement, étant donnée localement dans B, la fonction L(x*, 4, k)
précédénte, on démontre facilement qu’il existe une fonction 2 (x*, &', %)
homogéne et de degré 1 par rapport aux %%, qui par descente reconduit a L et
que cette fonction est I

L =g, 22"

Les courbes extrémales correspondantes sont donc des géodésiques de ,.
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Ainsi, les géodésiques de la variété riemannienne ¥, qui correspondent -4
l'intégrale premiére
66'.? =}

se projettent sur Ia variété quotient B, selon les extrémales de l'intégrale

(12.7) { —sl ( )g,] i+ nBoi¥| gy

£oo
ol % a la méme va.leur. Ces extrémales coincident avec celles de
12.8 f l/ )n A gﬂ"—ﬁ du.
( ) Zoo 8 §oo
Le long de ces extrémales, on a d’aprés I'expression de %0:

' h 1 Bos dx*
12. ds® = — dxtdx — 8
(129) é’oo]/1 _ h’ g” * Zoo
goo

Ceci étant, on peut définir les géodésiques de longueur nulle de B, comme
les courbes limites vers lesquelles tendent les géodésiques orientées dans le temps
lorsque £ —0. De la relation

hL = Gou i

il résulte que A—> oo lorsque £ —0 et % a le signe de gy, 4*. Or
L= (Fg 42+ B4 = 0.
8oo

Ori en déduit que Zy,%* a une valeur non nulle et garde un signe constant.
_ D’aprés (12.8), les projections des géodésiques de longueur nulle de B, sur
B, sont les extrémales de I'intégrale
£
. I\ A L 3
} (.i - igi — Boi® ]d .
f[’ll?olo k (1 goo)g”x # 8oo ) “
%
En passant 2 la limite, on en déduit le résultat suivant:

Lemme 1. Les géodésiques de longueur nulle de B se projetient sur By selon 'es
extrémales de U'intégrale

5
s {1 = L. B Bt
12.10 (ss’ l/—_— --k’i’—gg'—)du
( ) .} 8oo 84i 8oo
z .
ot ¢ est le signe de By, et € le signe de go, %*
D’aprés (12.9), le long de ces extrémales on a

(12.14) dx°=ee’|/—_—1—§i;dx‘a'ixf—£";‘1x—'.
[{Y I Soo

On remarquera que d2° =L du.
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Second cas: g30=0. — On a alors
(12.12) P2 =27, %04 + g &0 4l

Nous supposerons gy; ' fini #=0. Le procédé de descente nous conduit & éliminer
Z et 2% entre (12.12) et

(12.13) Loi%' =hZ,
(12.14) L= hio
De (12.13) on tire
_ Boi#
L=

En reportant dans (12.12), il vient
o L
&Z;)_ =28 A% + g &1 A,
On en déduit
0 Boi# _ BiyH

2h 2?053\?’. :

L’équation (12.14) détermine alors L

— goz g‘lx xi
(12.15) L=%% ) TR

Inversement, 4 toute fonction L de la forme précédente correspond par
montée la fonction & définie par (12.12). On note que L se présente par rapport
aux variables #* comme le quotient d’une forme quadratique par une forme
linéaire.

Ainsi, dans le ¢as g,,==0, les projections des géodésiques de B, sur B, sont
les courbes extrémales de

2 . .
Boi# | 5 8
f(\ 2h + & 28, x‘>du

pour la valeur correspondante de la constante h. Ces extrémales coincident avec
celles de

%

(; Toi# _ Eii# ’f’)du

J o 2h* 2go;

%
Comme précédemment, les projections des géodésiques de longueur nulle sont
définies par

i

%

On en déduit en passant a la limite, le lemme
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Lemme 2. Dans tout domaine de B ot Too=0, les géodésiques de longueur
nulle de B, se projettent sur B, selon les extrémales de U'intégrale

%

g
(12.16) f— TN du
%o
Le long de ces extrémales on a
5. 4 2f
A = — 8157 gy
28 ¥t

13. Le principe de FERMAT

Nous avons établi que les rayons électromagnétiques sont géodésiques de
longueur nulle de la variété riemannienne %B,. Nous pouvons les interpréter
géométriquement dans l'espace si le milieu considéré est en mouvement per-
manent. En effet les lemmes 1 et 2 fournissent une démonstration immédiate
du théoréme suivant:

Théoréme. Si le mouvement du milieu considéré est permanent et tel que
8oo = goo(V?w® + V2 —w?) £ 0,

les rayons électromagnétiques dans Uespace sont des lignes réalisant Uextrémum de
U'intégrale

(13.1) f(asl/ A-»-g”xx’ g%;:—')du

pour des variations a extrémités fixes, ou € est le signe de By ot & le signe de gy, &°
Le temps mis par un myon pour aller du point =, au point 2, est donné par

13.2 da® = ( __Izii_-;__é_’gii‘_) _
(13.2) f f )~ et d = G du

Ce temps est extrémum.

Dans le cas ol §5,=0, on obtient un énoncé analogue en remplacant (13.1)
et (13.2) respectivement par

g,,x x’
(13 f -5
et
(13.4) fdx" _&ii# ¢ du
gmx'

Par le théoréme précédent se trouve démontrée 1'équivalence du principe
géodesique et du principe du moindre temps.

En particulier, si 'univers est statigue au sens de LEvVI-CIviTa, c’est-a-dire
si les lignes de courant coincident avec les lignes de temps, 1'espace-temps B,

est orthogonal. Soit dst = U@ + g, d o d o
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la métrique d’univers de B,. Les «' étant nuls, on en déduit la métrique associée
- U . .
ds? = = (Ax°)2+ g;;datd .

On peut mettre (13.2) sous la forme

(13.5) f:ix":f%.dg

oit I'on a posé
do?= —g;;dx'adx.

Cette intégrale rappelle une intégrale qui se présente dans I'’étude des fluides
holonomes. Or U est le potentiel principal de gravitation. Le champ gravi-
tationnel agirait si 'on ose dire, comme une espéce de pression sur les rayons
électromagnétiques.

Si U=1, on démontre que l'espace-temps B, est euclidien. L'énoncé du
théoréme devient

dfdf=06[ndo=0.

Nous retrouvons ’énoncé exact du principe de FERMAT en optique. Le théoréme
que nous avons établi, en constitue donc I'énoncé généralisé en Relativité générale.

14. Interprétation du signe de §,, &*

Nous avons interprété £° comme la variable temps. L’interprétation du signe
¢ de gy, %* est simple. En effet, I'équation

(o) Lrdut = 2_,‘_ (Bou %2 + Biyd #'dad = 0

00
représente le cone caractéristique €, au point x des équations de MAXWELL. Les
deux nappes de ce edne sont symétriques par rapport & I'hyperplan élémentaire

(7'6,) g()adxa: 0.

Désignons par M (x*) le sommet de ce cone §,. Prenons un couple de points
voisins de M, ayant pour coordonnées spatiales (x*--d#’) et appartenant res-
pectivement aux deux nappes du coéne et symétriques par rapport & n,. Soient

M (¥ +dx, 2 +dx), Mi(x+da, 2 —d'a).

On peut dire que M M, représente aux infiniment petits d’ordre supérieur prés,
le déplacement infinitésimal associé & un rayon électromagnétique allant du
point d’espace 4 (#) au point d’espace 4’(x* +d %) dans le temps @ °. De méme,
M M, peut étre considéré comme représentant le déplacément infinitésimal associé
a un rayon électromagnétique allant du point 4’(x*+d#’) au point 4 (%) dans
le temps d’a°.

Les deux points M, et M; sont symétriques par rapport & I'hyperplan élé-
mentaire 7, on doit avoir '

Box @ 5™ = —Booud %"
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On en déduit F0— a4 2%ﬂ
0o

Cette relation montre que, sauf dans le cas statique, le temps mis par un rayon
pour aller du point d’espace A (x*) au point d’espace A’(x*+d ') n’est pas le
méme que le temps mis par un autre rayon pour aller de A'(x' +d ') a 4 (+%).

15. Espace-temps de MINKOWSKI et loi relativiste de la composition des vitesses

Plagons-nous dans le cas d’un espace-temps sans gravitation de MINKOWSKI,
rapporté 4 un systéme de coordonnées galiléennes réduites. Nous avons la
métrique d’univers

(15.1) ds? = (A2 — ([d21)* — (d 2?2 — (d29)2.

% teprésente dans le cas actuel le vecteur vitesse unitaire d'univers dont les

composantes sont déterminées classiquement & partir de la vitesse d’espace E si
lIa vitesse limite ¢ est prise comme unité.

Un calcul facile donne la métrique associée
#52) dr=Y'— —5 (dx°)2+2L—Lﬂ,dx°dx ——Z(d — ’—V" V2 (Baxn

Cette métrique est du type hyperbolique normal comme la métrique d’univers
{15.1). Il est cependant intéressant de noter un changement de l'ordre dans la
signature de cette métrique au passage de V2=f2 On le met facilement en
£vidence en choisissant I'axe des #! paralléle & la vitesse E du milieu. On a ainsi
la métrique

{15.3) d§2—

(dx°)2+z“—‘ﬂﬁdx°dxl ‘1“’ (@592 —(d x%)2— (d 2%)2

que I'on peut mettre sous la forme canonique par une décomposition en carrés.
Si V25=42 on obtient

a5t = gl [ e + U aw - LB (s — (@ — @y

et Pon voit que pour V2> 8% cette métrique a pour signature ¢+ — — —» et
pour V2<f? elle a pour signature ¢« — 4+ — —». Pour V2=pf2, on obtient

dst=2Vda®dxl — (1 + V) (dx1)? — (d42)? — (da?)2.

'On vérifie également que cette métrique a pour signature «4+ — ——» en la
mettant sous la forme
g . V? 1 2} 7 41 2 _ 2\2 __ 3)2
ds En (d x0)% — TV [(14 V¥ dal 4+ Vda*)? — (dx%)2 — (dx%)2.

A partir de la métrique associée (15.2), cherchons & exprimer le théoréme de
FERMAT en prenant I'arc ¢ du rayon électromagnétique comme paramétre. Nous
avons a remplacer dans (13.2) £* par

dx

i
j'_—rlia
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oudo?= —) (dx")2 Il vient

(15.4) jldxozfx{e ¢ l/((_;;_ﬁ% V=t (1 — V3 (B 297 — L= (g;u }

et 'on peut en déduire

& e = [ S v - vy - AR

Si V2—g20, cette relation donne
(15.5) 1 -~ —PW— (1 — V)1 —WB )2 =

Si on interpréte 7 comme vitesse absolue et W comme vitesse relative de
propagation de I'onde électromagnétique considérée, on a manifestement

(15.6) 7’2:»(:”,—“ (W24 B2+ 2W B + (W - )2 — W2,

On vérifie par un calcul direct a partir de (13.4) que cette relation reste valable
dans le cas ot V2=42 C(’est la formule relativiste de la composition des vitesses.
Il est aisé de vérifier qu'on peut la mettre sous la forme*

e gl TR )

Nous obtenons ainsi 4 partir du principe de FERMAT une démonstration de la
loi relativiste de la composition des vitesses.
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