
Inductions e'lectromagne'tiques en relativitl gdnlrale 
etprindpe de Fermat 

PHAM MAU QOA~ 
�9 M E m o i m  t ransmi s  p a r  A. LICHNEROWlCZ 

S o m m a i r e  P,ge 

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  54 

" I. Inductions 61ectromagn~tiques. Integration des 6quations de MAXWELL 
t. Les 6quations de MAXWELL dans l'espace-temps ~4 . . . . . . . . . .  56 
2. Expression des G=# en fonction des H=# . . . . . . . . . . . . . . .  58 
3. L'int6gration des 6quations de MAXWELL-EINSTEIN . . . . . . . . . .  5 8  

4. Les vari~t6s caract~ristiques ~M . . . . . . . . . . . . . . . . . .  61 

II.  Etude des caractSristiques 
5. D6finition d 'une m~trique associ~e . . . . . . . . . . . . . . . . .  63 
6. t~tude des bicaract6ristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  64 
7. Les $qtlations de l'~leetromagn6tisme darts la m~trique associ6e . . . .  66 

III .  Mouvement permanent  d 'un  fluide parfait charg6 
8. Espace-temps stationnaire darts un domaine . . . . . . . . . . . . .  68 
9. Mouvement permanent  d 'un  fluide parfait charg6 . . . . . . . . . . .  69 

t0. Isom~trie induite dans ~4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7t 

IV. Etude g6om6trique des rayons ~lectromagn~tiques darts l'espace 
t t. Un probl~me du calcul des variations . . . . . . . . . . . . . . . .  72 
12. Projection des g~od~siques de longueur nulle de la varlet6 riemannienne ~4 74 
13. Le principe de FERMAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  77 
t4. Interpretat ion du signe de ~0=, TM . . . . . . . . . . . . . . . . . .  78 
15- Espace-temps de MINKOWSKI et 1oi relativiste de la composition des 

vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  79 

I n d r o d u c t i o n  

Ce m~moire est consacr~ ~ l '~tude des induct ions  ~lectromagn~tiques en rela- 
t ivit6 g6n6rale. On y t rouve expos6e nne  d6monst ra t ion  du principe de FERMAT 
bas6e sur  les propri6t~s des caract6ristiques des 6quati0ns de MAXWELL,. 

Les champs et induct ions  dlectriques, magn6t iques  sont  in t rodui ts  comme l 'on t  
fait  GORDON, WEYL, LICHNEROWlCZ, ~ l 'aide de deux champs de tenseurs ant i -  
sym6tr iques  d 'ordre 2: le tenseur  champ 61ectrique - -  induct ion  magn6t ique  
H~a et le tenseur  induct ion 61ectrique - -  champ magn6t ique G,, a. Des 6quations 
de liaison expr iment  les relations lin6aires entre  induct ions  et champs. C'est 
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l'ensemble des deux tenseurs H ~ ,  G~  qui constitue le champ ~lectromagn~tique. 
Le schSma 6nerg~tique oh il intervient est un schema ~,fluide charg6 conducteur~ 
dont l'~tude a ~t6 Iaite ant~rieurement* et dont" on rappelle les r~sultats essentiels 
sur l'int6gration des ~quations du champ. 

En presence d'inductions, tes vari~t~s caract~ristiques des 6quations de M~x- 
W~L ne sont pas identiques aux vari~t~s caract~ristiques des 6quations d'ElssT~-~. 
On sait que ces demi~res sont tangentes en chacun de leurs points aux c6nes 
~l~mentaires ~ de l'espace-temps. Les c6nes caract6dstiques ~ pour les 6qua- 
tions de MAXWELL sont int~rieurs aux cSnes ~l~mentaires. Les vari~t~s carac- 
t~ristiques tangentes aux c6nes ~ sont orient~es dans le temps et les bicaract6ris- 

�9 tiques sont les g&~l~siques de longueur nulle de la m~trique associ~e** 

o~ u ~ d6signe le vecteur vitesse unitaire d'univers et les scalaires e, i z le pouvoir 
di61ectrique et la perm~abilit6 magn~tique en chaque point du milieu consid6r& 

Or les var i~t~ caract~ristiques des ~quations de MAXWELL jouent le r61e de 
surfaces d'ondes 61ectromagn6tiques. et les bicaract~ristiques, celui de rayons 
~lectromagn~tiques correspondants. On est conduit ~ introduire natureUement 
la vari~t~ riemanuienne ~ d~finie par la vari~t~ diff~rentiable portant  l'espace- 
temps et  munie de la m~trique associ~e d~ ~. 

Les ~quations de MAXWELL peuvent s 'exprimer directement dans cette vari6t~ 
o/I elles afiectent une forme simple sym~trique de celles de la th~orie ~lectro- 
dynamique de LOm~NTZ. Les rayons ~lectromagn~tiques sont g~od6siques de 
longueur nuUe de ~ .  L'6tude gc~om~trique des rayons ~lectromagn~tiques clans 
l'espace fournit l'~nonc~ dr /pr incipe de FERMAT. 

Pour faire cette ~tude, nous avons commenc6 par g~n6raliser au cas du fluide 
parfait charg~ conducteur la notion de mouvements permanents li6e ~ l'existence 
pour l'espace-temps ~ d 'un groupe connexe ~ un param~tre d'isom~tries globales 

trajectoires orient~es clans le temps et ne laissant invariant aucun point de ~ * * *  
Si le mouvement du fluide consid~r~ est permanent, il est d~fini dans la vari~t6 
~ un groupe d'isom~tries induites par le groupe de l'espace-temps. Nous sommes 
clans un cas oh la ~n~thode de descente, de LICHN~ROWlCZ **** s'applique. En 
projetant les g6od6siques de longueur nulle de ~ sur la vari~t~ quotient de ~ 
par la relation d'6quivalence d~finie par son groupe d'isom6tries, nous obtenons 
un th~or~me qui g~n6ralise le principe de FERMAT en relativit6. Ce th6or~me 
est valable pour un milieu en mouvement permanent quelconque. En particulier 
dans le cas d 'un espace-temps sans gravitation de MINKOWSKI, il fournit comme 
consequence une d~monstration de la formule relativiste de la composition des 
vitesses. 

Etude 61ectromagn~tique et thermodynamique d'un fluide relativiste charg6 
[Jour. Rational Mechanics and Analysis $, No. 3, 473--583 (t956)]. 

~* GORDON a trouv6 cette m6trique par vole alg~brique. 
*** LICHNXROWlCZ, A. : Thc~ories relativistes de la gravitation et de l'~lectromagn~- 

tisme, chap. IV, III, pp. 83--90. Masson 1955. 
**** Ib id . ,  Livre II, chap. ier, 
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Notations employdes 

O~ --  0x ~ , ---- ~ : d4riv6es partielles 

V~ : d4riv~e covariante 

~t, fl . . . . .  tout  indice grec = O, 1, 2, 3. 

i, / . . . . .  tout  indice latin = ~, 2, 3. 

I. Inductions 41ectromagn4tiques. 
Int4gration des 4quations de MAXWE~i~L 

1. Les 6quations de Maxwell dans l'espace-ternps ~4 

Soit dans la vari4t4 espace-temps ~4 de la relativit6 g4n4rale, munie de la 
m4trique d'univers 

(t.1) dsZ=g~adxadx ~ (a, fl = 0, t ,  2, 3) 

un domaine ~ occup6 par  une distribution mat4rielle sch4matis4e sous forme de 
fluide - -  champ 41ectromagn4tique. ~ d4signe le vecteur vitesse unitaire en 
chaque point x de ~ .  On appelle repute propre en x, un repute orthonorm6 dont 

le premier vecteur ~(ol coincide avec ~ et dont les trois autres vecteurs ~cil 
orient6s dans l 'espace sont norm4s par  la condition- 

g~ V(0~ V(0~ = -- t .  

Les ph4nom~nes 41ectromagn6tiques sont caract6ris4s par les deux champs 
de tenseurs antisym4triques d'ordre 2: le tenseur champ 41ectrique -- induction 
magn4tique Has et le tenseur indtiction 41ectrique -- champ magn4tique G~O, 
dont les composantes relatives ~ un rep~re propre au point x consid4r~ ont pour 
valeurs 

--E x 0 B3 --B2 (G~) = 
(H~p) ---- --Ez --B3 0 BI , '  

- - E  a B2  - -  B t 

et v6rifient les relations 

- - D  l 0 Ha --H,0H,) 
- - D  2 - - H  a 0 

--Da H2 --H1 

(1.2) ao~= ~Ho. H~;=~G~ i (i,i = I, 2,3) 

oh les scalaires e e t / ,  repr4sentent respectivement le pouvoir di416ctrique et la 
perm4abilit4 magn4tique du milieu consid4r4. 

Nous introduisons les tenseurs adjoints 

(t.3) 8 p= �89 
oh ~/~rn est le tenseur compl~tement antisym4trique attach6 ~ la forme 414ment 
de volume de ~Sa. Les relations (t.2) peuvent alors s'4erire sons la forme in- 
variante 

(t .4) G~p u ~ = e H~# u ' ,  

O.s) =h.,,," 
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valable dans tin syst~me de coordonn6es locales quelconque. Ces relations sont 
appel6es les dquations de liaison. 

Les deux champs de tenseur H~a et G~a doivent satisfaire aux 6quations de 
MAXWELL qui s '&rivent 

(t.6) V~,H ~'a = 0, 

(t.7) v~G-~ = y .  

f f  est le vectextr courant 61ectrique. Le premier groupe des 6quations de MAXWELL 
peut encore s'6crire 

�89 n ~p~ V~ H ~  = 0. 

I1 exprime qu'il existe localement ml champ de vecteur ~ d0nt H~a est le rota- 
tionnel, c'est-~t-dire 

H~a = a, ga --  aa g=. 

L'6volution du champ 61ectromagn&ique est d&ermin&, si ron  connait f f  
c'est-h-dire la distribution de l'61ectricit6. On peut supposer pour un milieu non 

conducteur que ~ est colin6aire au vecteur vitesse 

/ , = ~ u  ~,. 

s'appelle l a  densit6 propre de charge 61ectrique, et le courant 61ectrique est 
un courant de convection. Plus g6n6ralement, on est conduit ~ faire l 'hypoth&e 

.F  = ~u ~ + aueHQ~ 

off 8 est encore la densit6 propre de charge 61ectrique e t a  un scalaire carac- 

t6risant la conductivit6 61ectrique du  milieu, f poss~de alors une composante 
colin6aire ~t ~ et une composante _F'*'=auoH e~' orthogonale ~t ~. La premiere 
repr&ente le courant de convection et la seconde, le courant de conduction qui 
satisfait k l'hypoth~se d'OI~M. 

Les 6quations (t.4), (t.5), (1.6), (t.7) constituent les 6cluations de l'61eetr6- 
magn6tisme en pr6sence d'inductions dans la mati~re. Darts le vide, on a l'6galit6 

( t . 8 )  e l ,  : t 

et les 6quations de MAX'C, rELL deviennent 

(1.9) V~H ~a = 0, 

0 A0} v~ o ~p = o, 

tandis que les 6quations de liaison se r6duisent 

0.41) G~ = ~- 

Nous d6signerons dans la suite par 6 ~ et .@ les vecteurs qui figurent au pre- 
mier membre des 6quations de MAXWELL, soit 

(1.12) r ~ V~,/~ ~'~, 

(1.13) ~ -  V~G ~ .  
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On d6montre que leurs divergences sont nuUes: 

(1A4) V~4~ ~ = O, 

0.~5) v~= o.  

Ces deux dquations sont appeldes les co~itions de conservsHon, relatives aux 
dquations de MAXWELL. EUes expriment la conservation de l'dlectricitd. Ainsi, 
on tire de (1.7) et (1.15) 

v ~ , / ' =  o. 

2. Expression des G=p en fonction des H=p 

Les dquations de liaison (t.4) et (t.5) traduisent le caract~re lindaire des 
relations entre inductions et champs. Elles montrent que les deux champs de  
tenseurs H,a et G,p ne sont pas inddpendants Fun de l'autre. On peut exprimer 
les G~ en fonction des H,a.  

En effet, A partir  de (1.4) nous pouvons former l'dgalitd 

(2.t) (G.~u r + Garu~, ) u ~ = , (H~pu  v + Havu~) u ~. 

D'autre part,  (t.5) peut s'&rire sous la forme dquivalente 

t (H~puv + Hrau  " + H w u a  ) G, a u v + G a v u = + G v c ,  up----~ . 

vraie pour tout  groupe de valeurs donn&s ~ ~t, fl, Y. Par multiplication contraetde 
de cette relation avec u a, puis en retranchant (2.t) de l'dgalitd ainsi obtenue, 
nous avons 

Gr. = ~ (H.~%, + Hp.u.+ Hr.up)uP--e(H.~ur+ Haru~)u ~. 

Nous en ddduisons 

, H . a +  , -- eta ( H o . u ' u ~ - -  Ha~u~ (2.2) G.a = ~ ta 

C'est la relation cher'chde. En composantes contravariantes, on a 

(2.3) G~ a = ~ H~a + t -- ~ta (HoC, UoU a _  H.auoUC,). 
p I a 

3. L'int~gration des ~quations de MAXWELL-EINSTEIN 

Le champ dlectromagndtique (H.a, G.a ) et la m&rique ds2=g=pdx~dx  a sont 
lids par les dquations de MAXWELL-EINSTEIN. S i le  milieu meublant le domaine 
~4 considdrd est schdmatis6 soils forme de fluide panai t  chargd et conducteur, 
les dquations d'EINSTEIN sont* 

(3.t) S ~ , a - - R . a - - { R g : a = z T , ,  ~, 

T.a = (O + P) u .ua 7- Pg.a - -  ( % q a +  uaq~) + T,a - -  (t - -  , p )  r~,uQu a, 

z.a = i g.p(G, oH ~) - -  G# ,H%,  

(3.2) q, = - ~0~ o(g~ - u ~ , , )  

* Ct. Etude 61ectromagn&ique et thermodynamique d'un fluide relativiste charg6 
[Jour. of Rational Mechanics and Analysis 5, No. 3, 473--583 (t956)]. 
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oh p e s t  la pression et 0 la temp6rature en chaque point du fiuide. Les 6quations 
de MAXWELL sont 

(3.3) r =- } ~1 "av~ V~, Ha~, = O, 

(3-4) ~0 -:.z gS~ Vs G.# = ~u. + a uS H~a. 

Aces  6quations s 'ajoutent les 6quations de conservation 

(3.5) ~ T ~ a =  o,  

(3.6) Vs q~' = ceuS~sO -- !u r  e, 

(3.7) Vs(~uS + a % H  Qs) = O. 

Les scalaires ~, c, l, e, Iz, a sont supposds donnds; ils caract6risent le fluide 
envisag6 qui admet de plus l'6quation d'6tat 

(3.8) e = ~0 (p, o). 

Les variables de champ sont constitu6es par l'ensemble 

(gsa, n , a ,  O, u' ,  p, ~) 
oh le vecteur u ~ est norm6 

(3.9) g~ausu a = + 1. 

Le probl~me qui se pose est celui de l'int6gration des 6quations du champ. 
On peut l'6tudier au moyen d'une analyse du probl~me de Cauchy. Pour cela, 
on se donne sur une hypersurface ~ orient6e dans l'espace, repr6sent6e localement 
par 

x0 = t). 
les valeurs des quantit6s 

~g (g~,a, 8og~,a; Hsa; O, 800 ) 

et on se propose de d6terminer les divers champs ~(g=a, H~a, O, u s, p, r en 
dehors de ~ dans son domaine d'existence. 11 suffit d'6tudier la possibilit6 de 
calculer sur ~ les valeurs des diff6rentes quantit~s introduites et de leurs 
d6riv6es successives. 

L'espace-temps '~t, 6tant une vari6t~ diff6rentiable de classe (C 2, C* par 
morceaux), on supposera doric gsa de classe (C 1, C a par morceaux), H~a de classe 
(C ~ C 2 par morceaux) et 0 de classe (C 2, C* par morceaux). 

Pour g~176 les 6quations d'En~STEIN sont 6quivalentes A l'ensemble des 
deux syst~mes 

(3.t0) R q  =---- -- } gOO ~oo&i + F,i = Z (Tii -- �89 Tgii) 

(3.t t) S o ---- Z [(e + P) u~ us -- P gO _ (u 0 q= + u= qO) + zo  _ (1 -- el,) z~ u Q us] 

oh les Fq et S o ont des valeurs connues sur 6 .  Les 6quations (3.1t) jointes au 
caract~re unitaire de u s e t  A l'6quation d'6tat fournissent les quantit~s p, u s. 
(3A0) d6terminent alors 8oogr si g~176 
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ou les Qi et Y h e  dkpendent pas des aoHaB mais dCpendent des aoua tandis que 
la quantitC 9 ne dkpend pas de aOHxB ni de aoua. (3.1 5) exprime qu'il existe un 
potentiel vecteur local pour Hi j  sur G. L'Cquation (3.14) dCtermine 6 si uO+O. 
Pour avoir aOHag,  il faut chercher & dkterminer d'abord les dCrivCes de 1.6": soit 
a,@. Cette dktermination se fait simultankment avec celle de a,$, aoo8 au 
moyen des Cquations de conservation relatives aux 6quations  EINSTEIN (3.5) 
auxquelles on adjoint le caractitre unitaire de ua, 1'Cquation de conduction ther- 
mique (3.6) et l'Cquation d'ktat. Puis la deride a O d  se calcule par l'bquation 
de conservation du courant klectrique qui peut s'Ccrire 

oh .Q dCpend de aoua mais ne dkpend pas de aoHaB. 
Les a,uu ktant calculCes, on les porte dans (3.12) et (3.13) qui fournissent 

enfin les aoHaB si 
Po - (1 -- E,U) ( z c ~ ) ~ +  0 .  

Si l'hypersurface G portant les donnCes de Cauchy V n'est pas exceptionnellc, 
il rCsulte des kquations (?.lo), (3.12), (?.I?), (3.5), (3.6), (3.7) que les quantitCs 
a o o g j ,  aoHuB, 3006, aouu, a,$, ao8 sont bien dktermin6es et nkcessairement 
continues 9. la traversCe de l'hypersurface G. Les m&mes conclusions s'ktendent 
aux dC~iv6es d'ordre supkrieur de ces quantitCs si on suppose les donnkes dkri- 
vables B un ordre plus Clevk que celui de l'hypothitse. 

La dktermination des quantitks prkckdentes ne fait pas intervenir les Cquations 
(3.1 I ) ,  (3 .I 4), (3.1 5). Or celles-ci ne contiennent aucune dkrivke oblique des 
donn6es de Cauchy; celles-ci sont donc astreintes 9. v6rifier sur la variCtC G les 
trois Cquations (3 .I I) ,  (3 .I 4), (3 .I 5) ou leurs kquivalentes 

(1) Q; ze SO - TO = 0 a X a  

P o p -  ( d u O + o ~ H a O )  = O  

@ = o  
oh l'on a posC 

Q a g = S a P - ~ Z B 9  Pa=Ba-(duu,+oaeHQ3).  

ConsidCrons maintenant un ensembleX(gap, Ha,  , 6 ,  ua, f i ,  d) ,  solution des Cqua- 
tions (3.10)~ (3.12), (3.13), (3.5), (3.6), (3.7), correspondant B des donnCes de 
Cauchy V satisfaisant sur G aux 6quations (Ij. En vertu du caractbre conservatif 
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des premiers membres des ~quations de MAXWELL-EINSTEIN et des Squations 
de conservation (3-5), (3.7), on a 

v , Q ~ = o ,  v , v ' = o ,  v = g ~ = o .  

Ces identit~s se r~duisent en vertu de (3.tt), (3.t2), (3.t3) aux ~,quations 

go o ao Oo = A~ a i Q~ + B~ Q~ 

ao po = _ c '  a~ p~ - (a ,c '  + ~ c~) t,* 

a o ~ = _ F ~  o,,o 

o{/les Air ,  B~,  C ~' sont des fonctions continues. Ces dquations sont lin4aires et 
homog~nes par rapport aux inconnues Oo, po, ,r Comme Q0 ___/~o: do : 0 sur 
6 ,  elles n 'admettent  pas d'autre solution que la solution identiquement nulle. 
I1 en r4sulte que si les dquations (I) so,at ve'rifi4es sur 6 par les donn4es de Cauchy, 
elles sont ~galement v&ifi4es dans tout le domaine d'espace-temps consid4r~ par 
la solution . ~  (&,~, H~,~, v ~, u =, p, 8) des ~quations du champ..  

Le probl~me de l'int4gration des 4quations du champ consiste finalement dans 
le choix des donn~es de Cauchy rendant compatibles les ~quations (}.t t), (3A4), 
(~.~ 5) qui permettent de calculer u =, p, 8, puis dans l'intdgration du syst~me des 
~quations (3A0), (3.t2),. (3-t3), (3.5), (3.6), (3.7) qui permettent d'~tudier l'~vo- 
lution des champs , ~  (&,a, H~,a, O, u ~', p,  8). Si les donn4es du probl~me ~taient 
analytiques r~elles, on pourrait 4tablir ~t l'aide du th4or~me d'existence de CAUCHV- 
KOWALEWSKI pour les 4quations aux d4riv~es partielles, qu'~t un changement 
de coordonnSes pros conservant point par point l'hypersurface ~ et les donn4es 
de Cauchy sur 6 ,  le probl~me admet une solution analytique r4elle et une seule, 
solution dont nous connaissons le d4veloppement suivant les puissances de ~P. 
Sous des hypotheses de simple diff~rentiabilit4, la m~thode de Mme FOURES 
permet d'4tablir l'existence et l'unicit4 de la solution. 

4. Les vari~t~s caract~ristiques ~ 

Sur les ~quations (3.t2), on volt que .si rhypersurface ~ portant les donn~es 
de Cauchy est telle que sur 6 

go0 _ (t - ~t,) (uo)~ = o,  

les d~riv~es a o Hod du champ ~lectromagn~tique peuvent ~tre discontinues gt la 
travers~e de ~. II peut exister une infinit~ de solutions distinctes des ~quations 
de MAXWELL correspondant aux m~mes donn~es de Cauchy. La vari~t~ ~ est 
une vari~t~ caract~ristique pour les ~quations de MAXWELL. Une relic vari~t~ 
sera d~sign~e par ~ .  

Darts un syst~me de coordonn~es locales arbitraire quelconque, les vari~t~s 
caract~ristiques ~M d~finies par / (x ~) = 0 sont les vari~t~s satisfaisant ~ rSquation 

(4.t) ( W -  (1 - ~,).~,,P) a~t a~l  = o. 

Ces vari4t~s ~t la travers4e desquelles peuvent se produire des, disconfinuit~s du 
champ 41ectromagn4tique, constituent l'extension relativiste des fronts d'ondes 
41ectromagn~tiques classiques. Nous supposerons que ces fronts d'ondes sont 
orient4s dans le temps, ou h la rigueur tangents au c6ne 414mentaire d s 2 = O  
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de ~4; nous verrons que cette hypoth~se est bien en accord avee les exigences 
physiques relativistes. S'il en est ainsi, 

On en d6duit 

(4.2) eft ~ 1. 

Ceci pos6, la g6n6ralisation de l'h'ypoth~se d'HUGO~IOT permet  d '6valuer ce 
qui constitue ici la vitesse de propagation des ondes 6lectromagn&iques eonsi- 
d4r&s. Pour  cela consid6rons deux surfaces d 'ondes voisines ( ~ ) 0  et ( ~ ) o  
d6finies par  les 6quations 

/ I x  ~) = O, l (x  =) = 0 

et prenons ,9 pour  infinimertt petit  principal. 

La  ligne de courant  issue du point  x de ( ~ ) o  coupe ( ~ ) o  en un point  dffini 
aux infiniment petits d 'ordre sup6rieur pros par x + ~ , 7 ,  ~ &ant  donn6 par  la 
relation 

(4.3) ~ u = a= t = tg. 

Soit ~ le vecteur norm6 (g2- -  _ t) normal  en x ~ la surface d 'onde (~a~1)o. I1 a 
pour  composantes covariantes en x 

(4.4) na = e,l 
}'--~=a~t=t act 

La trajectoire orthogonale des ~a'~'u issue de x coupe (~au)• en un point  qui, 
des infiniment petits d 'ordre sup6rieur p r ~ ,  s '&ri t  x+~7:-g ,  ~: &ant  d&ermin4 

par  la relation 
,7, @ a, l  = O. 

On cn d~duit 

(4.5) ~h - -  na Oa I - -  g=a O~l O~/ l/_2-~-=e-o~,~a./ 

Introduisons le vecteur )*= ~ g -  ~ ~ En vertu de (4.3) et (4.4), on a 

~ N . ~ )  = - ~ :  
et 

7 . ~  = (n~ - ,h~;) -~ - - n (  ~ .~) + n , =  o. 

Le vecteur )~ est donc tangent  & la surface d 'onde.  I1 est orient6 dans le temps, 
car son carr6 

est positif. 

Le vecteur r/~" apparat t  ainsi comme la somme de deux vecteurs, r u n  ortho- 
gonal 5. la surface d 'onde et or ient& dans l'espace, l 'autre tangent  & cette surface 
et orient6 dans le temps. La vitesse de propagat ion V de l 'onde se t rouve d6finie 
comme la limite du rappor t  des modules de ces deux vecteurs, soit 

V = l i r a  n: I 
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On a ainsi 

V ~ = lim ~] 
~-,o ~ ' 

soit, en remplacant r h et ~/o par leurs valeurs 

1/2 - 1 ~ "  

La vitesse de propagation des ondes 61ectromagn~tiques est donc t/l'e ~. 
Cette valeur appelle deux remarques: d 'abord elle g6n6ralise la valcur obfenue 
en glectromagn~tisme classique. De plus, dans nos hypotheses (st~> t), la 
vitesse de propagation V e s t  inf~rieure ~t une vitesse limite c----t; cette valeur 
limite coincide a v e c l a  valeur de la vitesse de propagation des ondes 61ectro- 
magn6tiques darts le vide (e# = t). 

II.  ]~tude des  c a r a c t 6 r i s t i q u e s  

5. D~finition d'une m~trique associ~e 

L'int6gration des dquations de MAXWELL fait intervenir le champ de tenseur 
contravariant sym6trique 

(5 . t )  ~ = g ~  - (t  - ~,.) ,.~.~ 

dont ,la forme quadratique a~soqi~e repr6sente la forme caract~rist'ique des 
6quations de MAXWELL. L'6tude des vari6t6s caract6ristiquds ~ de celles-ci 
devient plus suggestive si Yon introduit la m6trique riemannienne 

(5.2) ds~ ~ g~a d x~ d x~ 

dont la matrice des coefficients (g~a) est la matrice inverse de .la matrice (.g~a). 
On obtient f.~cilement 

en'effectuapt les calculs en repute propre: Et, si g et ~ repr6sentent respectivemcnt 
le d6terminant de la matrice (g~a) l et celui de la matrice (g=a), olt a la relation 

(5.4) g = e/~g. 

La rn6trique d~ ~ sera dire mdtrique associde. Elle joue un r61e fondamental 
dans l'~tude des vari6t6s caract6ristiques des ~quations d.e MAXWELL. La m6triquc 
d'univers ds2=g~adx~dxa est du type hyperbolique normal.  Rapport6e h u n  
repute propre, elle prend la forrne canonique 

d ~ =  (~,o)~_ ( ~ ) , _  (~)~_ (o~)' 

off les (co ~) sont un syst~me de formes de Pfaff locales lin~airement ind~pendantcs. 
La m6trique associ6e prend elle-mgme la forme 
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oh 6~a = 0 si cr =]=fl, 6oo = + t et ~ii = --  i et u o = t, u i = 0 dans le rep6re propre. 
On en d6duit 

__( oJ~ 
- 

ce qui montre que la m4trique associ6e est 6galement de type hyperbolique 
normal. 

Nous d6signerons dans la suite par ~34 la vari6t6 riemannienne d6finie par la 
vari6t6 diff6rentiable por tant  ~q4 et munie de la m6trique associ6e dE*. Et  nous 
distinguerons par une barre sup~rieure les quantit6s d6finies relativement ~. ~ , .  
Nous appellerons c6ne 616mentaire associ6 ~x en un point x, le c6ne r6el de direc- 
tions tangentes ~ ~ ,  d6fini par l '6quation d~*=0 .  

6. l~tude des bicaract4rist iques 

Dans l'espace riemannien ~4, les var i f t fs  caractfristiques des 6quations de 
MAXWELL, d6finies tocalement par / (x a) = 0, sont solutions de l '6quation aux 
d6riv6es partielles du premier ordre 

(6.t) -Ad =- W ad ad = o. 

E]les ont tangentes en chaque point au c6ne 616mentaire associ6 ~#. Les c6nes 
616mentaires ~ ,  de ~4 sont donc c6nes caract6ristiques pour les 6quations de 
MAXWELL et celles-ci admettent  pour vari6t6s caract6ristiques les vari6t6s tan- 
gentes Aces  c6nes. Mais dans l 'espace-temps ~4 les c6nes caract6ristiques des 
6quations de MAXWELL sont en g6n6ral diff6rents des c6nes 616mentaires ~x 
(ds ~ = 0). Ils ne coincident avec ces.derniers que darts les r6gions rides de mati6re. 

Une vari6t6 caract6ristique ~M, c'est-tt-dire une solution de (6A), petit ~tre 
engenclr6e au moyen des bandes caract6ristiques de (6.t). Une telle solution 
peut 4tre engendr6e au moyen des bandes de ~ t  c6nstitu6es chacune par l'en- 
semble d'une courbe ~o et d'une famille b. un param~tre de 3-plans 616mentaires 
tangents ~ ces courbes. Les courbes ~o sont appel6es les bicaract6ristiques des 
.6quations de M~ XWELL. 

Pour les d6terminer, posons 

2 n ( x  ~, y~,) _~ ~ a  y~, Ya 

et consid6rons l '6quation aux d6riv6es partielles 

(6.2) ~11 ~ 2 n ( x  ~,. Off) = C 

off C est une constante arbitraire. Relativement aux variables x a , / ,  Ya, les 
bandes caract6ristiques des 6quations de MAXWELL (3A) et (3.2) sont donn6es 
par les solutions du syst6me diff6rentiel 

dx ~ dx s d[ dy o dYs - -  d u  

aYo OY3 �9 axe axs 

qui satisfont ~ l'int6grale premi&re 

2 n ( x  a, yv) = C 
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pour la valeur C de la constante. Si l'on introduit la variable auxiliaire u, les 
fonctions x ~ (u), yp (u) sont donn~es par le syst~me canonique 

dx ~ OH dy~ __ OH 
(6.3) du -- aye" du- Ox" 

relatit h la fonction hamiltonienne H(x  a, y~,). Le premier groupe des 6quations" 
(6.3) s'6crit explicitement. 

dx~ ] 
(6.4) ~" = ~#Ya ( ~ =  du ]" 

Inver~ement 

(6.5) y# = ~#~. 

Cela pos6, les solutions x~'(u) de (6.3) sont extr6males de la fonction lagran- 
gienne L d6finie par 

2L = ~ 

puisque, par passage des variables (x% ~)  attx variables canoniques (x ~, yp) quf 
leur sont li6es par (6.4) et (6.5), on a entre H et L la relation classique 

.~ 8L H = x  ~ - - L - - - - - L .  

Ces solutions sont les extr~males satisfaisant ~ l'int6grale premiere 

(6.6) 2L = C 

pour la valeur C de la constante. Or, d'apr~s l'existence de eette int~grale pre- 
rfii6re, les extr~males ainsi d6finies sont aussi les extr~males de 

V ~Z = V ~  ~ ~ 

satisfaisant ~ (6.6). I1 en r~sulte que les x ~ (u) d6finissent des g6od6siques de ~4. 
Si C=O,  le syst6me diff6rentiel aux caract6ristiques de (6A) admet l'int~grale 
premiere ]----const. et les vari6t~s 93~ peuvent 6tre engendr6es par les bandes 
de ~4 d6finies par les g6od6siques de longueur nulle ~o, le 3-plan associ6 6tant 
le plan tangent au c6ne 616mentaire ~,  le long de la tangente A ~o. 

Nous avons d6montr~ le th6or~me: 

Th60r~me. Les bicaractdristiques des dqualions de MAXWELL SOng les gdo- 
ddsiques de longueur nulle de la varigtd riemannienne ~ munie de la mdtrique 
associde 

d~ ~-- g~#d xa d x #. 

Dans le langage de la th6orie de la propagation par ondes, les vari6t6s caract6- 
ristiques ~M jouent le r61e de surfaces d'ondes 61ectromagn6ti.ques. Les bi- 
caract6ristiques ~o sont les rayons ~lectromagn6tiques associ6s. Nous pouvons 
donc 6noncer le r6sultat suivant: 

Th60r~me. Dans un milieu isotrope de constantes didectrique et magndtique 
e, # variables, les rayons d, eclromagndtiques peuvent ~tre considdrds comme gdo- 
ddsiques de longueur nulle de l'espace riemanni~n ~ ,  muni de la mdtrique 

oi~ g~# est le tenseur mdtrique ]ondame~ta! et u~, le vecleur vitesse unitaire d'univ~s 
dd[inis en chaque point du milieu. 

Arch. Rational Mech. Anal., Vol. I 
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7. Les ~quations de l'61ectromagn6tisme dans la m6trique associ6e 

D4finissons stir ~4 le champ de tenseur antisymdtrique/-7~ tel qu'en chaque 
point (x ~) 

-~aa = H ~ .  

En 6levant les indices de /7~  ~t l'aide du tenseur mdtrique de ~4, nous avons 

/7~,a = ~ ~oa ~ o  = (ge~ _ (1 -- e~) u~ ~) (gO~ -- (t - ep) u*u ~) Ho~ 
d'oh 

Hr g~qg"aHq, + (1 -- ep) (gOO, H,,qu(,ua_ g,,aHq,uqu~,). 

En comparant cette 4galit6 avec la relation (2.3) donnant l'expressioft de G ~ 
en fonction de H~,~, nous voyons qu'en chaque point (x a) 

G~ ~ = I _ H ~ .  

L'6tude du probl~me de Cauehy relatif aux 4quations de MAXWELL dans ~4 
nous sugg~re d'&rire les 4quations suivantes dans ~ :  

(2.t) V~/~ ~a -- o, 

(7.2) V~G ~ = f~  

off Ga# est un tenseur proportionnel h _H~. Le premier groupe (7.1) s'4crit encore 

v~ ~ ~  • 1/~- ~ -  ~ H .  = o. 
2 

I1 exprime qu'il existe localement un champ de vecteur ~ dont H ~  est le rota- 
ti(mnel. Comme g =  s /~g#0  et que H ~ = H ~  au point consid4r4, on voLt que 
les dquations (7.t) sont 4quivalentes aux 4quations de MAXWELL du premier 
groupe (16) dans ~ .  Et  nous pouvons identifier Yes deux potentiels vecteurs 
~ , e t  ~ .  

Quant aux 4quations (7.2), on peut les &fire 

V. C , "  = 1/Y V~J ", V G  / = ~r. 
OU 

~< 1, tgl pT- .- - VU," 
En comparant cette 4quation avec les 4quations de MAXWELL du second groupe 
(t.7) dans ~4 &rites sous la forme 

~ ( V ~  c ~ )  = ]~, 
�9 VYg~ 

on volt que les 4quations (7.2) sont 6quivalentes aux 4quations (t.7) si l'on prend 

On est conduit ~ poser 
/ ~ - _  

(7.3) G~a = []/~H~'a" 
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Er/particulier,  si l'on fait l 'hypoth~se 

]~  = ~u~ + a u ~ H  ~ ,  

on v6rifie que 

oh W ' = d x ~ / d - g .  On observera que les scalaires e,/~, a, 0 sont tes m~mes dans ~ 
et ~a. 

L'6tude pr~c6dente montre que les 6quations de MAXWELL peuvent s'exprilner 
directement dans la m6trique associ6e comme 

= i  
oh G~  est li~ ~ i ~  par la relation simple 

et off le vecteur f~  satisfait ~ l'hyp0th~se 

]~ = ~ + aa~/7~a. 

On retrouve facilement A partir  de ces 6quations, les r6sultats 6tablis aux para- 
graphes pr6c6dents. 

Ainsi, la formulation de la th6orie ~lectromagn6tique de MAXWELL se fait 
de fagon dquivalente dans ~B 4 et dans ~4. I1 convient d'observer que les 6quations 
de MAXWELL conduisent en Physique classique ~ l'6tude de l 'op6rateur lin6aire 
hyperbolique du second ordre 

v~ at 2 ~x 2 ~y2 ~z 2" 

Cet op6rateur reste invariant par le groupe de LORENTZ, c'est-~-dire le groupe 
de transformations qui laisse invariante la forme quadratique de diff6rentielles 

V2 d t  2 - -  d x ~ - -  d y~ - -  d z 2 

et celle-ci n'est que la traduction en rep&re propre de la forme m6trique associ~e 
qui s'6crit ici 

d-d~ = _.c~ d t ~ - -  d x 2 - -  d y~ - -  d z ~. 
el* 

On voit que 
f•C-- v =  [ /~_ .  

La quantit6 Ve-~# qui se pr6sente dans notre 6tude peut ~tre interpr6tde comme 
l'indice de rdfringence du milieu consider6. Nous poserons 

= 

n est nn nombre positif ~ t sans dimensions. 
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I I I .  Mouvement  permanent  d ' u n  f l u i d e  partfait charg4 

8. Espace-temps stationnaire dans un domaine 

Consid6rons un domaine d6termin6 ~)4 a quatre dimensions de ~4 et supposons 
que la vari6t6 riemannienne d6finie par ~4 munie de la m6trique d'univers 

d s ~ ~ g ~  d x~ d x a 

admette un groupe conneke d'isom6tries globales ~ un param6tre, ne laissant 
invariant  auclm point de ~)4 et dont les trajectoires z soient orient6es dans le 
temps. Nous supposons de plus que: 

a) les z sont hom6omorphes ~ la droite r6elle ~ ;  

b) l 'on peut trouver une vari6t6 diff&entiable ~ trois dimensions ~3, saris- 
faisant aux m~mes hypotheses de diff6rentiabilit6 que ~4, teUe qu'il existe un 
hom6omorphisme diff6rentiable de m~me classe de ~)4 stir le produit topologique 
~3 • ~R dans lequel les z s 'appliquent sur les lignes facteurs. 

Dans ces conditions, nous dirons que l 'espace-temps riemannien 93 4 est 
stationnaire dans ~)4- Les trajectoires z sont appel6es lignes de temps. La vari6t6 
~3 quotient de ~)4 par la relation d'6quivalence d6finie par  le groupe est appel6e 
espace. 

Soit ff le g6n&ateur infinit6simal du groupe d'isom6tries. Aucun point de ~)4 

n '6tant  invariant, ff est =~ 0 en tout point de ~4. On salt que ce vecteur satisfait 
aux 6quations de KILLII~G 

(8.1) X g ~ a - -  G ~ +  ~'a~ = 0 

oh X d6signe l 'op6rateur de d6rivation de Lie relatif au vecteur ~. 

On peut d6finir dans ~)4 des syst6mes de coordonn6es locales (za), dits adapt6s 
au caract&e stationnaire, de la mani6re suivante: les (x ~) sont u n  syst~me de 
coordonn6es locales arbitraire de ~a" La donn6e des (x ~) d6termine line ligne 
de temr,~. Pour d6terminer un point sur cette ligne, on se donne la vari6t6 
x ~ = const. ~ laquelle il appartient,  ces vari6t6s 6tant les vari6t6s hom6omorphes 

~a d6finies par l 'hom6omorphisme b) et telles que les composantes de ff soient 

~ - -  t ,  ~ = 0 .  

Dans cos syst6mes de coordonfi6es adapt6s, on a 

~ = g~0 

et les 6quations de KILLING se traduisent comme 

X g~a : ~ g ~  = O. 

Ainsi, les g~a sont ind6pendants de la variable x ~ 

Dans la suite, nous n'introduirons que des syst6mes de coordonn6es locales 
adapt6s. En effectuant la d6composition en carr6s de la forme quadratique 
fondamentale 

ds* = g~adxa dx# 
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~t p a r t i r  de la va r iab le  d i rec t r ice  d x  ~ nous ob tenons  

(8.2)  d s  ~ ---- ~ (go~,d~) "~ § d~ z 
go0 

o/x 

(8 .3)  d~S = ~idx~ dxJ--  (g~j g*~ g~ ,ix ~ dx~ 
goo / 

est  ind~pendan te  de x ~ et  d~finit  sur  ~ s  une m6t r ique  r i emannienne  d~finie 
n6gat ive.  

9. Mouvement  permanent d'un fluide parfait eharg6 

Consid~rons un fluide pa r fa i t  charg~ et  conduc teur  en m o u v e m e n t  clans un  
domaJne ~4- Le m o u v e m e n t  de ce fluide est  d i t  p e r m a n e n t  si l ' e space - t emps  
r i emannien  associ~ ~8~ est s t a t ionna i re  dans  le domaine  ~4 et  si le g roupe  d ' i so-  
m&ries  laisse i nva r i an t s  le vec teur  vi tesse un i ta i re  u ~, la press ion ~b, ia t em-  
l ~ r a t u r e  ~9, la densi t6 de charge ~lectr ique ~, le vec teu r  couran t  d e  chaleur  q~ et  
le c h a m p  ~ lec t romagn&ique  indu i t  H ~ ,  G~O. 

X g,,~ = X H,,~ = X G~,~ = X u"  = X O = X q,, = x p = X ~ = O. 

Les quant i t6s  g,,p, H~,~, G~,r u ~, ~ ,  q~', p ,  ~ res ten t  done cons tan tes  le Iong des 
t r a jec to i res  d ' i som&r ie s  ou lignes de temps.  Dans  am syst~me de coordonn6es 
adaptS ,  les ~galit~s p r&~den tes  dev iennen t  

0 o g ~  = O o H ~  = 0 o a~p = 0 o u ~ = 0 o 0 = ~9 o q~ = 0~ p = r o ~ = 0; 

les g~a, H~a, G ~ ,  u ~, 0, q~, p., O ne d ~ p e n d e n t  pas  de la var iab le  x ~ 

Consid~rons un m o u v e m e n t  d u  fluide envisag~ tel  que 

a) l ' e space - t emps  r i emann ien  associ~ ~34 soi t  s t a t ionna i re  ~lans ~ ,  

b) le g roupe  d ' i som&r ies  laisse i nva r i an t s  H~,a, O, c, l, ~, e, ~ ,  ct. 

Nous aeons  m o n t r e r  que s ' i l  en est  ainsi ,  le m o u v e m e n t  d u  fluide est  pe rmanen t .  
Or les hypo theses  a e t  b se t r adu i sen t  en coordonn~es adapt6es  pa r  les cond i t ions*  

Oo g~,a = Oo H~,a = 0 o 0  = 0o ~ = ~o c = ~o l = 0 o e ----- Oo tZ = Oo a = O. 

I1 nous suff i t  de m o n t r e r  que 0o G,,a = Oo u*' = Oo q,, _ Oo P = Oo ~ = O. 

Soit  x un  po in t  a rb i t r a i r e  de ~ .  Choisisson~. un syst~me de coordonn&s  
adap t~  (x ~ x i) te l  que le po in t  x appa r t i enne  ~ la  vari~t~ ~ d '~qua t ion  x ~ = 0. 
$upposons  que la  vari6t~ ~ soit.  orient~e dans  l ' espace  et  qu 'el le  ne soi t  pas  une 
va r i&6 except ionnel le  d u  probl+me de C a t c h y  re la t i f  aux  ~quat ions  du  champ  
cor respondan t  au  fluide eonsid6r& Nous savons  alors (el. w 3) que pour  am 

D a n s  u n  m ~ m o i r e  a n t 6 r i e u r  , S u r  u n e  t h 6 o r i e  r e l a t i v i s t e  des  ilui_des t h e r m o -  
dynamiques,  [Ann. di Math. pura  ed applicata,  ser. IV 38 (1955)], nous avons &udid 
les mouvements permanents  d 'un  fluide thermodynamique pur  en supposant  en plus 
des conditions 0o g~,a = 0otP = 0 l 'hypoth&e 

Oo qO = c ~ u o Oo 0 --  l-- uo ~9 ~ O. 
0 

En fair, cette derni~re hypoth~se est une consequence de 0o~ = 0. Les Conditions 
X g a #  ----- X ~  = 0 suffisent pour assurer que le  mouvement  du fluide thermodynamique 
est permanent .  
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syst~me de donn6es de Cauchy ~(g~a,'~og~a;n~a;O,~o~9) port6es par ~ et 
satisfaisant 
(I) QL = 0, p0 = 0, o ~ = 0 

le syst6me des 6quations du champ admet une solution ~ (g~a, H~a, vq, u ~, p, 6) 
bien ddterminde. De plus les dquations (I) qui sont v6rifides sur S sont dgalement 
v6rifi6es clans tout le domaine d'espace-temps ~4 consid6rd. 

Considdrons maintenant la varidt6 | d'dquation 

x ~ ~ h 

qui correspond point par point ~ la vari6t6 ~ dans l'homdomorphisme qui applique 
~4 sur le produit topologique ~a • ~ darts lequel les lignes de temps z s'appliquent 
sur les lignes facteurs. En vertu de l'hypoth&se a) et b), la solution ~'Y~(g~a, H~a, 
0, u ~, p, 6) est telle qu'aux points z de m6mes coordonn6es locales (x i) de ~ et 
~ ' ,  les quantit6s ~(g~a,~og~a;n~a;O,~o~9) ont des valeurs 6gales. Pour la 
solution ~f', ces quantit6s v6rifient des 6quations (I') identiques ~ (I). Si donc 
on' se pose le probl&me de Cauchy avec les donn6es ~ pr6c6dentes port6es par ~ ' ,  
on doit calculer d'abord les quantitds u ~, p, 6, A partir des 6quations (I'), puis 
int6grer les 6quations du champ. Comme toutes les 6quations sont identiques et 
que les donndes sont identiques, on obtient une solution ~ '  identique ~ la solution 
~ . '  Autrement dit, aux points de m~mes coordonn6es locales x i les quantit6s 
(g~a, H~a, 0, u ~, p, 6) ont m~mes valeurs ainsi que leurs ddriv~es: elles sont donc 
invariantes le long des lignes de temps. 

I1 en r6sulte que les hypotheses a) et b) entralnent 

00u~= ~0P = 0o6 = 0 

'et  en vertu des 6quations de d6finition de G~a et q~ 

Par consequent ~o G~a ---- 00 q~ ---- 0. 

Xg~a = XH~a = XG~a = Xu~ = X O  = Xq~= x p  = X 6  = O. 

Le mouvement consid6r6 du fluide est donc permanent. On peut 6noncer le 
th6or~me : 

Th6or~me. Etant donnd dans un domaine ~ un fluide par/air chargd et 
conducteur, pour que le mouvement de ce fluide soil permanent, il /aut et il su//it que 

a) l'espace-temps riemannien associd ~ soil stationnaire dans ~ ,  

b) le groupe d'isomdtries laisse invariants les champs 0 et H~a et les coe]/icients 
c, l ,v . ,e , l~,a.  

Remarque. -- S'il existe pour le champ ~lectromagn6tique un potentiel 
vecteur global c'est-~t-dire un champ de vecteur ~o~ tel que 

ce qui est en particulier le cas si le 'domaine ~ est simplement connexe, on 
remplacera l'hypoth~se concernant le champ H~a par l'hypoth~se 6quivalente 
eoncernant le potentiel vecteur: on supposera ~0~ invariant par le groupe d'iso- 
m6tries. 
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10. Isom~trie induite dans ~4 

Nous consid6rerons dans la suite un domaine simplement connexe ~)4 occup6 
par un milieu charg6 et conducteur. Nous supposerons plus g6n6ralement que 
le mouvement de ce milieu soit tel que l'espace-temps riemannien associ6 ~84 est 
stationnaire darts ~4 et que le groupe d'isom6tries laisse invariants le vecteur 
vitesse unitaire ~ et l'indice n = V-~ du milieu 

( toA)  X g ~  = X u ~  = X n  = O. 

I1 e n e s t  ainsi en particulier si le milieu consid6r6 est un fluide parfait charg6 
en mouvement permanent. 

D'apr6s (t0.1), les quantitds 

sont invariantes par le groupe d'isom6tldes de ~a. I1 el1 r4sulte que le champ 

de vecteur contravariant ~ g6n6rateur du groupe d'isomdtries de ~4 dftermine 
dans la vari4t6 riemannienne ~l  ddfinie par la vari6t6 diff4rentiable portant ~4 
et mnnie de la m6trique associ6e 

d-g2 = ~ a  d x~ d xa 

un groupe connexe d'isom6tries globales ne laissant invariant ancun point du 
domaine ~4 correspondant, et pour lequel~le syst~me de coordonnfes (x ~ x ~) est 
un syst6me de coordonn6es locales adapt& On peut prendre pour g6n6rateur 

infinit6simal de ce groupe le vecteur ~ qui a pour composantes contravariantes 

~~ t,  ~ ' = ~ ' =  o. 

I1 est manifeste que le cart6 de ce vecteur a pour valeur 

Introduisons maintenant la grandeur d'espace du vecteur U relativement ~t 

la direction de temps ~. Soit 
_ w2 -- ~iiuiui. 

En vertu, du caract~re unitaire de U, on a 

g~au~ua___ t (go~u~')z+ ~ i u i u i =  t .  
goo 

On en d6duit 

(u0) ~ = goo0  + w~). 

En po~ant  cette valeur darts (10.2) et en y r e m p l a ~ a n t ~ p a r  V *, il vient 

(-~)' = ~oo = gooCWw" + V* - ~ , ) .  

On voit que le signe de (~)2 peut changer. Dans ~4, le vecteur ~ peut ~tre 
orient6 dans le temps, dans l'espace ou ~tre isotrope. I1 en est de ~rn~me des 
trajectoires d'isom6tries de ~ , .  
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IV. l*-tude g~om~trique des rayons'~leetromagnfitiques dans l'espace 
11. Un probl~me du calcul des variations 

Nous nous proposons d'interpr~ter gfom~triquement les rayons ~lectro- 
magnfitiques dans l'espace ~t trois dimensions. A cet effet, nous commen~ons 
par rappeler bri~vement un probl~me du calcul des variations. 

E tan t  donn~e une vari~t~ diff~rentiable 93.+1, soit ~ ( .+1 )  l'espace fibr~ des 
vecteurs .tangents aux diff6rents points de 93~+1- Si ron  adopte sur 93.+1 des 
coordonn6es locales (x~), chaque 616merit de ~2(.+1) sera constitu6 par la r6union 
d~es coordonn6es (x ~) du point x correspondant de ~.+1 e t  des n + t composantes 
(~a) du vecteur k dans le rep~re naturel erL x associ6 aux (x~). Une structure 
de vari6t6 finsl~rienne sur 93.+1 est d6fiuie par la donn6e d'une fonction .~a (x, ~) 
~t valeurs scalaires duns ~ ( .+1 )  telle que pour x fixe, .~'(x, 2A)=2Se(x ,~) .  
En eoordonn6es locales, une telle fonction est repr6sent6e par Se(x ~, ~a )e t  est 
homog~ne et du premier degr6 par rapport aux ~a. 

Consid6rons une vari6t6 diff6rentiable 93~+1 munie d'une structure de vari6t6 
Iinsl6rienne et supposons qu'elle admette un groupe connexe A un param~tre 

d'isom6tries globules, de g6n6rateur infinit6simal if, ne laissant invarimat aucun 

point de 93.+1 (ff~= 0). Supposons de plus que les traject'oires z du groupe sont 
hom6omorphes A la droite r~elle ~,  et soit 93. la vari6t6 de ~.+1 par la relation 
d'6quivalence d6finie par le groupe. On salt qu'il existe des syst~mes de co- 
ordonn6es locales (x ~ x i) adapt6s au groupe d'.isom6tries, tels que dans le rep~re 

naturel associ6, ~ air pour composantes contravariantes 

~ =  1, ~ = 0  

et que les (x i) soient un systfime de coordonndes locales arbitraire 'de ~ , .  La 
donnde des (x i) ddtermine une trajectoire z. Pour ddterminer un point sur cette 
trajectoire, on se donne la varidtd x ~ = const h laquelle il appartient. 

Dans un systAme de coordonndes adaptd (x ~ x/), l'hypoth~se d'isomdtrie se 
traduit  par le fair que la fonction ~ est localement inddpendante de la variable x ~ : 

= . ~  (x ' ,  :d, ::). 

Nous allons montrer  qu'il est possible de douer la varidt6 quotient 93, de structure 
de varidtd finsldrienne au moyen de fonctions L(z, ~) de fa$on qu'aux gdoddsiques 
de 93~+~ extrgmales de l'int6grale 

x~ dx 
(1t.t) f ~ ( x , ~ ) d u ,  e - -  a .  

xo 

correspondent par projection sur 93~ des extr~males de 

gt dz 
(~t.~) fz(~,~)a",  ~ -  a . "  

ge 

Duns la suite, tout indice grec = 0, 1, 2, . . . ,  n; tout indice latin = ~, 2 . . . . .  n e t  
nous supposons- 

0 



Inductions en relativit$ g6n~rale 73 

Donnons nous une extr~male de ( t lA)  par  une representation param~trique 
x a (u), u d~signant un param~tre arbitraire. Le syst~me diff6rentiel aux extr~males 
de (1t.1) 

dx ~ __ :r 
(11.3) du 

oh ~ satisfait 
d &Z B..~' 

(11.4) a~  o ~  ~ - o 

est caract~ris~ par  le fait d 'admet t re  l ' invariant  int6gral relatif 
8s 

(1t .5) co = ~ ,  ~ dx" = Oi,~ dx ~' + 0~.3" d x  o. 
Ct 

En vertu de ! 'hypoth~se 00La----0, on a rint6grale premiere 

(11.6) 0~ s = h.  

Comme 066s  on  peut r6soudre (11.6) par rapport  ~t ~o; on a l '~quation 
~quivalente 

(11.7) ~o = 9 ( x~, ~z, h) 

off q0 est une fonction homog~ne et de degr6 1 par rapport  aux ~l et q0 d6pend 
effectivement de h. 

Consid6rons la famille des extr~males (fib) correspondant ~ une valeur d6ter- 
min6e de la constante h. Pour cette famiUe, le dernier terme de co a la valeur 
h d x  ~ et d6finit un invariant  int6gral relatif. I1 en r6sulte que cette famille 
d'extr6males admet  l ' invariant  int6gral 'relatif 

(t i .8) 0~ . ~  d x k. 

Or, d'apr~s l'homog6n~it6 de .W, on a 
~k 0i.Z, + ,r 06.W = s 

Par  suite, pour toute solution (11.6) ou (11.7), la quantit6 ~ 0i-W peut s 'exprimer 
par  une fonction L des variables x k, ~t, h 

(11.9) Z(x k, ~', h) = ~ [x k, Jr 9 (x k, :~t, h)] - -  h qo (x k, :~t, h) 

et ron  a 0~L = 0~s a + 06.W 0 ~  - -  h 0~o = 0~.Z. 

Ainsi, d'apr~s (11.8), leg projections des (~)  sur ~ ,  sont dSfinies par  un 
syst~me diff~r6ntiel qui admet  l ' invariant  int6gral relatif 

zt = O i L  .d x ~. 

Autrement  dit, elles sont extr6males de l'int6grale 

11 

(11.1o) f L(x", ~, h) du 
~a 

oh h a la valeur choisie. 

On appelle descente la correspondance qui ~t la fonction .W(x ~, s s fait 
correspondre la fonction L(x ~, s h). Le probl&me inverse est possible*. 

* Voir LICHNSROWlCZ, A. : Theories relativistes de la gravitation et de l'61ectro- 
magn~tisme, Livre II,  chap. I. 
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m 
12. Project ion des g6od6siques de longueur  nulle de la vari&6 r iemannienne ~4 

Nous supposons que la vari~t~ riemannienne ~4 satisfasse aux hypotheses du 
paragraphe 10. La fonction .Z' est d6finie par la relation 

(12.t} ~= = ~=~ x~ x ~ 

oh le second membre est une forme quadratique non d6g4ndr& puisque g =  
det (gas)4 =0- Etudions d'abord les extr~males correspondant aux valeurs de ~= 
pour Iesquelles le second membre est positif. On salt d'ailleurs qu'il suffit qu'une 
gdod&ique le rende positif en un point pour qu'il en soit de m~me tout le long 
de la g6oddsique. 

Premier  eas: go0 ne s'annule pas dans le domaine dtudid. -- Le proc~d~ de 
descente nous conduit g former l'6quation 

(t2.2) ~ 6 . s  p2 = go0 ;~  0 + goi ~i  = h~r 

et ~ 61iminer ~o entre cette 6quation et 

(t2.3) L = .ga _ h~o. 

En ddcomposant .W * en carrds ~ partir de la variable directrice ~o, il vient 

o 
.s _1 0 6 ~ + g i i x , x ~  

" g00 
oh l'on pose 

goo 

et 1'on volt que ~o g g est ndgative si goo > 0 et positive si goo< 0. Dans le premier 
cas on prendra h > m a x  goo. Comme �89163163 v, on tire l'dquation 

V= (12.4) s e =  
t goo 

qui fournit .Z' en fonction des variables x*,~*, h. De (t2.2) on tire ensuite 

(t2.5) io = ~ h  .~v goi ki 
goo goo 

On en d~duit d 'apr& (t2.3) et en vertu de (t2.4) 

[ + (12.6)  L = ~ / !1  - ~oo ~oo 

oh e est le signe de goo. 

L e s t  bien une fonetion de x k, ~*, h homog~ne et du premier degr~ par rapport 
aux ~t. Elle d~finit sur la vari&6 quotient ~a une structure de vari6t6 fins- 
l~rienne. Inversement, 6tant donn6e localement dans ~ la fonetion L(x ~, ~,  h) 
pr6efid~nte, on d~montre faeilement qu'il existe une fonetion .Z(x~,?d,~) 
homog~ne et de degr~ I par rapport aux ~=, qui par deseente reconduit ~ L e t  
que cette fonetion est 

Les courbes extr~males correspondantes sont done des g6od6siques de .~ .  
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Ainsi, les g6od6siques de la vari6t6 riemannienne ~4 qui correspondent 
l'int6grale premiere 

06-..W = h 

se projettent sur ]~a vari6t6 quotient ~3 selon les extr~males de l'int~grale 
Zx 

Zo 

oh h a la m~me valeur. Ces extrSmales coincident avec celles de 

Zt 

Zo 

Le long de ces extr~males, on a d'apr~s l'expression de ~0: 

' h V --t h~ ~iidx~dxi--  g~ 
(t2.9) d x ~  g o o ,  t g0o 

Ceci 6tant, on pel}t d6finir les g6od6siques de longueur nulle de ~ comme 
les courbes limites vers lesquelles tendent les g6od6siques orient6es dans le temps 
lorsque .~ -+  0. De la relation 

h .W = go~, "r 

il r6su~te que h-+ oo lorsque .Z'-+0 et h a l e  signe de g o ~  ~. Or 

. ~  _= _1 ( g o ~ )  ~ + go.~*x' = 0 .  
goo 

Ori en d6duit que ~o~  ~ a une valeur non nulle et garde un signe constant. 

D'apr~s (t2.8), les projections des g6od6siqnes de longueur nulle de ~ sur 
~3 sont les extr~males de l'int6grale 

Zl 

f [ 'Lm V(1 - - 
Zo 

En passant ~ la limite, on en d~duit le r~sultat suivant: 

Lemme 1. Les gdoddsiques de longueur nulle de ~4 se pro#trent sur ~ salon tes 
extr~males de l'intdgrale 

Zl 

(12.t0) f I /  goo goo / 

or e est le signe de goo ete' le signe de ~o=~ ~. 
D'apr~s 02.9), le long de ces extrkmales on a 

V t • go~ dzi (12.tt) dx ~ = ee' --~oo giidYc~ clxi 

On remarquera que d x ~ = L d u. 
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Second ca~: goo=0.  --  On a alors 

(42.t2) -W ~ = 2~oi~~ ~ i + g i ] : ~ i x  i. 

Nous supposerons go i:~ i fini ~ 0.. Le proc6d6 de descente nous conduit ~ 6liminer 
.Z' et ~o entre (t2.t2) et 

(12.t3) 

02.~4) 

De (t2A3) on tire 

g o i ~ '  = h . ~ ,  

L = . s  h ,r  ~ 

h 

En reportant dans (t2.t2), il vient 

On en d6duit 

( g o i ~ )  ~ - . . .  . . 
h2 - -  2 g o i X O x  ' -~- ~ i ] ~ ' M .  

~0 - -  goi  "~i g i ]  "~i~'i 

2h 2~oi :~i " 

L'6quation (t 2.14) d6termine alors L 

02.t5) L - -  g-~ + h g ~ i ~ i  
2h  2-goi ~i " 

Inversement, ~ toute fonction L de la forme pr6c6dente correspond par 
montde la fonction .Z' d6finie par (12.12). On note que L se prdsente par rapport 
aux variables ~i comme le quotient d'une forme quadratique par une forme 
lin6aire. 

Ainsi, dans le cas g00 = 0, les projections des g6od6siques de ~,  sur ~3 sont 
les courbes extr~males de 

f 
' -  ~i - ~i~;\ g i i  " [ . [ goi  + h 

pour la valeur correspondante de la constante h. Ces extrSmales coincident avec 
celles de 

Zl 

g i i x ~ x  ~ . 
, 2 h  2 2 ~ o i ~  4 ' 

~o 

Comme pr6cddemment, les projections des gdoddsiques de longueur nulle sont 
d~finies par 

xt 

f ;s 
$o 

On en d6duit en passant h la limite, le lemme 
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(t2.16) 

Le long de ces extrdmales on a 

L e m m e  2. Dans tout domaine de ~4 oi~ g0o=0,  les gdoddsiques de longueur 
nulle de ~4 se pro]ettent sur ~s selon les extr~males de 1 ,nte~rale 

Zt 

2~oi ~ du .  
~o 

d x ~ = g~i *~ ~i d u. 
2~oi ~i 

13. Le principe de FERMAT 

Nous avons 6tabli que les rayons 61ectromagn6tiqlies sont g6od6siques de 
longueur nuUe de la vari6t6 riemannienne ~4- Nous pouvons les interpr6ter 
g6om6triquement dans l 'espace si le milieu consid6r6 est en mouvement  per- 
manent.  En effet les lemmes t et 2 foumissent une d6monstration imm6diate 
du th6or~me suivant:  

Th60r~me. Si le mouvement du milieu consid4rd est permanent et tel que 

goo = goo( V2w2 + V2 - -  w~) 4= O, 

les rayons aectrom.agndtiques dans l'espace sont des lignes rdalisant l'extr$mum de 
l' intdgr ale 

lII 

to 

pour des variations h extrdmit& fixes, or e est le signe de goo et ~' le signe de go= k=. 
Le tem'ps mis par un rayon pour aller du point z o au point z 1 est donnd par 

EL 21 

(,,.,_) 
v g00 - - s  

go ,go 

Ce temps est extr~mum. 

Dans le cas oh g00=0,  on obtient lm ~nonc6 analogue en remplaqant (t3.t) 
et (l 3.2) respectivement par 

gl 

2~oi~i du 
go 

03.3) 

et 

(t3.4) 

$1 

2~oi ir du.  
,o 

Par  le th6or~me pr6c6dent se trouve d6montr6e l '6quivalence du principe 
g6od6sique et du principe du moindre temps. 

En particulier, si l 'univers est statique au sens de LEvI-CIvITA, c'est&-dire 
si les lignes de courant coincident avec les lignes de temps, l 'espace-temps ~34 
est orthogonal. Soit 

ds 2 = U(d xO) ~ + giid x~ d x i 
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la m6trique d'univers de ~4. Les u i 6tant nuls, on en d6duit la m6trique associ6e 

= U (dxO)2 + gq dg 2 d xi d x i. 

On peut mettre (t3.2) sous la forme 

~t gx 

03.s) f f  -ao 
J J Vo 

$o go 

oh l'on a pos6 
da2 = _ giidxl dxi. 

Cette int6grale rappelle une int6grale qui se pr6sente dans l'6tude des fluides 
holonomes. Or U est le potentiel principal de gravitation. Le champ gravi- 
tationnel agirait si l'on ose dire, comme une esp&e de pression sur les rayons 
6lectromagn6tiques. 

Si U----t, on d6montre que l 'espace4emps ~4 est euclidien. L'6nonc6 du 
th6or~me devient 

~ f ' d x ~ =  d f n d a = O .  
$o 

Nous retrouvons l'6nonc6 exact du principe de FERMAT en optique. Le th6or~me 
que nous avons ~tabli, en constitue done l'6nonc6 g6n6ralis6 en Relativit6 g6n6rale. 

14. In terpr&at ion du signe de go. x~ 

Nous avons interpr6t6 s comme la variable temps. L'interpr6tation du signe 
e' de goas ~ est simple. En effet, l'6quation 

(c-A = _--1 o 
g00 

repr6sente le c6ne caract6ristique ~ au point x des 6quations de MAXWELL. Les 
deux nappes de ce e6ne sont sym6triques par rapport A l'hyperplan 616mentaire 

= o .  

D6signons par M (x a) le sommet de ce c6ne ~, .  Prenons un couple de points 
voisins de M, ayant  pour coordonn6es spatiales (x~+dx i) et appartenant res- 
pectivement aux deux nappes du c6ne et sym&riques par rapport A ~,.  Soient 

M l ( x i + d x  ~, x ~ 1 7 6  M'x (x i+dx  ~, xO--d'xO). 

On peut dire que M M  1 repr6sente aux infiniment petits d'ordre sup6rienr pros, 
le d6placement infinit6simal associ6 A un rayon 61ectromagn6tique allant du 
point d'espace A (x ~) au point d'espace A'(x ~ + d x ~) dans le temps dx ~ De m~me, 
MM~ peut 6tre consid&6 comme repr6sentant le d6plac6ment infinit6simal associ6 

un rayon 61ectromagn&ique allant du point A' (x i+  dx i) au point A (x i) dans 
le temps d'x ~ 

Les deux points M1 et M~ sont sym6triques par rapport ~ rhyperplan 616- 
mentaire zt,, on dolt avoir 

~o~dx ~ = _ ~o~d'x ~. 
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On en d~duit 
d' x ~ = dx ~ + 2" ~ d x ~  . 

goo 

Cette relation montre que, saul dans le cas statique, le temps mis par  un rayon 
pour aller du point d'espace A ( x  ~) au point d'espace A' (x~+dx  ~) n'est  p a s t e  
m~me que le temps mis par  un autre rayon pour aller de A' (x~+dx  ~) ~ A (x~). 

1 5 .  E s p a c e - t e m p s  d e  M I N K O W S K I  e t  l o i  r e l a t i v i s t e  d e  l a  c o m p o s i t i o n  d e s  v i t e s s e s  

Pla~ons-nous clans le cas d 'un espace-temps sans gravitat ion de MINKOWSKI, 
rapport6 ~ un syst~me de coordonn6es galil6ennes r6duites. Nous avons la 
m~trique d'univers 

(15.'0 as': (a:)*- (d~,~) ~- (do:) ~- (d:) ~. 

repr6sente dans le cas actuel le vecteur vitesse unitaire d 'univers dont les 

composantes sont d~termin6es classiquement ~t part ir  de la vitesse d'espace fl si 
la vitesse limite c e s t  prise comme unit6. 

Un calcul facile donne la m6trique associ6e 

V 2 _ f12 1 - -  V ~ . . . .  ~ t - -  V ~ 
(t5.2) ds2--  ~_fl~ (dx~ 2 ~ - _ ~ P i a x " a x - - ~ , ( d x ~ )  ~ -  ~_f12 ~8idx~) ~' 

i 

Cette m6trique est du type hyperbolique normal  comme la m6trique d'univers 
05 . t ) .  I1 est cependant int6ressant de noter un changement de l 'ordre clans la 
signature de cette m6trique au passage de V2=f l  z. On le met  facilement en 

6vidence en choisissant l 'axe des x 1 parall~le k la vitesse fl du milieu. On a ainsi 
la m6trique 

V 2 _ / ~  
(t5.3) d~ z -  t_ f l2  (dx~  l-V~fl~ 

que l 'on peut mettre  sous la forme canonique par  une d6composition en carr6s. 
Si VZ=~fl 2 on obtient 

__ |__f12 V:t__ 2 ( |  __V2)fl ] - V 2 - ~  ~- (dx l )  2 _ (dx2) 2 _ (dz3) 2 d'g' ? ' : f l '  [ ~ d x  o_j_ l-- f l  ~ dx 1'  ( l - - f l ' )V '  

et Yon voit que pour V~> fl~ cette m6trique a pour signature <~ + - - -  ~) et 
pour V~<fl  z elle a pour signature <~- + - -  ,. Pour V z =f12, on obtient 

d ~ ' =  2 V dx  a dx x -- (1 + V') (dxX) ' -  (dx ' ) ' - -  (dxa) ' .  

On v6rifie ~galement que cette m6trique a pour signature (~ + - - -  ~ en la 
met tan t  sous la forme 

v' (dxO ? 1 d~2 --  (t + V~) l + V' [(t + V~)dxX + V dx~ ~ -  (dx~) ~ -  (dxa) ~. 

A part ir  de la mftr ique associ6e (t 5.2), cherchons A exprimer le th6or&me de 
FERMAT en prenant  l 'arc a du rayon 61ectromagn6tique comme param~tre. Nous 
avons ~ remplacer dans (t 3.2) ~= par  

2 -  d~ 
da 
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o f l d a 2 =  - -~ . (dx i )  2. I1 v ient  

g~ gl 

(t5.4) f f ,/ o-a., Ev=-a,+ ,, - v,, 
go go 

et l 'on peu t  en d6dai re  

a.o t ~ ' 1 / O -  - ~ /  /~ ( t -  v ' / (~  a'/ 

Si V 2 -  fls =[= O, cet te  x:elation donne 

05.5) t - ~ - 0 - ~ )  w ~  - ( ~ - v ~) ( ! - w A ~') ~ = o .  

Si on in terpr~te  V comme vitesse absolue et  1~ comme vitesse re la t ive  de 
p r o p a g a t i o n  de l 'onde  d lec t romagndt ique  considdrde, on a man i fes t emen t  

0 +fr163 
On vdrifie p a r  un calcul  d i rec t  k p a r t i r  de (t 3.4) que cet te  re la t ion reste  valable  
dans  le cas off V* -----f12. C'est  la formule re la t iv i s te  de la composi t ion  des vitesses.  
I1 est  ais6 de vdrifier qu 'on  peu t  la me t t r e  sous la forme* 

Nous ob tenons  ainsi  k p a r t i r  du pr inc ipe  de FERMAT une ddmons t ra t ion  de la 
loi r e la t iv i s t e  de la composi t ion  des vitesses.  
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