Uber ¢in System partieller Differentialgleichungen
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1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird eine Klasse von Systemen partieller Dif-
ferentialgleichungen

(11) l]x“xa'—l- (]y

%Yo

+¢a(xa:ya)U:01 a:1’2’

untersucht. Hierbei sind ¢, und @, nicht identisch verschwindende analytische
Funktionen der jeweiligen (zunichst als reell angenommenen) Variablen. Die
genannte, nachstehend definierte Klasse besitzt die folgende bemerkenswerte
Eigenschaft: Fiir jedes System (1.1) aus dieser Klasse existiert eine unendliche
Menge unabhingiger Partikulirlssungen, deren jede gewdhmliche lineare Dif-
ferentialgleichungen (mit algebraischen Koeffizienten) in jeder der vier in (1.1)
vorkommenden Variablen befriedigt. Die Ordnung dieser Differentialgleichungen
hingt nur von ¢, bzw. @, ab, ist also fiir jede der genannten Partikulirldsungen
dieselbe. Die Menge dieser Losungen bildet eine vollstindige Approximations-
basis (vgl. Abschnitt 5). Auf diese Weise kann die Theorie der gewdhnlichen
linearen Differentialgleichungen fiir die Untersuchung von Losungen partieller
Differentialgleichungen herangezogen werden.

2. Formale Vorbereitungen

Indém wir auch komplexe Werte der vier Variablen zulassen, kénnen wir die
Funktionen ¢, und ¢, analytisch ins Komplexe fortsetzen. Wir fithren nun die
Variablen . * ,
Zq:xzz—'}'lya: g == Xy 7 VYo, =12,
ein, die fiir komplexe Werte der urspriinglichen Variableh voneinander unab-
hingig sind. Unter Benutzung von

F 1,0 . @ e  1/e . . @
= fe_ — .2 e = e — = 2
0z, — 2 (axl : aya)' oz 2(_3xa + ay,()' «=12,

geht (1.1) in

(2'1) uzlz{'+‘Fi(z],)zf)u=0’ uz,z',’ _IL F2(22!z’2.‘)u=()

iiber. Hierbei ist
2+ 2] s —2] za423 23—z
w(zy, 2¥, 29, 2¥) = U(g A=A Ata ,2__._5.)
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und 1 Zo + 2%ty — 24

Blil)= o2, 2 05), a=12
Wir setzen fortan stets voraus, daB die Funktion F,(z,,z¥) in einem Gebiet
B, x B,y regular-ist, das den Nullpunkt (z,, z7) = (0, 0) enthalt.

Es sei angemerkt, daBl (2.1) zwei Systemen von je zwei partiellen Differential-
gleichungen fiir den Real- und den Imaginirteil der komplexen Lésung » dqui-
valent ist. Diese Gleichungen haben genau dann paarweise dieselbe Form, wenn
die Funktionen E, fiir reelle Argumentwerte reell sind.

Im folgenden kénnen wir die zu betrachtenden Systeme in der Form (2.1)
zugrunde legen.

3. Integraldarstellung der Lésungen durch Bergman-Operatoren

Es existieren beliebig viele Operatoren, die analytische Funktionen einer
komplexen Verdnderlichen in Losungen partieller Differentialgleichungen von
zwei Verdnderlichen transformieren. - Bergman-Operatoren [1]* besitzen die
Eigenschaft, daB sich die Zuordnung der genannten Losungen zu den analyti-
schen Funktionen, die zunichst lokal gegeben ist, ins GroBe fortsetzen lifBt.
AuBerdem iibertragen sich eine Reihe grundlegender Eigenschaften der analyti-
schen Funktionen auf die Losungen. Deshalb kann man aus bekannten Ergeb-
nissen der Funktionentheorie entsprechende Sitze iiber partielle Differential-
gleichungen mit analytischen Koeffizienten gewinnen. BErRGMAN und SCHIFFER
[2], [3] haben diese Theorie vor kurzem auf Systeme partieller Differential-
gleichungen iibertragen. Die Verfasser bewiesen, daB sich jede im Nullpunkt
reguldre Losung von (2.1) in der Form

11
(3.1) 14(21,21“,22,25")=P(fl,f2)={ .{El(zlrzf,tl)E2(z2sZ;,tz)X

x[Hi{ga(t —£), 3 201 — B} +
+ hiEa( 8,3 20— N — )1 —B)~tdhdt,

darstellen 148t. Hierbei sind die nlugeordneten' f, und f, der Losung u im Null:
punkt reguldre analytische Funktionen zweier komplexen Verinderlichen. Die
wErzeugenden E, und E, des Operators P sind unabhingig von der Wahl der
Zugeordneten. E, hingt nur von F, und E, nur von F, ab, vgl. (2.1). Die Dar-
stellung (3.1) gilt in dem Gebiet B=B, X B, X B, X B.s, wobei die Faktoren
dieses Produktes die im vorigen Abschnitt angegebene Bedeutung haben.

4. Die Klasse ¢

Wir untersuchen eine Klasse von Systemen (2.1), die wir als die ,,Klasse ¢
bezeichnen und folgendermafen definieren:

Ein System partieller Differentialgleichungen (2.1) gehirt der Klasse & an,
wenn man in der Darstellung (3.1) der zugehdrigen Losungen ,,Erzeugende vom
Exponentialtyp”

Mo
(41) E1=exp chr Qa(zouz::tz) :Zuoqau(zarz:) t:, a=1,2,
n=

wdhlen kann.

* Siehe Literaturverzeichnis am SchluB der vorliegenden Arbeit.
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Die Systeme dieser Klasse lassen sich relativ einfach iiberblicken. Es ergeben
sich ndmlich die folgenden notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Zugehorigkeit eines Systems (2.1) zur Klasse §:

Satz 1. Ein System partieller Differentialgleichungen (2.1) gehdrt genau dann
der Klasse C an, wenn sich dessen Koeffizienten in der Form

17} 1 0
(42) @ By =— 2250 oder (0) o) = — 51 ag, x=1,2

darstellen lassen™ ; hierbei ist

[H{ma—1)] 1 [§ ma]
(43) (a') qal( o a) 120 aalz +.}r (b) qaz(za’ Z bal"‘au o= 1: 2;

die beiden Koeffizienten a,, und b, kiwnen analytische Funktionen von z¥ sein,
wahrend die tibrigen Koeffizienten konstant sind.

Beweis. Wie aus [2, S. 85] hervorgeht, wurde (3.1) durch Verallgemeinerung
eines Bergman-Operators gewonnen, mit dessen Hilfe sich die Losungen einer
einzelnen partiellen Differentialgleichung

s+ F(2,2%)u =0
in der Form

(4.4) u(z,2%) = flE(z,z*, HHEz(1 — B (1 — ) id¢

darstellen lassen, vgl. [1]. Es gilt also fiir die Losungen jeder einzelnen der
beiden Differentialgleichungen (2.1) eine derartige Darstellung, und man kann
die in diesen Darstellungen vorkommenden Erzeugenden E als Erzeugende E,
und E, in (3.1) verwenden, vgl. [2]. Demnach sind E, und E, so zu bestimmen,
daB (4.4) mit E, bzw. E, als Erzeugender cine Losung der ersten bzw. der zweiten
Gleichung (2.1) darstellt. Nun sollen E; und E, nach Definition der Klasse G
die Form (4.1) besitzen. Diese Wahl der Erzeugenden zieht Bedingungen iiber
die Form der Funktionen F, und F, in (2.1) nach sich, und zugleich ergeben sich
Beziehungen zwischen den zunichst noch willkiirlichen Koeffizienten g, ,(z,, z)
in (4.1) . und den Funktionen F und F,. Durch Einsetzen der Darstellung (4.4)
mit E =E, in die erste und mit E =E, in die zweite der Differentialgleichungen
(2.1) sieht man, da3 E,, a=1, 2, der partiellen Differentialgleichung

(s) =)0t Lo (2

028 ot, t, 0z%

?Ey

92,072 +EE1)=O, «a=1,2,

geniigt. Man fithrt nun den Beweis auf einem kiirzlich angegebenen Wege weiter,
vgl. KreysziG [4]: Jede in (4.5) auftretende Ableitung von E, laBt sich als
Produkt aus E, und einer Funktion darstellen, die Potenzen von #, und die
Funktionen ¢,, und deren Ableitung enthilt, vgl. (4.1). LiBt man den sich so
ergebenden gemeinsamen Faktor E, weg, dann bleibt auf der linken Seite von
(4.5) ein Polynom in £, iibrig. Die erhaltene Gleichung gilt identisch in £,. Durch

* Dies ist so zu verstehen: F, kann z.B. die Form (b) und F, z.B. die Form (a)
[oder auch die Form (b)] haben, so daB es insgesamt 4 Moglichkeiten gibt.
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Nullsetzen des Koeffizienten einer jeden vorkommenden Potenz von f, erhilt
man ein System von m, + 3 linearen partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung,
das man nach der in [4, S.915—919] angegebenen Methode lésen kann. Auf
diesemm Wege ergibt sich die Aussage des vorliegenden Satzes und zugleich der

Zusatz. Die dibrigen, in Satz 1 noch nicht genannten Koeffizienten q,,(z,, 22)
der Darstellung (4.1) haben die Form

[ima]b
(4.6) go=Cy —Z Az 2 ¢,=konst, a=1,2,
A=1
[ﬁ(ma—l)]

Goyaurr=(—2"(3-5... (2u + 1)) Zl(l~1) A — 1) a2t

A=p

(wenn (4.2a) gilt),

Gaoptr=0 (wemn (42b)gilt), p=1,2,...,[kme—1)], a=4,2,
[ ma] .

Ta,20 = (—2)"“(2-4--.2/»)-‘; A=1DA=2)...A—p+1) bz,
=u

p=2,3, ..., 3m], o=1,2.

Damit ist die Klasse € vollstindig charakterisiert, und man kann fiir jedes

System, das dieser Klasse angehért, zugehorige Erzeugende E; und E, sofort
angeben. Das System

(47) ( xaxa yayq,'l"U) za:&_'{"i‘“:o: «a=1,2,
ist ein Beispiel eines Systems der Klasse €, und die einfachsten Erzeugenden sind

(4.8) E,=exp(i)za2t), a=1,2,

wie aus Satz 1 folgt.

5. Lésungen von Systemen der Klasse , die gewdhnliche Differential-
gleichungen befriedigen

Wihlen wir in (3.1) die Erzeugenden (4.1) und die Zugeordneten
(5‘1) f1(21:22)=zgz§: f2(zllz:)=zgz2*': ﬁ,‘y.d,‘r=0,1,.-.,

so erhalten wir eine unendliche Menge M unabhingiger Partikuldrlosungen der
Systeme (2.1) der Klasse €. Wir wollen zeigen, daB jede dieser Losungen auBer
(2.1) vier gewohnliche lineare Differentialgleichungen befriedigt.

Zuvor vermerken wir die wichtige Tatsache, daB die Menge M in folgendem
Sinne eine vollstindige Approximationsbasis bildet: Jede Lésung eines der be-
trachteten Systeme (2.1), die in einem konvexen (reell-vierdimensionalen) Gebiet
B,,.,. das den Nullpunkt enthilt, reguldr ist, 1aBt sich in jedem abgeschlossenen
Teilgebiet von B, , durch eine endliche Linearkombination von Elementen aus
M gleichmiBig approximieren. Dies folgt aus den Untersuchungen von BERGMAN
und ScHIFFER [2] in Verbindung mit dem Approximationssatz von HAMMER-
STEIN [§] fiir analytische Funktionen von zwei komplexen Verinderlichen.
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Um gewdhnliche Differentialgleichungen zu gewinnen, die durch die Losungen
aus M befriedigt werden, haben wir diese Losungen in gewissen (reell-zweidimen-
sionalen) Ebenen des (reell-achtdimensionalen) x,y, %, y,-Raumes zu betrachten,
vgl. (1.1). Wir widhlen die vier Scharen derartiger Ebenen, die sich ergeben,
indem man jeweils 3 der 4 genannten komplexen Variablen konstant annimmt.
Dann haben wir den Vorteil, daB die Lésungen analytische Funktionen der nicht
konstant angenommenen Variablen sind. Es gilt

Satz 2. Jede Losung U(xy, ¥y, Xg, Vo) =u (X, +1y;, % — 1LYy, Xa+1 ¥y, Xa—1Y,)
eines Systems (2.1) der Klasse € mat einer Zugeovdneten von der Form (5.1) geniigt
vier gewGhnlichen Differentialgleichungen

k.
'y U .
(5.2) Zog,-x(v/-) T =0 gy=1 i=1234.

Hierbel ist v, =1x,, v,=1,, V3=12%,, Vy=1,, und die jeweils nicht angegebenen 3
der 4 Variablen sind konstant; die Koeffizienten hingen von der Wahl dieser kon-
stanten Werte ab und sind rationale Funktionen von q,,, £ =0,1,...,m,, a =1, 2,
und den Ableitungen dieser Funktionen, vgl. (4.1). Die Ordnungen der Gleichungen
sind unabhingig von dem Wert der Exponenten B,y,c und T in (5.1); es gilt

(5-3) Rig2(my+1), 71=1,2, b Kk<2m+1), 7=3,4.

Bewers. Infolge der Form der Erzeugenden (4.1) und der Zugeordneten (5.1)
hat (3.1) die Gestalt

U=+ Uy, U=y Uy, Uy = Uy Uy
mit
1
ula(au a _‘f (exp Qa)f/ladtan Aa=1,2,
-1
wobei

f11 (zlrtl) = (i})ﬁ“ - t?)ﬁ_éy f12(22» tz) = (523)”(1 - @y—é
forlent) = (2 =8, fuaetot) = (Ff0—

ist. Es geniigt, eine der vier Differentiaigleichungen (5.2), etwa die dem Wert
7 =1 entsprechende, zu betrachten; fiir die anderen verliuft der Beweis analog.
Die Funktion #u,, (2, 2F) =uy, (%, + 13y, %, —iy) = U, (x,, y,) befriedigt eine ge-
wohnliche lineare Differentialgleichung

ey
(5.4) Ly(wyy) = L](U ) = Zh (2,92 ‘axgu =0, h,=1, ¥ =19)=Kkonst.

von der Ordnung 7’1S m, + 1; die Koeffizienten dieser Gleichung sind rationale
Funktionen von ¢;,, #=0,1, ..., m;, und den Ableitungen dieser Funktionen,
wie aus [6, S.808], Satz 2 folgt. Da in (5.2), (f==1), mit x, und y, auch z,
und z¥ konstant sind, so ist auch #, = u,, 4, , eine Lésung von (5.4). Entsprechend
gentigt u,, (zl, 2¥) = U,y (%,, 1) einer gewdhnlichen linearen Differentialgleichung

i Lu

(5.5) Lz(“zl)— 2(Uzs) = Z,H(xp"l - =0, H,=1, Y1=y?=k0n5t-
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von der Ordnung 7, < m, -+ 1, deren Koeffizienten ebenfalls rationale Funktionen
von ¢,, und den Ableitungen dieser Funktionen sind. Dasselbe gilt demnach
auch fUr #,=1y,%,,. So haben wir insgesamt drei Gleichungen,

(5.6) =1+ 4y, L(#)=0, Ly(uy) =0,

aus denen wir durch Elimination von %, und %, und den Ableitungen dieser
Funktionen eine gewohnliche lineare Differentialgleichung fiir ¥ von der Form
(5.2) gewinnen kénnen. Da hierbei jede der Gleichungen (5.4) hochstens
(2m; 4+ 2)mal zu differenzieren ist, so ergibt sich die obengenannte Schranke fiir
k,, vgl. (5.3). Entsprechend beweist man die Existenz der iibrigen Gleichungen
(5.2). Man beachte dabei, daB Q,(z,, 27, £,) ein Polynom in #, vom Grade m, ist;
deshalb sind die Schranken fiir 2; und %, von denen fiir 2, und %, verschieden.

Zum Beispiel ergeben sich fir das System (4.7) bei Wahl der Erzeugenden
(4.8) und der Zugeordneten (5.1) die Ldsungen # =mn, + u, mit

w=n o+ 5)rl+3) (@) (3) 50D 2 053),
uz=n1"(a+%)1"(r+ )(zl)ﬁo(zg)hl, Vz?i“)],(]/z,—z;)

Dies folgt unmittelbar aus der bekannten Darstellung
A ————‘”— exp (i7 cos ¢) (sin ¢)2"d @, R(m) > L
JAG z,rmﬂf p(i7 cos g) (sin ¢)2"d g (%)

der Bessel-Funktionen (vgl. NIELsEN [7, S.51]), indem man cos ¢ =4 bzw.
cos g =1, setzt. Die Differentialgleichungen (5.4) und (5.5) haben im vorliegenden
Fall die Form

(a)—“a+ 1ua+baou'~'0 x=1,2
mit
] .
b, = (,,1 _ %,_ +2ic,3)/(d + 9))

=48, =0, a=1,2,
byo = ( — it )/(x1+y2
wobei Striche die Ableitungen nach x; kennzeichnen. Hieraus gewinnt man fiir #
eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung 4 Ordnung in x,, die sich in der
Form

|Ly(w) ¢ d 0 0-
Lifw ¢ c+d d 0
Liw) ¢’ 2¢04d" c+2d d|=0

0 by by, 1 0
0 b;!o bgo + bar ba1 1

darstellen 1iB8t, wobei ¢ =b,9—b,, und d=0b,, —b;, ist.
4.
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6. Folgerungen

Wir schlieBen mit einigen Bemerkungen iiber Folgerungen aus den gewonnenen
Ergebnissen.

(1.) AuBer der bisher betrachteten Menge M von Losungen der Systeme (2.1)
der Klasse € existiert eine weitere Menge unabhingiger Losungen, mit dhnlichen
Eigenschaften. Diese Losungen entsprechen den meromorphen Zugeordneten

(6.1) . hlz,z) = (n—a) ™ (m—0)"" f@d)=@EG—c) ™06 —4)7

2 Ahuv=1,2...,

wobei a,, b;, ¢, und d, beliebige, von null verschiedene Konstanten bedeuten.
Jede dieser Losungen befriedigt ebenfalls gewohnliche Differentialgleichungen
von der Form (5.2), deren Koeffizienten rationale Funktionen von ¢,,, 4 =0,
1,...,m,, «=1, 2, und den Ableitungen dieser Funktionen sind. Die Ordnung
der (5.2), =1,2 bzw. §=3, 4 entsprechenden Gleichung betrdgt hoéchstens
2(m;+3) bzw. 2(my;+3). Dies beweist man dhnlich wie den Satz2 der vor-
liegenden Arbeit unter Heranziehung des Satzes 1 in [8]. Durch Kombination
dieses Resultates mit Satz 2 ergibt sich der

Zusatz zu Satz 2. Ldsungen von Sysiemen (2.1) der Klasse €, deren Zuge-
ordnete beliebige tm Nullpunkt vegulire rationale Funktionen sind, befriedigen ge-
woéhnliche Differentialgleichungen von der Form (5.2).

(2.) Die in (6) angegebene Charakterisierung der Singularititen einer Losung
einer einzelnen partiellen Differentialgleichung mit Hilfe gewohnlicher Differential-
gleichungen 148t sich auch auf den Fall von Systemen (2.1} der Klasse & iiber-
tragen. Ohne hierauf im Augenblick niher einzugehen, erwihnen wir die folgende
bemerkenswerte Tatsache: Die Koeffizienten der gewohnlichen Differential-
gleichungen (5.2) sind im allgemeinen Fall rationale Funktionen der q,,, =0,
1,...,m,, a=1, 2, und threr Ableitungen. Sind nun F, und F, rationale Funk-
tionen, so sind die Koeffizienten von (5.2) sogar rationale Funktionen der jewetligen
Variablen; dies beweist man unter Benutzung von Satz4 und Satz 2. Auf
Grund des vorstehenden Zusatzes erhilt man demnach den

Satz 3. Fiir Systeme (2.1) der Klasse € mit rationalen Koeffizienten F, und F,
gilt: Die Singularititen der Liosungen mit vationalen Zugeordneten f, und [, [vgl.
(3.1)] legen auf (reell-sechsdimensionalen) algebraischen Mannigfaltigkeiten des
2,2% z2p2¥-Raumes.

(3.) Befriedigt eine Losung einer partiellen Differentialgleichung eine gewéhn-
liche Differentialgleichung, so kann man diese Losung mit Hilfe der letzteren
auch auBerhalb des Giiltigkeitsbereiches ihrer Darstellunig durch einen Bergman-
Operator untersuchen. Dies hat BERGMAN [9] fiir den Fall einer einzelnen
linearen partiellen Differentialgleichung erstmals gezeigt. Es ist zu erwarten,
daB sich diese Bergmansche Theorie mit Hilfe der vorstehenden Ergebnisse auf
Systeme partieller Differentialgleichungen fibertragen 14Bt.
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