
Lineare S_pline-Funktionen und die Methoden von Ritz 
fiir elliptische Randwertprobleme 

J. NITSCHE 

Vorgelegt yon L. COLLATZ 

Einleitung 

Im folgenden untersuchen wir das Konvergenzverhalten der Ritzschen 
Niiherung ftir selbstadjungierte elliptische Randwertprobleme in der Ebene bei 
Verwendung linearer Spline-Funktionen. Darunter sind solche Funktionen zu 
verstehen, die in den Dreiecken einer geeigneten Triangulierung sttickweise 
linear sind. 

Der erste Hinweis auf eine solche Vorgehensweise findet sich bei COtlRANT [9], 
sie wurde spiiter von DEMJANOVIC [10], [11], FRIEDRICHS und KELLER [13], 
OGANESJAN [26] sowie ZLAMAL [30] weiter verfolgt. Eng verwandt ist auch die 
Methode von KELLOGG [17], [18] zur Aufstellung von Differenzenformeln. 

Fiir den Fehler e zwischen exakter und angeniiherter L6sung ergibt sich 
primiir aus der Minimaleigenschaft des Ritz-Verfahrens, vgl. insbesondere 
DEMJANOVIC [11] und OGANESJAN [26], die Beziehung 

(1) [lel[1 <c  h [lull2, 

wobei ein angehiingter Index k die Norm in W k angibt, h2M3(u) erkennen 
KELLOGG [18] und ZLAMAL [30] als Sckranke ftir Ilel[o bzw.  Ilelll. In der vor- 
liegenden Arbeit leiten wir die weiteren Fehlerabsch~tzungen 

(2) Ilello<ch211ull2, Maxlel<chllull2 

bei konvexen Gebieten her. Diese Konvergenzordnungen konnten bislang nur 
ftir die Poisson-Gleichung in einem Quadrat nachgewiesen werden (vgl. [23]), 
insbesondere war der Exponent 2/5 von h in (22) aus [25] in den letzten 10 Jahren 
nicht verbessert worden. Nach neueren Untersuchungen von HELFRICrI [14] ist 
bekannt, dab die Exponenten in (2) nicht verbessert werden k6nnen, was in [23] 
nur bedingt gezeigt wurde. Aus diesem Grunde sind die Abschiitzungen 
abschlieBend. 

Der Obergang von (1) zu (21) gelingt mit Hilfe eines allgemeinen Satzes 
aus [24] beim Ritz-Verfahren. Sind danach die 3 Hilbertriiume Ho, H1, //2 tiber 
einen positiven, symmetrischen und vollstetigen Operator G verm6ge Ho =G(HI)  
und H 1 = G(H2) verbunden, so ist beim Ritz-Verfahren zur L6sung der Gleichung 
Au=f  mit A =G -2 die Abschiitzung (21) eine Folge von (1). Die Voraussetzung 
der Konvexit~it des Gebietes sichert gerade dessen Anwendbarkeit. Die Herleitung 
von (22) mit Hilfe des Sobolevschen Lemmas in der Form Max I e[ __< c{ I lell o llell 2} 1/2 
ist hier nicht wie in [23] m6glich, da die linearen Spline-Funktionen nicht im 
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Raum W 2 liegen. Sie gelingt jedoch mit Methoden der konstruktiven Funktionen- 
theorie (vgl. etwa LORENTZ [20]) unter Heranziehung einer Umkehrbeziehung 
der Gestalt Max lUl<ch-~llUllo ftir Spline-Funktionen, die in gewisser Weise 
der Bernsteinschen Ungleichung fiir die Ableitung eines trigonometrischen 
Polynoms entspricht. 

Das Ritz-Verfahren bei Verwenden linearer Spline-Funktionen fiihrt auf ein 
System von Differenzengleichungen. Wiewohl (2) alle bekannten Absch/itzungen 
bei der Voraussetzung u ~ W  2 verbessert, sei der Vollst/indigkeit halber auf 
weitere Untersuchungen von BRAMBLE, CI~A, HUBBARD, KATSANIS, KELLOGG, 
LAASONEN, MIHLIN, PAYNE, THOM~E und VEIDINGER verwiesen, vgl. die Nummern 
3 -  8, 15, 16, 19, 21, 28, 29 des Literaturverzeichnisses. Besonders hervorzuheben 
sind noch die Beitr/ige [2], [12] von BmKHOFF, SCHULTZ und VARGA und von 
Fix, wo fiir Rechtecksbereiche das Ritz-Verfahren bei bilinearen (bzw. bikubi- 
schen usw.) Spline-Funktionen diskutiert wird. Allerdings wird dort nur die 
Beziehung (1) abgeleitet. 

1. A priori Abseh~itzungen und Vergleichss~itze 
Im folgenden fibernehmen wir die bei partiellen Differentialgleichungen 

fibliche Bezeichnungsweise, vgl. z.B. AGMO~ [1]. ~l~=~(rl ,  r2) (0<r l<r2<oO) 
sei die Klasse der konvexen Gebiete f2 c 9t 2 mit stiickweise glattem Rand derart, 
da6 mit 2 festen Kreisen Ki vom Radius ri gilt 

KI ~_O~_K 2 fiir O E ~ .  

Mi tc  l, c2 . . . .  werden Konstanten bezeichnet, die nur yon r 1, r 2 abhfingen. 
Da der Rand 80  bei f 2 ~  eine gleichm/il3ige Lipschitz- oder Kegelbedingung 

erfiillt, 1/H3t sich ohne Schwierigkeit die Richtigkeit der nachfolgenden Lemmata 
1 bis 3 erkennen, wobei es lediglich auf die Abhfingigkeit der Konstanten yon 
den angegebenen Parametern ankommt, vgl. dazu AGMON [1] oder NECAS [22]. 

Lemma 1. Bei I2~I~ gilt 

(3) Iiullo.~-_<c, lu l l . o  f//r u~l~21(f2), 

(4) llullo.0~<c2 [lullx.~ fiir u~W~(Y2), 

(5) to(u,~)<=caV~llull2.~ fiir u~W2(f2).  

to bedeutet den 1. Stetigkeitsmodul von u in f2. Es sei bemerkt, dab in (5) 
auch 6VI-]-n~l richtig ist, was wir jedoch nicht ben6tigen. 

Lemma 2. Es sei f2' ~_ f2, f2', 12~8  sowie dist(dt2, af2')<~. Dann gilt for  
u~ n~ (~) = Vr n w#(o )  

(6) 

(7) 

(8) 

Max lu(x)l <=c4 ]/-$ Ilull2.~, 
x ~ 812" 

Ilu ilo .~ ,  ~ c5 ~ Ilu IF2.~, 

Ilullk.~-~. ~ c6 V -~ 2-k Iluli2.~ (k=0, 1). 
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Wir nehmen nun an, die Funktionen ask, c erfiillen im Kreis K 2 die Voraus- 
setzungen: 

V l: ask, aja ~k, c besehriinkt und meBbar, Q sei eine obere Schranke der 
Betr~ge. 
V 2: Es existiert eine Konstante q > 0 mit 

q-1 ir <a~k ~tCk <q ir 
fiir alle r 
V3: Es gilt c>0.  

Dann ist der Differentialoperator 

(9) A u =  --(atku ~),~+CU 

in jedem f 2 e ~  gleichm~tl3ig elliptisch, und es gilt 

Lelnma 3. A liiflt sich als selbstadjungierter Operator mit D(A)=H2(Q ) und 
R (A) =L  2 (f2) auffassen, und die Normen 

(It)) ilull~ =(u,  Ak,,~t/~ 
z x  u ~ ) O .  

sind fi~r k = 1, 2 den Normen Ilull~.~ iiquivalent: 

(11) c~ 1 (q, Q) IlUllk.U < Ilull~ <-_ c7(q, Q) IiUlik.a. 

Hierbei ist die Konvexit[it von f2 wesentlich, ein elementarer Beweis laBt 
sich analog dem in [25] fiir den Fall eines Quadrates gegebenen fiihren. 

Wir betrachten nun fiir zwei Gebiete f2', t2 gem~iB Lemma 2 die Dirichlet- 
Probleme 

(12) A u = f  in f2, u = 0  auf dQ, 

(13) A u ' = f  in f2', u ' = 0  auf af2' 

b e i f e L 2 ( Q  ). Hinsichflich der Abweichung beweisen wir 

Lemma 4. Sind f2, f2' gemiifl Lemma 2 gewiihlt und u, u' L6sungen yon (12) 
und (13), so gilt 

(14) Max I u (x) - u' (x) I < cs (q, Q) V ~ I[ f II o .~, 

, < (15) I lu -u  II~.~,=c9(q,g)V~2-kllfllo.f~ ( k = 0 , 1 ) .  

Wegen Lemma 2 kann links auch f2 statt f2' bentitzt werden, wenn u' in 
f2-f2 '  durch u' = 0  fortgesetzt wird. Zum Beweis beachten wir, dab die Differenz 
w = u -  u' LSsung des Randwertproblems 

Aw=O in f2', w =u auf af2' 

ist. Daher folgt (14) unmittelbar aus (6) wegen des Maximumprinzips. Weiter ist 

q - '  Iwl~.a,< j~(a '~w. ,w,k+cwZ)dx= ~ ua'kw,,nk ds .  
12" ~12" 
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Die Ungleichungen (4) und (7) fiihren daher auf 

I wl~.~,_-< q 2 Ilu 110.~, I w I1 .~,__< q2 c2 cs 6 Ilu 112.~ Ilwll2.~,. 

SchlieBlieh gilt 
Ilwit2.o '< Ilull2.a+ Ilu'112.~,<2c7 Ilfllo.~, 

so dab wir 

(16) [ U - - U ' I I - t / ' ~ C l o ( q ,  Q) V ~ I l f l l o . a  

gewonnen haben. Nunmehr sei z die L6sung von 

A z = w  in t2', z = 0  aufa t2 ' .  

Die Greensche Formel liefert uns dann 

Ilwll~.~,= [ ,S(whz-zaw)dx = ~ ua'kz, ,nkdS.  

Unter Heranziehung der obigen Abschhtzungen erhalten wit daraus 

Ilwll~.a, < q Ilu Iio .~o' I zlx .~ ,  < q c2 c5 ~ Ilul12 .~ Ilzl12 .a' 

< q c2 c5 c~ 6 Itf[Io.~ llwllo.o,- 

Diese letzte Beziehung zusammen mit (16) fiihrt auf (15). 

2. Lineare Spline-Ftmktionen 

Im folgenden bezeichne F=F(T)  eine Triangulierung eines Polygons T und 
I/'1 das Maximum der Dreiecksseiten. F heiBe ct-x-regulw wenn die zwei 
Bedingungen erfiillt sind: 

i) In jedem der Teildreicke Avon  F ist keiner der Winkel kleiner als ~t. 

ii) Das VerhSltnis irgend zweier Dreiecksseiten in F i s t  durch x beschr~nkt. 

Eine in T stetige und in jedem A eF lineare Funktion heiBe lineare Spline- 
Funktion, wobei wir den Zusatz linear unterdriicken werden. Die Gesamtheit 
dieser Funktionen sei ~(F) .  Ein sEE(F) ist durch Vorgabe der Werte in den 
Eckpunkten der A e F eindeutig festgelegt. Stimmt s dort mit u iiberein, so werde 
s =Jru die Spline-Interpolation zu u genannt. Es gilt der 

Satz 1. Es sei u~W~(T) und F eine ct-x-reguliire Triangulierung yon T. 
Dann ist 

(17) Ilu--JrUllk.r<clt(~,K)lrl2-klul2.r (k=O, 1) 

(18) Max [u(x)-(Jru)(x)l<cl2(ct, x) lrl [ul2.r .  
x c T  

Es sei bemerkt, dab sich (17) fiir k = l  bereits bei OGA~SJAN [26] findet, 
wenn auch rechts mit der 2-Norm von u. 

Zun~ichst betrachten wir das gleichseitige Dreieek Ao mit Seitenl.~nge 1. In 
W2(Ao) ist lu12.~o eine Pseudo-Norm, der zugeh6rige Nullraum ~t wird yon 
den in A o linearen Funktionen aufgespannt. Die 3 Funktionale (P~: Eekpunkte 

25 Arch. Rational M~h. Anal., Vol. 36 



352 J. NITSCrIE: 

von Ao) 
Li(u)=u(el)  

find in W2 2 (A o) stetig, und 

p (u) = {L 2 (u) + L 2 (u) + L 2 (u)}'/2 

ist in 9l eine Norm. Daher gilt (vgl. SOBOLEV [27], S. 60ft.) 

(19) Ilu ll ~ . ao< C~z { ~ L~ (u) + l u l ~ . ~o) . 

Da nun mit der Spline-Interpolation 

L~(u - J ~o u)=O 

gilt, fiihrt (19) insbesondere auf 

Ilu-J~oullo.a o, Ilu-J~oUlll.~o<Cx2 lu lz .ao .  

Das Auftreten der zweiten Ableitungen allein rechts impliziert zun/ichst ffir 
a-x-reguliire Dreiecke und dann nach Summation auch fiir derartige Tri- 
angulierungen die Beziehungen (17). 

Die noch ausstehende Beziehung (18) folgt aus einem allgemeinen Umkehr- 
satz, den wir unten noch ben6tigen werden. 

S a t z 2 .  Es sei uELz(T) .  Existiert zu jeder a-x-reguliiren Triangulierung 
F yon T ein U6 ~ (F) gemiifl 

(20) Ilu- U[Io. r =< c13 (~, x, u) lFI 2, 

so ist u stetig und es gilt auch 

(21) Max I u ( x ) -  U(x) I < c l ,  (~, x) c 13 (~, x, u) I F I. 
x.sr 

Offensichtlich ist daher (18) eine Folge von (17), so dab mit Satz 2 auch 
Satz 1 bewiesen ist. Die Beweisidee entnehmen wir der konstruktiven Funktionen- 
theorie, wobei wir eine der Bernsteinschen Ungleichung analoge benfitzen. Es 
gilt niimlich, wie sich durch eine elementare Rechnung zeigen liiBt, das 

Lemma 5. Es sei A ein beliebiges Dreieck der Fltiche F. Far jede in A lineare 
Funktion U gilt 

(22) Max I U(x)] < 3 F -  5/2 [I U 11 ~. 
x ~A  

Ist A e F  und handelt es sich um eine a-x-regulgtre Triangulierung, so kann 

F(a)=>�88 x -2 sin m lFI 2 

in (22) beniitzt werden. Neben einer Ausgangstriangulierung Fo=F betrachten 
wir nun die Folge {F,}, wobei jedes F, aus dem vorangehenden durch Aufteilung 
jeden Dreiecks in vier kongruente Teildreiecke entsteht. Dann sind alle F, eben- 
falls a-~c-regul/ir. U~ seien Approximationen aus ~(F~) gemiiB Satz 2. Wegen 
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U , - U , _  i e ~(F,)  ist naeh Lemma 5 

6/r 
MaxlU , ( x ) -U , - x ( x ) l<=Max  - -  IAT~I I IU , -U , - I l I o . a  
x~r a~r, I/sin a 

<cxs(a, ~:)]F,1-1 I] U v -  Uv-x]lo- r < 2 c l s  Cla [FI" 21 - ' .  

Daher ist {U,} in der Maximum-Norm eine Cauchy-Folge, d.h. u ist jedenfalls 
stetig. AuBerdem ist wegen 

I u (x) - Vo (x) I ---< ~ I u~ (x) - u , _ l  (x) I 
v=l 

mit der letzten Absch~itzung auch (21) mit Cx~ =4Cxs gezeigt. 

3. FelaleraimeMRzmag fiir die Ritz-Approximation 

Wir betrachten jetzt das Randwertproblem (12), und zwar zunfichst fiir ein 
Polygon f2=Te~B. Zu einer ~-x-regul~iren Triangulierung F yon T bestimmen 
wir die Nfiherung U=Rrue~(F)=~(F)c~I~ '~ (T  ) als Ritz-Nfiherung zu ,(12), 
d.h. diejenige Spline-Funktion mit verschwindenden Randwerten, die in @(F) 
das Funktional 

F(V)=(V, A V)o. T--2(V,f)o.  T 
minimiert. 

Zur Anwendung des Ergebnisses aus [24] ist die Gr6Bc 

(23) c ( F ) =  sup inf [[u-U[[~ a .  
Ilull2a-- 1 ue~(r) 

abzusch~itzen. Mit (11) haben wir zun~tehst 

c(F)<c~ sup inf [ lu -Ul l l .  
11,112=1 v+~(r) 

Naeh Satz 1 gilt daher 
C ( F ) ~  C16 l-r[ 

mit c16 =c~6(q, Q, a, x). Damit ist, wie schon von DEMJANOVlC und OGANESJAN 
gefunden, die Absch/itzung 

(24) Ilu-Rrulll. T<=c,, Irl Ilfllo. r 

gesichert. Aus [24] entnehmen wir weiter 

Ilu -grul lo.  r < c2 ( r )  Ilulh a, 
was uns 

(25) I lu-Rrul lo .  T~Cl7 I r l  z Ilfllo. r 

liefert (cz7 =c26). SchlieBlich fiihrt uns Satz 2 zu 

(26) Max I u (x) - (R r u) (x) I < c i s [ F [ II f II o. r .  
arCT 

25" 
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Satz 3. Es sei F eine ct-x-regulare Triangu.lierung des konvexen Polygons 
T e ~  und Rru die Ritz-Approximation im Raum ~ (F) an die Li~sung des Dirichlet- 
Problems fiir T. Dann liiflt sich der Fehler in der L 2- bzw. Wt2-Norm durch IF 12 
bzw. I FI abschiitzen, und die Ordnung IF[ ist auch richtig fi~r den Fehler in der 
Maximum-Norm. Neben den Voraussetzungen V 1 -  V3  an die Koeffizienten des 
Differential-Operators A geni~gt f ~ L 2 ( T  ) fi~r die rechte Seite der Differential- 
gleichung. 

Nun  betrachten wir das Dirichlet-Problem (12) fiir ein beliebiges t2~13. 
Durch  geringfiigige Modif ikat ionen der l~berlegungen bei OGANESJAN [26] l~Bt 
sich erkennen:  

Lemma 6. t2~[3  besitze eine zweimal stetig differenzierbare Randkurve ~I2. 
Fiir h < ho mit geeignetem positiven h o existieren bei ~<7~/8, x = 2  stets solche 
ct-x-reguliiren Triangulierungen F eines dr2 einbeschriebenen Polygons T mit 
Seitenliinge < h, daft auch I F I < h gilt. 

Als Approximat ion  der L6sung u von (12) verwenden wir in T die Ritz- 
Approximat ion  U r = R r  u' zum Dirichlet-Problem fiir das Gebiet  T, in f ~ - T  
setzen wir Ur=O. D a  die L~inge der Seiten von t3T durch h beschr~nkt sind 
und t3 I2 zweimal stetig differenzierbar ist, gilt 

dist (OT, ag2) < c 19 (at2) h 2 . 

Der vorangehende Satz 3 zusammen mit Lemma 4 ergibt endgtiltig den 

Satz 4. Bei der beschriebenen Wahl der Niiherung Ur fi~r die L6sung des 
Dirichlet-Problems (12)gelten die Fehlerabschiitzungen 

IlU--Urllk.~<C2oh2-kllfllo.~ ( k = 0 ,  1) 

Max I u ( x ) -  Ur(x)l ~_~c21 h Ilfll0 .~. 
x~l'} 

C2o, c21 hiingen dabei nur yon den Daten des Problems, d.h. yon f2 und q, Q, sowie 
yon ~ und x ab. 
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