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Einleitung

Im folgenden untersuchen wir das Konvergenzverhalten der Ritzschen
Niherung fiir selbstadjungierte elliptische Randwertprobleme in der Ebene bei
Verwendung linearer Spline-Funktionen. Darunter sind solche Funktionen zu
verstehen, die in den Dreiecken einer geeigneten Triangulierung stiickweise
linear sind.

Der erste Hinweis auf eine solche Vorgehensweise findet sich bei COURANT [9],
sie wurde spidter von DeEmiaNovic [10], [11], FriepricHs und KEeLrer [13],
OGANESIAN [26] sowie ZLAMAL [30] weiter verfolgt. Eng verwandt ist auch die
Methode von KELLOGG [17], [18] zur Aufstellung von Differenzenformeln.

Fiir den Fehler ¢ zwischen exakter und angendherter Losung ergibt sich
primér aus der Minimaleigenschaft des Ritz-Verfahrens, vgl. insbesondere
Demianovic [11] und OGANESIAN [26], die Beziehung

) lelly=chjjul,,

wobei ein angehdngter Index k die Norm in W% angibt. h* M;(u) erkennen
KELLOGG [18] und ZramaL [30] als Schranke fiir |ell, bzw. [le];. In der vor-
liegenden Arbeit leiten wir die weiteren Fehlerabschétzungen

@ lello<ch*lull,, Max|e|Schlul,

bei konvexen Gebieten her. Diese Konvergenzordnungen konnten bislang nur
fiir die Poisson-Gleichung in einem Quadrat nachgewiesen werden (vgl. [23]),
insbesondere war der Exponent 2/5 von 4 in (2,) aus [25] in den letzten 10 Jahren
nicht verbessert worden. Nach neueren Untersuchungen von HELFRICH [14] ist
bekannt, daB die Exponenten in (2) nicht verbessert werden konnen, was in [23]
nur bedingt gezeigt wurde. Aus diesem Grunde sind die Abschitzungen
abschlieBend.

Der Ubergang von (1) zu (2,) gelingt mit Hilfe eines allgemeinen Satzes
aus [24] beim Ritz-Verfahren. Sind danach die 3 Hilbertraume H,, H,, H, iiber
einen positiven, symmetrischen und vollstetigen Operator G vermoge H,=G(H,)
und H, =G(H,) verbunden, so ist beim Ritz-Verfahren zur Losung der Gleichung
Au=f mit 4A=G~? die Abschitzung (2,) eine Folge von (1). Die Voraussetzung
der Konvexitit des Gebietes sichert gerade dessen Anwendbarkeit. Die Herleitung
von (2,) mit Hilfe des Sobolevschen Lemmas in der Form Max|e| Zc{lle]|, llell;}*/?
ist hier nicht wie in [23] moglich, da die linearen Spline-Funktionen nicht im
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Raum W3 liegen. Sie gelingt jedoch mit Methoden der konstruktiven Funktionen-
theorie (vgl. etwa LoReNTZ [20]) unter Heranziehung einer Umkehrbeziehung
der Gestalt Max |U|<ch™ | U|, fiir Spline-Funktionen, die in gewisser Weise
der Bernsteinschen Ungleichung fiir die Ableitung eines trigonometrischen
Polynoms entspricht.

Das Ritz-Verfahren bei Verwenden linearer Spline-Funktionen fiihrt auf ein
System von Differenzengleichungen. Wiewohl (2) alle bekannten Abschdtzungen
bei der Voraussetzung ue W3 verbessert, sei der Vollstindigkeit halber auf
weitere Untersuchungen von BRAMBLE, CEA, HUBBARD, KAtsanis, KELLOGG,
LAASONEN, MIHLIN, PAYNE, THOMEE und VEIDINGER verwiesen, vgl. die Nummern
3-8, 15, 16, 19, 21, 28, 29 des Literaturverzeichnisses. Besonders hervorzuheben
sind noch die Beitrage [2], [12] von BIRKHOFF, SCHULTZ und VARGA und von
Fix, wo fiir Rechtecksbereiche das Ritz-Verfahren bei bilinearen (bzw. bikubi-
schen usw.) Spline-Funktionen diskutiert wird. Allerdings wird dort nur die
Beziehung (1) abgeleitet.

1. A priori Abschétzungen und Vergleichssitze
Im folgenden iibernehmen wir die bei partiellen Differentialgleichungen
iibliche Bezeichnungsweise, vgl. z.B. AGMON [1]. W=W(r,, r,) (0<r, <r, < 0)
sei die Klasse der konvexen Gebiete Q@ — R, mit stiickweise glattem Rand derart,
daBl mit 2 festen Kreisen K; vom Radius r; gilt

K,cQcK, firr Qe?B.

Mit ¢, ¢,, ... werden Konstanten bezeichnet, die nur von r,, r, abhingen.

Da der Rand 02 bei Qe eine gleichmaBige Lipschitz- oder Kegelbedingung
erfiillt, 148t sich ohne Schwierigkeit die Richtigkeit der nachfolgenden Lemmata
1 bis 3 erkennen, wobei es lediglich auf die Abhidngigkeit der Konstanten von
den angegebenen Parametern ankommt, vgl. dazu AGMON [1] oder NEcas [22].

Lemma 1. Bei QB gilt

©) lullo.oZey luly.g  fiir ueWi(Q),
@ lulo.sn=callully.q fiir ”GWZI(Q),
) o, ) cs|/duly.q fir ueWi ().

o bedeutet den 1. Stetigkeitsmodul von u in Q. Es sei bemerkt, daf3 in (5)
auch 6]/] Iné| richtig ist, was wir jedoch nicht benétigen.

Lemma 2; Es sei Q' cQ, &, Qe sowie dist(0Q, 0Q)Y<d. Dann gilt fir
ue Hy(Q)=W;( Q) nWi(Q)

©) Maxlu(x)]§c4]/5 lull2.0,

xe00’
@) lullo.ooScsoluliz.0,

® lule-o-o=eel/3* *lullz0  (k=0,1).
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Wir nehmen nun an, die Funktionen a'%, ¢ erfiillen im Kreis K, die Voraus-
setzungen:
V1: a'*, 0;a', ¢ beschrinkt und meBbar, Q sei eine obere Schranke der
Betrige.
V2: Es existiert eine Konstante >0 mit

g eI’ La™E & =q1E|
fiir alle £eR,.
V3: Es gilt c=0.
Dann ist der Differentialoperator
® A“=“(a“‘“,i),k+c“

in jedem QeIB gleichméBig elliptisch, und es gilt

Lemma 3. A liBt sich als selbstadjungierter Operator mit D(A)=H,(Q) und
R(A)=L ,(Q) auffassen, und die Normen
(10) el = (u, A )5’

sind fiir k=1, 2 den Normen |u)|,.q dquivalent:

Oy ¢7 (@ Dllulle. o SlulE Ser(a, Q) utli.o-

Hierbei ist die Konvexitit von 2 wesentlich, ein elementarer Beweis 14Bt
sich analog dem in [25] fiir den Fall eines Quadrates gegebenen fiihren.
Wir betrachten nun fiir zwei Gebiete @', @ gemdB Lemma 2 die Dirichlet-

Probleme

12) Au=f in Q, u=0 auf dQ,
(13) Au'=f in @, u'=0 auf 0Q'
bei feL,(Q). Hinsichtlich der Abweichung beweisen wir

Lemma 4. Sind Q, Q' gemdf Lemma 2 gewdhlt und u, ' Losungen von (12)
und (13), so gilt

(14) Max |u(x)—u' ()| Ses (4, V31 flo-as
(15) lu—1'll.0 <colg, V> *lifllo.o  (k=0,1).

Wegen Lemma 2 kann links auch Q statt Q' beniitzt werden, wenn ' in
Q— Q' durch &’ =0 fortgesetzt wird. Zum Beweis beachten wir, daB die Differenz
w=u—u' Ldsung des Randwertproblems

Aw=0 in Q, w=u auf 0Q

ist. Daher folgt (14) unmittelbar aus (6) wegen des Maximumprinzips. Weiter ist

g w2 @ w,w +ewddx= §uaw nds.
Q o
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Die Ungleichungen (4) und (7) fithren daher auf
IWIf'n'éqz ||“||o-an'|W|1-an'§qzczcs5"u"z~n (wllz.g -

SchiieBlich gilt
Iwily.oZlully. o 1Wll2.0022¢7 1 fllo-a>
so daB wir

(16) lu—u'l;. 0 Sc10(a DVO 1 fllo-a
gewonnen haben. Nunmehr sei z die Losung von

Az=w in ', z=0 auf 0Q".
Die Greensche Formel liefert uns dann

Iwl3.g=[f(WwAz—zAw)dx= §ua'*z n.ds.
Q' a9

Unter Heranziehung der obigen Abschidtzungen erhalten wir daraus
2
Iwllo.oSqllullo.anlzli.s0=qc 656 (ullz.0llzll2. o
2
Sqcyescidlifllo-allwlo.o -

Diese letzte Beziehung zusammen mit (16) fiihrt auf (15).

2. Lineare Spline-Funktionen

Im folgenden bezeichne I'=I(T") eine Triangulierung eines Polygons 7 und
|I'l das Maximum der Dreiecksseiten. I' heile o—x-reguldr, wenn die zwei
Bedingungen erfiillt sind:

i) In jedem der Teildreicke 4 von I ist keiner der Winkel kleiner als «.

if) Das Verhiltnis irgend zweier Dreiecksseiten in I' ist durch x beschrinkt.
Eine in T stetige und in jedem Ael lineare Funktion heiBe lineare Spline-
Funktion, wobei wir den Zusatz linear unterdriicken werden. Die Gesamtheit
dieser Funktionen sei &(I"). Ein se&(I) ist durch Vorgabe der Werte in den
Eckpunkten der 4eI eindeutig festgelegt. Stimmt s dort mit u iiberein, so werde
s =Jru die Spline-Interpolation zu u genannt. Es gilt der

Satz 1. Es sei ueWZ(T) und T eine a—x-reguldre Triangulierung von T.
Dann ist

(7 lu—Jruls.rScr (@I ul.r (k=0,1)
(18) MaTXIu(x)—(Jru)(x)léclz(a, I uly. 1

Es sei bemerkt, daB3 sich (17) fiir k=1 bereits bei OGANESIAN [26] findet,
wenn auch rechts mit der 2-Norm von u.

Zunichst betrachten wir das gleichseitige Dreieck 4, mit Seitenlinge 1. In
W2(4,) ist |ul,. 4, cine Pseudo-Norm, der zugehdrige Nullraum 9t wird von
den in 4, linearen Funktionen aufgespannt. Die 3 Funktionale (P;: Eckpunkte

25 Arch. Rational Mech. Anal,, Vol. 36
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von 4,)
Li(wy=u(P)
sind in W#(4,) stetig, und

pw)={L} () + L5 (w)+ L3 ()}
ist in M eine Norm. Daher gilt (vgl. SoBoLEv [27], S. 601f.)

3
19) ”ullg-AoécfZ{;in(u)'l'luI%-Ao}°

Da nun mit der Spline-Interpolation
Li(u —JAO u)=0
gilt, fiihrt (19) insbesondere auf

||“—JA.,“||0-Aoa "u—JAO“"1-A°§012|“|2-Ao-

Das Auftreten der zweiten Ableitungen allein rechts impliziert zunéchst fiir
a—k-regulire Dreiecke und dann nach Summation auch fiir derartige Tri-
angulierungen die Beziehungen (17).

Die noch ausstehende Beziehung (18) folgt aus einem allgemeinen Umkehr-
satz, den wir unten noch bendtigen werden.

Satz 2. Es sei ueL,(T). Existiert zu jeder o—x-reguldren Triangulierung
I von T ein UeS(I') gemdf

(20) Ilu”Ullo-T§c13(a’Kau)lrlz’

so ist u stetig und es gilt auch

(21 Max |u(x)—Ux)| Scya(e, K) ey, k, W) [ T'].
xeT

Offensichtlich ist daher (18) eine Folge von (17), so dafl mit Satz 2 auch
Satz 1 bewiesen ist. Die Beweisidee entnehmen wir der konstruktiven Funktionen-
theorie, wobei wir eine der Bernsteinschen Ungleichung analoge beniitzen. Es
gilt nimlich, wie sich durch eine elementare Rechnung zeigen 146t, das

Lemma 5. Es sei A ein beliebiges Dreieck der Fliche F. Fiir jede in A lineare
Funktion U gilt

(22) Max |U(x)|S3F V2 |U,.

xed

Ist AcI” und handelt es sich um eine «—k-regulire Triangulierung, so kann
F(4)=1«x %sina|T'J?

in (22) beniitzt werden. Neben einer Ausgangstriangulierung I',=I" betrachten
wir nun die Folge {I}, wobei jedes I, aus dem vorangehenden durch Aufteilung
jeden Dreiecks in vier kongruente Teildreiecke entsteht. Dann sind alle I, eben-
falls o —k-reguldr. U, seien Approximationen aus &(I;) gemidB Satz 2. Wegen
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U,—U,_,eS([,) ist nach Lemma 5

6k _
Max|U,(x)—U,_; (x)| SMax ——|4; ' [ |U,—U,_ll. 4

xeT Adely sin o

<eys(o®) |7 U, ~U,_yllo. rS2¢ys 645 T} - 2" 7.

Dabher ist {U,} in der Maximum-Norm eine Cauchy-Folge, d.h. u ist jedenfalls
stetig. AuBerdem ist wegen

()= U915 3. 10,6 ~Uy-1 )]

mit der letzten Abschitzung auch (21) mit ¢, , =4¢, s gezeigt.

3. Fehlerabschitzung fiir die Ritz-Approximation
Wir betrachten jetzt das Randwertproblem (12), und zwar zunéchst fiir ein
Polygon Q=Te. Zu einer o —k-regulidren Triangulierung I' von T bestimmen
wir die Naherung U=RyueS(I)=&I)n WX(T) als Ritz-Naherung zu (12),
d.h. diejenige Spline-Funktion mit verschwindenden Randwerten, die in (%(I")

das Funktional
F(V)=(V, AV)o . T—2(st)0 T

minimiert.
Zur Anwendung des Ergebnisses aus [24] ist die GroBe
(23) c(M= sup inf |u—-U|?.

lull#=1 Ue&w)
abzuschitzen. Mit (11) haben wir zunéchst

c(Nsc2 sup inf [u-Uj,.
lull2=1 Ued(r)
Nach Satz 1 gilt daher
c(N=c6ll|

mit ¢;¢=¢,4(g, Q, &, k). Damit ist, wie schon von DEMIANOVIC und OGANESIAN
gefunden, die Abschitzung

(24) lu—Rrully.r<ci6lCifllo. 1
gesichert. Aus [24] entnehmen wir weiter

llu~Rrullo. r<c*(D) llul3,
was uns

(25) "““Rru”o‘réc17|r|2"f"o-T
liefert (¢, =c?¢). SchlieBlich fiihrt uns Satz 2 zu

(26) Max ju(x)—(Rru)(x)|Scis [T fllo- 7.

xeT

25+
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Satz 3. Es sei I' eine a—«k-reguldre Triangtglierung des konvexen Polygons
TeMW und Rpu die Ritz-Approximation im Raum &(I') an die Lisung des Dirichlet-
Problems fiir T. Dann lift sich der Fehler in der L,- bzw. Wi-Norm durch |I'|?
bzw. |T"| abschiitzen, und die Ordnung |I'| ist auch richtig fiir den Fehler in der
Maximum-Norm. Neben den Voraussetzungen V1—V3 an die Koeffizienten des
Differential-Operators A geniigt feL,(T) fiir die rechte Seite der Differential-
gleichung.

Nun betrachten wir das Dirichlet-Problem (12) fiir ein beliebiges Q2e9B.
Durch geringfiigige Modifikationen der Uberlegungen bei OGANESIAN [26] 138t
sich erkennen:

Lemma 6. Qe besitze eine zweimal stetig differenzierbare Randkurve 6.
Fiir h<h, mit geeignetem positiven h, existieren bei a<mn/8, k=2 stets solche
o —«k-reguliiren Triangulierungen I' eines 0Q einbeschriebenen Polygons T mit
Seitenlinge <h, daf auch |I'| <h gilt.

Als Approximation der Losung # von (12) verwenden wir in 7 die Ritz-
Approximation Up=Rru’ zum Dirichlet-Problem fiir das Gebiet T, in Q—T
setzen wir Up=0. Da die Linge der Seiten von éT durch A beschrinkt sind
und 02 zweimal stetig differenzierbar ist, gilt

dist(0T, 8Q) L ¢, (3Q) h*.
Der vorangehende Satz 3 zusammen mit Lemma 4 ergibt endgiiltig den

Satz 4. Bei der beschricbenen Wahl der Néherung U fiir die Lisung des
Dirichlet-Problems (12) gelten die Fehlerabschiitzungen

lu—Urlli.aSc¢20 h*~* [fllo.o (k=0,1)
Max [u(x)=Ur(X)|=c21 k| fllo-0-

xef

Ca05 C21 héingen dabei nur von den Daten des Problems, d.h. von Qund q, Q, sowie
von o und k ab.
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