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Die vorliegende Untersuchung ist ein Beitrag zur hydrodynamischen Stabili-
tatstheorie zdher, inkompressibler Fliissigkeiten, der die nichtlinearen Navier-
Stokesschen Bewegungsgleichungen zugrunde liegen. Wir interessieren uns im
folgenden speziell fiir die Frage, wie sich eine gegebene stationidre Strémung, die
als Grundstrémung bezeichnet wird, unter dem Einflufl von Stérungen verhilt.

Experimentell und theoretisch gut untersuchte Strémungsbeispiele sind die
Strémung in einem geraden Kreisrohr mit der bekannten Poiseuilleschen Stré-
mung als Grundstromung oder die Grenzschicht an einer lings angestrémten
Platte mit der Blasiusschen Grenzschicht als Grundstrémung. In beiden Fallen
ist die Grundstrémung instabil, wenn die sog. Reynolds-Zahl, die mit charakteri-
stischen GroBen des jeweiligen Problems gebildet ist, einen bestimmten, , kriti-
schen’ Wert iiberschreitet. Dabei ist der Mechanismus noch keineswegs vollig
aufgeklirt, der etwa im Falle der Rohrstromung von kleinen Stoérungen, die
einer linearisierten Theorie geniigen, iiber endliche Stérungen schlieBlich zur aus-
gebildeten Turbulenz fiihrt.
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Es gibt nun eine Anzahl von Strémungen, die durch ein Instabilititsverhalten
auffallen, das man vielleicht allgemein als ,,zellular’ bezeichnen konnte. Beispiele
hierfiir sind die Taylorsche Strémung zwischen rotierenden, koaxialen Zylindern
sowie eine anfangs ruhende, horizontale Fliissigkeitsschicht, die von unten er-
wirmt wird. Bei der Taylorschen Versuchsanordnung mit festem duBerem Zy-
linder und rotierendem inneren Zylinder wird die Grundstrémung beim Uber-
schreiten eines kritischen Parameterwertes, der von der Drehzahl abhingt, in-
stabil. Es stellt sich nach einiger Zeit ein neuer, stationdrer Endzustand ein in
Form von torusférmigen Wirbeln. Im Falle der erwidrmten Fliissigkeitsschicht
setzt nach Uberschreiten des kritischen Parameterwertes, der die Temperatur-
differenz zwischen Boden und Oberfliche enthilt, eine thermische Konvektions-
strémung ein mit einem stationdren Endzustand in Form der bekannten Benard-
Zellen [12], [15].

Um in einem konkreten Problem den kritischen Parameterwert zu berechnen,
der die Stabilitdtsgrenze angibt, bedient man sich in der Praxis der linearen
Theorie kleiner Stérungen. Dabei ist die Annahme zugrunde gelegt, daB8 das
Verhalten kleiner Stérungen jedenfalls in einem geniigend kleinen Zeitintervall
qualitativ richtig beschrieben wird durch das Verhalten der Losungen der in
den Stérungen linearisierten Bewegungsgleichungen. Der kritische Parameter-
wert ergibt sich aus einem Eigenwertproblem.

Was die lineare Theorie natiirlich nicht beschreiben kann, das ist das Ver-
halten von Stérungen endlicher GréBe. Insbesondere kann sie keine Auskunft
dariiber geben, wann die gestérte, instabile Grundstrémung gegen einen neuen,
stationdren Endzustand geht. An diesem Punkt setzt unsere Untersuchung ein.
An einem Beispiel mit ,,zellularer’’ Instabilitit wird gezeigt, dafl fiir den kriti-
schen Parameterwert der linearen Theorie eine Verzweigung stationdrer Lésungen
der nichtlinearen Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen vorliegt, wobei sich
die Anzahl stationdrer Losungen vergroBert und die Grundstrémung gleichzeitig
instabil wird.

Bei dem gewihlten Beispiel handelt es sich um die Strémung in einem hori-
zontalen, geraden Rohr mit kreisférmigem oder rechteckigem Querschnitt, wobei
die Wand des Rohres von unten erwirmt ist. Die stationidre Grundstrémung ist
im Falle eines geraden Kreisrohres die schon erwihnte Poiseuillesche Rohr-
strémung, und als Parameter tritt die sog. Rayleigh-Zahl auf. Es werden Lé-
sungen der Bewegungsgleichungen betrachtet, bei denen die Geschwindigkeits-
komponenten von der Koordinaten in Richtung der Rohrachse unabhingig sind.
Zunichst liefert die lineare Theorie kleiner Stérungen eine kritische Rayleigh-
Zahl als Stabilititsgrenze. Dariiber hinaus wird gezeigt, daB nach Uberschreiten
der Stabilitdtsgrenze eine neue, stationdre Strémungsform existiert, die durch
thermische Auftriebskrifte verursacht wird.

Zur Herleitung der Ergebnisse iiber die Verzweigung stationidrer IL4sungen
wird ein Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis herangezogen, nimlich die Theorie
des topologischen Abbildungsgrades von LERAY und SCHAUDER [10]. Zunichst
wird ein Funktionenraum (Banach-Raum) gewihlt, in dem physikalisch sinn-
volle Ldsungen sicher enthalten sind. Der Parameter des Problems, der in dem
behandelten Beispiel die Rayleigh-Zahl ist, wird mit A bezeichnet, wihrend der
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kleinste Eigenwert der linearen Theorie mit A; bezeichnet wird. Man erhdlt
dann folgende Aussagen:

(a) Fiir 0= A< A, existiert in dem zugrunde gelegten Funktionenraum (Banach-
Raum) genau eine stationire Losung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen.
Die Losung ist stabil gegeniiber kleinen Stérungen fir 0=<1<4,.

(b) Bei A, verzweigt sich diese Losung, d.h. fiir alle Werte von A aus einem
kleinen Intervall A, << A< A, + 6 (6> 0) existiert neben der urspriinglichen Losung
(Grundstrémung) eine weitere stationdre Losung (thermische Konvektionsstro-
mung) der nichtlinearen Bewegungsgleichungen, und zwar unterscheiden sich
die zwei Losungen in der Norm des benutzten Banach-Raumes beliebig wenig,
sofern nur |A— 4| geniigend klein ist. Fiir A=4, fallen die beiden Zweige der
Losung zusammen. Die Grundstrémung ist instabil gegeniiber kleinen Stérungen
fiir A>4,.

Es sei darauf hingewiesen, daB3 die Anwendbarkeit der Methode des Abbil-
dungsgrades keineswegs auf diesen Einzelfall beschrinkt ist, sondern daB3 Probleme
wie das der Taylor-Zylinder oder der Benard-Zellen mathematisch eine grofe
Ahnlichkeit aufweisen mit dem behandelten Problem und prinzipiell in ganz
analoger Weise untersucht werden kénnen. Es ist jedoch so, daB in jedem Falle
die numerische Berechnung des kleinsten Eigenwertes und vor allem seiner
Vielfachheit erforderlich ist, so dafl man jedes physikalische Beispiel einzeln
diskutieren muB.

Zur benutzten Methode des Abbildungsgrades sei noch folgendes vorausge-
schickt: An sich kann man die Differentialgleichungen des Stabilitdtsproblems
auch als System von Integrodifferentialgleichungen schreiben. Es liegt dann der
Gedanke nahe, die von EHRHARDT ScEMIDT [I17] bzw. von L. LICHTENSTEIN [11]
entwickelte Methode zur Diskussion verzweigter Losungen bei nichtlinearen Inte-
gralgleichungen bzw. Integrodifferentialgleichungen heranzuziehen. Diese Me-
thode setzt aber voraus, daB man alle Eigenfunktionen zum kleinsten Eigenwert 1,
des linearisierten Problems explizit kennt und desgleichen die Eigenfunktionen
des adjungierten Eigenwertproblems. Ferner muBl man in der Lage sein, die
sog. Pseudoresolvente (s. [11]) wirklich auszurechnen, um dann schlieBlich die
sog. Verzweigungsgleichung in Form einer Potenzreihenentwicklung explizit hin-
zuschreiben. Uber den Charakter der Verzweigung und insbesondere dariiber,
ob itberhaupt eine Verzweigung reller Losungen vorliegt, entscheidet die Dis-
kussion der Potenzreihenentwicklung. Es kommt unter anderem darauf an,
welche der ersten Koeffizienten exakt null sind und welche nicht. Nun sind aber
die Bewegungsgleichungen auch bei besonders einfach gewihlten physikalischen
Beispielen bereits so kompliziert, dal man nicht in der Lage ist, die Eigenfunk-
tionen oder gar die Resolvente exakt anzugeben. Man wire in jedem Fall auf
ein numerisches Ndherungsverfahren angewiesen. Ganz abgesehen von dem nu-
merischen Aufwand hat dies zur Folge, da man auch die Koeffizienten der
Verzweigungsgleichung nur mit Fehlern behaftet angeben kénnte. Zuverldssige
Aussagen wiren dann nur in Verbindung mit Fehlerabschitzungen zu erhalten.

Wesentlich giinstiger liegen die Dinge, wenn man mit dem topologischen
Abbildungsgrad arbeitet. Dann braucht man weder die Eigenfunktionen noch
die Resolvente zu kennen. Stattdessen hat man fiir die nichtlinearen Gleichungen,
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die als Funktionalgleichungen in einem geeigneten Banach-Raum aufzufassen
sind, gewisse allgemeine Eigenschaften nachzuweisen wie Vollstetigkeit des Funk-
tionals, Existenz des Frechetschen Differentials und stetige Abhingigkeit des
Funktionals von dem Parameter in einem noch zu prizisierenden Sinn. Der
ganze numerische Teil des Problems reduziert sich dann darauf, die Vielfachheit
des kleinsten Eigenwertes zu bestimmen. Wenn sich herausstellt, daB die Viel-
fachheit ungerade ist, dann liefert die Theorie des Abbildungsgrades sofort, daB
eine Verzweigung stationirer Losungen vorliegt.

Die Theorie des Abbildungsgrades hat in neuerer Zeit vor allem auf nicht-
lineare Probleme der Punktmechanik Anwendung gefunden (s. etwa die Arbeiten
von CRONIN [4]), sowie auch in der russischen Literatur auf Probleme der Me-
chanik elastischer Korper (s. z.B. den zusammenfassenden Artikel von KRrAs-
NOSEL’SK1J [9]). Dagegen scheint die Methode bisher nicht nutzbar gemacht
worden zu sein fiir das Studium des Stabilitdtsverhaltens von Strémungen in
der Hydrodynamik.

An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. H. GORTLER meinen Dank aussprechen
fiir die Moglichkeit, in seinem Institut fiir Angewandte Mathematik und Mechanik
zu arbeiten. Insbesondere bin ich Herrn Prof. GORTLER zu Dank verpflichtet fiir das
groBe Interesse, das er auch der vorliegenden Untersuchung wihrend ihrer Ent-
stehung entgegengebracht hat.

Die numerischen Rechnungen wurden auf der Siemens 2002 des Rechenzentrums
der Universitit Freiburg ausgefiihrt. Das Programmieren wurde freundlicherweise
von Herrn Dipl.-Math. A. LEHMANN iibernommen.

I. Mathematische Hilfsmittel

1. Der topologische Abbildungsgrad in Banach-Riumen

In diesem Abschnitt sind die bendtigten Begriffe und Sétze aus der Theorie
des Abbildungsgrades in Banach-Riumen im Anschlufl an die Arbeit von LERAY
und SCHAUDER [10] zusammengestellt. Es handelt sich dabei um eine Uber-
tragung des zunichst in Euklidischen Rdumen von BROUWER eingefithrten Ab-
bildungsgrades (s. etwa [8]). Es sei erwihnt, daB der Abbildungsgrad nach
LERAY und SCHAUDER #quivalent ist mit der ,,Rotation eines Vektorfeldes mit
vollstetiger Verschiebung nach E. ROTHE [16], so daB man sich im Prinzip
auch auf die Arbeiten von RoOTHE iiber Vektorfelder in Banach-Riumen stiitzen
konntel.

Es sei zunichst angedeutet, worin diese Theorie besteht, soweit sie hier
benutzt wird: In einem Funktionenraum, der ein Banach-Raum sein muB, wird
eine nichtlineare Funktionalgleichung betrachtet, die einen reellen Parameter
enthilt. Daneben wird eine zweite Funktionalgleichung betrachtet, die durch
einen ProzeB der Linearisierung entsteht und ein Eigenwertproblem darstellt.
Die Theorie erlaubt dann, gewisse Fragen der Existenz, Eindeutigkeit bzw. Ver-
zweigung von Loésungen der nichtlinearen Funktionalgleichung zuriickzufithren
auf das Studium des linearen Eigenwertproblems.

Es wird ein reeller Banach-Raum B betrachtet mit den Elementen #%, v, ...
oder auch g, b, ... und dem Nullelement 0. Die Norm von % ist mit |« | bezeichnet.
Wir erinnern an einige Definitionen: Eine Abbildung v=7T(«) von B in sich

1 Fiir die Aquivalenz s. etwa [9].
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heiBt vollstetig, wenn sie stetig ist und auBerdem beschriankte Mengen in kompakte
Mengen abbildet (Existenz einer konvergenten, unendlichen Folge in der Bild-
menge). Der Operator T'(%) heiBt an der Stelle a differenzierbar, wenn zu ge-
gebenem, festem a ein in # linearer und homogener Operator A(a, #) und ein
,.Restgliedoperator” R(a, #) existiert mit

T(a+u)— T(a)=A(a, u) + R(a, u),

wobei R (a, #) der Norm nach stirker als linear gegen null geht, wenn « gegen

null geht:
IR (a, )|

A2 20 >0 fiir (o 0.

Al(a, u) ist das Frechetsche Differential des Operators T an der Stelle 2. Wenn
T ein vollstetiger Operator ist, dann ist auch das Frechetsche Differential ein
vollstetiger Operator (s. etwa [9], S. 360).

Es sei 2 ein beschrinktes Gebiet (offene Menge) im Banach-Raum B, dessen
Rand mit £’ bezeichnet wird. Ferner sei v=@(«) eine Abbildung von B in sich,
die von der speziellen Gestalt

(1.1) Du)=u— T(u)

ist mit vollstetigem 7'(x). (Bei E.RoOTHE heiBt ein solches ®(u) ,,Vektorfeld
mit vollstetiger Verschiebung T'(x)“.)

LeraY und ScCHAUDER [10] haben gezeigt, daB fiir eine solche Abbildung
v=@(u) im Bezug auf ein festes Gebiet £ und einen beliebigen, festen Punkt &
ein ,,Abbildungsgrad* d definiert werden kann, wenn b nicht auf dem Bild des
Randes Q' liegt. d ist eine ganze Zahl. Wenn & auBerhalb der Bildmenge von
£+ ' liegt, dann ist nach Definition 4=0. Der Abbildungsgrad besitzt folgende
Eigenschaften:

1. d ist additiv, d.h. wenn Q=0, + 2, (£, und £, punktfremd), und wenn
b nicht auf der Bildmenge von £; - £2; liegt, dann ist

A[D,£2,,b] +a[D, £,, b]=a[D, 2,42, b].

II. Wenn d[®, £2, b] definiert und von null verschieden ist, dann besitzt
die Gleichung @(u#)="5 mindestens eine Losung in Q.

III. d[D, 2, b] bleibt konstant bei stetiger Anderung von b oder stetiger

Anderung von @ (s. unten), solange b nicht zusammenfillt mit einem Punkt
der Bildmenge von £Q'.

Die zugelassenen stetigen Anderungen von @ sind dabei wie folgt definiert:
Die Abbildung v= @(u) sei enthalten in einer Schar von Abbildungen v= @(x, 1)
mit reellem Parameter A aus einem Intervall <A< A". ®(u, A) sei von der
speziellen Gestalt @(u, 1) =u — T'(u, A), wobei der Operator T in A gleichmiBig
stetig ist in folgendem Sinn: Zu gegebenem positivem & kann man ein # so finden,
daB fiir beliebige ucf2 4 £ und fiir beliebige Werte 4, und 1, aus dem betrach-
teten Intervall aus |4, —4,| <% stets auch |T(u, 4,) — T'(, 4,)| <& folgt. (Der
Abbildungsgrad bleibt auch konstant bei gewissen stetigen Anderungen des Ge-
bietes, wovon aber hier kein Gebrauch gemacht wird.)
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Eigenschaft II ist offensichtlich ein Existenzsatz, wobei sich freilich das
Problem stellt, den Abbildungsgrad in konkreten Fillen auszurechnen. Im fol-
genden sind einige Hilfssdtze aus [10] angegeben, die es in gewissen Fillen ge-
statten, die Rechnung explizit auszufiihren.

Es sei zunichst #, eine Losung der Funktionalgleichung @(#)=5 mit ge-
gebener rechter Seite be B, und zwar sei #, eine isolierte Losung, d.h. es gebe
eine e-Umgebung von #,

Q.(ug):  fu—mu|<e

derart, da3 in der abgeschlossenen Menge |# — #,| < ¢ keine weitere Losung der
Funktionalgleichung liegt. Dann ist 4[®, £2,(%,), b] definiert und wird auch
Index' i[D, uy] der isolierten Losung u, genannt. Fiir das Rechnen mit dem
Index gelten folgende Sitze:

1. Wenn die Gleichung @(%)=>5 in  nur endlich viele Lsungen #, besitzt,
und wenn auf dem Rand £’ keine Losung der Gleichung liegt, dann ist

A[D, 2, 0] =2 i[D, uy)
(Summation iiber alle Losungen u,c2).

2. Die identische Abbildung v=u (d.h. T(u)EO) hat den Index 7=-41
fiir alle ue B.

3. Der vollstetige Operator T besitze an der Stelle a das Frechetsche Dif-
ferential A(a, ). Wenn die lineare Abbildung w=wu — A(a, %) umkehrbar ein-
deutig ist, dann ist a eine isolierte Losung der Gleichung @(#)=»5 mit b = P(a).
AuBerdem existiert der Index der linearen Abbildung im Punkt #=0 und ist
gleich [P, a].

4. Es sei 4 ein vollstetiger, linearer Operator. Die Abbildung w=u— u,A(u)
mit reellem u, sei umkehrbar eindeutig, d.h. g, sei kein Eigenwert der homogenen
Gleichung # —u A(#)=0. Dann ist der Index der linearen Abbildung gleich 4-1
oder —1. Wenn das ganze Intervall 0= u =y, frei von Eigenwerten ist, dann ist
der Index gleich + 1.

5. Es sei y, ein Eigenwert von » —uA(u) =0, wobei 4 die unter 4. genannten
Eigenschaften besitzt. Dann erzeugt die Gesamtheit aller Lésungen von

Lu)=0, L2 (1) =0, ..., L¥(4)=0, ...

mit L(u) =u—pu,A(u) einen linearen Raum von endlicher Dimension m. Die
Zahl m heiBt Vielfachheit von u,.

6. Wenn sich der reelle Parameter y stetig dndert, dann bleibt der Index
der linearen Abbildung w=u — u A () konstant in jedem eigenwertireien Intervall
W <u<p'. Beim Uberschreiten eines Eigenwertes y, der Vielfachheit », multi-
pliziert sich der Index mit dem Faktor (—1)™.

Es wird sich herausstellen, daB die Eigenwertgleichung % —uA(#)=0 in
Verbindung gebracht werden kann mit dem linearen Eigenwertproblem der
Theorie kleiner Stérungen, so daB allein aus der Vielfachheit des kleinsten Eigen-
wertes, der dort als kritischer Parameterwert fiir das Stabilit4tsverhalten inter-
pretiert wird, Schliisse auf die Existenz von Losungen der nichtlinearen Be-
wegungsgleichungen gezogen werden kdnnen.
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2. Hilfsmittel aus der Theorie elliptischer Differentialgleichungen

Eine wesentliche Voraussetzung der Theorie von LERAY und SCHAUDER ist,
daB die betrachtete Funktionenmenge einen Banach-Raum bildet. Bei der Wahl
eines geeigneten Banach-Raumes hat man in den Anwendungen auf elliptische
Differentialgleichungen gewisse Freiheiten. LERAY und SCHAUDER selbst gaben
Anwendungsbeispiele an im Raum der beschrinkten, me8baren Funktionen mit
Maximumnorm oder auch im Raum der k-mal Holder-stetig differenzierbaren
Funktionen. Im folgenden werden Funktionenrdume zugrunde gelegt, die in den
zitierten Arbeiten von BROWDER, FRIEDRICHS, NIRENBERG (1], [7], [14] benutzt
werden. Wir schlieBen uns dabei vor allem an [I] an.

In einem n-dimensionalen Euklidischen Raum mit den Punkten x=(x,, ..., x,)
werden beschrinkte Gebiete G (offene Mengen) betrachtet bzw. die abgeschlos-
senen Punktmengen G (Gebiet plus Rand). Es wird dann mit C*(G) die Klasse
der Funktionen bezeichnet, die samt ihren partiellen Ableitungen bis zur A-ten
Ordnung in G stetig sind, und mit C*(G) die Klasse der Funktionen, die in ge-
eigneten Gebieten G, mit G C G, zur Klasse C*(G,) gehoren. Wie iiblich bezeichnet
L,(G) den Banach-Raum der iiber G quadratintegrierbaren Funktionen mit der
Norm

Nl = (Gfuz dx)é

{Integration im Lebesgueschen Sinn).
Durch AbschlieBung der Funktionenklasse C*(G) beziiglich der Norm

(21) ll = llwlo+ 21D wllo+ - 4 X | D*uly

(Summation tiber alle ersten partiellen Ableitungen D4, alle zweiten Ableitungen
D%y usw.) wird der Banach-Raum H, (G) erhalten (s. [1]). Spezielle Elemente
aus H,(G) sind die , Testfunktionen ¢. Das sind die Funktionen, die in G
unendlich oft stetig differenzierbar sind und auBlerhalb einer abgeschlossenen
Punktmenge G, mit G,CG identisch null sind. Die Funktionen @ bilden einen
linearen Raum H (G). Durch Abschliefung beziiglich der Norm (2.1) entsteht
aus H (G) der Banach-Raum g ¢+ (G), der ein Teilraum von H,(G) ist.

Es sei L ein selbstadjungierter, elliptischer Differentialoperator der geraden
Ordnung 2m. Wir betrachten fiir das Gebiet G die Differentialgleichung Lu=v
mit Dirichletschen Nullrandwerten u=D'u= ... =D”~ly=0. Wir geben kurz
einige Ergebnisse aus der Theorie solcher Randwertprobleme wieder, in der zu-
nichst sog. schwache Losungen betrachtet werden.

Verallgemeinertes Dirichletsches Randwertproblem. Es sei veL,(G). Gesucht
ist im Raum H,,(G) eine Funktion # mit

JuLlpdx= fvpdx
G G
fiir alle Testfunktionen (pEI-f (G). Falls eine solche Funktion # existiert, heiBit

sie schwache Losung der Randwertaufgabe L« =v mit Dirichletschen Nullrand-
werten.
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Wir interessieren uns speziell fiir den Fall Au=v bzw. AAu=v mit dem

Laplace-Operator 4 = W + aa -
1

sungen wird beantwortet durch folgenden Satz, der beispielsweise in [I4] als

Spezialfall enthalten ist:

Die Frage nach der Existenz schwacher Lo-

Lemma 1. Es sei veL,(G). Dann besitat dze Gleichung Au=v bzw. Adu=yv

genau eine schwache Losung in H (G) bzw. in i 2(G). AuBerdem gibt es eine nur
von dem Gebiet G und dem Operator (A bzw. AA) abhingige Konstanie ¢ mit?

lulo=clolo-

Es stellt sich nun die Frage, wann eine schwache Losung sogar eine Losung

im klassischen Sinne ist, und insbesondere, wann die Randwerte u=Dlu=
.. =D" 1y =0 stetig angenommen werden.

Wir geben im folgenden einige allgemeine Sdtze an, die allerdings nur unter
vereinfachenden, fiir unsere Zwecke vollig ausreichenden Voraussetzungen for-
muliert werden, nimlich: Die Koeffizienten des elliptischen Operators L sind
in G unendlich oft differenzierbar. Das Gebiet G ist von der Klasse €, % (Bei-
spielsweise sind Kreis und Rechteck Gebiete dieser Klasse.)

Lemma 2. a) Es sei veLl,(G). Wenn u eine schwache Losung von Lu=v
ist, dann legt u sogar in H,, (G), und es gibl eine nur vom Gebiet G und dem
Operator L abhingige positive Konstante ¢ mit

(2.2) [wlem=c(|olo+ o)

b) Wenn ve H (G) ist mit s =1, dann liegt u sogar in H,, . (G).

Im Falle der Randwertaufgaben Au=v bzw. 4 A#=v mit Nullrandwerten
folgt aus (2.2) die Ungleichung

(2.2)’ [#]em=clvlo,

da man ||, nach Lemma 1 abschitzen kann.

Auf die Stetigkeit der Ableitungen kann man schlieBen mit Hilfe eines Satzes
von SOBOLEV (s. etwa [7] oder [14]), der im Falle ebener Gebiete (n=2) fol-
gendermaflen lautet:

Lemma 3. Es set ucHy(G). Dann ist u sogar stetig auf G, und es gibt eine
nur vom Gebiet abhingige positive Konstante ¢ mit

(23) max |u| < ofuls.

2 Wir bezeichnen im folgenden mit ¢ eine nicht niher bestimmte positive Kon-
stante, wobei die ¢, die an verschiedenen Stellen auftreten, im allgemeinen fiir Kon-
stanten mit verschiedenen Zahlwerten stehen.

3 Ein Gebiet G mit dem Rand R heiBt von der Klasse €, wenn eine Uberdeckung
durch endlich viele Teilgebiete G; G und eine abgeschlossene Menge Go C G existiert
mit folgender Eigenschaft: Fiir Jedes G; gibt es eine umkehrbar eindeutige, in beiden
Richtungen k-mal stetig d1fferenz1erbare Abbildung, bei der R~ G, in ein Stiick einer
(n—1)-dimensionalen Hyperebene iibergefiihrt wird.



Stabilitdt ziher Fliissigkeiten 105

Beziiglich der stetigen Annahme der Randwerte hat man

Lemma 4. Es set ueI-OIm (G), m=1. Wenn u samt den partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung m—1 auf G stetig ist, dann ist auf dem Rande des Gebietes
u=Du=...=D" ly=0.

SchlieBlich werden wir Gebrauch machen von dem Rellichschen Auswahlsatz
(s. etwa [5], Bd. IT)4.

Lemma 5. Es sei u,, 4y, ... eine unendliche Folge gleichmifig beschrinkter
Elemente aus H,(G):
lhsM (k=12 ..).

Dann kann man eine unendliche Teilfolge uy, us, ... auswihlen mit

i — uplo—>0  fiir i, k— oo.

II. Problemstellung. Lineare Theorie

3. Problemstellung

Wir betrachtén im Raum der kartesischen Koordinaten x, vy, z die Navier-
Stokesschen Bewegungsgleichungen, in denen zusitzlich die durch Temperatur-
bzw. Dichteunterschiede verursachten Auftriebskrifte beriicksichtigt sind, und
zwar in der iiblichen, fiir kleine Temperaturdifferenzen giiltigen ersten Ndherung,
bei der die Temperaturabhingigkeit der Dichte im Auftriebsterm erscheint,
wihrend sonst in den Gleichungen fiir Dichte ¢ und Zahigkeit » mittlere, kon-
stante Werte eingesetzt werden.

Es bezeichne «, v, w die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors in x, ¥y, 2-
Richtung, p den Druck, T die absolute Temperatur, 7, eine mittlere Bezugs-
temperatur, Pr die Prandtl-Zahl, ¢ die Zeitvariable, g die Erdbeschleunigung
und « den Ausdehnungskoeffizienten der Fliissigkeit. Die Auftriebskraft wirke

in y-Richtung. Dann lauten die Gleichungen mit 4 = 53;‘5 + .;;;z + Fa.:?

v, +vu, +wu, = —%15,,-4—1;4114

v+ uv,+ vy, +wy, = —%py—’,—vAv—}—goc(T—To)
w,+uw,+vw,+ww,= —%p,—{—vdw
T+ul, 4oL, +wl,= 2 AT

u,+v,+w,=0.

Ein solches Problem mit thermischen Auftriebskriften liegt z.B. vor, wenn
man ein horizontales Rohr betrachtet, dessen Wand ungleichmiBig erwirmt ist.
Fillt die Rohrachse mit der z-Achse zusammen, und interessiert man sich speziell
fiir Lésungen der Gleichungen, die von der 2-Koordinaten unabhéngig sind, dann

4 In [6] findet man den Satz fiir Folgen aus der Funktionenklasse 2 (Funktionen #,
die in G stetig sind, stiickweise stetige erste Ableitungen besitzen sowie endliche Norm
J#ly). Er iibertrigt sich aber sofort auf den Raum H, (G).
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vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

u,—{-uu,,—i—vuy:—-—;—p,—{—wdu

v+ uv,+vo,= —%j)y—i-vAv—l—ga(T—]],)

(3-1) w,—}-uwx—{—va————%;bz—l—vdw

Tﬁ-uT,—}—va:_}—’;;AT
%,+v,=0,

wobei A= a = + s ist. Mit G bezeichnen wir den Rohrquerschnitt in der

%, y-Ebene. Der Querschmtt habe in y-Richtung die Breite . Das Koordinaten-
system sei so gelegt, daB G im Streifen 0<Cy <% enthalten ist. Die lineare Funk-
tion

T*)=TL—G-T) 5  (G>T)

wird auBerhalb von G interpretiert als gegebene Temperaturverteilung mit
T#=T, bzw. T*=T, fiir y=0 bzw. y=4h. Wir betrachten dann das Problem
(3.1) fiir gegebene Anfangswerte u,(x, ¥), vo{(%, ¥}, wo(#, ¥), Ty(%, ¥) im Gebiet G
zur Zeit t=t, sowie mit den Randbedingungen

(3.1) u=v=w=0, T=T* (t=1,)

auf dem Rand R des Gebietes G.

Fiihrt man die dimensionslose Temperatur @= (T — T,)/(T; — 1) ein, ferner
die dimensionslose Grashof-Zahl Gr=gah?(T — I;)}»~2, und macht man auch alle
iibrigen Grofen in (3.1) dimensionslos mittels Division durch geeignete Bezugs-
groBen (Linge s, Geschwindigkeit v/h, Druck p v*/h?, Zeit A%/v), dann gehen die
Gleichungen (3.1) unter Benutzung der Stromfunktion F=F(x, y) mit u=F,
v=— F, iiber in die dimensionslos geschriebenen Gleichungen

__ 9(dF,F) | 8AF 06
AAF ==y T ot T %

1 __8(®,F) , 20

(3-2) EA@‘ a(x,y) ' ot
&(w, F) ow op
Adw=Zo oy + a5 + %

Die AuBentemperatur ergibt sich zu @*=1—1y. Die Randbedingungen lauten,
wenn 0F/on die Ableitung auf dem Rand R in Normalenrichtung bezeichnet,

(3.2 F=0F/on=w=0, @=0* (t=t).

Eine stationire Losung von (3.2), (3.2)’ 148t sich sofort angeben, ndmlich /=0,
©,=1—y, wihrend sich w, aus der dritten Gleichung in (3.2) errechnet und im
Falle eines Rohres mit kreisformigem Querschnitt und &p/0z = const die
Poiseuillesche Rohrstrémung liefert.
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Es stellt sich dann das Problem zu entscheiden, ob die Strémung £, 6,, »,
(Grundstrémung) stabil ist, oder ob bei geniigend groBem Temperaturgradienten,
d.h. fiir geniigend groBe Werte der Grashof-Zahl Gr, eine andere Strémungsform
auftritt. Da das System (3.2) zerfillt, kann man sich zunichst auf die Diskussion
der beiden ersten Gleichungen fiir F und © beschrinken. w ergibt sich anschlie-
Bend aus der dritten Gleichung.

Es ist zweckmiBig, die allgemeine Losung anzusetzen in der Form
Fx, 9,0 =F+f(%98, O@7v,8=0,+Prdxy1.

Aus (3.2) folgen dann fiir die ,,Stérungen f, ® die Gleichungen

A4f="2 "’("f f)) +PrGr 20 4 247

AD = Pr(( ’)+"f+P

mit vorgebbaren Anfangswerten von f,#in G zur Zeit {=¢, und mit den Rand-
werten auf R

(3.3) f=oflon=98=0  (=t,).

(3.3)

4. Linearisierung. Das Eigenwertproblem

Wir verfahren zunichst so, wie es in der hydrodynamischen Stabilitdtstheorie
kleiner Stérungen iiblich ist, d.h. wir ersetzen die nichtlinearen Stérungsdiffe-
rentialgleichungen (3.3) durch die linearisierten Gleichungen
AAf=PrGrd,+ Af,

(4.1) I=r Al
Ad=1f,+ Prd,.

Spezielle Losungen von (4.1) werden erhalten durch den Separationsansatz

f(x,y)exp(yt),  O(x, y)exp(yf)  (y reell),
wobei f, ¢ den Gleichungen

AAf=PrGrd,+vy Af

(4.2)
Ad=f,+Pryd

geniigen miissen. Besitzen diese Gleichungen Losungen mit y>>0, dann gibt
es kleine Storungen, die mit der Zeit anwachsen, d.h. die Grundstrémung ist
instabil. Ist dagegen y< 0 fiir alle Losungen von (4.2), dann ist die Grund-
strémung stabil. Man interessiert sich vor allem fiir den Fall neutraler Sto-
rungen (y=0), d.h. fiir Lésungen des Eigenwertproblems

AAf=29, (A= Pr Gr)
Ad=f,

mit den Randbedingungen

(4.3)" f=0flon=>9=0

(4.3)
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und mit dem Eigenwertparameter A (Rayleigh-Zahl). Der kleinste positive Eigen-
wert ist, falls er existiert, die kritische Rayleigh-Zahl, bei deren Uberschreiten
die Grundstrémung instabil wird.

Wir interessieren uns fiir Lésungen f, # des Eigenwertproblems mit folgenden
Differenzierbarkeitseigenschaften:

(a) f und ¢ sind im Gebiet G (offene Punktmenge) viermal bzw. zweimal
stetig differenzierbar.

(b) f samt seinen ersten partiellen Ableitungen sowie ¢ sind auf G + R stetig
und nehmen die Randwerte f=0f/dn=%4=0 an.

Es ist zweckmdBig, noch etwas mehr zu verlangen, nimlich:

(c) f und ¥ sind sogar samt ihren dritten bzw. ersten partiellen Ableitungen
auf G+ R stetig.

Wenn (c) erfiillt ist, dann kénnen im folgenden gewisse Integralumformungen
durch partielle Integration ohne Komplikation ausgefithrt werden. Weiter unten
wird sich ergeben, daB sogar schwache Lésungen die Eigenschaften (a)—(c) von
selbst besitzen, da der Rand des Gebietes geniigend glatt vorausgesetzt ist.

Hilfssatz 1. Das Eigenwertproblem (4.3), (4.3)" besitzt Losungen mit den Eigen-
schaften (a)—(c). Alle Eigenwerte sind positiv.

Beweis. Falls eine Losung f, ¢ zum Eigenwert 2 existiert, folgt aus (4.3)
nach Multiplikation mit f bzw. ¢ und Integration iiber G

[fAAfdxdy=21[fd,dxdy, [dAddxdy= [df.dxdy.
¢ G G G
Partielle Integration unter Beachtung von (4.3)" liefert mit der Abkiirzung
|grad f2=fi+1,
foAAfdxdy =Gf (|grad |2+ |grad f,|2) dxdy

— [049dxdy = [|grad &|2dxdy.
é é

Daraus folgt
Gf (|grad f;|2+ |grad f,|2?) dx dy

A= Tlgrad dPdz dy >0
G

Eventuell vorhandene Eigenwerte sind also positiv. Man kann auch leicht eine
positive untere Schranke angeben. Hierzu gehen wir aus von einer beliebigen
Funktion f mit den unter (a)—(c) genannten Eigenschaften und definieren &
als die (eindeutig bestimmte) Lésung der Randwertaufgabe A#=f,, Randwerte
#=0. ¥ besitzt dann ebenfalls die unter {(a)—(c) genannten Eigenschaften. Es
wird das Funktional J[f] eingefiihrt:

Gf(]grad f<|2+|grad fy|}) dxdy

(4‘4) ][ﬂ= Gflgrad?‘f‘l"dxdy ’ Aﬁ:fx

Dann ist
Gf(lgradfxlz—]—|gradf,,|“‘)dxdy fo,%dxdy

= .
Jin= Slgrad f|2dxdy [lgrad #|2dxdy °
G G
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Nun gilt aber fiir Funktionen w, die auf G} R stetig sind und stetige erste Ab-
leitungen besitzen sowie die Randwerte w=0 annehmen, die Ungleichung

(4.5) ¢ [wdxdy< [|grad w|?dxdy
é é

mit einer nur vom Gebiet G abhingigen positiven Konstanten ¢ (s. [5] oder [6]).
Anwendung auf w=f, bzw. w=f, ergibt

chlgradf|2dxdy §Gf (|grad /|2 + |grad f,|?) dxdy.

Andererseits erhidlt man unter Anwendung der Schwarzschen Ungleichung bzw.
von (4.5) mit w=1>

(f[grad19|2dxdy)2= ‘fﬁf,dxdy
G &

zg—l-f]gradmzdxdy-f/idxdy,
¢

d.h. insgesamt J[f]=c?> 0.

Man kann nun nach Funktionen f fragen, die das Funktional J[f] zum Mini-
mum machen. In [16] wurde gezeigt: Wenn es eine Funktion f, mit den Eigen-
schaften (a)—(c) gibt, die J[f] zum Minimum macht, dann geniigen #, und das
zugehorige ¢ den Gleichungen (4.3) mit dem Eigenwert A,=Min J[f,]. Die
Gleichungen (4.3) kénnen also aufgefalit werden als die Eulerschen Differential-
gleichungen eines Variationsproblems. In [16] wurde gezeigt, daB eine Losung
des Variationsproblems mit Hilfe der direkten Methode von CoOURANT und
HiLserT [§], Bd. IT gewonnen werden kann. Der Beweis verliuft fast wortlich

wie in [§]. Geht man aus von einem f¢ H 2(G), dann besitzt die Gleichung 4¢=f,
nach Lemma 1 genau eine schwache Losung in H,(G), d.h. das Funktional (4.4)
hat auch fiir f¢H,(G) einen Sinn. Es gilt dann folgendes

Variationsprinzip. Iz ﬁz (G) nimmt J[f] sein Minimum an. Die Minimal-

funktion fleﬁg (G) und das zugehorige 19161'?11 (G) gemitigen den Gleichungen (4.3)
tm Sinne schwacher Losungen. Der Eigenwert ist A= J[f,].

DaB die gefundene schwache Losung von (4.3) sogar eine Lésung mit den
Differenzierbarkeitseigenschaften (a) —(c) ist, folgt sehr einfach unter mehrmaliger
Anwendung von Lemma 2: Ist in (4.3) auf der rechten Seite f,cH, (G), so folgt
GeH,(G). Aus &,¢H,(G) folgt fcHy(G) usw. Lemma 3 und Lemma 4 liefern
dann sofort stetige Differenzierbarkeit beliebig hoher Ordnung sowie stetige An-
nahme der Nullrandwerte.

Hilfssatz 2. Es sei A, der kleinste Eigenwert von (4.3), (4.3)". Ferner sei f, 9
eine Losung der Gleichungen (4.2), (4.2)'. Wenn in (4.2) Pr Gr<<l, ist, dann
ist notwendig v <0, d.h. die Grundstromung ist stabil.

Beweis. Wir betrachten zuniichst das Funktional
Jil]=[(|grad u[> 4 2uv)dxdy
G

mit gegebener Funktion v, die auf G4 R samt den ersten partiellen Ableitungen
stetig sei. Das klassische Variationsproblem [, [#]=Min (Randwerte »=0 auf R)
wird bekanntlich gelést durch die eindeutig existierende Lésung der Eulerschen
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Gleichung Au=v. Es sei nun f, & eine Losung von (4.3), (4.3)’ mit den Eigen-
schaften (a)—(c). Setzt man v=f,, und bezeichnet man mit ¢ die Extremal-
funktion von J,[#], die also der Gleichung A9=/, geniigt, dann erhilt man

JACIEIACH

[Btf.dxdy = [dAFdxdy =— [|grad §|2dxdy
¢ G é

bzw. wegen

insgesamt
[ (|grad 9|2 + 28f,) dxdy = — [ |grad &2 dxdy.
G G

Multipliziert man die Gleichungen (4.2) mit f bzw. mit & und integriert iiber G,
dann erhilt man nach partieller Integration

L{ (|gradf, |2+ |grad f,|?) dxdy + PrGrGfﬁf,dxdy = —yGf |grad f|2dxdy
[|grad &2dxdy + [Of.dxdy = —y [O2dxdy
und daher ’ ’ ’
—7[ (grad f|*+ PrGr®)axdy
(4.5) gcf (lgrad f,|*+ | grad £,|2 — PrGr|grad §|2) dxdy
=4 — PrGr)GfIgradz‘;lzdxdy.
Solange also PrGr<CA, ist, hat man notwendig y< 0, womit Hilfssatz 2 be-

wiesen ist.

Hilfssatz 3. Beim Uberschreiten von A wird die Grundstromung instabil, d.h.
in jedem Intervall A <<A<<A;+ 0 (6> 0) gibt es Losungen von (4.2), (4.2)" mit y> 0.

Beweis. Wir schreiben (4.2) in der Form
AAf—yAf=29, (A= Pr Gr)
A9 —yPrd=j,
mit beliebigem, aber fest vorgegebenem, positivem y. Diese Gleichungen stellen

ein Eigenwertproblem dar mit dem Eigenwertparameter A und koénnen aufgefalt
werden als die Eulerschen Gleichungen des Variationsproblems

J(grad fojt+ lgrad fy [+ plgrad fl9 dwdy
L= S (|grad & + y Pr92) dxdy =Min
é

mit A% —yPrd=f, in G und j=0f/0n=170=0 auf R5 Wegen y>0 sind die
Integrale im Zihler und Nenner positiv definit, und es folgt ganz genau wie
bei dem Variationsproblem J[f]=Min (y=0), daB eine Minimalfunktion { exi-
stiert, wobei / und das zugehorige ¥ die Eigenschaften (a)—(c) besitzen und
Lgsungen der Gleichungen (4.2), (4.2) sind zum Eigenwert 4,=], [f].

5 Die Prandtl-Zahl Py ist gemiB ihrer physikalischen Bedeutung positiv. Unter
der Voraussetzung y >0 ist auch yPr positiv, und daher ist —yPr kein Eigenwert
der homogenen Gleichung A4#+4A8#=0. Daher ist die inhomogene Gleichung
A8 —yPrd={, eindeutig losbar.
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Zunichst ist klar, daB fir y>0 stets 4,> 4, ist, denn fiir PrGr=1,<1,
folgt y<0 aus (4.5). Weiter ist klar, dal man fiir A, eine obere Schranke erhilt,
wenn man in [, [f] nicht die Minimalfunktion einsetzt sondern die Eigenfunktion £,
zum Kkleinsten Eigenwert 4, von (4.3), (4.3)’. Es ist also

h<A,=],[hH]

Wegen J,[f,]—>J[f,] fiir y—0 ergibt sich weiter, daB3 der Eigenwert A, sicher
im Intervall 1, <<A<C4,+ 8 liegt, wenn nur 9> 0 geniigend klein gewihlt wird.

II1. Nichtlineare Theorie

§. Ein Eindeutigheitssatz

In diesem Kapitel werden nur stafiondre Losungen der Gleichungen (3.3)
betrachtet, d.h. Lésungen f=/f(x, y), #=9(x, y) der Randwertaufgabe

AAf= *;((Af'f)) + PrGrd,
1) 8@®, 7
A = Pr (( +1,,

(5.1)' f=0f/on=9=0 auf R.

Wenn f, ¢ eine Losung der Randwertaufgabe ist bei konstanten Werten von
Prandtl-Zahl Pr und Grashof-Zah! Gr, dann hat man folgende Abschitzung fiir §:

Hilfssatz 4. Es ist |Prd(x, y)| <1 in ganz G+R.

Beweis. Sind f,&# Losungen von (5.1), dann ergibt sich fiir die Funktion
@=1—y+ Prd(x, y) die lineare elliptische Differentialgleichung

P%A@—@,,fﬁ@yf,:o,

in der f, und f, als gegebene Koeffizienten betrachtet werden. Fiir die Losungen
einer solchen Gleichung gilt aber das Maximumprinzip, wonach Maximum und
Minimum auf dem Rande angenommen werden (s. etwa MrranDa [13], S.4).
Da auf R nach Voraussetzung #=0 ist, und da das Gebiet G im Streifen 0<y<C1
liegt, folgt sofort 0 <@ <1 bzw. — 1< Prd <1.

Theorem 1. Es sei A, der kieinste Eigenwert des Eigenwertproblems (4.3), (4.3)
der linearen Theovie. Wenn PrGr=<A, ist, dann besitzen die nichtlinearen Glei-
chungen (5.1), (5.1)" gemau eine Lisung mit den Eigenschaften (a)—(c), nimlich
die triviale Losung f=0, $=0. Das heifit fiir PrGr=< A, besitzen die Bewegungs-
gleichungen (3.2) aufer der Grumdstromung Fy=0, Oy=1—1y keine weitere sta-
tiondre Lisung.

Beweis. Angenommen, f, ¢ sei eine nichttriviale Losung von (5.1), (5.1)’ mit
den Eigenschaften (a)—(c). Multipliziert man die Gleichungen (5.1) mit f bzw. 9
und integriert tiber G, dann erhdlt man nach partieller Integration wegen

a(Aff _ (%, 1) —
ff dxdy —0, Gfﬁ S D-dxdy=0

Arch. Rational Mech Anal., Vol. 16 8
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die Beziehungen
Gf(| grad /|2 + |grad f,|?) dxdy + PrGr [ §f,dxdy =0
é

5.2
62 [|gradd|2dxdy + [9f,dxdy =0.
é é

Betrachtet man wie im Beweis von Hilfssatz 2 neben den Funktionen f, & noch
die Funktion 4, die als Losung von 4#={f, (Randwerte #=0) definiert ist bzw.
als Minimale des Funktionals J;[#]= [ (|grad u|®+2uf,)dxdy, dann folgt

¢

VACIEIACD

bzw.
(5.3) c{(|gmdz9|2—i—219}',,) dxdy = — [|grad d|2dxdy.
é

Aus (5.2) und (5.3) folgt unter Benutzung von A, =Min J[f]:
0 =Gf (|grad f,|? + |grad f,|?) dx dy + PrGyGf (|grad 8|2+ 29/f,) dxdy
(5.4) g({ﬂgradf,,]2 + |grad f,|?) dxdy — PrGrGf{gradf_ﬂzdxdy
= (Zl—PrGr)Gf|grad5|2dxdy.

Sind also f, & nicht identisch null, dann ist sicher PrGr=4,. Wir wollen noch
zeigen, daB sogar PrGr> A, sein muBl. Gibe es ndmlich eine Losung f, ¢ von
(5.1), (5.1)’ mit PrGr=4,, dann miilte in (5.4) iiberall das Gleichheitszeichen
stehen, und daher auch in (5.3). Es wire also #=4% und auBerdem J[f]=14,.
Das bedeutet aber, dafl f, ¢ zugleich Eigenfunktionen der linearen Gleichungen
(4.3), (4.3)" sind zum Eigenwert PrGr=24,. Das ist nur moéglich, wenn in den
nichtlinearen Gleichungen (5.1)

sALN o B0

8(%,y) 8wy
ist. Dann wire aber auch c¢f, ¢ eine Losung der nichtlinearen Gleichungen (5.1)
mit beliebiger Konstanten ¢ im Widerspruch zu Hilfssatz 3, wonach die Ab-
schitzung |Pr ¢ (%, y)| =1 besteht.

0

6. Wahl des Banach-Raumes

Im vorangehenden Abschnitt wurden zunidchst nur Losungen des Randwert-
problems (5.1), (5.1)' betrachtet, die alle Differenzierbarkeitseigenschaften (a)
bis {(c) besitzen. Um die Theorie des Abbildungsgrades anwenden zu kénnen,
muB aber das Randwertproblem in einer Funktionenklasse betrachtet werden,
die ein linearer, normierter und vollstindiger Raum (Banach-Raum) ist.

Es seien zunichst f, 9 beliebige, feste Elemente mit fc Hy(G), #cH,(G). Wir
betrachten dann folgende Randwertaufgaben mit gegebenen rechten Seiten:

Gesucht sind schwache Losungen ]"EH (G) bzw. ﬁ'eHl( ) der Gleichungen

(6.1) A4y=2 "f f)) + PrGrd,,

' py 88,
6.2) 49 =Pr20 y) 4 1.
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Nach Lemma 1 sind diese Randwertaufgaben eindeutig 16sbar, und es ist sogar
f'€H3(G) nach Lemma 2. Wir fithren daher folgenden Banach-Raum ein:

Definition. Die Elemente # des Banach-Raumes B sind erklirt durch
w=(f,¥) mit feH,(G) und ¥<H,(G). Die Norm |u|p ist im AnschluB an (2.1)
erklart durch

(63) ol =1/l 4 1 .-
Eine unmittelbare Folgerung ist

Hilfssatz 5. Die Gleichungen (6.1) und (6.2) definieven eine eindeutige Ab-
bildung T: (f,9)—>(f,9) von B in sich.

Wir interessieren uns speziell fir Fixpunkte (f, #)=(f’, #’) dieser Abbildung,
die offensichtlich schwache Lgsungen der Gleichungen (5.1) sind. Es gilt dann
folgender

Hilfssatz 6. Jeder Fixpunkt (f, ) der Abbildung T ist sogar eine Lisung der
Randwertaunfgabe (5.1), (5.1)" im klassischen Sinn mit den Eigenschaften (a)—(c).
Umygekehrt ist jede solche Lisung ein Fixpunkt der Abbildung T.

Beweis. Es sei (f, #)¢B. Dann sind die rechten Seiten von (6.1) und (6.2)
Elemente aus L,(G), und Lemma 2 ergibt /¢ H,(G), ¢ ¢H,(G). Wenn nun ein
Fixpunkt (f, #)=(f', ¥’} vorliegt, dann ist die rechte Seite der Gleichungen
sogar in H,(G), also f'¢ Hy(G), %' € Hg(G) usw. Wiederholung dieser SchluBweise
ergibt zusammen mit Lemma 3 und 4 alle Eigenschaften (a)—(c). Die Um-
kehrung ist evident.

Hilfssatz 6 in Verbindung mit Theorem 1 ergibt sofort die Aussage:

Hilfssatz 7. Es set A, der kleinste Eigenwert des Eigenwertproblems
A4f=44,, Ad=f, {f=0fl/on=98=0 auf R).

Dann besitzt die Abbildung T nur den trivialen Fixpunkt (f,3)=(0, 0), solange
PrGr <2, ist.

Um nun weiter mit Hilfe der Theorie des Abbildungsgrades zu zeigen, daB
fiir PrGr=273, eine Verzweigung stationdrer Losungen vorliegt, miissen zuvor
einige Eigenschaften der Abbildung T verifiziert werden. Wir werden der Reihe
nach zeigen: T ist vollstetig (Hilfssatz 8), T besitzt ein Frechetsches Differential
an der Stelle a=0 (Hilfssatz 9 und 10), T ist beziiglich des Parameters A= PrGr
gleichmifig stetig im Sinne der Definition in Abschnitt 1 (Hilfssatz 11).

Hilfssatz 8. Bei festen Werten von Pr und Gr ist T: (f,9)—(f', 9') eine voll-
stetige Abbildung von B in sich.

Beweis. Schreibt man abkiirzend fiir die rechten Seiten in (6.1), (6.2)

= 2411 _p, 98, 1)
g =L+ PrGrd,,  h(LO)=Prole

dann ergibt sich aus (6.3), (2.1) und (2.2)’ fiir Elemente %= (f, #) bzw. 4,= (f,, 9,)
in B ‘

|T(w) — T@)p = fs — Fls + [ — ¥
= c{le (s, 08) — e (. Do + A (fo, D) — A (f, D]} -
8*
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Wenn nun |#, —u|p~0 fiir £— oo, dann geht auch die rechte Seite der Un-
gleichung gegen null und es folgt |T(u;) — T(u)|z—0, d.h. T ist stetig. Um die
Vollstetigkeit zu zeigen, wird der Rellichsche Auswahlsatz herangezogen (Lem-
ma 5). Ist #,, #,, ... eine unendliche Folge von Elementen aus B, die gleich-
miBig beschrinkt sind:

lls<M,  (B=1,2,..),

dann sind bei festem Wert von Pr und Gr auch die rechten Seiten von (6.1),
(6.2) gleichmaBig beschrinkt:

lg(Fe dMb=Ms, o, Fo=My  (R=1,2,..).
Daraus folgt zusammen mit (2.2)’

[|fl'e"45_0"g(fk» 19k)”oéCMz
95 le<c )b (Fe, DMo=c M.

Anwendung von Lemma § ergibt dann weiter, daB fiir eine geeignete Teilfolge
der Elemente (f,, ¥;) sogar folgendes gilt:

Ifi —fls—0, |9 —Fh—0 fir i, k—> oo,

d.h. die Teilfolge bildet eine Cauchy-Folge. Da B ein vollstindiger Raum ist,
existiert ein Grenzelement. Es werden also beschrinkte Mengen in kompakte
Mengen abgebildet, d.h. T ist vollstetig.

Wir hatten dem Randwertproblem (5.1), (5.1)" die Randwertprobleme (6.1),
(6.2) gegeniibergestellt und mit ihrer Hilfe die nichtlineare Abbildung T definiert.
Analog stellen wir dem linearen Problem (4.3), (4.3)" die Randwertaufgaben

(6.4) AAf'=PrGr o,

{6.5) A9 =f,

gegeniiber mit gegebenen feHg(G), #¢H,(G) und gesuchten f"eﬁof 2(G) und
#'cH,(G). Analog zu Hilfssatz 5 ergibt sich sofort

Hilfssatz 9. Die Gleichungen (6.4), (6.5) definieren eine eindeutige, lineare
Abbildung A: (f,%)— (", ") von B in sich.

Hilfssatz 10. Der Operator A ist das Frechetsche Differential von T an der
Stelle a=0. Das heipt es ist T(u) — T(0)=A(u) + R (u) mst
|R@)s [lz"—~0 fir |u]z—0°
Beweis. Wir bezeichnen mit (f*, *) die in H 2(G) bzw. 131 (G) eindeutig exi-
stierende Losung von

«_ 2(411) s_p, 28,0
aap=S8L0 g =pr Z01)

mit gegebenen rechten Seiten (feH,(G), ®cH,(G)). Vergleich mit (6.1), (6.2)
bzw. (6.4), (6.5) ergibt f*=f —f", 9*=9'—9" und weiter wegen T(0)=0

(F*, 9% =T(f, 8) — A(f, 9)=R{}, 9).
¢ Es wird kurz 4(u), R(u) statt 4(0, #), R (0, ) geschrieben.
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Dabher ist unter Benutzung von (2.2)’

IR(, D)o = 174+ 19

Sal|g el )

Die Ungleichung (2.3) liefert

|D3fD* flo < | D*flymax | D f| < o[ D*fo | D* fl = cal 15
und analog
D9 D fllo=< c5 |y | /]l-
Insgesamt hat man also
IR (f, D)p=callt. D).
woraus die Behauptung folgt.

Hilfssatz 11. Bei kounstantem Wert von Pr ist der Operator T in dem Para-
meter A= PrGr gleichmdifig stetig in folgendem Simm: Es sei Q eine beschrinkte
Menge in B. Dann kann man zu gegebenem £> 0 tmmer ein n=n(82, &) so finden,
dap fiir beliebige Werte von A und A, sowie fiir beliebiges ucS2 aus der Ungleichung
| A— o] <n auch immer

|T (2, 2) — T(u, Ag)||z<<s
folgt.

Beweis. Es sei |u]z<M fiir alle » der beschrinkten Menge 2. Wir bezeichnen
mit (f, 9') bzw. (fo, 9g) die Losung von (6.1), (6.2) zum Parameterwert 4 bzw. ,.
Da Ain (6.2) nicht auftritt, ist #' =1;, wihrend ' — f; der Gleichung AA(f'— fo) =
(A— Ap) ?, geniigt. Daraus ergibt sich

|7, 2) — T(w, d)ls=If'—fol=c|A— 4| |3}

Sceld—A | M<e
falls |2 — 4| <7 mit y=s(cM).

7. Berechnung des Abbildungsgrades

Wie in Abschnitt 1 wird der Operator @ betrachtet mit @(u, ) =u — T'(u, 4).
Es wird nach Fixpunkten von T gefragt, d.h. nach Lésungen von

(7.1) D(u, )=0

im Banach-Raum B. Das Nullelement #=0 (d.h. =3 =0} ist bei beliebigem
A immer eine Losung.

Hilfssatz 12. Es set £ ein beliebiges, beschrinkies Gebiet in B, in dem das
Nullelement als innerer Punkt enthalien ist. Mit A, ses der kleinste Eigenwert
von (4.3), (4.3)" bezeichnet. Dann ist

d[DPu, A), 2,0]=+1 falls —oc<<A<],.

Beweis. Da fiir alle 4 aus —oo<<A<<};, nach Hilfssatz 7 nur die Losung
=0 in B existiert, liegt insbesondere keine Losung auf dem Rande von £.
Der Abbildungsgrad 4[@, 2, 0] ist also definiert und bleibt konstant fiir alle
Werte A< A, (Eigenschaft ITI des Abbildungsgrades). Es geniigt daher, d[®, £2, 0]
fiir den speziellen Wert ;=0 auszurechnen. Hierzu werden die Sitze 1.—3.
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aus Abschnitt 1 herangezogen: Der Abbildungsgrad ist gleich dem Index der
einzigen in £2 vorhandenen Losung von @(#, A4;)=0. Um den Index zu berechnen,
hat man die lineare Abbildung w=wu— A(u, 4;)) zu betrachten, wobei 4 das
Frechetsche Differential von T an der Stelle =0 ist. Wenn man zeigen kann,
daB im Intervall 0<<y =1 kein Eigenwert von # — puA(u, Aj) =0 liegt, dann ist
der Index gleich 4 1. Man kann sogar zeigen, daB {iberhaupt kein Eigenwert u
existiert. Gébe es einen solchen, dann wiire das zugehérige »= (f, ¢#) eine Lsung
von AAf==0, Ad=f, (wegen 1,=0). Diese Gleichungen besitzen aber nur die

triviale Losung =0, ¢ =0 in H,(G) bzw. H, (G).

Entscheidend fiir das Weitere ist nun die Bestimmung der Vielfachheit des
kleinsten Eigenwertes A, im Sinne der Definition in (5), Abschnitt 1, wo eine
unendliche Folge von Gleichungen

L(u)=0, L*(u)=0, ..., L*(w)=o0, ...

betrachtet wurde. Im vorliegenden Fall stellt sich heraus, daB jede L§sung
einer der Gleichungen L*(#)=0 (k>1) bereits Losung der Gleichung L(u)=0
ist, so daB man die Vielfachheit #, bestimmen kann, indem man die Anzahl
linear unabhéngiger Losungen von L(#)=0 ermittelt.

Hilfssatz 13. Die Anzahl linear unabhingiger Lisungen von (4.3), (4.3)' zum
kleinsten Eigenwert Ay ist gleich der Vielfachheit my tm Sinne der Definition in (5),
Abschmitt 1.

Beweis. Wir setzen L(u) =u — A (%, 4,). Man hat zu zeigen, daB jede Losung
von L*(u)=0 (k=1,2,...) auch Losung von L(#)=0 ist. Fiir £=1 ist das
trivialerweise der Fall. Wir zeigen, daB die Behauptung fiir 241 richtig ist,
falls sie fiir & richtig ist. Angenommen, es sei #* eine nichttriviale Losung der
Gleichung L**!(4)=L*(L()) =0. Dann geniigt das Element v = L(x*) der Glei-
chung L*(v)=0 und nach Induktionsvoraussetzung auch der Gleichung L(v)=0.
Daher ist v entweder das Nullelement oder aber eine Eigenfunktion von (4.3),
(4.3) zum Eigenwert 1,. Im ersten Falle ist L(«*)=0, womit alles bewiesen ist.
Es geniigt also zu zeigen, daB v keine Eigenfunktion sein kann.

Angenommen, es sei v=(f,, #) eine Eigenfunktion zum Eigenwert 1,, d.h.
es sei

AAflz/ll(?%)xr Aﬂlz(fl)xr

wobei nach fritherem f,, 9; von selbst die Eigenschaften (a)—(c) aus Abschnitt 4
besitzen. Fiihrt man die Bezeichnung #*= (f, &) ein, so folgt aus L(u*)=v bzw.
der #quivalenten Gleichung w*=A(u* + v, ;) das Bestehen der Gleichungen

AAf=h (@ +),
Ad=(f+f)),.

Die Gleichungen (7.2) bleiben richtig, wenn man zu (f, ©#) ein beliebiges Viel-
faches von (fy, @) addiert:

AN+ )= 8,422 ),
Ad=(f+c 1),

(7-2)
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mit §=8&+ (c—1) #,. Aus diesen Gleichungen folgt

Gf(Igrad(f+cf1)xl2+|grad(f+cf,)ylz—zllgradép)dxdy
=2(!(f+cf1)AAf1dxdy,

wobei die linke Seite wegen der Minimaleigenschaft von A, nichtnegativ ist.
Daraus folgt die Ungleichung

¢ [(Af)dxdy=— [fAAfdxdy,

die aber fiir beliebiges ¢ nur dann richtig ist, wenn f, identisch null ist. Also
ist notwendig v=0.

Es bleibt nun noch die grundlegende Frage zu beantworten, wieviele linear
unabhingige Losungen zum Eigenwert 1, existieren. Fiir einige spezielle Gebiete
wie Kreis, Quadrat und Rechtecke mit bestimmten Seitenverhiltnissen wurde
A, numerisch berechnet und gefunden, daB 4, ein einfacher Eigenwert ist. Es
gilt dann folgender Satz:

Theorem 2. Fiir alle Gebiete G, fiir die der kleinste Eigenwert A, von ungerader
Vielfachheit ist, was z. B. fir Kreis und Quadrat der Fall ist, verzweigt sich die
Grundstromung beim Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl PrGr=2J,. Das
heifit es existiert fiir alle Werte von A aus einem kleinen Intervall L, <A<l + 0
(6> 0) eine von der Grundstromung F,, @, verschiedene stationdre Losung (thermische
Konvektionsstromung ) der wichtlinearen Bewegungsgleichungen. Die verschiedenen
Zweige der Losung wunierscheiden sich beliebig wenig in der Norm des benutzten
Banach-Raumes B, sofern nur |A— Ay| geniigend klein ist. Fiir A=2, fallen die
Zweige der Losung zusammen.

Zusatz. Schreibt man die Stromfunktion der Konvektionsstromung in der Form
F(A, %, v)=F+[(4, , y), so daf die zusitzlichen, durch den thermischen Auftrieb
verursachten Geschwindigkeitskomponenten durch f, bzw. —f, gegeben sind, dann
folgt

mgx[fy(l, %, y)| >0, mgx[fx(/'l, %, 9)| =0 fir A—4.

Beweis. Nach Hilfssatz 7 besitzt die Gleichung # — T(%#, A)=0 fiir A= 4, in
B nur die triviale Losung #=0. Es sei M eine beliebig vorgegebene, positive
Konstante. Dann wird das Gebiet £2 bzw. sein Rand £’ definiert durch |u|z <M
bzw. |u#|z=M. Insbesondere ist #=0 ein innerer Punkt von £. Wir zeigen
zunichst, daB3 man ein positives § so angeben kann, daB fiir alle Werte von A4
aus 4L, <A< A, + 6 keine Losung der Gleichung # — T(u, })=0 auf dem Rande
£’ liegt. Gibe es ein solches 4 nicht, dann kénnte man eine Folge von A-Werten
AV, 2@ . ], derart finden, daB zu jedem A® mindestens eine Losung w,
auf £’ existiert:

wy— Ty, AP)=0  (k=1,2,...).

Wir wollen zeigen, daB eine geeignete Teilfolge der u, gegen eine Lésung v von
#— T(u, A,)=0 mit ||v|p=M konvergieren wiirde im Widerspruch zu Hilfssatz 7,
wonach fiir A= 4, nur die triviale Losung mit |u[z=0 existiert.



118 W. VELTE:

Wir nehmen an, die gleichmiBig beschrinkten #,, #,, ... seien bereits die
Elemente der geeignet ausgewédhlten Teilfolge, fiir die die Folge der Bildelemente
vy=T(u;, A;) gegen ein Grenzelement in B konvergiert: |v —u,]z—0 fiir k— oo
(Hilfssatz 8, Vollstetigkeit von T(x, 4,)). AuBerdem gilt (s. Hilfssatz 11, gleich-
mifige Stetigkeit in A)

[T (2, A) — T(u, A®)|p<e

fiir beliebiges #c£2 + £2’ von einem gewissen Index k*==k*(¢, £2) an. Insbesondere
gilt die Ungleichung fiir die speziellen Elemente #,. Daraus folgt fiir geniigend
groBe %

lv—wallz < |v — vils + llos— wsls

=lv— v+ |T(ws, &) — T(ee, A)|p < 2¢

bzw. |v —#,|z— 0 fiir 2— co. Daher gilt in der Norm des Raumes B fiir £— oo:
v=lim v,=Hlm T(%;, 4,)=T(v, 4;). Das heillt v wire eine Losung von

w—T(u, A)=0 mit |v|g=|uz=M,

was nicht méglich ist.

Es gibt also ein positives 4, so daB fiir A< 4, + 4 auf dem Rande £’ keine
Losung von @(u, ) =0 liegt. Nach Abschnitt 1 (Eigenschaft III des Abbildungs-
grades) ist d[D(u, A), 22, 0] konstant fir alle A< 4,46, und zwar ist d=-+1
nach Hilfssatz 12. Andererseits multipliziert sich der Index der Lésung #=0
beim Uberschreiten des kleinsten Eigenwertes 1, der ungeraden Vielfachheit m,
mit dem Faktor —1. W&hlt man 6 so klein, daB in A, <A< A, -+ kein Eigenwert
von (4.3), (4.3)" liegt, dann ist in diesem A-Intervall #=0 eine isolierte Losung
von @(u, A)=0. Fiir keinen A-Wert aus dem betrachteten Intervall kann #=0
die einzige Losung sein, weil dann der Abbildungsgrad gleich dem Index dieser
Losung wire, d.h. d=—1 im Widerspruch zu d=+1 fiir alle A=1, + 9.

Wir wollen noch zeigen, daB |#[z—0 mit 1— A, fiir alle Lésungen uef2 +£".
Wire dies nicht richtig, dann kénnte man eine Folge von A-Werten und zuge-
horige Losungen #, angeben mit

Mk— T(uk, Z(k))=0, A(k)_>}'1,

wobei 0<e<|u;|[zp<M ist. Ganz analog wie oben wiirde dann aus der Voll-
stetigkeit bzw. der gleichmaBigen Stetigkeit von T'(x, 4) folgen, da ein Element v
existiert mit v — T'(v, 4,)=0, 0<ée<|v|z=M im Widerspruch zu Hilfssatz 7,
wonach fiir A= 4, nur die Lésung #»=0 mit |u[z=0 existiert.

Beweis des Zusatzes. Fiir Elemente u= (f, )¢ Bist fc Hy(G) bzw. {,,f,€ H, (G).
Nach Lemma 3 (SoBOLEV) gilt dann mit einer nur vom Gebiet abhingigen
positiven Konstanten ¢

max|f| < clthscluls,  max|f] S clhlscluls.

Fiir |u|z—0 folgt die Behauptung des Zusatzes.
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IV. Numerischer Teil

8. Orthogonalitit der Eigenfunktionen

Die verschiedenen, linear unabhingigen Lésungen (f;, ¥;) von (4.3), (4.3)' zu
den Eigenwerten A, seien so durchnumeriert, daB 0<A,<1,< -.- ist, wobei im

Falle mehrfacher Eigenwerte entsprechend oft das Gleichheitszeichen steht. Fiir
Losungen zu verschiedenen Eigenwerten A; + A, erhilt man die Relationen:

(8.1) fAf;Afrdxdy=0,  [gradd,gradd,dxdy=0 (i =Fk).
G &

Um (8.1) herzuleiten, multipliziert man AAf,=4,(8,),, 48,=(f), mit f, bzw. &,
und integriert iiber G. Nach partieller Integration erhilt man

fAf,Afdxdy = — 2, [9,A8,dxdy =X, [ grad 9; grad &, dx dy.
G ¢ ¢
Eine analoge Gleichung gilt nach Vertauschen von ¢ und %, d.h. es ist
(A;— Ay) [ grad 9; grad 9,dxdy=0.
G

Wegen ;== 4, folgt daraus (8.1).

Sind die Eigenwerte A; und A, gleich, dann braucht (8.1) nicht zu gelten.
Man kann aber nach dem bekannten Orthogonalisierungsverfahren immer Linear-
kombinationen der Ldsungen angeben, die ihrerseits linear unabhingig sind und
auBerdem den Relationen (8.1) geniigen. Ist z.B. 14,=41,, dann setze man

(ff, 91) =, %), (12, 9%) =c(f, D) + (fa, Fa),
wobei die Konstante ¢ sich aus
[ grad 9f grad 9§ dx dy =c [ |grad 9, |2dxdy 4 [ grad 9, grad §,dx dy =0
G G G

errechnet. Wir nehmen an, Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert seien bereits
orthogonalisiert, so daB (8.1) in jedem Falle gilt.

Nach dem Variationsprinzip in Abschnitt 4 kann A, charakterisiert werden
als das Minimum des Funktionals J[f]. Ganz analog kann A, charakterisiert
werden als das Minimum von J[f] unter den # —1 linearen Nebenbedingungen

[ grad 9, grad #dxdy=0 (i=1,2,...,n—1).
é

Wir geben den Beweis nicht wieder, da er fast wértlich aus COURANT und HILBERT
[8] auf das vorliegende Problem iibertragen werden kann. Ebenfalls nach dem
Vorbild von [4], Bd. II, S. 494/95, ergibt sich die Vollstindigkeit des Systems

von Eigenfunktionen (f,,d,} in folgendem Sinn: Fiir jede Funktion fehofz(G)

bzw. das zugehérige 19611071 (G) mit A9=f, (im Sinne schwacher Losungen) be-
stehen mit den ,,Fourier-Koeffizienten*‘

¢,=[graddgradd,dxdy  (Normierung: [|gradd,|*dxdy =1)
é é
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die Vollstindigkeitsrelationen

J lgrad 2+ |gradfy ) dxdy = 3 Ay,

[ |gradd|dzdy =3, c;
¢ =1
bzw. die Gleichung

ozol c3
82) =2

e

ek

k=1

9. Iterationsverfahren. Methode der Schwarzschen Quotienten

Beginnend mit einer Funktion f©®, die etwa aus C3(G) gewihlt sei, wird eine
Iterationsfolge (/*, #®) definiert durch die Losungen der Folge von Randwert-
problemen

(9.1) AAfFD =9®, AP =B (k=0,1,..)

mit den Randwerten f®=9f#/on=9® =0 auf R.

Es werden dann die Schwarzschen Konstanten
akchgrad *Nerad 9Wdxdy - (=0,1,..., k)
betrachtet, die vom Index ¢ unabhingig sind. Es ist ndmlich:
[grad ¥ grad 90 dxdy = — [ A9P 9O dxdy = [ fPAAfVdxdy
’ = [ gﬁf"” fVdxdy = —Gf O fDdxdy
é
=:f grad 9*—Ygrad 9Wdxay.

Wiederholung dieser SchluBweise ergibt, daB die 4, tatsichlich von ¢ unabhingig
sind. Aus den a, werden nun die Schwarzschen Quotienten

A—1
a,

®=

gebildet. Fiir geraden Index 2% ergibt sich nach einer leichten Umformung
mittels (9.1)

gar=J[*]= 4> 0.

Man sieht sofort, daB alle @, positiv sind, sofern die Funktionen f®, 9 nicht
identisch null sind. Fiir geraden Index hat man

ay,= [ |grad 9®|2dxdy>o0,
é

und fiir ungeraden Index erhilt man ay, ;= s o5 =32, J[f#]>0. Daher sind
auch die ¢, alle positiv.
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Wir zeigen nun, daB die ¢, eine absteigende Folge bilden:
Q== 2
Zum Beweis betrachten wir nach dem Vorbild von {2], S. 181 die Funktionen
f=agp5 P —ag, 21, O =34, 9% — g, Y,

Zunichst ist [ fAAfdxdy= [ (Af)2dxdy=0. Andererseits ist
é G
foA Afdxdy =Gf (@gns1 f® — ags %) (a1 41 OF 7Y — a5, 9P) dxdy
= — [ (@511 A9® — a3, AV (g, 9 — 4y, ¥ dxdy
2 + +

= a5, 43 kr1(d2r — Gars1) 20,

WOraus ¢g;=¢s;,, folgt. Analog erhilt man aus
Gf]gradﬁlzdxdy =y Aapt1 Bapt2(farrs — orta) =0

die Ungleichung ¢511=925+.2-
Es seien ¢, die Fourier-Koeffizienten der Ausgangsiterierten $(:

Ck:g grad 9@grad 9, dxdy.

Dann erhilt man fir die Koeffizienten ¢{") der ersten Iterierten $V

¢V = [ grad 9V grad 9, dxdy = — [ AIV D, dxdy.
G é

Benutzung von (9.1) bzw. von A A f,= A, (#,),, A9, = (f,), liefert dann ¢{!' = (4,) "¢,
bzw. allgemeiner
o= (A)~"c

fiir die Fourier-Koeffizienten der s-ten Iterierten ™. Nach (8.2) hat man daher

S kﬁlzk 2 (1)) k°z°lak T ALL
qzn: 7, = =°o - —260
3 o8 (1/a)?" 3 ol (Ay/dg)?"
k=1 k=1

Daraus 148t sich ablesen, da ¢,,—4,, falls der erste Fourier-Koeffizient ¢, =0
ist. Wenn auBerdem 1,< A, ist, dann konvergiert f* (von einem Normierungs-
faktor abgesehen) gegen f,.

Um 2, zu berechnen, muB man eine Ausgangsfunktion f© wihlen, fiir die
¢; =0 ausfillt. Im Verlauf der numerischen Rechnung geht allerdings die Ortho-
gonalitit der Iterierten (f, ™) zu (f,, ¥,) durch Rundungsfehler verloren, so
daB man zweckmiBig bei jedem Iterationsschritt vorsorglich orthogonalisiert.
Andererseits hat dieser numerische Effekt zur Folge, daB auch bei ungliicklicher
Wahl der Ausgangsfunktion (d.h. ¢;=0 bei der Berechnung von 4, bzw. ¢;=c¢,=0
bei der Berechnung von A,) mit der Zeit doch eine Komponente von (f;, 4,)
bzw. von (f,, ,) hereinkommt und man den gewiinschten Eigenwert erhilt.
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10. Numerische Evgebnisse

Zur numerischen Behandlung des Eigenwertproblems (4.3), (4.3)" wurde ein
Differenzenverfahren mit quadratischem Gitternetz benutzt (Maschenweite 1).
Es wurden die einfachen Differenzenformeln fiir den Laplace-Operator A bzw.

fiir AA benutzt, die dem Schema

+1

+1 +2 -8

+1 —4 +1 +1 —8 420
+1 +2 =8

+1

+2
—~8 1
+2

entsprechen (s. etwa [3]). Die auftretenden ersten Ableitungen f, und ¢, wurden
durch zentrale Differenzenquotienten ersetzt. Am Rande wurde folgendermalen
verfahren: Die zundchst nur im Gittergebiet definierten Funktionswerte f; ,
wurden durch Spiegelung an den stiickweise geradlinigen Réndern in das AuBlen-
gebiet fortgesetzt, so daB zunichst die 9f/0n =0 entsprechende Differenzenformel
erfiillt war, und auBerdem die Differenzenformel zu A4 im ganzen Gittergebiet

ausnahmslos anwendbar war.

Da eine Fehlerabschitzung fiir die Differenzenldsungen nicht vorlag, wurde
zunichst das Eigenwertproblem fiir ein quadratisches Gebiet mit verschiedener
Anzahl von Gitterpunkten behandelt, um den EinfluB der Maschenweite / zu

studieren. Es wurde erhalten:

GAitl'Jtze:;!ll:]f:e Eigenwert 1,
25 6,66 - 10%

64 5,29 - 108

144 5,08-103%
400 5,03 103

Zum Vergleich sei eine obere Schranke fiir A, angegeben, die mit Hilfe eines

einfachen Ritz-Ansatzes gefunden wurde (s. [18]):

2,<<5,33 - 103,

Im einzelnen wurden folgende Ergebnisse erhalten, wobei im Falle des Kreises

ein approximierendes Achteck benutzt wurde:

Gebiet A A C{‘i‘t‘t’:‘r’glug‘ffte
Kreis 6,05 - 103 10,05 - 108 264
Quadrat (b=1) 5,03.10% 7,95 - 10° 400
Rechtecke b=% 13,38 - 10° 26,63 - 10° 176
b=1,3 3,51 -10° 4,27 -10% 154
b=1,5 3,09-10° 3,28 102 176
b=2,0 2,35 103 2,47 - 108 221

Natiirlich wire es erwiinscht gewesen, ohne diesen Aufwand an numerischer
Rechnung in den betrachteten Fillen zu zeigen, daB 4;<<4, ist, da ja die numeri-
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schen Werte der Eigenwerte nicht bendtigt werden sondern lediglich ihre Ver-
schiedenheit. Es diirfte jedoch schwierig sein, ohne numerische Rechnung all-
gemeine Aussagen zu machen.

04107
2Uxm3
) \\\
000° \\
L 1T
2/7 woo, " 20

Fig. 1. Eigenwerte A, und 1, beim Rechteck in Abhingigkeit von der Breite b. (Der von PrLLEw und SoutHwEeLL [15]
fiir =00 errechnete Wert 4,=1,7078 - 10® ist gestrichelt eingezeichnet.)

02 +42
04 +04
06 +0,6
08 +08
f1= const (4, = 5,03 - 108%) fa = const (A4 = 7,95 - 108)

Fig. 2. Stromlinien f=const fiir die Eigenfunktionen zu A, und A; beim Quadrat (b=1)

9z +02 92
o4
(77
o

}, = const {4, = 6,05 - 10%) fs = const {13 = 10,05  10%)
Fig. 3. Stromlinien f=const fiir die Eigenfunktionen zu 4, und A, beim Kreis (approximiert durch Achteck)
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+0,2 +|2 —0|2

f, = const (4, = 3,09+10%) fs = const (A,= 3,28 - 10%)
Fig. 4. Stromlinien f=const fiir die Eigenfunktionen zu 4, und 2, beim Rechteck mit b=1,5

+02 + 02
s 2
// \ /A
| I | |
i v
\\// \_’/
1 = const (A; = 2,35 -10) fs=const (4, =2,47 .10%)

Fig. 5. Stromlinien f=const fiir die Eigenfunktionen zu A, und A; beim Rechteck mit b=2

In Fig. 1 sind die Werte von A, und A, in Abhingigkeit von b im Falle von
Rechtecken aufgetragen. Fig. 2—5 geben einige Stromlinienbilder wieder.

Zusammenfassung

Am Beispiel der Strémung in einem horizontalen Rohr mit von unten er-
wirmter Wand wird gezeigt, wie man mit Hilfe der Theorie des topologischen
Abbildungsgrades von LERAY und SCHAUDER im iiberkritischen Bereich der
Rayleigh-Zahl auf die Existenz einer von der Grundstrémung verschiedenen,
stationdiren Stréomung (thermische Konvektionsstromung) schlieBen kann. Unter-
halb der kritischen Rayleigh-Zahl existiert genau eine stationire Losung der
Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen, ndmlich die Grundstrémung. Beim
Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl verzweigt sich diese stationire Losung,
wobei die Grundstrémung gleichzeitig instabil wird.

Die Methode des Abbildungsgrades ist auf dhnliche Strémungsbeispiele mit
,,zellularer Instabilitit anwendbar wie z.B. die Strémung zwischen rotierenden
Zylindern (Taylor-Wirbel) oder die von unten erwidrmte Fliissigkeitsschicht
{(Benard-Zellen).

Diese Arbeit entstand aus dem Institut fiir An%ewandte Mathematik und Me-
chanik der DVL an der Universitit Freiburg i. Br. Uber diese Untersuchung wurde
bereits auf der GAMM-Tagung in Bonn (24.—28. 4. 1962) berichtet (s. [19]).
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