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Die vor l iegende Un te r suchung  ist  ein Be i t r ag  zur  h y d r o d y n a m i s c h e n  Stabi l i -  
tAts theor ie  z~her, inkompress ib le r  Flf issigkeiten,  der  die n ich t l inearen  Navie r -  
Stokesschen Bewegungsgle ichungen zugrunde  liegen. Wi r  in teress ieren uns im 
folgenden speziell  ftir die Frage ,  wie sich eine gegebene s ta t ion~re  St r6mung,  die 
als G r u n d s t r 6 m u n g  bezeichnet  wird,  un t e r  dem EinfluB von St6rungen verhAlt.  

Expe r imen t e l l  und  theore t i sch  gut un te r such te  St r6mungsbeisp ie le  s ind die 
S t r 6 m u n g  in e inem ge raden  Kre i s rohr  mi t  der  b e k a n n t e n  PoiseuiUeschen Str6-  
mung  als G r u n d s t r 6 m u n g  oder  die Grenzschicht  an  einer  l~ngs anges t r6mten  
P l a t t e  mi t  der  Blas iusschen Grenzschicht  als Grunds t r6mung .  In  beiden F~l len 
is t  die G r u n d s t r 6 m u n g  ins tabi l ,  wenn die sog. Reynolds-Zahl ,  die mi t  charak te r i -  
s t i schen Gr6Ben des jeweil igen Prob lems  gebi lde t  ist,  einen bes t immten ,  , ,kr i t i -  
schen"  W e r t  f iberschrei te t .  Dabe i  is t  der  Mechanismus  noch keineswegs v611ig 
aufgekl~r t ,  der  e twa  im Fa l le  de r  R o h r s t r 6 m u n g  yon  kleinen St6rungen,  die 
e iner  l inear i s ie r ten  Theorie  genfigen, fiber endl iche S t6rungen  schliel31ich zur  aus-  
geb i lde ten  Turbu lenz  ffihrt. 

7* 
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Es gibt nun eine Anzahl von Str6mungen, die durch ein Instabilit~itsverhalten 
auffallen, das man vielleicht allgemein als ,,zellular" bezeichnen k6nnte. Beispiele 
hierfiir sind die Taylorsche Str6mung zwischen rotierenden, koaxialen Zylindern 
sowie eine anfangs ruhende, horizontale Fliissigkeitsschicht, die von unten er- 
w~irmt wird. Bei der Taylorschen Versuchsanordnung mit festem ~iul3erem Zy- 
linder und rotierendem inneren Zylinder wird die Grundstr6mung beim Uber- 
schreiten eines kritischen Parameterwertes, der vonder  Drehzahl abh~ingt, in- 
stabil. Es stellt sich nach einiger Zeit ein neuer, stationiirer Endzustand ein in 
Form von torusf6rmigen Wirbeln. Im FaUe der erw~irmten Flfissigkeitsschicht 
setzt nach Uberschreiten des kritischen Parameterwertes, der die Temperatur- 
differenz zwischen Boden und Oberfliiche enth~lt, eine thermische Konvektions- 
str6mung ein mit einem stationiiren Endzustand in Form der bekannten Benard- 
Zellen [121, [15]. 

Um in einem konkreten Problem den kritischen Parameterwert zu berechnen, 
der die Stabilit~itsgrenze angibt, bedient man sich in der Praxis der linearen 
Theorie kleiner St6rungen. Dabei ist die Annahme zugrunde gelegt, dab das 
Verhalten kleiner StSrungen jedenfalls in einem gentigend kleinen Zeitintervall 
qualitativ richtig beschrieben wird durch das Verhalten der L6sungen der in 
den St6rungen linearisierten Bewegungsgleichungen. Der kritische Parameter- 
wert ergibt sich aus einem Eigenwertproblem. 

Was die lineare Theorie natfirlich nicht beschreiben kann, das ist das Ver- 
halten von St6rungen endlicher GrSl3e. Insbesondere kann sie keine Auskunft 
dariiber geben, wann die gest6rte, instabile GrundstrSmung gegen einen neuen, 
stationiiren Endzustand geht. An diesem Punkt setzt unsere Untersuchung ein. 
An einem Beispiel mit ,,zellularer" Instabilit~it wird gezeigt, dab fiir den kriti- 
schen Parameterwert der linearen Theorie eine Verzweigung stationiirer L6sungen 
der nichtlinearen Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen vorliegt, wobei sich 
die Anzahl station~rer L6sungen vergr60ert und die Grundstr6mung gleichzeitig 
instabil wird. 

Bei dem gew~ihlten Beispiel handelt es sich um die Str6mung in einem hori- 
zontalen, geraden Rohr mit kreisf6rmigem oder rechteckigem Querschnitt, wobei 
die Wand des Rohres yon unten erwiirmt ist. Die stationiire Grundstr6mung ist 
im Falle eines geraden Kreisrohres die schon erw~ihnte Poiseuillesche Rohr- 
str6mung, und als Parameter tritt die sog. Rayleigh-Zahl auf. Es werden L6- 
sungen der Bewegungsgleichungen betrachtet, bei denen die Geschwindigkeits- 
komponenten vonder Koordinaten in Richtung der Rohrachse unabh~ingig sind. 
Zun~ichst liefert die lineare Theorie kleiner St6rungen eine kritische Rayleigh- 
Zahl als Stabilit~ttsgrenze. Darfiber hinaus wird gezeigt, dab nach Uberschreiten 
der Stabilitiitsgrenze eine neue, station~ire Str6mungsform existiert, die durch 
thermische Auftriebskriifte verursacht wird. 

Zur Herleitung der Ergebnisse fiber die Verzweigung station~irer L6sungen 
wird ein Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis herangezogen, n~mlich die Theorie 
des topologischen Abbildungsgrades yon LERAY und SCHAUDER [10 t. Zun~chst 
wird ein Funktionenraum (Banach-Raum) gew~thlt, in dem physikalisch sinn- 
volle L6sungen sicher enthalten sind. Der Parameter des Problems, der in dem 
behandelten Beispiel die Rayleigh-Zahl ist, wird mit 1 bezeichnet, w~thrend der 
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kleinste Eigenwert der linearen Theorie mit )~1 bezeichnet wird. Man erh/ilt 
dann folgende Aussagen: 

(a) Fiir 0 <-- ;t <-- ~lexistiert in dem zugrunde gelegten Funktionenraum (Banach- 
Raum) genau eine station/ire L6sung der nichtlinearen Bewegungsgleichungen. 
Die L6sung ist stabil gegeniiber kleinen St6rungen fiir 0 =< 2 < ;t 1. 

(b) Bei ;t I verzweigt sich diese L6sung, d.h. ftir alle Werte von ~ aus einem 
kleinen Intervall ; t l< 2.< ~1 + 8 (8> 0) existiert neben der ursprtinglichen LSsung 
(Grundstr6mung) eine weitere station/ire L6sung (thermische Konvektionsstr6- 
mung) der nichtlinearen Bewegungsgleichungen, und zwar unterscheiden sich 
die zwei L6sungen in der Norm des benutzten Banach-Raumes beliebig wenig, 
sofern nur I;t--211 genfigend klein ist. Ffir )t= *~1 fallen die beiden Zweige der 
L6sung zusammen. Die Grundstr6mung ist instabil gegenfiber kleinen St6rungen 
fiir )~> ~I- 

Es sei darauf hingewiesen, dal3 die Anwendbarkeit der Methode des Abbil- 
dungsgrades keineswegs auf diesen Einzelfall beschr~inkt ist, sondern dab Probleme 
wie das der Taylor-Zylinder oder der Benard-Zellen mathematisch eine grol3e 
)~hnlichkeit aufweisen mit dem behandelten Problem und prinzipiell in ganz 
analoger Weise untersucht werden k6nnen. Es ist jedoeh so, dab in jedem Falle 
die numerische Berechnung des kleinsten Eigenwertes und vor allem seiner 
Vielfachheit erforderlieh ist, so dab man jedes physikalische Beispiel einzeln 
diskutieren muB. 

Zur benutzten Methode des Abbildungsgrades sei noch folgendes vorausge- 
schickt: An sich kann man die Differentialgleichungen des Stabilit/itsproblems 
aueh als System yon Integrodifferentialgleichungen schreiben. Es liegt dann der 
Gedanke nahe, die von EHRHARDT SCHMIDT [171 bzw. yon L. LICHTENSTEIN [11] 
entwickelte Methode zur Diskussion verzweigter L6sungen bei nichtlinearen Inte- 
gralgleichungen bzw. Integrodifferentialgleichungen heranzuziehen. Diese Me- 
thode setzt aber voraus, dab man alle Eigenfunktionen zum kleinsten Eigenwert ;t 1 
des linearisierten Problems explizit kennt und desgleichen die Eigenfunktionen 
des adjungierten Eigenwertproblems. Ferner mug man in der Lage sein, die 
sog. Pseudoresolvente (s. [11]) wirklich auszurechnen, um dann schlieBlich die 
sog. Verzweigungsgleichung in Form einer Potenzreihenentwicklung explizit hin- 
zuschreiben, i~Iber den Charakter der Verzweigung und insbesondere dartiber, 
ob tiberhaupt eine Verzweigung reller LSsungen vorliegt, entscheidet die Dis- 
kussion der Potenzreihenentwicklung. Es kommt unter anderem darauf an, 
welche der ersten Koeffizienten exakt null sind und welche nicht. Nun sind aber 
die Bewegungsgleichungen auch bei besonders einfach gew/ihlten physikalischen 
Beispielen bereits so kompliziert, dab man nicht in der Lage ist, die Eigenfunk- 
tionen oder gar die Resolvente exakt anzugeben. Man w/ire in jedem Fall auf 
ein numerisches N/iherungsverfahren angewiesen. Ganz abgesehen yon dem nu- 
merischen Aufwand hat dies zur Folge, dab man auch die Koeffizienten der 
Verzweigungsgleichung nur mit Fehlern behaftet angeben k6nnte. Zuverl/issige 
Aussagen w/iren dann nur in Verbindung mit Fehlerabsch/itzungen zu erhalten. 

Wesentlich gtinstiger liegen die Dinge, wenn man mit dem topologisehen 
Abbildungsgrad arbeitet. Dann braucht man weder die Eigenfunktionen noch 
die Resolvente zu kennen. Stattdessen hat man ffir die nichtlinearen Gleichungen, 
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die als Funktionalgleichungen in einem geeigneten Banach-Raum aufzufassen 
sind, gewisse allgemeine Eigenschaften nachzuweisen wie Vollstetigkeit des Funk- 
tionals, Existenz des Frechetschen Differentials und stetige Abhiingigkeit des 
Funktionals yon dem Parameter in einem noch zu pr~izisierenden Sinn. Der 
ganze numerische Teil des Problems reduziert sich dann darauf, die Vielfachheit 
des kleinsten Eigenwertes zu bestimmen. Wenn sich herausstellt, daB die Viel- 
fachheit ungerade ist, dann liefert die Theorie des Abbildungsgrades sofort, dab 
eine Verzweigung station~irer L6sungen vorliegt. 

Die Theorie des Abbildungsgrades hat in neuerer Zeit vor allem auf nicht- 
lineare Probleme der Punktmechanik Anwendung gefunden (s. etwa die Arbeiten 
yon CRONIN [4]), sowie auch in der russischen Literatur auf Probleme der Me- 
chanik elastischer K6rper (s. z.B. den zusammenfassenden Artikel von KRAS- 
I~OSEL'SKU [9]). Dagegen scheint die Methode bisher nicht nutzbar gemacht 
worden zu sein ftir das Studium des Stabilit~ttsverhaltens von Str6mungen in 
der Hydrodynamik. 

An dieser Stelle m6chte ich Herrn Prof. Dr. H. G~RTLER meinen Dank aussprechen 
fiir die M6glichkeit, in seinem Institut fiir Angewandte Mathematik und Mechanik 
zu arbeiten. Insbesondere bin ich Herrn Prof. G6RTLER ZU Dank verpflichtet fiir das 
groBe Interesse, das er auch tier vorliegenden Untersuchung wAhrend ihrer Ent- 
stehung entgegengebracht hat. 

Die numerischen Rechnungen wurden auf der Siemens 2002 des Rechenzentrums 
der Universitgt Freiburg ausgeffihrt. Das Programmieren wurde freundlicherweise 
yon Herrn Dipl.-Math. A. LEHMANI~ fibernommen. 

I. Mathematische Hilfsmittel 

1. Der topologische Abbildungsgrad in Banach-Rtiumen 
In diesem Abschnitt sind die benStigten Begriffe und Siitze aus der Theorie 

des Abbildungsgrades in Banach-Riiumen im AnschluI3 an die Arbeit yon LERAY 
und SCHAUDER [10~ zusammengestellt. Es handelt sich dabei um eine Uber- 
tragung des zuniichst in Euklidischen Riiumen yon BROUWER eingeftihrten Ab- 
bildungsgrades (s. etwa [8]). Es sei erwiihnt, daB der Abbildungsgrad nach 
LERAY und SCHAUDER ~iquivalent ist mit der ,,Rotation eines Vektorfeldes mit 
voUstetiger Verscbiebung" nach E. ROTHE [la], so dab man sich im Prinzip 
auch auf die Arbeiten yon ROTHE iiber Vektorfelder in Banach-R~umen stiitzen 
k6nnte 1. 

Es sei zun~ichst angedeutet, worin diese Theorie besteht, soweit sie bier 
benutzt wird: In einem Funktionenraum, der ein Banach-Raum sein mul3, wird 
eine nichtlineare Funktionalgleichung betrachtet, die einen reeUen Parameter 
enthlilt. Daneben wird eine zweite Funktionalgleichung betrachtet,  die durch 
einen Prozel3 der Linearisierung entsteht und ein Eigenwertproblem darstellt. 
Die Theorie erlaubt dann, gewisse Fragen der Existenz, Eindeutigkeit bzw. Ver- 
zweigung yon L6sungen der nichtlinearen Funktionalgleichung zurtickzuftihren 
auf das Studium des linearen Eigenwertproblems. 

Es wird ein reeller Banach-Raum B betrachtet mit den Elementen u, v . . . .  
oder auch a, b . . . .  und dem Nullelement 0. Die Norm yon u ist mit Ilu [] bezeichnet. 
Wit erinnern an einige Definitionen: Eine Abbildung v =  T(u) von B in sich 

x Fiir die /~quivalenz s. etwa [9]. 
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heil3t vollstaig, wenn sie stetig ist und aul3erdem beschriinkte Mengen in kompakte 
Mengen abbildet (Existenz einer konvergenten, unendlichen Folge in der Bild- 
menge). Der Operator T(u) heiBt an der Stelle a differenzierbar, wenn zu ge- 
gebenem, festem a ein in u linearer und homogener Operator A (a, u) und ein 
,,Restgliedoperator" R (a, u) existiert mit 

T(a + u) -- T(a) ---- A (a, u) + R (a, u), 

wobei R (a, u) der Norm nach st~irker als linear gegen null geM, wenn u gegen 
null geht: 

IIR(a,~)LI ~ 0  fur II~ll-~0. 
I1~11 

A (a, u) ist das Frechetsche Di/]erential des Operators T an der Stelle a. Wenn 
T ein vollstetiger Operator ist, dann ist auch das Frechetsche Differential ein 
vollstetiger Operator (s. etwa [9 l, S. 360). 

Es sei f2 ein beschr~inktes Gebiet (offene Menge) im Banach-Raum B, dessen 
Rand mit Q' bezeichnet wird. Ferner sei v = ~b(u) eine Abbildung yon B in sich, 
die vonde r  speziellen Gestalt 

(1.1) ~(u) : -  u -  T(u) 

ist mit vollstetigem T(u). (Bei E. ROTI~E heil3t ein solches q~(u) ,,Vektorfeld 
mit vollstetiger Verschiebung T(u)".) 

LERAY und SCItAODER I10] haben gezeigt, dab fiir eine solche Abbildung 
v---- q~(u) im Bezug auf ein festes Gebiet Q und einen beliebigen, festen Punkt b 
ein ,,Abbildungsgrad" d definiert werden kann, wenn b nicht auf dem Bild des 
Randes Q' liegt, d ist eine ganze Zahl. Wenn b aul3erhalb der Bildmenge yon 
Q + Q '  liegt, dann ist nach Definition d =  0. Der Abbildungsgrad besitzt folgende 
Eigenschaften : 

I. d ist additiv, d.h. wenn Q=Q1 +Q~ (Q1 und Q2 punktfremd), und wenn 
~ , . Q ,  b nicht auf der Bildmenge von 1 t 2 liegt, dann ist 

II. Wenn d I#, ~2, b~ definiert und von null verschieden ist, dann besitzt 
die Gleichung # ( u ) =  b mindestens eine L6sung in Q. 

III. d [$ ,  Q, b] bleibt konstant bei stetiger Anderung yon b oder stetiger 
Anderung v o n � 9  (s. unten), solange b nicht zusammenf/filt mit einem Punkt 
der Bildmenge yon ~2'. 

Die zugelassenen stetigen Anderungen von ~0 sind dabei wie folgt definiert: 
Die Abbildung v = #(u) sei enthalten in einer Schar yon Abbildungen v = #(u, ~) 
mit reellem Parameter )[ aus einem IntervaU A ' ~ A ~ " .  ~(u, 2) sei yon der 
speziellen Gestalt #(u, ,,1.) =I u -- T(u, ~), wobei der Operator T in A gleiehm/il3ig 
stetig ist in folgendem Sinn: gu gegebenem positivem 8 kann man ein ~/so finden, 
dab fur beliebige uEg2+~2' und fiir beliebige Werte ~t und ~. aus dern betrach- 
teten Intervall aus ]21--~t,] < ~  stets auch UT(u, ,~)--T(u,  < ~  folgt. (Der 
Abbildungsgrad bleibt auch konstant bei gewissen stetigen *nderungen des Ge- 
bietes, wovon aber hier kein Gebrauch gemacht wird.) 
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Eigenschaft II  ist offensichtlich ein Existenzsatz, wobei sich freilich das 
Problem stellt, den Abbildungsgrad in konkreten F~illen auszurechnen. Im fol- 
genden sind einige Hilfss~tze aus [101 angegeben, die es in gewissen F/illen ge- 
statten, die Rechnung explizit auszuftihren. 

Es sei zun~chst u o eine L6sung der Funktionalgleichung # ( u ) = b  mit ge- 
gebener rechter Seite b c B, und zwar sei u o eine isolierte L6sung, d.h. es gebe 
eine e-Umgebung von u o 

derart, dab in der abgeschlossenen Menge Hu--Uo] I =<e keine weitere L6sung der 
Funktionalgleichung liegt. Dann ist d I# ,  Q,(Uo), b] definiert und wird auch 
,,Index" i [~b, u0] der isolierten L6sung u o genannt. Ffir das Rechnen mit dem 
Index gelten folgende S~ttze: 

1. Wenn die Gleichung q~(u)~ b in Q nur endlich viele L6sungen u k besitzt, 
und wenn auf dem Rand ~2' keine L6sung der Gleichung liegt, dann ist 

(Summation tiber alle L6sungen u, cQ). 

2. Die identische Abbildung v----u (d.h. T(u)~0) hat den Index i = +  1 
ftir aUe u~ B. 

3. Der vollstetige Operator T besitze an der Stelle a das Frechetsche Dif- 
ferential A(a, u). Wenn die lineare Abbildung w=u--A(a,  u) umkehrbar ein- 
deutig ist, dann ist a eine isolierte L6sung der Gleichung # ( u ) =  b mit b-~ q~(a). 
AuBerdem existiert der Index der linearen Abbildung im Punkt  u =  0 und ist 
gleich i [q~, a]. 

4. Es sei A ein vollstetiger, linearer Operator. Die Abbildung w = u - / , o  A (u) 
mit reellem #o sei umkehrbar eindeutig, d.h./~o sei kein Eigenwert der homogenen 
Gleichung u--i~A(u) = 0 .  Dann ist der Index der linearen Abbildung gleich + t 
oder --1.  Wenn das ganze Intervall 0__<#__</, 0 frei yon Eigenwerten ist, dann ist 
der Index gleich + 1. 

5. Es sei/~o ein Eigenwert von u--i~A(u) = 0, wobei A die unter 4. genannten 
Eigenschaften besitzt. Dann erzeugt die Gesamtheit aller L6sungen yon 

L ( u )  = o ,  (u)  = o . . . . .  L (u)  = 0 . . . .  

mit L(u)~ u--i~oA(u) einen linearen Raum yon endlicher Dimension m. Die 
Zahl m heiBt Viel/achheit von/~o. 

6. Wenn sich der reelle Parameter # stetig ~ndert, dann bleibt der Index 
der linearen Abbildung w = u - - # A  (u) konstant in jedem eigenwertfreien Intervall 
i z' </~<#". Beim t3berschreiten eines Eigenwertes/~, der Vielfachheit mk multi- 
pliziert sich der Index mit dem Faktor (--1) ~*. 

Es wird sich herausstellen, dab die Eigenwertgleichung u--lzA(u)=0 in 
Verbindung gebracht werden kann mit dem linearen Eigenwertproblem der 
Theorie kleiner St6rungen, so dab allein aus der Vielfachheit des kleinsten Eigen- 
wertes, der dort als kritischer Parameterwert ftir das StabilitAtsverhalten inter- 
pretiert wird, Schltisse auf die Existenz von L6sungen der nichtlinearen Be- 
wegungsgleichungen gezogen werden k6nnen. 
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2. Hil/smittel aus der Theorie elliptischer Di[/erentialgteichungen 

Eine wesentliehe Voraussetzung der Theorie yon LERAV und SCHAODER ist, 
dab die betrachtete Funktionenmenge einen Banaeh-Raum bildet. Bei der Wahl 
eines geeigneten Banaeh-Raumes hat man in den Anwendungen auf elliptische 
Differentialgleichungen gewisse Freiheiten. L~RAY und SCHAUDER selbst gaben 
Anwendungsbeispiele an im Raum der beschr~nkten, meBbaren Funktionen mit 
Maximumnorm oder auch im Raum der k-mal H61der-stetig differenzierbaren 
Funktionen. Im folgenden werden Funktionenr~ume zugrunde gelegt, die in den 
zitierten Arbeiten yon BROWDER, FRIEDRICHS, NIRENBERG [1], [7], [14] benutzt 
werden. Wir schliel3en uns dabei vor allem an [11 an. 

In einem n-dimensionalen Euklidischen Raum mit den Punkten x---- (x 1 . . . . .  x,) 
werden beschr~tnkte Gebiete G (offene Mengen) betrachtet bzw. die abgeschlos- 
senen Punktmengen C (Gebiet plus Rand). Es wird dann mit Ck(G) die Klasse 
der Funktionen bezeichnet, die samt ihren partiellen Ableitungen bis zur k-ten 
Ordnung in G stetig sind, und mit C k(G) die Klasse der Funktionen, die in ge- 
eigneten Gebieten G 1 mit G < G 1 zur Klasse C k (G,) geh6ren. Wie fiblich bezeichnet 
L2(G ) den Banach-Raum der tiber G quadratintegrierbaren Funktionen mit der 
Norm 

(Integration im Lebesgueschen Sinn). 

Durch Absehliel3ung der Funktionenklasse C h (G) bezfiglich der Norm 

(2.1) ][u[[k = [[u][0 + Z [[Olu[[0 + " "  + Z IlO*ul[o 

(Summation fiber alle ersten partiellen Ableitungen Dlu, alle zweiten Ableitungen 
D*u usw.) wird der Banaeh-Raum Hk(G ) erhalten (s. Ill). Spezielle Elemente 
aus H k (G) sind die ,,Testfunktionen" q~. Das sind die Funktionen, die in G 
unendlich oft stetig differenzierbar sind und auBerhalb einer abgeschlossenen 
Punktmenge G1 mit G1( G identisch null sind. Die Funktionen q~ bilden einen 

linearen Raum H(G). Durch AbschlieBung bezfiglieh der Norm (2.1) entsteht 

aus H(G) tier Banaeh-Raum Hk (G), der ein Teilraum yon H,  (G) ist. 

Es sei L ein selbstadjungierter, elliptischer Differentialoperator der geraden 
Ordnung 2m. Wir betrachten ffir das Gebiet G die Differentialgleichung L u----v 
mit Dirichletschen Nullrandwerten u---- D I u . . . . .  D m- 1 u = 0. Wir geben kurz 
einige Ergebnisse aus der Theorie solcher Randwertprobleme wieder, in der zu- 
n~chst sog. sehwaehe L6sungen betrachtet werden. 

Verallgemeinertes Dirichletsches Randwertproblem. Es sei v cL2(G ). Gesucht 
o 

ist im Raum H,, (G) eine Funktion u mit 

f u L 9 dx = f vqJ dx 
G G 

~o~H(G). Falls eine solche Funktion u existiert, heiBt ffir alle Testfunktionen 
sie schwache L6sung der Randwertaufgabe L u :  v mit Dirichletschen Nullrand- 
werten. 
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Wir interessieren uns speziell fiir den Fall A u = v  bzw. A A u = v  mit dem 
~2 ~2 

Laplace-Operator A = ~ + ~-2g. Die Frage nach der Existenz schwacher L6- 

sungen wird beantwortet durch folgenden Satz, der beispielsweise in [14] als 
Spezialfall enthalten ist: 

Lemma 1. Es sei v ~ L~ (G). Dann  besitzt die Gleichung A u = v bzw. A A u = v 
o o 

genau eine schwache L~sung in H 1 (G) bzw. in H~(G). Auflerdem gibt es eine nu t  
yon dem Gebiet G und dem Operator (A bzw. A A) abMingige Konstante c m i t  ~ 

Jl lr0 _-__ cllVHo. 

Es stellt sich nun die Frage, warm eine schwache L6sung sogar eine L6sung 
im klassischen Sinne ist, und insbesondere, wann die Randwerte u = D l u =  
. . . .  D m - l u = O  stetig angenommen werden. 

Wir geben im folgenden einige allgemeine S~itze an, die allerdings nur unter 
vereinfachenden, for unsere Zwecke v611ig ausreichenden Voraussetzungen for- 
muliert werden, n~imlich: Die Koeffizienten des elliptischen Operators L sind 
in G unendlich oft differenzierbar. Das Gebiet Gis t  v o n d e r  Klasse ~o~ 3. (Bei- 
spielsweise sind Kreis und Rechteck Gebiete dieser Klasse.) 

L e mm a  2. a) Es sei v EL2(G ). Wenn  u eine schwache Li~sung yon L u = v  
ist, dann liegt u sogar in H2,,(G ), und es gibt eine nu t  yore Gebiet G und dem 
Operator L abhangige positive Konstante c mit  

(2.2) {[u 112m<-- c ([]v 1[o + [[u ]Io)" 

b) W e n n  v~Hs(G ) ist mit  s ~ l ,  dann liegt u sogar in H~m+s(G ). 

Im Falle der Randwertaufgaben A u = v  bzw. A A u = v  mit Nullrandwerten 
folgt aus (2.2) die Ungleichung 

(2.2)' [1 u c IIv I10, 

da man I1 110 naeh Lemma a absch itzen kann. 
Auf die Stetigkeit der Ableitungen kann man schliegen mit Hilfe eines Satzes 

yon SOBOLEV (s. etwa [71 oder [113), der im Falle ebener Gebiete ( n =  2) fol- 
gendermaBen lautet:  

L e mm a  3. Es sei u~H~(G). Dann  ist u sogar stetig au/  G, und es gibt eine 
nu t  yore Gebiet abhiingige positive Konstange c m i t  

(2.3) max  lul <  ll ll . 

z Wir bezeichnen im folgenden m i t c  eine nicht n~.her bestimmte positive Kon- 
stante, wobei die c, die an verschiedenen Stellen auftreten, im allgemeinen fiir Kon- 
stanten mit verschiedenen Zahlwerten stehen. 

8 Ein Gebiet G mit dem Rand R heiBt yon der Klasse ~ ,  wenn eine t3berdeckung 
durch endlich viele Teilgebiete G i ( G und eine abgeschlossene Menge Go ( G existiert 
mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes G~ gibt es eine umkehrbar eindeutige, in beiden 
Richtungen k-real stetig differenzierbare Abbildung, bei der R c~ Gi in ein Sttick einer 
(n--t)-dimensionalen Hyperebene iibergefiihrt wird. 
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Beztiglich der stetigen Annahme der Randwerte hat man 
O 

L e m m a  4. Es sei ucH,~(G), m ~  1. Wenn u saint den partidlen Ableitungen 
bis zur Ordnung m - - 1  au] G stetig ist, dann ist au] dem Rande des Gebietes 
u = D l u  . . . . .  Dm-Xu=O. 

SchlieBlich werden wir Gebranch machen yon dem Rellichschen Auswahlsatz 
(s. etwa [5~, Bd. II)*. 

L e m m a  5. Es sei u 1, u 2 . . . .  eine unendliche Folge gleichmiiflig beschriinkter 
Elemente aus H 1 (G): 

]luklJ~ < M (k = t ,  2 . . . .  ). 
t t Dann kann man eine unendliche Teil/olge ul, u2 . . . .  ausw~hlen mit 

II .  Problemstel lung.  Lineare T h e o r i e  

3. Problemsteltung 

Wir betrachten im Raum der kartesischen Koordinaten x, y, z die Navier- 
Stokesschen Bewegungsgleichungen, in denen zus~itzlich die durch Temperatur-  
bzw. Dichteunterschiede verursachten Auftriebskritfte berticksichtigt sind, und 
zwar in der tiblichen, ftir kleine Temperaturdifferenzen giiltigen ersten N~iherung, 
bei der die Temperaturabh~tngigkeit der Dichte im Auftl iebsterm erscheint, 
w~ihrend sonst in den Gleichungen ftir Dichte Q und Ziihigkeit v mittlere, kon- 
stante Werte eingesetzt werden. 

Es bezeichne u, v, w die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors in x, y, z- 
Richtung, p den Druck, T die absolute Temperatur,  T O eine mittlere Bezugs- 
temperatur ,  Pr die Prandtl-Zahl, t die Zeitvariable, g die Erdbeschleunigung 
und ~ den Ausdehnungskoeffizienten der Fltissigkeit. Die Auftriebskraft  wirke 

in y-Richtung. Dann lauten die Gleichungen mit  A = ~ + ~ + ~z ~ 

t ut+uu~+vuy+wu~-  ~ p x + v A u  

t vt + uvx + vvy + w v , =  -- ~ py + v Av  + g ~ ( T - -  To) 

t w t + u w ~ + v w y + w w  . -  ~ p , + v A w  

T t + u r , + v r , + w r , = - ~ r  A T  

u , + v y + w , - - - - 0 .  

Ein solches Problem mit  thermischen Auftriebskritften liegt z.B. vor, wenn 
man ein horizontales Rohr betrachtet ,  dessert Wand ungleichm~il3ig erw~irmt ist. 
F•llt die Rohrachse mit  der z-Achse zusammen, und interessiert man sich speziell 
ftir LSsungen der Gleichungen, die v o n d e r  z-Koordinaten unabhgngig sind, dann 

4 In [5] findet man den Satz fiir Folgen aus der Funktionenklasse ~ (Funktionen u, 
die in G stetig sind, stfickweise stetige erste Ableitungen besitzen sowie endliche Norm 
U u Ih)" Er tibertrggt sich aber sofort auf den Raum H x (G). 
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vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt: 

t Ut~-UUx-{-UUy-- ~p,+vAu 
v~ + uv,  + vv v = -- ! py + v A v + g ~ ( T - -  To) 

e 

(3.1) w~+uw~+ vwy= - - - -p~  + v A w  
o 

~ + u Tx + v Ty = -~rv A T  

u, + vy = O, 

82 82 
wobei A ~ ~ + ~ ist. Mit G bezeiehnen wir den Rohrquersehnitt  in der 

x, y-Ebene. Der Quersehnitt habe in y-Riehtung die Breite h. Das Koordinaten- 
system sei so gelegt, dab G im Streifen 0 < y < h enthalten ist. Die lineare Funk- 
tion 

T*(y) _~ T 1 -- (T 1 - -  To) y (T~ > To) 

wird auBerhalb yon G interpretiert als gegebene Temperaturverteilung mit 
T * =  T 1 bzw. T*----T o ffir y =  0 bzw. y - -h .  Wir betrachten dann das Problem 
(3A) ffir gegebene Anfangswerte Uo(X, y), Vo(X, y), Wo(X, y), To(x, y) im Gebiet G 
zur Zeit t----t o sowie mit den Randbedingungen 

(3.0' u = v = w = O ,  T =  T* (t>=to) 

auf dem Rand R des Gebietes G. 

Ffihrt man die dimensionslose Temperatur O= (T--To)/(T 1 -- To) ein, ferner 
die dimensionslose Grashof-Zahl Gr=go~h 3 ( T -  To)v -2, und macht man auch alle 
tibrigen Gr6Ben in (3.t) dimensionslos mittels Division durch geeignete Bezugs- 
gr6Ben (L~nge h, Geschwindigkeit v/h, Druek Q v2/h ~, Zeit h2/v), dann gehen die 
Gleichungen (3.t) unter Benutzung der Stromfunktion F = F ( x ,  y) mit u=Fy,  
v = -  F~ fiber in die dimensionslos geschriebenen Gleichungen 

A A F - -  ~(AF, F) OAF O0 
8(x, y) + ~ + ar 8x 

8(O,F) 80 
(3.2) ; A O  :- 8(x, y) + 8t 

A w - -  e(w,F) ew 8p 
8(x, y) + - ~ f  + & " 

Die AuBentemperatur ergibt sich zu 6)*= t -  y. Die Randbedingungen lauten, 
wenn OF/Sn die Ableitung auf dem Rand R in Normalenrichtung bezeichnet, 

(3.2)' F = a F / a n = w = o ,  0 = 6 ) *  (t>to). 

Eine station~re L6sung yon (3.2), (3.2)' l ~ t  sich sofort angeben, n~mlich F o ~ 0, 
O o ---- t -- y, w~hrend sieh w o aus der dritten Gleiehung in (3.2) erreehnet und im 
Falle eines Rohres rnit kreisf6rmigem Querschnitt und op[az= const die 
Poiseuillesche Rohrstr6mung liefert. 
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Es stellt sich dann das Problem zu entscheiden, ob die Str6mung F o, 6) 0, w o 
(Grundstr6mung) stabil ist, oder ob bei geniigend grol3em Temperaturgradienten, 
d.h. ftir gentigend gxoBe Werte der Grashof-Zahl Gr, eine andere Str6mungsfolm 
auftritt.  Da das System (3.2) zerfiillt, kann man sich zun~tchst auf die Diskussion 
der beiden ersten Gleichungen ftir F u n d  6) beschriinken, w ergibt sich anschlie- 
Bend aus der dritten Gleichung. 

Es ist zweckm~tl3ig, die allgemeine L6sung anzusetzen in der Form 

F(x, y,t)=Fo+ f(x, y,t), 6)(x, y,t)=6)o+ PrO(x, Y,t). 

Aus (3.2) folgen dann ftir die ,,St6rungen" [, 0 die Gleichungen 

AA[ O(A~,~) +PrGrO~ + OAf 
o(., y) ot 

(3.3) 
o(~, 7) + 07 o~ ATO = Pr o(., y) ~-  + Pr ot 

mit vorgebbaren Anfangswerten yon I, 0 in G zur Zeit t = t o und mit den Rand- 
werten auf R 

(3.3; [ =  a/TO" = '~= 0 (t => to). 

4. Linearisierung. Das Eigenwertproblem 
Wir verfahren zuniichst so, wie es in der hydrodynamischen Stabilit/itstheorie 

kleiner St6rungen tiblich ist, d.h. wit ersetzen die nichtlinearen St6rungsdiffe- 
rentialgleichungen (3.3) durch die linearisierten Gleichungen 

AA]=Pr GrOx+ A~ 
(4A) 

Spezielle L6sungen von (4.t) werden erhalten durch den Separationsansatz 

/ (x, y) exp (y t), O (x, y) exp (y t) (y reell), 

wobei /, 0 den Gleichungen 

AAI=Pr GrO,+~, A/ 
(4.2) 

AO=l,+ PryO 

gentigen mtissen. Besitzen diese Gleichungen L6sungen mit y > 0 ,  dann gibt 
es kleine St6rungen, die mit der Zeit anwachsen, d.h. die Grundstr6mung ist 
instabil. Ist dagegen y < 0  ftir alle LSsungen yon (4.2), dann ist die Grund- 
str6mung stabil. Man interessiert sich vor allem ftir den Fall neutraler St6- 
rungen ( y =  0), d.h. fiir L6sungen des Eigenwertproblems 

AAI=~O~ (~=--PrGr) 
(4.3) 

AO=I~ 
mit den Randbedingungen 

(4.3)' l=al/On=O=o 
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und mit dem Eigenwertparameter 2 (Rayleigh-Zahl). Der kleinste positive Eigen- 
weft ist, falls er existiert, die kritische Rayleigh-Zahl, bei deren t3berschreiten 
die Grundstr6mung instabil wird. 

Wir interessieren uns f fir L6sungen/, O des Eigenwertproblems mit folgenden 
Differenzierbarkeitseigenschaften: 

(a) / und ~9 sind im Gebiet G (offene Punktmenge) viermal bzw. zweimal 
stetig differenzierbar. 

(b) / samt seinen ersten partiellen Ableitungen sowie ~9 sind auf G + R stetig 
und nehmen die R a n d w e r t e / = a [ / ~ n = O = O  an. 

Es ist zweckmitBig, noch etwas mehr zu veflangen, n~tmlich: 

(c) / und # sind sogar samt ihren dritten bzw. ersten partiellen Ableitungen 
auf G + R stetig. 

Wenn (c) erffillt ist, dann k6nnen im folgenden gewisse Integralumformungen 
dutch partielle Integration ohne Komplikation ausgeffihrt werden. Weiter unten 
wird sich ergeben, dab sogar schwache L6sungen die Eigenschaften (a)--(c) yon 
selbst besitzen, da der Rand des Gebietes genfigend glatt vorausgesetzt ist. 

Hilfssatz 1. Das Eigenwertproblem (4.3), (4.3)' besitzt L6sungen mit den Eigen- 
schaflen (a)--(c). Alle Eigenwerte sind positiv. 

Beweis. Falls eine L6sung /, ~9 zum Eigenwert 2 existiert, folgt aus (4.3) 
nach Multiplikation mit / bzw. ~9 und Integration fiber G 

f/AA/dxdy=~f/O,,dxdy, fOAOdxdy=fO/,,dxdy. 
G G G G 

Partielle Integration unter Beachtung yon (4.3)' liefert mit der Abktirzung 
Igrad/p--l,*+l  

:lAAldxdy = f ( Igradl,  lgrad 1,1 ) d x #  
G G 

- f# #dx# --  f l  grad 
G G 

Daraus folgt 
/" (I grad I~1~+ Igrad 1,1 ~) axay 

2 = a  > 0 .  
J I grad Ol~dx dy 

Eventuell vorhandene Eigenwerte sind also positiv. Man kann auch leicht eine 
positive untere Schranke angeben. Hierzu gehen wir aus von einer beliebigen 
Funktion / mit den unter (a)--(c) genannten Eigenschaften und definieren ~9 
als die (eindeutig bestimmte) L6sung der Randwertaufgabe A ~9= ]~, Randwerte 
,9= 0. v ~ besitzt dann ebenfalls die unter (a)--(c) genannten Eigenschaften. Es 
wird das Funktional J[/~ eingeffihrt: 

(4.4) J [ / ]  = f ( I g r a d / x l ' + l g r a d b l * ) d x d y  
f lgradal ,dxdy ' Av~=[x. 

G 

Dann ist 
f(Igradl'12+lgradbl2)dxdy aflldxdy 

][1]>= flgrad ll2dxdy flgrad val~dxdy �9 
G G 
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Nun gilt aber fiir Funktionen w, die auf G + R stetig sind und stetige erste Ab- 
leitungen besitzen sowie die Randwerte w =  0 annehmen, die Ungleichung 

(4.5)  ,a dy pd dy 

mit einer nur vom Gebiet G abh/ingigen positiven Konstanten c (s. ES] oder ~6]). 
Anwendung auf w =/#  bzw. w = /y  ergibt 

c~[gradlpdxdy~ (1 grad Lp + [grad/~,12)dxdy. 

Andererseits erh~lt man unter Anwendung der Schwarzschen Ungleichung bzw. 
von (4.5) mit w = # 

( f  , f aY ~ ~l flgradOpa~ay'f~axay, [grad#l~dxdyl2= # / ,dx  ~= 
\ G  / G G 

d.h. insgesamt Jil l  ~ c2> o. 
Man kann nun nach Funktionen / fragen, die das Funktional J[/~ zum Mini- 

mum machen. In ~16] wurde gezeigt: Wenn es eine Funktion/1 mit den Eigen- 
schaften (a)--(c) gibt, die J[/] zum Minimum macht, dann gentigen/t  und das 
zugeh6rige #1 den Gleichungen (4.3) mit dem Eigenwert $1=MinJI/1]. Die 
Gleichungen (4.3) k6nnen also aufgefaBt werden als die Eulerschen Differential- 
gleichungen eines Variationsproblems. In I161 wurde gezeigt, dab eine L6sung 
des Variationsproblems mit Hilfe der direkten Methode yon COtmANT und 
HILBERT [5], Bd. II  gewonnen werden kann. Der Beweis verl~uft fast w6rtlich 

o 

wie in ES]. Geht man aus yon einem/~H~(G), dann besitzt die Gleichung A # = / ,  
o 

nach Lemma t genau eine schwache L6sung in H I (G), d.h. das Funktional (4.4) 
o 

hat auch f i i r /cH,(G)  einen Sinn. Es gilt dann folgendes 
o 

Variationsprinzip. In Hz(G) nimmt J[/] sein Minimum an. Die Minimal- 
o o 

/unktion [1cHz(G) und alas zugehb'rige #ICHI(G ) geni~gen den Gleichungen (4.3) 
im Sinne schwacher LSsungen. Der Eigenwert i# 21=JE[tl. 

DaB die gefundene schwache L6sung von (4.3) sogar eine L6sung mit den 
Differenzierbarkeitseigenschaften (a) -- (c) ist, folgt sehr einfach unter mehrmaliger 
Anwendung von Lemma 2: Ist in (4.3) auf der rechten Seite [,cHI(G), so folgt 
#EH2(G ). Aus #,cHI(G ) folgt /cH3(G ) usw. Lemma3 und Lenmla4 liefern 
dann sofort stetige Differenzierbarkeit beliebig hoher Ordnung sowie stetige An- 
nahme der Nullrandwerte. 

Hilfssatz 2. Es sei ~1 der kleinste Eigenwert yon (4.3), (4.3)'. Ferner sei ], # 
eine LSsung der Gleichungen (4.2), (4.2)'. Wenn in (4.2) PrGr<21 ist, dann 
ist notwendig ~ < O, d.h. die GrundstrSmung ist stabil. 

Beweis. Wir betrachten zun~chst das Funktional 

Jt [u ]  = f (1 grad u I s + 2uv) dxdy 

mit gegebener Funktion v, die auf G + R samt den ersten partiellen Ableitungen 
stetig sei. Das klassische Variationsproblem J1 Eu] = Min (Randwerte u = 0 auf R) 
wird bekanntlich gel6st durch die eindeutig existierende L6sung der Eulerschen 



| t 0 W. VELTE" 

Gleichung A u=v .  Es sei nun l, 0 eine L6sung von (4.3), (4.3)' mit den Eigen- 
schaften (a)--(c). Setzt man v~]~, und bezeichnet man mit v ~ die Extremal- 
funktion von J1 [u], die also der Gleichung A O=[x genfigt, dann erh~lt man 

bzw. wegen 

insgesamt 

j, [o]__>A [#] 

f OL d~ ay = f #A #dx ay = - f I grad ~1' dx dy 
G G G 

f (I grad 01' + 2oL) dxdy ~ - f l  g r a d ~ p d x d y .  
G G 

Multipliziert man die Gleichungen (4.2) mit [ bzw. mit ~ und integriert fiber G, 
dann erh~ilt man naeh partieller Integration 

f (] grad LI* + I grad/y]*) dxdy + PrGrf~9[.dxdy = - - T f  [grad/l*dxdy 
G G G 

f ] grad ~9[ 2 dxdy + f~gf.dxdy = -- r f O*dxdy 
G G G 

und daher 
-- r f (] grad [[* + Pr Gr zg*) dx dy 

G 

(45) >= f (I grad LI * + I grad l~l ~ - P,'G, I grad,~12 ) dxdy 
G 

_>_ (~ - P ,  G,) f I grad #1 * d~ dy. 
G 

Solange also PrGr<41 ist, hat man notwendig 7 < 0 ,  womit Hilfssatz2 be- 
wiesen ist. 

Hilfssatz 3. Beim Uberschreiten yon 41 wird die Grundstr6mung instabil, d.h. 
in jedem Intervall 41< 4 <  ~ + 8 (8> 0) gibt es L6sungen yon (4.2), (4.2)' mit 7> O. 

Beweis. Wit schreiben (4.2) in der Form 

A A / - - 7 / | I = 4 0 ~  (4~PrGr)  

A~9--T Pr #=1.  

mit beliebigem, aber lest vorgegebenem, positivem 7. Diese Gleichungen stellen 
ein Eigenwertproblem dar mit dem Eigenwertparameter 4 und k6nnen aufgefal3t 
werden als die Eulerschen Gleichungen des Variationsproblems 

f (I grad/*l*+ I grad b P + r l g  rad/l*) dxdy 
Jr [/1 -- a ---- Min f ([ grad Op + ~ Pr O n) dxdy 

G 

mit AO--TPr~9----[, in G und l=Ol/On=zg=O auf R 5. Wegen 7 > 0  sind die 
Integrale im Z~hler und Nenner positiv definit, und es folgt ganz genau wie 
bei dem Variationsproblem JE/ ]=Min  (7--0), dab eine Minimalfunktion I exi- 
stiert, wobei I und das zugeh6rige z9 die Eigenschaften (a)--(c) besitzen und 
L6sungen der Gleichungen (4.2), (4.2)' sind zum Eigenwert 4v=Jv [1]. 

6 Die Prandtl-Zahl P r  ist gemAB ihrer physikalischen Bedeutung positiv. Unter  
der Voraussetzung 7 > 0  ist auch 7 P r  positiv, und daher ist - - T P r  kein Eigenwert 
der homogenen Gleichung A ~ + 2 # = 0 .  Daher ist die inhomogene Gleichung 
A ~ - - T P r ~ = [ x  e indeu t ig  16sbar. 
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Zuniichst ist klar, dab fiir 7 > 0  stets 2~>21 ist, denn ftir PrGr~Av<=21 
folgt ~__< 0 aus (4.5). Weiter ist klar, dab man ffir 2~ eine obere Schranke erh~ilt, 
wenn man in Jv E/] nicht die Minimalfunktion einsetzt sondern die Eigenfunktion/1 
zum kleinsten Eigenwert 21 yon (4.3), (4.3)'. Es ist also 

21 < 2~ ~J~ [/i]. 

Wegen J~[/1]-->J[/1] fiir ~:-+o ergibt sich weiter, dab der Eigenwert 2~ sicher 
im Intervall 2 1 < 2 < 2 1 +  ~ liegt, wenn nur ~:>0 gentigend klein gew~thlt wird. 

III. Nichtlineare Theorie 

a. Ein Eindeutigkeitssatz 

In diesem Kapitel werden nur station~re L6sungen der Gleichungen (3.3) 
betrachtet, d.h. L6sungen / =  / (x, y), zg=~ (x, y) der Randwertaufgabe 

AA/ - -  a(A/' 1) a (x, y) + Pr Gr z~ x 
(5.1) 

a(o, /) + L, A 0 = Pr Y(x,  y) 

(5.1)' / = a / / a n = O = o  auf R.  

Wenn /, ~ eine L6sung der Randwertaufgabe ist bei konstanten Werten yon 
Prandtl-Zahl Pr und Grashof-Zahl Gr, dann hat man folgende Abschiitzung ffir ~: 

Hilfssatz 4. Es ist I Pr ~ (x, y) l ~ 1 in ganz G + R. 

Beweis.  Sind /, z~ L6sungen yon (5A), dann ergibt sich ftir die Funktion 
0 ~ t --  y + Pr ~ (x, y) die lineare elliptische Differentialgleichung 

i ~ o - o x l , + O , L = o ,  Pr 

in tier/~ und / r  als gegebene Koeffizienten betrachtet werden. Fiir die L6sungen 
einer solchen Gleiehung gilt abet das Maximumprinzip, wonach Maximum und 
Minimum auf dem Rande angenommen werden (s. etwa MIRANDA [13], S. 4). 
Da auf R naeh Voraussetzung # =  0 ist, und da das Gebiet G im Streifen 0 <  y <  1 
liegt, folgt sofort 0 --< O _< t bzw. -- t =< Pr z~ <= 1. 

Theorem 1. Es sei 21 der kleinste Eigenwert des Eigenwertproblems (4.3), (4.3)' 
der linearen Theorie. Wenn PrGr<= 21 ist, dann besitzen die nichtlinearen Glei- 
chungen (5.t), (5.1)' genau eine L6sung mit den Eigenscha/ten (a)--(c), niimlich 
die triviale L6sung / ~ 0 ,  0=--0. Das heiflt /iir PrGr<=21 besitzen die Bewegungs- 
gleichungen (3.2) aufler der Grundstr6mung PolO,  O o = t - - y  keine weitere sta- 
tiongre L6sung. 

Beweis. Angenommen,/ ,  O sei eine nichttriviale LSsung yon (5.t), (5.t)' mit 
den Eigenschaften (a)--(e). Multipliziert man die Gleiehungen (5.t) mit / bzw. z~ 
und integriert fiber G, dann erh~tlt man nach partieller Integration wegen 

a(A/,/) dxd,  z~ a(O,/) dxd" = 0  
G G 
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die Beziehungen 

J ( ]grad/ ,p  + [grad [yI 2) dxdy + PrGr f ~9[,dxdy----0 
(5.2) 

f [gradOpdxdy + of OL'dxdy=O" 

Betrachtet man wie im Beweis von Hilfssatz 2 neben den Funktionen L ~9 noch 
die Funktion ~, die als L6sung von A ~ =/~ (Randwerte ~ = 0) definiert ist bzw. 
als Minimale des Funktionals l~ [u] = f (J grad u] ~ + 2uL) axay, dann ~olgt 

G 

bzw. 

(5.3) f (I grad 013 + 2z9/,) dx dy >= --~f I grad O l 2 dx dy. 

Aus (5.2) und (5.3) folgt unter Benutzung yon 2x=MinJ[ / ] :  

0 = f (I grad/ , l  2 + l grad/y]z) dx dy + Pr Gr f (I grad zgp + 2z9/~) dx dy 
G G 

(5.4) >=f(lgrad/,p+lgrad/yl2)dxdy--PrGrflgradT~12dxdy 
G G 

>= (21 -- Pr Gr) f I grad 0l 2 dx dy. 
G 

Sind also [, z9 nicht identisch null, dann ist sicher PrGr>= ~1. Wir wollen noch 
zeigen, dab sogar PrGr> 21 sein muB. G~ibe es n~tmlich eine L6sung ], ~9 von 
(5.1), (5.t)' mit PrGr=21, dann mtiBte in (5.4) iiberall das Gleichheitszeichen 
stehen, und daher auch in (5.3). Es wiire also ~ 9 ~  und aul3erdem Jill=21. 
Das bedeutet aber, dal3 [, z9 zugleich Eigenfunktionen der linearen Gleichungen 
(4.3), (4.3)' sind zum Eigenwert PrGr=21. Das ist nut m6glich, wenn in den 
nichtlinearen Gleichungen (5.1) 

o(A/,I) -=-o, o(o,t) = o  
a (., y) a (x, y) 

ist. Dann wRre aber auch c/, c~9 eine L6sung der nichtlinearen Gleichungen (5A) 
mit beliebiger Konstanten c im Widerspruch zu ttilfssatz 3, wonach die Ab- 
scb~tzung [Pr c~ (x, y)] ~ t besteht. 

6. Wahl des Banach-Raumes 
Im vorangehenden Abschnitt wurden zun~ichst nut L6sungen des Randwert- 

problems (5.1), (5.1)' betrachtet, die alle Differenzierbarkeitseigenschaften (a) 
bis (c) besitzen. Um die Theorie des Abbildungsgrades anwenden zu k6nnen, 
muB abet das Randwertproblem in einer Funktionenklasse betrachtet werden, 
die ein linearer, normierter und vollstiindiger Raum (Banach-Raum) ist. 

Es seien zuniichst [, ~9 beliebige, feste Elemente mit ]EH3(G ), zg~HI(G ). Wir 
betrachten dann folgende Randwertaufgaben mit gegebenen recbten Seiten: 

o o 

Gesucht sind schwache L6sungen [' C H~ (G) bzw. v a' E H 1 (G) der Gleichungen 

O(A/, 1) + PrGrzg,, (6.t) AA/ ' - -  o(x, y) 

o(o, l) + L. 
(6.2) A v a' = Pr 0 (x, y) 
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Nach Lemma t sind diese Randwertaufgaben eindeutig 16sbar, und es ist sogar 
f'EH3 (G) nach Lemma 2. Wir ftihren daher folgenden Banach-Raum ein: 

Definition. Die Elemente u des Banach-Raumes B sind erkl/irt durch 
u=( ] ,  0) mit [EH~(G) und v~EHI(G). Die Norm Iiui[B ist im Anschlul3 an (2A) 
erkl/irt dutch 

(6.3) I1 11  = ll/ll  + II ll,. 

Eine unmittelbare Folgerung ist 

Hilfssatz 5. Die Gleichungen (6.1) und (6.2) de/inieren eine eindeutige Ab- 
bildung T: ([, z?) -+ ([', ~9') yon B in sich. 

Wit interessieren uns speziell fiir Fixpunkte (], 0) = (/', ~9') dieser Abbildung, 
die offensichtlich schwache L6sungen der Gleichungen (5.t) sind. Es gilt dann 
folgender 

Hilfssatz 6. Jeder Fixpunkt ([, ~9) der Abbildung T ist sogar eine Lb'sur~g der 
Randwertau/gabe (SA), (SA)' im klassischen Sinn mit den Eigenschaflen (a)--(c). 
Umgekehrt ist jede solche Lb'sung ein Fixpunkt der Abbitdung T. 

Beweis. Es sei ([, v~)EB. Dann sind die rechten Seiten yon (6A) und (6.2) 
' H  Elemente aus L2(G), und Lemma 2 ergibt ]'EH4(G), ~9 E ,(G). Wenn nun ein 

Fixpunkt ([, zg)= (f, v~') vorliegt, dann ist die rechte Seite der Gleichungen 
sogar in H 1 (G), also [' E H 5 (G), ~9' E H 8 (G) usw. Wiederholung dieser Schlul3weise 
ergibt zusammen mit Lemma 3 und 4 alle Eigenschaften (a)--(c). Die Um- 
kehrung ist evident. 

Hilfssatz 6 in Verbindung mit Theorem 1 ergibt sofort die Aussage: 

Hilfssatz 7. Es sei 21 der kleinste Eigenwert des Eigenwertproblems 

A A / = 2 O , ,  A O = L  ( l = a l l a n = O - - o  au] R). 

Dann besitzt die A bbildung T nut den trivialen Fixpunkt (], ~9)= (0, 0), solange 
Pr Gr <= 21 ist. 

Um nun weiter mit Hilfe der Theorie des Abbildungsgrades zu zeigen, dab 
ftir PrGr= 21 eine Verzweigung stat ion~er L6sungen vorliegt, mfissen zuvor 
einige Eigenschaften der Abbildung T verifiziert werden. Wir werden der Reihe 
nach zeigen: T ist vollstetig (Hilfssatz 8), T besitzt ein Frechasches Differential 
an der Stelle a =  0 (Hilfssatz 9 und 10), T ist beztigiich des Parameters 2 =  PrGr 
gleichm~flig stetig im Sinne der Definition in Abschnitt 1 (Hilfssatz t 1). 

Hilfssatz 8. Bei [esten Werten yon Pr und Grist  T: ([, zg)-+(l', ~9') eine votl- 
stetige Abbildung von B in sich. 

Beweis. Schreibt man abktirzend ftir die rechten Seiten in (6A), (6.2) 

~(e,/) +L, O(A/,/) k_PrGrv~., h(/ 'v~)-~Pr ~(x.y) 
g (/' ~) - e (~ ,  y) 

dann ergibt sich aus (6.3), (2.t) und (2.2)' ftir Elemente u =  0 t, #) bzw. uk= ([k, #~) 
in B 

IIT(','~) - -  T (u ) l l~  = lit;, - l'll~ + I1~;,- ~'11~ 

--<  {llg - g (1, r + Iit, - 1, (I, 
8* 
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Wenn nun [[Uk--U]IB--->O ftir k-+ o% dann geht auch die rechte Seite der Un- 
gleichung gegen null und es folgt UT(uk)- T(u)lls--->O, d.h. T ist stetig. Um die 
Vollstetigkeit zu zeigen, wird der Rellichsche Auswahlsatz herangezogen (Lem- 
ma 5). Ist u 1, u~ . . . .  eine unendliche Folge yon Elementen aus B, die gleich- 
m~tBig beschr~tnkt sind: 

[I  IIB M1 (k = t ,  2 . . . .  ) ,  

dann sind bei festem Wert von Pr und Gr auch die rechten Seiten von (6A), 
(6.2) gleichm~Big beschr~nkt: 

[[g(lk, ~k)[[o< M~, Hh(h, ~k)Ho< M,  (k =1 ,  2 . . . .  ). 

Daraus folgt zusammen mit (2.2)' 

LI - Lib c/h, IIo---- eM,. 
Anwendung yon Lemma 5 ergibt dann weiter, dab flit eine geeignete Teilfolge 
der Elemente (/k, ~k) sogar folgendes gilt: 

d.h. die Teilfolge bildet eine Cauchy-Folge. Da B ein vollst:indiger Raum ist, 
existiert ein Grenzelement. Es werden also beschr:inkte Mengen in kompakte 
Mengen abgebildet, d.h. T ist vollstetig. 

Wir hatten dem Randwertproblem (SA), (5.t)' die Randwertprobleme (6A), 
(6.2) gegentibergestellt und mit ihrer Hilfe die nichtlineare Abbildung T definiert. 
Analog stellen wir dem linearen Problem (4.3), (4.3)' die Randwertaufgaben 

(6.4) A A ] "=  PrGr ~9~, 

(6.5) A~9"=]~ 
o 

gegentiber mit gegebenen ]r ), ~9r ) und gesuchten /"r und 
O 

~"r Analog zu Hilfssatz 5 ergibt sieh sofort 

Hilfssatz 9. Die Gleichungen (6.4), (6.5) de/inieren eine eindeutige, lineare 
Abbildung A: (],~9)---~(/",~9") yon B in sich. 

Hilfssatz 10. Der Operator A ist das Frechetsche Di]]erential yon T an der 
Stelle a = O. Das heist es ist T(u) -- T(O) = A (u) + R (u) mit 

o o 

Beweis. Wir bezeichnen mit (/*, v ~*) die in H~ (G) bzw. H 1 (G) eindeutig exi- 
stierende LSsung yon 

a (~, t) A A [ * - -  a(A/,[) A~9*=Pr O(x,y) a(x,  y) ' 

mit gegebenen rechten Seiten (/r ~9r Vergleich mit (6A), (6.2) 
bzw. (6.4), (6.5) ergibt ]*=-1' -- /", ~ 9 " = 0 ' - - ~ "  und welter wegen T ( 0 ) = 0  

(I*, O*)= T(t, O) - -a ( / ,  ~9)=R (/, 0).  

6 Es wird kurz A (u), R (u) start A (0, u), R (0, u) gesehrieben. 
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Daher ist unter Benutzung von (2.2)' 

II R (/, ~)ll. = Ill*ln~ + I1~*111 
<c (11 o(~l,t)II ~ + Pr ~ o} 

Die Ungleichung (2.3) liefert 

IID~/D~/IIo < l[D~/llomax I D~/I <__ c~l]D~/llo [ID~/II~ < c~lllll~ 
und analog 

IID~D~]Ilo--<--~11~[11 II/11~. 
I n s g e s a m t  hat man also 

[IR (/, O) ll,<-_ ~411o', o) 11~, 
woraus die Behauptung folgt. 

Hilfssatz 11. Bei konstantem Wert yon Pr ist der Operator T in dem Para- 
meter 2----PrGr gleichmdflig stetig in /olgendem Sinn : Es sei Q eine beschrdnkte 
Menge in B. Dann kann man zu gegebenem e> 0 immer ein ~=~7 (~, e) so ]inden, 
daft/i~r beliebige Werte von 2 und 2o sowie /iir beliebiges ucQ aus der Ungleichung 
[ 2 - -  20[ < ~ auch immer 

liT(u, 2 ) -  T(u, 2o)11.<, 
/olgt. 

Beweis. Es sei ]lu liB g M ftir alle u der beschr~inkten Menge Q. Wir bezeichnen 
mit (/', v~') bzw. (/o, Zgo) die L6sung von (6A), (6.2) zum Parameterwert 2 bzw. 20. 
Da 2 in (6.2) nicht auftritt,  ist v ~' =v~ o, wAhrend / '  -- ]o der Gleichung AA (/ ' - - /6)= 
(2--20) v~x gentigt. Daraus ergibt sich 

liT(,,, 2) - T(;, 2o)11,----II/' --/o I1~<---- el 2 - -  2ol I1~ 11~ 
<=cl2 -2o IM<e  

falls 12-20I <7 mit ~=e (cM)  -1. 

7. Berechnung des A bbildungsgrades 

Wie in Abschnitt I wird der Operator �9 betrachtet mit r 2) ----u- T(u, 2). 
Es wird nach Fixpunkten von T gefragt, d.h. nach LSsungen yon 

(7.1) ~(u, 2 ) = 0  

im Banach-Raum B. Das Nullelement u----0 (d.h. / - -~9~0)  ist bei beliebigem 
2 immer eine L6sung. 

Hilfssatz 12. Es sei s ein beliebiges, beschr~nktes Gebiet in B, in dem das 
Nullelement als innerer Punkt enthalten ist. Mit  21 sei der kteinste Eigenwert 
yon (4.3), (4.3)' bezeiehnet. Dann ist 

dI~(u, 2),E2, o]= + l /dls --oo<2<21. 

Beweis. Da fiir alle 2 aus --oo<2(21 nach Hilfssatz 7 nur die LSsung 
u =  0 in B existiert, liegt insbesondere keine LSsung auf dem Rande yon Q. 
Der Abbildungsgrad dE#, Q, 0J ist also definiert und bleibt konstant fiir alle 
Werte 2 <  21 (Eigenschaft I I I  des Abbildungsgrades). Es geniigt daher, d E#, Q, 0] 
ftir den speziellen Weft 20=0 auszurechnen. Hierzu werden die SAtze t .--3.  
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aus Abschnitt t herangezogen: Der Abbildungsgrad ist gleich dem Index der 
einzigen in Q vorhandenen L6sung von ~b(u, ~t0) = 0. Um den Index zu berechnen, 
hat man die lineare Abbildung w = u -  A(u,  3,o) zu betrachten, wobei A das 
Frechetsche Differential von T an der Stelle a =  0 ist. Wenn man zeigen kann, 
dab im Intervall 0</z  ~ 1 kein Eigenwert von u - - i~A(u ,  2o)----0 liegt, dann ist 
der Index gleich + t. Man kann sogar zeigen, dab tiberhaupt kein Eigenwert # 
existiert. G~ibe es einen solchen, dann w~ire das zugeh6rige u = (/, 0) eine L6sung 
von A A ] =  0, A 0 = [, (wegen ~t o = 0). Diese Gleichungen besitzen aber nur die 

o o 

triviale L6sung [ ~- 0, 0 ~= 0 in H 2 (G) bzw. H 1 (G). 
Entscheidend ftir das Weitere ist nun die Bestimmung der Vielfachheit des 

kleinsten Eigenwertes ~t 1 im Sinne der Definition in (5), Abschnitt t ,  wo eine 
unendliche Folge von Gleichungen 

L(u) -~ O, L 2 (u) ~- 0 . . . . .  L k (u) = 0 . . . .  

betrachtet  wurde. Im vofliegenden Fall stellt sich heraus, dab jede L6sung 
einer der Gleichungen L k ( u ) = 0  (k > t) bereits L6sung der Gleichung L ( u ) = 0  
ist, so dab man die Vielfachheit m a bestimmen kann, indem man die Anzahl 
linear unabh~ngiger L6sungen von L(u)----0 ermittelt. 

Hilfssatz 13. Die Anzahl  linear unabh~ngiger L~sungen yon (4.3), (4.3)' zum 
kleinsten Eigenwert ~1 ist gleich der Viel/achheit m I i m  Sinne der Definition in (5), 
A bschnitt t .  

Beweis. Wir setzen L(u) ~ - - u -  A (u, ~1). Man hat zu zeigen, dab jede L6sung 
von Lk(u)-----0 ( k = t ,  2 . . . .  ) auch L6sung yon L ( u ) = 0  ist. Ffir k = t  ist das 
trivialerweise der Fall. Wit zeigen, dab die Behauptung ftir k + 1 richtig ist, 
falls sie ffir k richtig ist. Angenommen, es sei u* eine nichttriviale L6sung der 
Gleichung L *+ x (u )= L ~ (L(u) ) = 0 .  Dann gentigt das Element v ~ L ( u * )  der Glei- 
chung L k (v)= 0 und nach Induktionsvoraussetzung auch der Gleichung L ( v ) =  O. 
Daher ist v entweder das Nullelement oder aber eine Eigenfunktion yon (4.3), 
(4.3)' zum Eigenwert ~1. Im ersten Falle ist L(u* )=  0, womit alles bewiesen ist. 
Es gentigt also zu zeigen, dab v keine Eigenfunktion sein kann. 

Angenommen, es sei v-----(Ix, 01) eine Eigenfunktion zum Eigenwert A1, d.h. 
es sei 

AAII=,h(01)., A01= (11),. 

wobei nach frtiherem/1, 01 von selbst die Eigenschaften (a)--(c) aus Abschnitt 4 
besitzen. Ftthrt man die Bezeichnung u * =  (/, zg) ein, so folgt aus L ( u * ) =  v bzw. 
der ~quivalenten Gleichung u * =  A ( u * +  v, ~1) das Bestehen der Gleichungen 

A A I=  ,h (O + 01)~ 
(7.2) A #----- (l + 11),. 

Die Gleichungen (7.2) bleiben richtig, wenn man zu (/, 0) ein beliebiges Viel- 
laches yon (/1, 01) addiert: 

AA(1+c11)---,t1~.+ 2~(01). 
A,~-- (I + c I0,, 
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mit ~ ~ 0 + (c -- t) ~1. Aus diesen Gleichungen folgt 

f (I grad ([ + c [1)x [~ -~ I grad ([ + c [1)y [2 __ $11 grad ~[2) dx dy 
G 

----2 f ([ + c [1)AA[ldxdy,  

wobei die linke Seite wegen der Minimaleigenschaft yon $1 nichtnegativ ist. 
Daraus folgt die Ungleichung 

c f (~/1)'dx dy > - f / A  A/1 d~ dy, 

die aber ft~r beliebiges c nur dann richtig ist, wenn /1 identisch null ist. Also 
ist notwendig v =  0. 

Es bleibt nun noch die grundlegende Frage zu beantworten, wieviele linear 
unabh/ingige L6sungen zum Eigenwert $1 existieren. Fiir einige spezielle Gebiete 
wie Kreis, Quadrat und Rechtecke mit bestimmten Seitenverh/iltnissen wurde 
;~1 numerisch berechnet und gefunden, dab $1 ein einfacher Eigenwert ist. Es 
gilt dann folgender Satz: 

Theorem 2. Fi~r alle Gebiete G, [i~r die der kleinste Eigenwert $1 von ungerader 
Viel[achheit ist, was z.B. fiir Kreis und Quadrat der Fall ist, verzweigt sich die 
Grundstri~mung beim Oberschreiten tier kritischen Rayleigh-Zahl PrGr=$1.  Das 
heiflt es existiert fi~r alle Werte von $ aus einem kleinen Intervall 41< ~< ~ + 
(8> 0) eine yon der Grundstr~mung F o, ~)o verschiedene station~re Lb'sung (thermische 
Konvektionsstrb'mung) der nichtlinearen Bewegungsgleichungen. Die verschiedenen 
Zweige der Lb'sung unterscheiden sich beliebig wenig in der Norm des benutzten 
Banach-Raumes B, so[ern nur [$--$x] gen~gend klein ist. Fi~r ~= ~1 [allen die 
Zweige der Lb'sung zusammen. 

Zusatz. Schreibt man die Strom[unktion der Konvektionsstr~mung in tier Form 
F($, x, y)----F o + [ ($, x, y), so daft die zustitzlichen, dutch den thermischen Auflrieb 
verursachten Geschwindigkeitskomponenten durch [y bzw. --[~ gegeben sind, dann 
[olgt 

max l /~ ($, . ,  y) l -+ o, m_~xl/ .($,~,y)l-§ /~r $-~$~. 
G G 

Beweis. Nach Hilfssatz 7 besitzt die Gleichung u -  T(u, ~)----0 flit $--~$1 in 
B nur die triviale L6sung u = 0 .  Es sei M eine beliebig vorgegebene, positive 
Konstante. Dann wird das Gebiet D bzw. sein Rand D' definiert dutch ]lu ][B< M 
bzw. [lUIIB=M. Insbesondere ist u----0 ein innerer Punkt von D. Wir zeigen 
zunitchst, dab man ein positives 8 so angeben kann, dab ftir alle Werte von $ 
aus ~1=< $ ~  $1 + 8 keine L6sung der Gleichung u -  T(u, $)=  0 auf dem Rande 
~ '  liegt. Gitbe es ein solches ~ nicht, dann k6nnte man eine Folge von ~-Werten 
$~), $c~.~ . . . . .  -+'~1 derart finden, dab zu jedem $1kl mindestens eine L6sung u k 
auf D' existiert : 

u k -  T(u~, ~ckl)= o (k = t ,  2 . . . .  ) .  

Wir wollen zeigen, dab eine geeignete Teilfolge der u~ gegen eine L6sung v yon 
u -  T(u, ~1)= 0 mit [Iv lIB----M konvergieren wtirde im Widerspruch zu Hilfssatz 7, 
wonach ftir $ =  & nut  die triviale L6sung mit H u ]{B = 0 existiert. 
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Wir nehmen an, die gleichmifl3ig beschriinkten ul, u s , . . ,  seien bereits die 
Elemente der geeignet ausgew~ihlten Teilfolge, fOr die die Folge der Bildelemente 
vk= T(uk, 41) gegen ein Grenzelement in B konvergiert: Hv--vk{[~--+O ftir k-+ oo 
(Hilfssatz 8, Vollstetigkeit yon T(u, 41) ). AuBerdem gilt (s. Hilfssatz 1t, gleich- 
m~il3ige Stetigkeit in 4) 

[{T(u, 41) - T(u, 2(k))H~<s 

ffir beliebiges uc.Q + Q '  von einem gewissen Index k*=k*(e, .(2) an. Insbesondere 
gilt die Ungleichung ffir die speziellen Elemente u,.  Daraus folgt fOr gen0gend 
grol3e k 

= - ~ l l ~  + I lZ ( .k ,  41) - -  Z(u~, 4(k>)l[B < 2 8  

bzw. I t v - ~ l t ~ 0  for oo Daher gilt in der Norm des Raumes B fOr k ~  oo: 
v= l im  vk=lim T(u k, 21)= T(v, 21). Das heiBt v w~tre eine L6sung yon 

u- -  T(u, 41)----0 mit [l~l[~=llu~l[e=M, 

was nicht m6glich ist. 

Es gibt also ein positives 8, so dab fiir 4 ~ 4 1 + 8  auf dem Rande s keine 
L6sung yon ~(u, 4) = 0 liegt. Nach Abschnitt 1 (Eigenschaft I I I  des Abbildungs- 
grades) ist d[qS(u, 4),D, 0] konstant ffir alle 4=<41+~, und zwar ist d = + a  
nach Hilfssatz 12. Andererseits multipliziert sich der Index der L6sung u =  0 
beim Oberschreiten des kleinsten Eigenwertes 11 der ungeraden Vielfachheit m 1 
mit dem Faktor -- t. W~ihlt man ~ so klein, dab in 41 < 4 < 41 + ~ kein Eigenwert 
yon (4.3), (4.3)' liegt, dann ist in diesem 4-Intervall u =  0 eine isolierte L6sung 
von #(u, 4 )=  0. FUr keinen 4-Wert aus dem betrachteten Intervall kann u =  0 
die einzige L6sung sein, weil dann der Abbildungsgrad gieich dem Index dieser 
L6sung wiire, d.h. d = -  t im Widerspruch zu d =  + t fOr alle 4=< 41 + ~. 

Wir wollen noch zeigen, dab [lullB-+o mit 4-+21 fOr alle L6sungen uEQ+Q' .  
Ware dies nicht richtig, dann k6nnte man eine Folge von 4-Werten und zuge- 
h6rige L6sungen u k angeben mit 

u~ -- T(u k , 4 (k)) = 0, 4 (~) --> 41, 

wobei ist. Ganz analog wie oben wiirde dann aus der Voll- 
stetigkeit bzw. der gleichm~tBigen Stetigkeit yon T(u, 4) folgen, dab ein Element v 
existiert mat v - -T(v ,  41)=0, im Widerspruch zu Hilfssatz 7, 
wonach ffir 2 =  21 nur die L6sung u =  0 mit {I-It --o existiert. 

Beweis des Zusatzes. FOr Elemente u =  (/, zg) E B i s t / c H  3 (G) bzw./~,/rEHz (G). 
Nach Lemma 3 (SoBoLEv) gilt dann mit einer nur vom Gebiet abh~ingigen 
posifiven Konstanten c 

 xl/ l  xl/ l 
Fur It-I{~-*o foagt die Behauptung des Zusatzes. 
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IV. Numerischer Teil 

8. Orthogonalit~t der Eigen]unktionen 
Die verschiedenen, linear unabh~ngigen L6sungen (]i, v~i) yon (4.3), (4.3)' zu 

den Eigenwerten h i seien so durchnumeriert, daB 0<)tl<=h2--< ..- ist, wobei im 
Falle mehrfacher Eigenwerte entsprechend oft das Gleichheitszeichen steht. Ffir 
L6sungen zu verschiedenen Eigenwerten h i 4: hk erh~lt man die Relationen: 

(8.t) f AhA/kdxdy=-o ,  f grad~gigradOkdxdy=O (i:#:k). 
G G 

Um (8.t) herzuleiten, multipliziert man A A/i---- hi (~i)x, A ~k = (/k), mit /~ bzw. t~ i 
und integriert fiber G. Naeh partieller Integration erh~lt man 

f A]i A ]k dx dy = -- 2i f~gi A ~gk dx dy = h i f grad Oi grad ~9 k dx dy. 
G G G 

Eine analoge Gleichung gilt nach Vertauschen von i und k, d.h. es ist 

(hi -- hk) f grad t9 i grad ~gkdxdy=O. 
G 

Wegen hi4:hk folgt daraus (8.1). 

Sind die Eigenwerte 2 i und hk gleieh, dann braucht (8.t) nieht zu gelten. 
Man kann aber nach dem bekannten Orthogonalisierungsverfahren immer Linear- 
kombinationen der L6sungen angeben, die ihrerseits linear unabh~ngig sind und 
auBerdem den Relationen (8.1) genfigen. Ist z.B. h i=  h2, dann setze man 

(lt, 0") (11, ~1) (1", * c = , 0, ) = ( /1,  #1)  + ( i s ,  0~), 

wobei die Konstante c sich aus 

f grad ~9" grad ~* dx dy = c f I grad ~112 dx dy + f grad ~91 grad ~2 dx dy =- 0 
G G G 

errechnet. Wir nehmen an, Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert seien bereits 
orthogonalisiert, so daB (8.t) in jedem Falle gilt. 

Nach dem Variationsprinzip in Abschnitt 4 kann 21 charakterisiert werden 
als das Minimum des Funktionals J[[]. Ganz analog kann 2, eharakterisiert 
werden als das Minimum yon J[[] unter den n - - t  linearen Nebenbedingungen 

f gradtgigradOdxdy=O ( i= t ,  2 . . . . .  n - - t ) .  
G 

Wir geben den Beweis nicht wieder, da er fast w6rtlich aus COURANT und HILBERT 
[5] auf das vorliegende Problem fibertragen werden kann. Ebenfalls naeh dem 
Vorbild yon I51, Bd. II, S. 494]95, ergibt sich die Vollst~ndigkeit des Systems 

o 

yon Eigenfunktionen (]k, ~gk) in folgendem Sinn: Ffir jede Funktion ]cH2(G ) 
o 

bzw. das zugeh6rige zgEHI(G ) mit A#----[, (ira Sinne schwaeher L6sungen) be- 
stehen mit den ,,Fourier-Koeffizienten" 

c k = f grad t9 grad Ok dx dy (Normierung: f l grad 0k ]2 dx dy = t) 
G G 
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die VollstAndigkeitsrelationen 

f (Igrad/,,I ~ + Igrad/, ,12)dxdy= ~ ,~c~, 
G k = l  

flgradO]'d~dy--: ~ c~ 
G k = l  

bzw. die Gleichung 

(8.2) 
k~ d 

J [ ] ~ _  k~l  
oo 

X d 

9. Iterationsver/ahren. Methode der Schwarzschen Quotienten 
Beginnend mit einer Funktion f0), die etwa aus C a (G) gew~ihlt sei, wird eine 

Iterationsfolge (/r v~(k)) definiert dutch die LSsungen der Folge yon Randwert- 
problemen 

(9.t) /t ,I/r = 0 ~ ,  A #ckl = 1~1 (k = 0, t . . . .  ) 

mit den Randwerten/Ok) __ a/Ck)/~n=~gck)=O auf R. 

Es werden dann die Schwarzschen Konstanten 

a k ---- f grad 0(k-0grad zg(i)dxdy ( i=  0, 1 . . . . .  k) 
G 

betrachtet, die vom Index i unabh~ingig sind. Es ist n~mlich: 

f grad z9 r grad v ~(~ dx dy = -- f A ~9 (k) ~9 (~ dx dy ---- f/(k) A A 1(1~ dx dy 
G G G 

= f O~ -1) p)dxdy : -- f~9 Ik-~) t~ldxdy 
G G 

= f grad z9 Ck-x) grad ~9 <1) dx dy. 
G 

Wiederholung dieser Schlul3weise ergibt, dab die a k tatsAchlich von i unabh~ingig 
sind. Aus den a k werden nun die Schwarzschen Quotienten 

a k  - -  1 q k  ~ - -  

tz k 

gebildet. Ftir geraden Index 2k ergibt sich nach einer leichten Umformung 
mittels (9.1) 

q~k=][/(kl] ~_ ~>  o. 

Man sieht sofort, dab alle a k positiv sind, sofern die Funktionen [(k), zg(~) nicht 
identisch null sind. Ftir geraden Index hat man 

a2~= f ]grad 0 (~) [~dxdy> O, 
G 

und fiir ungeraden Index erh~ilt man a 2 k-a = as k q2 k = a2 k J [](k)] > o. Daher sind 
auch die qk aUe positiv. 
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Wir  zeigen nun, dab die qk eine absteigende Folge bilden: 

ql>= q2=> "'" >---- 41" 

Zum Beweis be t rach ten  wit  nach dem Vorbild von [2], S. t81 die Funkt ionen  

[ ~ a 2 k +  1/(k) _ _  a2 k i l k+ l ) ,  ~9 ~ a 2 k + l  ~(k) __ a2k~9(k+l) .  

Zun~chst ist f / A A ] dxdy = f (A/)2 dxdy >= O. Andererseits ist 
G G 

f I A A I dx dy = f (a2k+l l (k) - -  a2, f*+ll) (a2k+l ~9~ -1) -- a2k ~9~ )) dxdy 
G G 

= - -  f (a2k+l A 0 Ik) - -  a2k A 0 Ik+l)) (ak+~ 0 ck-~) - -  a2k 0 ok)) dxdy 
G 

= a2k a~ k+~ (q2,  - q2k+l )  > 0, 

woraus q2k>q2k+l folgt. Analog erh~lt man  aus 

f ] grad va] 2 dxdy ---- a2, a2k+l a2k+2 (q2k+x --  q2k+2) >= 0 
G 

die Ungleichung q2 k+a >= q2 k+ 2. 
Es seien c k die Fourier-Koeff izienten der Ausgangsiterierten tg(~ 

ok---- f grad v~(~ ~gkdxdy. 
G 

Dann erh~tlt man  ffir die Koeffizienten c~ ~) der ersten I ter ier ten v a(~) 

c~ 1) = f grad v~(a) grad ~9, dx dy = -- f A ~9 ~1) Oh dx dy. 
G G 

Benutzung  von (9. t) bzw. von A A ],----4k (0k)x, A 0k---- (]k)x liefert dann c~1)= (4,) -1 c k 
bzw. aUgemeiner 

ftir die Fourier-Koeff izienten der n-ten I ter ier ten z9 I"). Nach (8.2) ha t  man  daher  

q2. = jell-)] _ ,=a = k = l  

k = l  k = l  

Daraus 1ABt sich ablesen, dab q2,-+41, falls der erste Fourier-Koeffizient  q =~0 
ist. Wenn auBerdem 41<42 ist, dann konvergier t  f") (yon einem Normierungs-  
faktor  abgesehen) gegen ]1. 

Um 42 zu berechnen, mul~ man  eine Ausgangsfunktion ](0) w~hlen, ftir die 
cl 4 :0  ausfitllt. Im Verlauf der numerischen Rechnung geht  allerdings die Ortho- 
gonalit~tt der I ter ier ten (]l-), zgl-)) zu (/1, zg~) dutch  Rundungsfehler  verloren, so 
dab man  zweckm~tBig bei jedem I terat ionsschri t t  vorsorglich orthogonalisiert .  
Andererseits ha t  dieser numerische Effekt  zur Folge, dab auch bei unglficklicher 
Wahl  der Ausgangsfunktion (d. h. c 1 = 0 bei der Berechnung von 4~ bzw. q = c 2 = 0 
bei der Berechnung von 42) mi t  der Zeit doch eine Komponen te  yon (]x, 4a) 
bzw. von (]2, 42) here inkommt und  man  den gewfinschten Eigenwert  erhitlt. 
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10. Numerische Ergebnisse 
Zur numerischen Behandlung des Eigenwertproblems (4.3), (4.3)' wurde ein 

Differenzenverfahren mit  quadratischem Gitternetz benutzt  (Maschenweite l). 
Es wurden die einfachen Differenzenformeln ftir den Laplace-Operator A bzw. 
fiir A A benutzt,  die dem Schema 

+ l  
+ I  + 2  - - 8  + 2  

+ 1  - - 4  + l  + t  - - 8  + 2 0  - - 8  + l  
+ t  + 2  - - 8  + 2  

+ t  

entsprechen (s. etwa E3]). Die auftretenden ersten Ableitungen [~ und z~, wurden 
dutch zentrale Differenzenquotienten ersetzt. Am Rande wurde folgendermal3en 
verfahren: Die zun~ichst nur im Gittergebiet definierten Funktionswerte [i,k 
wurden durch Spiegelung an den sttickweise geradlinigen R~indern in das AuBen- 
gebiet fortgesetzt, so dab zun~ichst die align= 0 entsprechende Differenzenformel 
erfiillt war, und auBerdem die Differenzenformel zu AA im ganzen Gittergebiet 
ausnahmslos anwendbar war. 

Da eine Fehlerabsch~itzung fiir die DifferenzenlOsungen nicht vorlag, wurde 
zun~ichst das Eigenwertproblem ftir ein quadratisches Gebiet mit  verschiedener 
Anzahl yon Gitterpunkten behandelt, um den EinfluI3 der Maschenweite l zu 
studieren. Es wurde erhalten: 

Anzahl der Eigenwert A1 
Gitterpunkte 

25 6,66" t03 
64 5,29" t03 

144 5,08" 103 
400 5,03 �9 t03 

Zum Vergleich sei eine obere Schranke fiir '~1 angegeben, die mit  Hilfe eines 
einfachen Ritz-Ansatzes gefunden wurde (s. [18]): 

21< 5,33 �9 103. 

Im einzelnen wurden folgende Ergebnisse erhalten, wobei im Falle des Kreises 
ein approximierendes Achteck benutzt  wurde: 

Anzahl der 
Gebiet }̀ 1 },2 Gitterpunkte 

Kreis 
Quadrat (b=l)  
Rechtecke b=~ 

b= t ,3  
b= l ,5  
b=2,0 

6,05 �9 t0 a 
5,03- 10 a 

13,38 �9 103 
3,5t �9 t03 
3,09" t03 
2,35 �9 t03 

t0,05 �9 t08 
7,95 " t03 

26,63 �9 103 
4,27 �9 108 
3,28" 10 s 
2,47 �9 t03 

264 
400 
t76 
154 
t76 
22t 

Natiirlich w~ire es erwiinscht gewesen, ohne diesen Aufwand an numerischer 
Rechnung in den betrachteten Ftillen zu zeigen, dab 21< ~2 ist, da ja die numeri- 
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~ x ~  3 

schen Werte der Eigenwerte nicht ben6tigt werden sondern lediglich ihre Ver- 
schiedenheit. Es diirfte jedoch schwierig sein, ohne numerische Rechnung all- 
gemeine Aussagen zu machen. 

20xlO a 

,,~. 

lOxlO 3 

0,2 
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i 
; /3  Z,O Z,b- 2,0 

b 
Fig.  t .  E i g e n w e r t e  k 1 und  ks be im Rech t eck  in  kbh~ingigkei t  yon de r  Bre i t e  b. (Der  von  PELLEW und  SOUTHWELL [16] 

ffir b = c o  e r rechne te  W e f t  ~ . t = t , 7 0 7 8  �9 t08 i s t  ges t r iche l t  e ingezeichnet . )  

1 
+0,2 

+0, 

+0, 

+z3 

-0,2 

.0,6 

.0,8 

11 = cons t  () ' t  = 5,03 �9 t 0  s) [~ = const  (2 ,  = 7 ,95 .  t 0  s) 

Fig .  2. S t r o m l i n i e n / = c o n s t  f i i r  die E igen funk t ionen  zu #11 und  ).2 be im Q u a d r a t  ( b = l )  

l l  = const  (~.1 = 6,05 �9 10 s) ]s = cons t  (As = t0 ,05  �9 t 0  a) 

Fig .  3. S t r o m l i n i e n / = c o n s t  ft ir  die E igen funk t i onen  zu A1 und  ~1, be im Kreis  ( approx imie r t  du rch  Achteck)  
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.f x = const  (2 x = 3 ,09 .  t 0  m) f= = const (~.== 3,28.  tO I) 

Fig.  4. S t r o m l i n i e n / = e o n s t  ft ir  die Eigelxfunkt ionen zu Aa und  2i  be im Reeh t eck  m i t  b = t , 5  

-aj -al 

\ . . J  ~ / 

#x = const  (,lx = 2,35 �9 10 s) 1= = eonst  (2= = 2,47 �9 t 0  s) 

Fig.  5- S t r o m l i n i e n / = e o n s t  ffir die E igenfunk t ionen  zu  )11 u n d  Ai be im Rech t eek  m i t  b = 2  

In Fig. t sind die Werte von ~1 und ;t 2 in Abh/ingigkeit von b im Falle yon 
Rechtecken aufgetragen. Fig. 2--5 geben einige Stromlinienbilder wieder. 

Zusammenfassung 

Am Beispiel der Str6mung in einem horizontalen Rohr mit yon unten er- 
w~rmter Wand wird gezeigt, wie man mit Hilfe der Theorie des topologischen 
Abbildungsgrades yon LE~AY und SCHAUDER im iiberkritischen Bereich der 
Rayleigh-Zahl auf die Existenz einer yon der Grundstr6mung verschiedenen, 
station~iren Str6mung (thermische Konvektionsstr6mung) schlieBen kann. Unter- 
halb der kritischen Rayleigh-Zahl existiert genau eine station~re L6sung der 
Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen, n~mlich die Grundstr6mung. Beim 
Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl verzweigt sich diese station~re L6sung, 
wobei die Grundstr6mung gleichzeitig instabil wird. 

Die Methode des Abbildungsgrades ist auf ~hnliche Str6mungsbeispiele mit 
,,zellulsrer Instabilit~t" anwendbar wie z.B. die Str6mung zwischen rotierenden 
Zylindern (Taylor-Wirbel) oder die yon unten erw~rmte Fliissigkeitsschicht 
(Benard-Zellen). 

Diese Arbeit elltstand aus dem Institut fiir An6.ewandte Mathematik und Me- 
challik der DVL an der Universit~t Freiburg i. Br. Uber diese Ulltersuchung wurde 
bereits auf der GAMM-Tagung in Bonn (24.--28.4. 1962) berichtet (s. [19]). 
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