Excistengbeweis gur Kanaltheorie der Gegeiten

HERBERT BECKERT

Wir betrachten in der vorliegenden Untersuchung Potentialstromungen einer
schweren inkompressiblen Fliissigkeit um einen Zylinder unter folgenden Be-
dingungen:

a) Die Stromlinien verlaufen sdmtlich in Ebenen senkrecht zur Zylinder-
achse, d.h. es handelt sich um eine ebene Strémung.

b) Die Fliissigkeitsmasse grenze im AuBenraum allseitig an ein etwa gas-
férmiges Medium U von konstantem Druck p,, besitzt also eine freie Oberfliche.

¢) In der Entfernung D von der Zylinderachse befindet sich in U ein Stor-
korper (Mond), dessen Gravitationspotential die Fliissigkeitsbewegung beeinfluB3t.
Wir wollen die Schwerkraft, welche von konstantem Betrag zur Achse hinge-
richtet sei, sowie die Zentrifugalkraft berticksichtigen. Die gegenseitige Gravi-
tation der Fliissigkeitsteilchen wird dagegen vernachléssigt.

Auf das vorliegende Stromungsmodell fithrt die sogenannte Kanaltheorie der
Gezeiten!. Hierbei nimmt man an, der Mond beschreibe eine Kreisbahn etwa
in der Aquatorebene des kugelfésrmigen Himmelskorpers, der seinerseits um die
Achse senkrecht zur Aquatorebene gleichférmig rotiert und dabei die ihn be-
deckende Fliissigkeitsmasse mitfithrt. Falls die Dimensionen groB genug sind,
kann man die Strémung dieser Fliissigkeit in einer Kugelzone, welche die Aquator-
ebene als Symmetrieebene besitzt und von hinreichend kleiner Héhe ist, in guter
Anndherung als ebene Zylinderstrémung behandeln. Dabei studieren wir die
Stromung beziiglich eines mit der Winkelgeschwindigkeit des Mondes in der
Aquatorebene rotierenden x, y; z=x +¢y Koordinatensystems. Wir diirfen an-
nehmen, dafl in dieser komplexen z-Ebene der Mond die festen Koordinaten
x=2D, y=0 besitzt. Wenn die Tiefe des Meeres nicht zu groB gegen den Radius
des Aquatorkreises R ist, kann man den EinfluB des Gravitationspotentials,
welches von der Flissigkeitsmasse herriihrt, vernachlidssigen. Da wir weiter
Wirbelfreiheit der Strémung voraussetzen wollen, und die Bewegung im mit-
bewegten z-System stationdren Charakter besitzt, stoen wir in der Tat auf
das eingangs formulierte Strémungsproblem.

In I stellen wir ein unserer Strémungsaufgabe dquivalentes Randwertproblem
auf. Das Strémungsgebiet wird in bekannter Weise auf einen Kreisring &:
0:=|l| =1 einer {-Hilfsebene transformiert. Zur Bestimmung der analytischen

Funktion w ({) =% +ir=141n %Vzl , wobei W (z) das komplexe Strémungspotential

1 Unter sehr einschridnkenden Voraussetzungen wurde eine lineare Kanaltheorie
der Gezeiten bereits von AIry aufgestellt, welche auf die inhomogene Schwingungs-
gleichung fiihrt. Man findet eine ausfiihrliche Darstellung iiber diesen Gegenstand
in [2], S.292ff.
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bedeutet, ergibt sich lings S,: |{|=g1; S;: |[{| =1 jeweils eine komplizierte
nichtlineare Integrodifferentialrelation zwischen ¢ und t; die eine Relation lings
S; folgt aus der in Richtung der freien Linie differenzierten Bernoullischen Glei-
chung, die andere lings S, aus der Abbildungsbedingung von S, auf den Kreis
|z] =R. Das ungestérte Stromungsproblem hat die triviale Lésungsschar W (z) =

z_j”__ In z, wobei ¢ die Zirkulation bedeutet. Die freie Linie ist in diesem Fall

als Stromlinie jeweils ein Kreis. Die Frage, ob noch weitere Eigenlésungen im
ungestorten Fall auftreten, wird hier nicht untersucht und aufgeschoben. Um
die Zentrifugalkrifte beriicksichtigen zu konnen, benétigen wir fiir unseren L&-
sungsansatz die Voraussetzung, dal diese Krifte ein Potential haben. Dies wird
natiirlich streng nicht erfiillt sein. Wir kénnen daher diese Krifte nur niherungs-
weise in Rechnung stellen. Da die Tiefe des Meeres als klein gegeniiber R voraus-
gesetzt wird, darf man den Betrag der Zentrifugalkraft als konstant im Fliissig-
keitsbereich ansehen. Dies fithrt auf ein Potential vom Typ der Schwerkraft.
Die mittlere Rotationsgeschwindigkeit, welche dann das Potential der Zentri-
fugalkraft festlegt, gewinnen wir aus der Zirkulation.

In II definieren wir eine unserem Randwertproblem 4dquivalente Funktional-
transformation 7 und geben konvexe Mengen in deren Definitionsbereich an,
die durch T stetig und vollstetig in sich abgebildet werden.

Nach dem Schauderschen Fixpunktsatz besitzt T Fixpunkte, und zwar er-
halten wir insgesamt eine zweiparametrige Schar. Fiir den Bereich, den die
Parameter durchlaufen, werden Schranken bestimmt.

Haupthilfsmittel beim Beweis der Vollstetigkeit von T sind die Sitze von
Farou-PriwaLow iiber einem Kreisring; zur Herleitung von a priori Schranken
verwenden wir mehrfach das Maximumprinzip.

In ITI beweisen wir, da8 die Fixpunkte auf Losungen unserer Strémungsauf-
gabe fithren, sofern wir uns auf diejenigen beschrinken, bei denen die Schwankung
des Geschwindigkeitsbetrags entlang der freien Linie nicht zu gro8 ausfillt. Man
beachte, daB fiir die obige triviale Ldsungsschar des ungestdrten Problems die
genannte Schwankung verschwindet. Entsprechend der Spiegelsymmetrie des
Gravitationspotentials des Mondes verlaufen unsere Lsungen spiegelsymmetrisch
zur x- und y-Achse, insbesondere gilt dies fiir die freie Linje.

Bei vorgegebenem Zylinderradius R und Stérpotential des Mondes hingen
unsere Losungen von der Zirkulation ¢ und dem FluB y; der Umstrémung ab.
Obwohl das ungestorte Problem fiir jeden Wert ¢ 19sbar ist, gibt unser Existenz-
beweis keinen direkten AufschluB, ob im Fall des gestérten Problems Potential-
stromungen auch mit beliebig kleinen Zirkulationen existieren. Die Zirkulation
der hier konstruierten Potentialstrémungen liegen in einem positiven Intervall
beiderseits des Punktes e=4n?gR?; g= Schwerebeschleunigung.

I

Der Strémungsbereich B unseres eingangs formulierten Problems ist ein ring-
formiges Gebiet in der z-Ebene, das von dem Kreis Sk: |2/ =R im Inneren und
von der freien Stromlinie € im AuBeren begrenzt wird. W(z)=g(x, ¥) +ip(%, ¥)
sei das komplexe Stromungspotential; Sy falle mit der Stromlinie p=1v,, € mit
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=0 zusammen. Wir setzen:
aw
(1) dz

fw

=@, tiy,=u—tv=w=e"

o==0+1i1; w=ee ?=c"(cos?—isind).

Wie wir sehen werden, sind die Randbedingungen spiegelsymmetrisch zu den
Achsen. Wir fordern daher nach Einfiihrung von Polarkoordinaten: z=7¢'*

= M _1_ =_c-
2 9(0.)=0; (zmN==1;
<P(75,1’)E§; ?7(%71,?’)—:—%6; ¢(2n,7rj=c

und beachten das Spiegelungsprinzip. Die Konstante ¢ definiert die Zirkulation
der Umstromung des Zylinders:

c=bwdz=W(Q2mn,r)— W(0,7).
B wird zunichst durch die konforme Transformation W=W{z) auf das Rechteck
R 0=Zp=yp,; 0=sp<c
abgebildet, danach vermdoge

2nt
{=ec
(3) -ﬂ

9:3 ¢ ;0’=

W (2) _

81‘0

2n @
4

auf den Kreisring ®: ¢, <|l| <1 der {-Ebene. Dabei gehen
g in S: |¢]=1
2ny,

Sg in S, : [C]:glze— ¢

itber. Die Riicktransformation von @ auf 9B leistet dann

2nt
1

4
(4) r=Ry4 fe“"“’%.

Hierbei bezeichnet x;=R, die Abszisse des Schnittpunktes A von £ mit der
positiven reellen Achse. Wir formulieren jetzt das Randwertproblem fiir die
tiber & analytische Funktion

w () =%(g,0) +21(p,0).
Wir setzen:
w(@) =w({) —ilnl +jn +iK,
e, o) =bi(0,0) +o+in;  t(e,0)=7n(,0)—Ing+K
und verlangen wegen (2} die Symmetriebedingungen

(5)

%(o, —0) =—% (0. 0); 71(e, — 0) =1,(0,0),
6 hiein—0)=—%(@fn+0); 1w (edn—0)=1(in+o),

Hhie.3n—0)=—0 (0. 37 +0); (e dn—o)=1(03n+0).
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K bedeutet eine Konstante tiber die wir noch verfiigen werden. (g, o) ist be-
kanntlich der Winkel, den der Geschwindigkeitsvektor im Bildpunkt zu (g, a)
mit der positiven x-Achse einschlieBt. Die Bedingungen (6) fithren nach (5)
gerade auf diejenigen, welche nach dem Spiegelungsprinzip aus (2) resultieren.
Man findet sofort

#o,2n—0)=0(0,2n—0)+2n—0+ 37
=—19¥(p,0) + 7 mod 2x
ebenso
o, 47— o) =—9 (0, 37 +0) mod 27,
#o,.3n—0) =—9(e, 3 » +0) mod 2z,

woraus nach (1) sogleich

u(g, 27— 0) =—u{p, 0); v(p, 2n— o) =v(p, 2w —0),

u(g,dn—0)=ulo,3n+o0);  vieFm—o(=—v(e,37+0)

7

folgt. Unsere Behauptung ergibt sich dann aus (7) und den Formeln (28) auf
S. 386—387.

Wir leiten als Nachstes die Randbedingungen fiir &y, 7, lings S,, S, her.
Bezeichnet ! die Bogenldnge lings Sp von x=R, y=0 aus gerechnet, dann
liefert (4) sogleich der Zusammenhang zwischen den Bogenlingen der Kreise
S,, und Sg.

a

) (o) =2—cnfe"(9"")da=Rx(a).

1]

Da Sy Stromlinie ist, und die Strémung in positivem Sinn um Sy flieBen soll, gilt:

©) 2(0) + tu=">5(0y, 0),
also weiter nach (5) und (8)

-k 2
(10) 191 (Qli 0') =—0 -+ Ac—gIJTe_R— e"’x(@nﬂ) do.

0
Die Konstante K wird wegen (6) durch die Bedingung &, (g,, 1 #) =0 festgelegt.

(11) e K= kil — 22RB
cCe

in
co f 3—71(Qn0)d0'
0

mit der Abkiirzung
(12) p=

[0

T

Ve—nendo
0
Wir erhalten danach endgiiltig die zu fordernde Randbedingung lings S, :

(13) 191(91,0'):—G—}—ﬂdfe_"x(gu")do-_
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Nun zur Randbedingung lings S;: Das Potential der Mondgravitation im Punkte
z=r ¢'* betrigt bis auf Glieder héherer Ordnung in #/D:

0=3 PU ()=o)

3yM
2D8 °

(14)

M = Masse des Mondes, y = Gravitationskonstante, D = Entfernung des Mondes
vom Ursprung.

Langs € besteht die Bernoullische Gleichung
(15) bot+3ulw|® +pgr—@*uRr + 02 =Konst.

Hierbei bezeichnen p, den konstanten AuBendruck, u die Dichte der rotierenden
Fliissigkeit, im folgenden gleich eins gesetzt, und g die Schwerebeschleunigung.
Das Glied —@2u Ry ist das Potential der Zentrifugalkraft unter unserer Voraus-
setzung hinreichend kleiner Meerestiefe gegen R. Die mittlere Rotationsgeschwin-

digkeit @ =~I%I— entnehmen wir aus der Zirkulation, indem wir die mittlere

Geschwindigkeit |%| lings Sp durch

c=2nR|w|
definieren, also:
~ c
) —=
2nR2
Nach (4) gilt:
¢ 2 ¢ 2
2
(16) r2=z-§=(Rl+%fe_’cosﬁda) + 4an (fe"sinﬁdc) ,
0 (4]
und weiter
R c c? 4 . 4 .
21n e—Tcos & 4 P e*'cosﬁfe—fcosﬁda+e—fsm19fe—fsmv9d0
dy 0 0

do a 2 o 2
¢ _ ¢ .
(R1+ Wofe Tcosz?do') +(—2—7;fe 7smz9da)
J 0

Differentiation von (15) nach ¢ lings S, liefert

dt -3t dr ~o o7 dy _ -2z o0
(17) To =T8¢ gy TORETI g m e
Auf Grund von (14) und (16) ergibt sich nach einfachen Rechnungen, wenn wir
noch T, (g, 0), % (, 6) nach (5) sowie K nach (11) in (17) einfiihren, schlieBlich
die lings S, zu stellende nichtlineare Integrodifferentialrelation:
dz, __ (47:2gR3 _1) 294

2 3
do c? odr s Zetn—
i

3c%0}

8—311+
(18)

_ SRHRp gy, {sin (*+0) <R1_ Rp [‘fnSifl (191+o)d0'>} .

3
il 1 ¢

Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 18 28
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Hierbei haben wir die Abkiirzung:

Z=sin(191+0){ r%ﬁfe"”sin(ﬁﬁa)do}—
(19) °

— R—ﬁcos(ﬁ1 —I—a)fe""cos(z‘}1 +o0)do
51

0

eingefithrt. Den Ausdruck fiir » entnimmt man aus (16). (18) ist eine auf den
ersten Blick recht kompliziert aussehende nichtlineare, algebraische Integro-
differentialrelation fiir die Randwerte &, (1, ¢) und 7;(1, 0) lings S;.

Unsere Stréomungsaufgabe fithrt also schlieBlich auf das folgende Randwert-
problem:

(P): Es ist eine im Kreisring ®: ¢,<|(| =1 analytische Funktion o, ({)=
# (0, ) +1¢ 74(p, 0) zu bestimmen, welche im abgeschlossenen Kreisring stetig
differenzierbar ist. &, (p, 6) und 7 (g, o) sollen dabei die Symmetriebedingungen
(6), lings S, die Relation (12), (13) und lings S, die obige Relation (18) erfiillen.
Zu diesen Bedingungen tritt noch die folgende Relation (20) zwischen den Kon-
stanten R und R;:

kg

1
= BB [ -mtargy (#(1,0) +0)do,

20 R
(20) =4

welche zum Ausdruck bringt, daB der Bildpunkt von {=-¢ unter (4) mit dem
Schnittpunkt von & mit der positiven imagindren Achse der z-Ebene zusammen-
fallt. Uber die Zirkulation ¢ werden wir geeignet verfiigen. Durch ¢ und g,
wird der FluB der Umstrémung y, festgelegt (vgl. (3)). Bei unserem Losungs-
satz kénnen wir R und R, nicht zugleich vorschreiben, bei willkiirlicher Wahl

einer dieser Konstanten, bestimmt sich die andere aus (20).

c
k2
In der Tat, der Ansatz &, =0, r,=1,=const befriedigt zunichst die erste Rand-
bedingung (10) lings S, . (18), (20) gelten ebenfalls; denn

In z.

Im stérungsfreien Fall, H =0, erwarten wir die Losungsschar W (z)= 5

4

-4
Z=sin¢r{Rl-—-£§~fz e""sinado'} . RB cosa [e"’coso’do'———o.

(51

da f=e¢™ und (20) auf R, p,=R fithrt. Die Losung lautet also:
d=0+1im, t=1,—Inp+XK,
wobei noch (11)

also schliefllich
?9=0’+—;~7t; g=In_7_

Wir erhalten hieraus weiter aus (4)

2=R¢; Ll =e=
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Der die Stérung beriicksichtigende letzte Term S auf der rechten Seite von
(18) hat fiir die konstante Funktion & =0, t,=const den Wert

__ 4n*HR/R®
(21) S= ——C,Tg——smmr.
11
Wir leiten aus den Randbedingungen (13), (18) eine Funktionaltransformation
(22) T(n(er, 0), 91 (1, 0)) — (71(er, 0), 1 (1, 0))

der Randwerte von 7,(g, 0) lings S, und derjenigen von & (g, o) lings S; her
und suchen Fixpunkte zu bestimmen. Wir zeigen dann, daB diese auf eine Losung
unserer Randwertaufgabe (P) fithren. Zur Definition von T setzen wir Rand-
werte 7, (0) in die rechte Seite von (13) fiir 7, (g,, o) ein, ebenso Randwerte 4, (o)
an Stelle von ¢, (1, o) in (18). Es seien hierfiir die (6) entsprechenden Symmetrie-

bedingungen

(23) 7(0) =7 (—0); nErto)=nuEr—o,

(23b) Bhlo)=—t(—0); HlEato)=—thEGEn—o)

erfillt. Den Funktionalraum, in dem das Funktionenpaar {r,(c), #,(0)} liegen

soll, definieren spiter genauer. Die linke Seite von (13) liefert uns nach dieser
Ersetzung Randwerte 9, (o) lings S, , welche (23b) erfiillen.

@’

n+ao n
Y to)=—an—oc+pfemVo=—c+p e 4o
(24) ., e
=—o04a—f[eVdo=—9, (n—0),
0
ebenso

'}34‘0 &n
B, Grto)=—fn— U-I-ﬂof"_r‘(”)dar_—-o +p[e " do

in—o

in in
=—0 +%n_ ﬂéf e"x(")do. +ﬂf e-—-n(o)do-

in—o
idn—0
=—o+in—ffe 3 Ve=—9, (37— o).
[}

Um auf der rechten Seite von (18) die Randwerte 1, festzulegen, bestimmen wir

die im Kreisring & eindeutige analytische Funktion @, ({)=4%, +4%, mit den
Randwerten

(25) %1, 0) =0,00);  Hi(1,0)=5,(0),

dabei wird iber die willkiirliche Konstante noch so verfiigt, da8 7, (o) fiir ¢=0
einen vorgegebenen Wert y, annimmt:

(26) 7,(0) =y,.

Wir setzen nunmehr die soeben errechneten Randwerte %7,(¢) an Stelle von
7y (o) in die rechte Seite von (18) ein und bemerken noch, daB %, (s) wegen {23 b},
(24) den Symmetriebedingungen (23a) geniigt.

28*
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Durch (20) in 7, (1, 6) =%, (0); &, (1, 0) =5, (o) wird jetzt R,, falls R vorgelegt
war oder R, falls R, festgelegt war, bestimmt. Erteilen wir der Konstanten c,
iber welche wir spiter noch geeignet verfiigen werden, einen festen Wert, so
ist die rechte Seite von (18) und damit nach deren Integration eine neue Rand-
funktion 7;(o) lings S, definiert. Die Integrationskonstante legen wir nach
(27) fest.

(27) 71(0) =7(0) =7,.

Es ist wichtig, sich zu vergewissern, daB auch 7,(0) die Symmetriebedingungen
(23a) erfiillt. In der Tat wegen (23b) und der Giiltigkeit von (23a) fiir 7, (o)
hat man

sin (9, (0) +6) = — sin (8, (— o) — o)
(28a) sin($y(3—0) +3n—o) =sin(— 3} w—o0) +% 7 +0)
=sin (G x+0) +in+0),
(28b) cos (9 (o) + o) =cos (&, (— o) — o)
cos(®(3n—o)+in—o)=—cos(}n+0—9(3n—0))
=—cos(3n+o+En+0).
Wir setzen:

s
(28¢) R1—¥fe_;'(“)sin(0 (0) +0)do Rﬁf e~ =@ sin (6, (0) +0) do =F.
)

Nach der Transformation

T—0=0
gilt:
in
F=— —}%E e~n@=sin(dh(x —o') + n—o') do
1
7—0
RE .
-5 _f e~5@sin (9 (") +0') do
x—0
— B8 [ o—=)sin (9, (o) +0') do
451
in
n—0
— (Rl — ﬁ f =5 sin (9, (") + ') dcr')
(284) fcos(zﬁ*1 ) +0) e do= fe"l(") cos (9 (o) +0)da

Dies folgt aus:

n—3
fg"'fx(ﬂ)cos(ﬁl -|—0') = — fe_;l(") CcOS (’191 (0') +O') do;
in



Kanaltheorie der Gezeiten 387
man erhilt nach der Transformation 7 —o=0¢'

L I
1=— [ e mb=cos (& (x —o')+n—o’) do’
n—&
=8 _
= fe=n) cos(— B, (¢') — 0’ + ) do’
in
w8 _
=— [en@cos(d (") +0') do’.
in

Wir haben weiter

2n—4

(28¢)  F= e~ n@sin(,(0) +0)do=— [ e~ sin (8 () +0) do
é n

denn nach 2x—og=0¢"

F,=— [ e n@a=sin (8 (27 — 0') 4+ 27 — ') do’
2n—26
2n—-0 _
_ f T sin (_ (o) — 0") do’
2n—8 _
_ —— f 8—11(0’) Sin (?91 (0”) + G’) da’

ke

(281) [ e=mcos(d, +0)do=0,
0
also

[ ]
[ e ™0 cos (8 (o) +0) do=— [ e~ cos (& (o) +0) do
[} é

= [eul5~cos (O (2n —0') +2rn—0')d o’
2n—8

2n—-8
=— [e"u cos(— (0') — 0’} do’

27—6 _
=— [en@cos(&(¢') +0’)do’

2n—06 _
=— [en cos(d (0") +0") do’.

0

Beriicksichtigt man in (18) diese letzten Relationen (28 a, b, ¢, d, ¢, ), so ergibt
sich sofort:

d (o) __dry(—o) d1y(0) - dvy(n—0)

(29) dos do ; da do ?

und hieraus (23a) fiir 7} (o).

Als nichstes bestimmen wir diejenige in & analytische Funktion w;({)=
#1(0, 0) +7% 11(0, 6), deren Imaginirteil lings S, mit 73(0) und deren Realteil
langs S, mit &, (o) iibereinstimmt. Nach dem Spiegelungsprinzip geniigen der
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Imaginirteil 7y(g, o) von w;({) lings S, und der Realteil #](p, ) von w}(¢)
lings S, den Symmetriebedingungen (23 a), (23b). Die angekiindigte Funktional-
transformation T ist nun dadurch festgelegt, daB wir dem Ausgangspaar (7, (o),
#(0)) das Paar (v1(g,, 0), #1(1, 0)) zuordnen. Offenbar definiert ein Fixpunkt
von T den Imaginirteil lings S, und den Realteil lings S, einer {iber ® analyti-
schen Funktion w,({), die unsere Randwertaufgabe 16st. Zur genauen Charak-
terisierung des Definitionsbereichs von T betrachten wir den Banach-Raum

7=3,x8;, dessen Elemente aus den Paaren (7, (0), 9, (o)) besteht, wobei die
Funktionen 7, (o), 4, (6) wie soeben (23a), (23b) erfiillen und H-stetig nach dem
Exponenten 1, 0<< A< 1, sind. Sie definieren einen Banach-Raum in der iiblichen
Metrik:

|71 (6), & (o)}, = Max |z, (6)| + Max|¥, (¢)| + H, (%1(0) + H,(n(0),

H, (%, (0)) = Holder-Konstante von @ (o) nach dem Exponenten A.
Wir grenzen zundchst den Definitionsbereich von T durch (30) ab:

(30) | =L,  Hy($h(0) =Ly

mit Konstanten L,, Ly, die spiter noch prizisiert werden. Nach (13) gilt:
ady, __ 1 e =nl
o T

Fe-a da
(31) 0o
= — 14BN = (7 (0) — 7, (0%)) + 0 (7, (0) — 71 (0¥),
O<o*<im
nach dem Mittelwertsatz., Zur weiteren Abgrenzung schreiben wir mit einer

vorgelegten Konstanten L,> 0 die Schwankung » (7, (6)) von 7, (o) iiber 0<0<1=
vor

(32) Max | 7(0) — 7,(0")| =7 (7, (0)) = L,.

0=0,0,S§n
Aus (31) entnimmt man dann

33) || sCv(m) <CLs,

wobei C(L,) > 1 eine fiir alle (32) geniigenden Funktionen 7, (¢) zutreffende Kon-
stante bedeutet. Fiir eine spdtere Anwendung kénnen wir L, von vornherein

so klein wihlen, daB die Ungleichung:

, 0=, (0) +o=1inm,

(33" “ :
0 é 43 § 7T

zutrifft.
Die Bildfunktion wj(£)=4¥] (o, 6) +1 71 (0, 0) resultierte nach dem vorhin ge-
schilderten Aufbau von T aus der Vorgabe von

I , =9 lings Sl,
(34) 1(e1, 0) =9, (0) langs S,

7.(1,0) =7 (o) lings S;.
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Wir kénnen die Losung wy({) dieses Randwertproblems durch Addition der
Losungen der beiden folgenden Nebenprobleme (A), (B) gewinnen:

(A) Gesucht sei eine in & analytische Funktion @ =% + s Tunter den Rand-
bedingungen

H(o1, 0) =, (0) lings S,,,
t(1,0) =0 lings S;.
(B) Gesucht sei eine in & analytische Funktion & =9 44 % mit
5(91,0') =0 lings S, ,
$(1,0)=11(0) lings S,
01 (8) =B) + ().

Nach dem Spiegelungsprinzip kann man (A), (B) durch Randwertprobleme (A'),
(B’) ersetzen, wobei @ bei (A’) iiber den Kreis ®: ¢, < || <7 und & bei (B')
iiber den Kreis ®,: o1< || <1 unter den jeweiligen Bedingungen

(A') ;9(@1,0) =%, (0) lings S,,
1‘;(911, o) =19& (o) lings Se;
(8 telo)=7i(0) langs S,

A

£(1,0)=7i(0) ldngs S,
zu bestimmen sind. Wir leiten folgendes Resultat her:

(R) Unter den beiden Ungleichungen (35), (36) fiir o, und % langs S
C(Ly)

(35) s <a<t,
C(Ly)+
d L
(36) d? S: inz

bleibt bei Giiltigkeit von (32) auch die Schwankung »(7i(g,, 0)) von 7i(g, o)
langs S, unter L,; s>1 ist eine beliebige im folgenden festgewihlte Konstante.

Bewezs Weil mit 9,  auch d:: , ZT Potentialfunktionen sind, gelten nach
dem Maximumprinzip die Abschitzungen
db (e, o) By,
37) I do | do |[Se,
fir g, <0 =1,
d% (e, o) dty
(38) dg = do |s,
fir < p=1.

Da ‘?:‘ einer H-Bedingung geniigt, gelten die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen bis einschlieBlich des Randes, also

dd 2T

do =~ %30
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und daher fiir g;<p<1:

di (g, o)
69) 2
Wegen

C(Ly)

41

< 1 Max| %% | <
do

1

™ (7, (0)).
T;. (9’ G) - %(@’ U) + % (Q’ G)

gilt weiter fiir 0=q,, 0,= ia:

|T'1(91:0'1) "71(91’0'2 I <”(%(91: )) +V(%(91,0'))
(

1 a1
é*TlC(LZ)v(Tl(U)) + 5 wMax| 2 s

nach (38), (39), (1, 6)=0 sowie (35) und (36), q.e.d. Wir finden weiter unter
den Voraussetzungen von (R)

<L,

’ L
(40) Max| 73 (o)), <o + 2,
also nach dem Maximumprinzip
(40') [2le.0)] <yo+

wegen 7(1,0)=0 hat man
(41) [t <8 CL Ly,
d.h. nach Addition der Gleichungen (40"}, (41) sowie Beachtung von (35)

(42) Max| 74 (0, 0)| Spo+ - L.

In Anbetracht von (R) und der letzten Ungleichung legen wir in 8% nunmehr
den konvexen Definitionsbereich I; ; von T fest, der eine Selbstabbildung
erleidet. Das Paar (7,(0), %, (0)) gehére dann und nur dann zu M, ., wenn

a) #, (o) den Ungleichungen (30) geniigt,

(43) b) |7 (0)| =g + s;—; L,; v(71(0)) £ L,,
Hz(ﬁ(“)) =L,

erfillt wird. Die vorgelegte Schranke L; fiir die Holder-Konstante von 7, (o)
geht nicht mit in die Abschitzungen ein, sondern sichert nur die Herleitung
von (39). Bei vorgegebenen Konstanten L,, g,, s erfiillt die Bildfunktion 7} (g, 6)
lings S, offenbar eine H-Bedingung nach dem Exponenten A mit einer gleich-
miBig gu1t1gen Ungleichung des Typs: H, (11( 0)) <L;. Wir wihlen L;<L,.

M, , ist konvex in Bj. Unter den Voraussetzungen (35), (36) erfiillt die
erste Bildfunktion 7)(g,, ) eines Paares aus I, ; jedenfalls wieder (43b).

Wir untersuchen als Nichstes, unter welchen Bedingungen 94(1, 6) den Un-
gleichungen (30) gentigt. #;(1,¢) sind die Randwerte der Potentialfunktion
91 (0, o) lings S,, die sich aus dem Randwertproblem (34) fiir wy({)="231(o, o)
+1 7i(0, ) ergeben. Unter den Bedingungen (33), (35), (36) geniigt 91(1, o)
einer Holder-Bedingung nach jedem Exponenten A, 0<<A1<<1, auf Grund der
Sitze von FaTou-PrivaLow, wobel eine Abschitzung der Gestalt (44) fiir die
H-Konstante zutrifft:

(44) H,(91(1,0)) <D(s, Ly, A, 0,).
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Wir unterwerfen von vornherein Lj in (30) der Bedingung
(45) D(s, Ly, 4 0) =L,

und beachten, daB Dfs, L,, 4, g;) nur von den in der Klammer aufgefithrten
Konstanten abhingt. Zur Herleitung einer Schranke fiir |9} (1, 6)| schlieBen wir
analog wie beim Beweis von (R).

Nach dem Maximumprinzip gilt nach (A') wegen (33)

(46) 19(1,0)] <Max|9,, (o) <37C(z,(0)) < 4 nC(Ly) L,
:9(1, o) schitzen wir in (B’) ab und beachten dabei (38) sowie
b 0%
Er YT
Wir erhalten
‘ k2 1 < 1| &~ 2L,
dg{ = 0| 00| mos
und wegen 5(@1, 6) =0 schlie8lich
3 1—g, 2L
< 1 2
(47) |[9(1,0)| < TR
Addition der Ungleichungen (46}, (47) fiithrt auf
Y — 2 C(Ly) 2(1—gy)
(48) 9101, 0) =L, (24322 4 ).

Die Abschitzungen (44), (45), (48) zeigen folgendes: Wihlt man bei der Defini-
tion von M, , die Konstanten L, Ly in (30) von vornherein so, daf

(49) Lz( mC(L,) + 2{1—gy) )ng’

2 TS 0

D(Ly,s, 4 0) <Ly

zutrifft, dann wird bei vorgegebenem L, M, ; durch T in sich transformiert,
vorausgesetzt, daB g, im Intervall (35) liegt und (36) zutrifft. Es kommt daher
alles darauf an, sich zu vergewissern, ob man durch geeignete Wahl von ¢, {iber
diese Konstante in (18) konnen wir noch verfiigen, die Ungleichung (36) gleich-
méBig in M, , sicherstellen kann fiir festes g, im Intervall (35). Dem wenden
wir uns jetzt zu.

Bei der allgemeinen Annahme von L, ist es méglich, daB nach Berechnung
von 7 (g) der Ausdruck (16) fiir 2 verschwinden kann. Dem wollen wir Rechnung
tragen, indem wir » fiir 0=<r<§<R durch ¢ ersetzen; § ist eine hinreichend
kleine positive GroBe. Das bedeutet keine Einschrinkung unseres Losungs-
bereichs, denn die freie Oberflichenkurve & darf bei einer physikalisch sinn-
vollen Losung den Kreis S; nicht schneiden.

Wir wollen zur Herleitung von (36) bei vorgegebenem s>1 auch H mit ¢
als verdnderlich ansehen. Aus der Definition von T geht unmittelbar folgende
fiir jedes Ausgangspaar (7,(0), & (0) )M, ;, zutreffende Abschitzung der rechten
Seite von (18) hervor:
(50) s

e H

ct

=4
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wobei
e=4n’gR3
und
— 1Z| s 7103
A =Sup o e np
B = Sup 8 73’::23 Z— 3 sin (’01 -+ U) (R1 — % g""l(ﬂ) sin (01 -+ a) do-) .3 I33
1 1
0

feste von L,, L,, g, R abhingige positive Konstanten bedeuten. (36) ist be-
friedigt, wenn

(51) A

ST

e H 2L
F_1|+BF§_2=E

oder bei e=c2, H>0
(52) (A+E)c*—BH=Ae

gilt. Hieraus ergibt sich sofort:
Liegen die Werte von ¢ und H im Bereich:

Ae

de  _ 2o
Erd ~o=¢

(53)

o< H< (E+A)ct—Ae
= B 3

dann besteht sicher die Ungleichung (36) lings S, fiir alle Ausgangspaare aus
M, 1, und g, im Intervall (35). Der Konstanten L,, die die Maximalschwankung
der Geschwindigkeit lings S; bestimmt, wurde dabei zunichst keine Beschrin-
kung auferlegt. Indessen kann man, wie aus III ersichtlich ist, bei derartigen
Losungen nicht von vornherein ausschlieBen, daB die zugehérige freie Linie €
mehrfache Punkte besitzt. Physikalisch sinnvolle Lsungen lassen sich nur fiir
nicht allzu grofe Werte von L, sichern und dann auch fiir jeden Parameter-
wert ¢ und H im Bereich (53) und g, im Bereich (35), wie wir gleich zeigen
¢
27t
Dabei kann die Zirkulation ¢ jeden Wert annehmen trotz Beriicksichtigung der
Zentrifugalkraft. Bei groBen Werten von ¢ werden diese Strémungen nicht mehr
physikalisch sinnvoll sein; wir haben das Auftreten von Wirbeln zu erwarten.
Damit steht auch unsere bei Diskussion von (51) nicht notwendige Forderung
e=c? im Zusammenhang, welche zum Ausdruck bringt, daB die Zentrifugalkraft
auf ein lings Sy stromendes Teilchen, die auf dieses Teilchen wirkende Schwer-
kraft nicht iibertrifft. Im Falle der Gezeitenstrémung um die Erde ist e>c?

werden. Das ungestorte Problem H =0 besitzt die Lisungsschar W(z) = In 2.

mitiz~289 erfiillt. Weitere Bemerkungen zu den Ungleichungen (53) ver-
c

schieben wir auf spéter.

Die Selbstabbildung von $; ; durch T, welche wir bei Erfiilltsein der Un-
gleichungen (35), (49) und (53) sichergestellt haben, ist stetig und vollstetig.
Die Vollstetigkeit ist eine unmittelbare Folge der Sitze von Fatou-PrivarLow
auf Grund der Ungleichungen (33), (36). Hiernach geniigen die Bildfunktionen
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71(0), 91 (c) Hoélder-Bedingungen nach jedem Exponenten A’, 0<1'<<1, ins-
besondere nach einem festgewihlten Exponenten A’; A’> A mit H-Konstanten,
welche nur von A’, L, und p, abhingen. Dies fithrt in bekannter Weise auf
die Vollstetigkeit von T. Die Stetigkeit von T ist ebenfalls eine Folgerung der
Fatou-Privalowschen Satze, wonach gilt:

Seien 7,;(1,0), ¥;(¢:,0), =1, 2,...,inf stetig differenzierbare Randwerte
lings S;, S, fiir Imaginirteil und Realteil der in ® analytischen Funktionen

w; (£) =13;(0, 0) +17;(e, 0)

und gilt im Sinne gleichmiBiger Konvergenz

9;(01,0) 3 0; 7;(1,0)30,
a8,(01,0) 5 (. dv(1,0) o
—de -0 i %

dann konvergiert fiir 4, 0<<i<1 auch
"’97'(1’0')";._’0» "'ﬁ'(@l-")”l"o-

Damit sind alle Voraussetzungen zur Anwendung des Schauderschen Fixpunkt-
satzes auf die durch T definierte Selbstabbildung von M, , bestétigt: Fiir
jedes ¢, H und g, in den Intervallen (53) und (35) besitzt T Fixpunkte in IR, ; .
Jeder von diesen definiert eine in & analytische Funktion, deren Real- und
Imagindrteil lings S, und S, die vorgeschriebenen Randrelationen (13) und (18)
befriedigen, ferner ist (20) erfiillt.

I1I

Wir haben zu zeigen, daB die Fixpunkte auf eine Losung unserer Stromungs-
aufgabe fithren. Sei (7,(0), % (0)) ein Fixpunkt von T zu ¢, H, g;, R bzw. Ry, y,
nach (53), (35), (20), (26). Wir berechnen K nach (11), 8 nach (12) und definieren
die analytische Funktion w({)=%(p, 0) +7 t(p, 0) durch (5). Wir bemerken,
daB y, kein wesentlicher Parameter ist. Wegen (13) gilt (10) lings S,. Durch
(4) wird eine konforme Abbildung des Kreisrings & auf einen Strémungsbereich 8
der z-Ebene erklirt. Das zu dieser Stromung gehorige komplexe Strémungs-
potential laute

W) =_°_Ing,

271
woraus
' aw ooy o p—t@{) __ v ,—iD
(1" g Tw=e =ee
folgt. Den Randkreisen S,, S; von & entsprechen in der z-Ebene die beiden
geschlossenen Stromlinien &: y=0und &;: y,=— % In g,. Von der Differential-

relation (18) gelangen wir iiber (4), (5), (11), (12) zur Giiltigkeit der Bernoulli-
schen Gleichung lings €. Nun zur Randbedingung (10). Nach (1°), (4) schlieBt

man lidngs der Stromlinie y,= — —z%ln o, auf die Relation

®) i) =12,
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Hierbei bedeutet /(o) die Linge desjenigen Kurvenstiicks lings &,, welches die
Punkte F, und P, verbindet. F,, P, entsprechen den Punkten {=p, und { =g, ¢°
in der {-Ebene. % (o) bezeichnet den Winkel der ins Stromungsgebiet weisenden
Kurvennormalen an &; mit der positiven x-Richtung im Punkte P,. Wir be-
trachten das Bild S’ der Kontur des Viertelkreisrings von & mit den Eckpunkten
{=1;{=p,; {=1%gy; {=1. S'ist nach dem Cauchyschen Integralsatz geschlossen.
Die obigen Eckpunkte mdégen unter (4) in die Punkte z, z,, 2, 2, iibergehen.
Wir konnten uns eine der Konstanten R;, R vorgeben und die andere nach
(20} berechnen. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir
an, R, sei vorgegeben. Offenbar gilt zy=R,. Falls ein variabler Punkt ( monoton
den Abschnitt g, <& =<1 durchlduft, wandert der Bildpunkt Q' von z =R, aus
monoton entlang der x-Achse in negativer Richtung bis z,; es gilt, da #(p, 0)=1=

21
_ ¢ —z(e,0) 4@
(54) B=oa ] € te )T-
i
Nunmehr durchlaufe @ von (=g, den Kreisbogen S, positiv bis {=1 g,, der
Bildpunkt @' beschreibt dabei den Viertelbogen eines Kreises K; vom Radius R
im positiven Sinn, der die x-Achse senkrecht schneidet, und dessen Mittelpunkt M
folglich auf der x-Achse etwa im Punkte x=m liegt. Dies folgt einmal aus
#(o,, 0)=1m, aus (8), (10), (11) und (33’), wonach

>

1 ¢ b I(3 n)
P —vleno) g, L&A
2 7 2aR f ¢ do R
]

zutrifft, und der Differentialgleichung (8'). Die Integralkurven von (8') sind
nidmlich Kreise vom Radius R. Den monotonen Durchlaufsinn sichert (33').
Wandert @ weiter von (=1 p, lings der positiven imaginiren Achse monoton
bis {=+1, dann durchlduft Q' vom Endpunkt z, des Viertelkreises ein Geraden-
stiick in Richtung der positiven y-Achse bis zum Punkt z,:

1

; -7 4
z4=z3—|—12—cnfe e} 7—99—
(2
wegen 9 (g, 371)=mn. Es gilt daher
(55) Re(z,) =Re(z;) =m.

Lassen wir Q den Viertelbogen des Einheitskreises monoton von { =1 bis {=1
durchlaufen, so wandert @’ von z=R, auf € bis z;. Daher hat man

[4 fw at
H=R+— fe’ (C)T
1

in . in
= L [erho 2C [ gmralgg
=R, + 2nfe cos?(1,0)do + 2nfe sin¥(1,0) do.
0 0

Aus der Bedingung (20) erkennt man sogleich R (z,) =0 und wegen (55) m=0.
Der Mittelpunkt des Kreises Ky, liegt also im Nullpunkt. Es ist weiter z,=R<<R,;
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erfiillt. Die Symmetriebedingungen (6) haben zur Folge, daB der Strémungs-
bereich spiegelsymmetrisch zur x- und y-Achse ist. S, wird also durch (4) ein-
eindeutig auf Sp abgebildet. Die freie Linie &, lings welcher die Bernoullische
Gleichung erfiillt wird, ist eine geschlossene spiegelbildlich zu den beiden Achsen
gelegene Kurve.

Wir miissen uns noch vergewissern, da S in keinem Punkt von & getroffen
wird, und @ keine mehrfachen Punkte besitzt. Sei B: {,=p, ¢’ ein beliebiger
Punkt auf S, . Die Abbildung der Strecke {=p ¢"*, g; < =1 auf die Strémungs-
ebene ist durch (56) gegeben

4

2(0) =2(0) + 5y [0 L
(56) 25

[4

=2z({;) —|—707;fg—f(e,V)ei(o(g,v)—,}n)d_Qg‘

63

Offenbar miindet der Weg z({) im Punkt 2({;) senkrecht in S; ein. Wenn die
Ableitung % (9, 0) im Kreisring & etwa der Ungleichung

ad F1
57) 2] <0 a
geniigt, zeigt (56), daf3 der Bildweg z({) Sy in keinem weiteren Punkt als z=z({;)
treffen kann. Das gilt bei beliebiger Wahl von P auf S, . & trifft also Sy nicht,
wenn (57) oder auch (58) in & zutrifft.

dr On
(58) o | < Fli—ay
Wegen (36) braucht man L, nur nach (59)
s - L
G9) i(i—g) =

zu wihlen, um (58) ldngs S, zu sichern. Nach den Sitzen von FaTou-PrRIVALOW
geniigt 7 (p,, ) zunichst einer H-Bedingung nach jedem Exponenten 4, 0<<A< 1,
mit einer H-Konstanten, die wegen (33) durch L, abgeschitzt wird. Hieraus

folgt nach obigen Sidtzen und (31), (36) weiter, daB auchﬂ(dez'—a)léngs S,

einer H-Bedingung geniigt, und fiir hinreichend kleine Wahl von L, (58) lings
S,, zutrifft. Wegen des Maximumprinzips wird dann (58) in & erfiillt; die freie
Linie trifft so S; in keinem Punkt.

Nun zur zweiten Frage der mehrfachen Punkte von €. Analog wie oben
sehen wir, daBl diese fiir hinreichend kleine Werte von L, nicht méglich sind.
Nach den Sitzen von Fatou-PrivaLow wird nidmlich mit L, in (36) die Ab-

leitung ﬁ%ﬂ, 0<0< g7 dem Betrag nach klein, so daB & (1, o) 4o im
Intervall
(60) 0=%(1,0)+o=inm; 0=0=in

verbleibt. Bei Giiltigkeit von (60) wichst die y-Koordinate eines & positiv
durchlaufenden Punktes monoton, wihrend die entsprechende x-Koordinate
monoton von R; bis Null fillt. Wir gewinnen also das Resultat:
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Unsere Stromungsaufgabe besitzt sicher eine dreiparametrische Losungsschar.
Dabei liegen die Parameter g,, ¢ und H in den Bereichen (35) und (53). Die
Maximalschwankung der Geschwindigkeit lings Sy ist bei diesen Strémungen
von vorgebbar kleinem Betrag.

Hieran schlieBen wir folgende Bemerkungen. Wie schon angedeutet, ist die
Forderung e=c¢? in (53) zur Sicherstellung von (51) also (36) keinesfalls not-
wendig. Solange fiir ¢?> ¢ noch

(61) A(1— %)<E

zutrifft, 148t sich (51) also (36) durch geniigend kleine Wahl von H befriedigen.
Wir konstruieren in diesen Fillen die Lésung unserer Strémungsaufgabe wie
frither. Wenn fiir eine bestimmte Wahl L, und g, nach (35) A<E erfiillt wiire,
dann lieBe sich (60) fiir alle c= e befriedigen. Es existieren also selbst bei beliebig
groBen Zirkulationen Losungen unseres Strémungsproblems, obwohl wir die
Zentrifugalkrifte in der beschriebenen Weise in Rechnung stellten. Andererseits
folgte aus A = E fiir alle L, und g,, L, nach (35) bzw. (49) auf Grund von (53),
daB wir nach unserer Abschétzungsmethode zumindest nur Lésungen konstruieren
konnen, fiir die die Zirkulation oberhalb einer positiven Schranke bleibt.
Fiir hinreichend kleine L,, L, wird in der Differentialrelation (18) der letzte
Term auf der rechten Seite bestimmend, da Z klein wird, und jener Term gegen
den Ausdruck (21) strebt. In diesem Losungsbereich mit kleinem L,, L; ist

daher ‘;21 (1, 0) fiir 0< a<—12~n negativ; die Geschwindigkeit der Stromung

erreicht in den Schnittpunkten von & mit der x-Achse einen Maximalwert und
einen Minimalwert in den Schnittpunkten mit der y-Achse.
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