
Stabilitdt und Verzweigung stationdrer Lfsungen 
der Navier-Stokesschen Gleichungen beim Taylorproblem 

W. VELTE 

Vorgelegt yon R. FINN 

Im folgenden wird das erste Randwertproblem fiir die station/iren Navier- 
Stokesschen Gleichungen betrachtet. Es wird gezeigt, dab Verzweigungen statio- 
n/irer L6sungen auftreten k6nnen, so dab man im allgemeinen nicht mit Ein- 
deutigkeit der L/~sung rechnen kann. 

Eine solehe Verzweigung wird fiir den Fall der Taylorsehen Versuehsanordnung 
(Str6mung zwischen konzentrischen, rotierenden Zylindern) nachgewiesen. Und 
zwar findet eine Verzweigung bei demjenigen ,,kritischen" Wert der Reynolds- 
schen Zahl statt, der sich in der Theorie kleiner St6rungen als kleinster Eigenwert 
eines Eigenwertproblems ergibt. Im Experiment beobachtet man nach t.)ber- 
schreiten dieser kritisehen Reynoldszahl an Stelle der Couettestr6mung eine neue, 
station/ire Str6mungsform, n~mlich die bekannten torusf6rmigen Taylorwirbel. 

Um eine Verzweigung station/irer LOsungen im Falle der Taylorschen Ver- 
suchsanordnung theoretisch nachzuweisen, wird wie schon in [8] als mathemati- 
sches Hilfsmittel die Theorie des topologischen Abbildungsgrades fiir vollstetige 
Operatoren in Banachr/iumen herangezogen. In [8] wurde zwar auch schon ein 
hydrodynamisches Problem betrachtet. Es handelte sich jedoch dort um die 
Str6mung durch ein horizontales Rohr unter dem EinfluB eines vertikal gerichteten 
Temperaturgradienten. Fiir dieses Problem wurde die Temperaturgleichung zu- 
sammen mit den Navier-Stokesschen Gleichungen zugrundegelegt, in denen zu- 
s~tzlich die Auftriebskr/ifte in der N/iherung von BOUSSINESQ beriJcksichtigt wurden. 
Instabilit/it und Verzweigung der Grundstr6mung ergaben sich als Folge geniigend 
groBer Temperaturgradienten bzw. Auftriebskr/ifte. 

Das im folgenden diskutierte Beispiel der Taylorschen Str6mung zeigt, dab 
Verzweigungen nicht nur bei Problemen mit thermischen Auftriebskr~iften auf- 
treten k6nnen, sondern auch bei station/iren L6sungen der Navier-Stokesschen 
Gleichungen. Die Untersuchung verl~iuft ganz analog zu der Behandlung des 
Str6mungsproblems in [8], so dab der Kiirze halber mehrfach auf [8] verwiesen 
werden kann. 

1. ProblemsteHung 

Es seien R~ und R 2 die Radien der konzentrischen Zylinder (R~ <R2). Der 
/iul3ere Zylinder sei fest, w~ihrend der innere mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit to~ rotiert (tox>0). Wie iiblich sind v und p kinematische Z~ihigkeit bzw. 
Dichte der inkompressiblen Fliissigkeit. Die Navier-Stokesschen Gleichungen 
werden in Zylinderkoordinaten zugrundegelegt, wobei p den Druck und u, v, w 
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die Komponenten der Geschwindigkeit in r, 4, z-Richtung bezeichnen. Die Glei- 
chungen seien bereits dimensionslos geschrieben mit Hilfe der Bezugsgr0Ben R1 
(Lange), R1 o91 (Geschwindigkeit), 09i-1 (Zeit)und p (R1 091) 2 (Druck). Beschr/inkt 
man sich auf station/ire L0sungen, die vonder  Winkelkoordinaten ~k unabh/ingig 
sind, dann haben die Navier-Stokesschen Gleichungen die Form 

uur+WUz----V =--Pr+ A u -  u 
r -~ 

, 
UV r +WVz+-- t IV= - -  AV-- 

r Re 
(1.1) 

UWr+WW z = - p z + - ~ e  AW 

(rU)r+rwz=O 
mit 

A ~z 1 0 Oz 

und mit Re=09 1R 2 v - I  (Reynoldszahl). Das Gebiet G, das man zu betrachten 
hat, ist der unendliche Streifen 

G: r l < r < r 2 ,  --oo <z< +oo 

mit r~ =R~/R1 und r2 =R2/R1. Die Randbedingungen lauten: 

u = w = 0 ,  v = l  fiir r=r l  
(1.1)' 

u = v = w = O  fiJr r = r  2. 

Eine spezielle L/isung des Randwertproblems (1.1), (1.1)', die ftir beliebige 
Reynoldszahlen Re existiert, ist die Couettestr0mung: 

(1.2) uo--O , wo~O,  Vo (r) = r2-r-~--i-1 t-~--r), po(r):rf-~- dr +cons t .  

Diese spezielle L0sung wird im folgenden auch als ,,Grundstr0mung" bezeichnet. 

Setzt man die L0sungen der Randwertaufgabe (1.1), (1.1)' in der Form 

Uo+u(r, z),  Vo+V(r, z),  Wo + w(r, z),  po+p(r, z) 

an, so ergeben sich fiir die hier eingefiihrten u, v, w, p die Gleichungen 1 

uv, +wv= +- -uv+- - (vo+rVo)  U = Av-r--~ 
r r Re 

(1.3) 
t 

UWrWWWz = --pz+-~e A w 

(ru),+rw~=O. 

1 Vo steht fiir dvo(r)/dr. 
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Fiihrt  m a n  eine S t romfunkt ion  f(r, z) mit  

(rf)z=rU, (r  f ) ,  = --rw 

ein, so ist zun~ichst die G1. (1.3)4 erfiillt. Ferner  l~il3t sich in bekannter  Weise 
der D r u c k p  eliminieren, indem m a n  (1.3)1 nach z und (1.3)3 nach r differenziert. 
Schreibt m a n  zur Abki i rzung 

- A  1 ~e_ --~ 

M(f,O=--~r(L~f)+-~ (rf), ~ef +~(v~L 

2 (a_l  a ( r ) =  
r = r ~ T - l k ,  r 2 

\ r  / r 2 - 1 '  

dann  erh/ilt man  wegen 

o (A w)=~(w,) u~-u,=Z#f  und -~r  

aus (1.3) schlie81ich die Gleichungen 

1 
R--~,W ~ f + a(r) vz + M (fi v)=O 

(1.4) 1 
R~SYv+b fz+N(f ,v)=O.  

Die Randbedingungen  seien 2 

(1.4)' f=O~Tf_ =v=O fiir r=r 1 und r = r  2. 
o r  

2. Wahl des Funktionearaumes 

Schreibt m a n  die elliptische Randwer taufgabe  (1.4), (1.4)' in der F o r m  

.g'L# f+2(av~+M(f,v))=O ( 2 = R e )  
(2.1) 

.LPv+2(b fz+N(f ,v))=O, 

(2.1)' f=afl~-fr=V=0 fiir r=rl,  r = r  2, 

2 Aus den Nullrandbedingungen fiir die St6rungen 

u=v=w=O fiir r=rl, r=r 2 

folgt an sich n u r f +  r f r = 0  und fz=0 ,  d.h. f=const .  Fordert man zusiitzlich const=0, so 
folgt (1.4)'. 
1" 
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so entsteht nach Streichung der nichtlinearen Terme M(f,  v), N(f, v) das lineare 
Eigenwertproblem 

.o~' .oq' f + 2 a v z = O 
(2.2) 

.~v+2b fz=O, 

(2.2)' f=~-~fr=V=0 fiir r=rl, r=r 2 

mit dem Eigenwertparameter 2. Wir interessieren uns speziell fiir LSsungen der 
beiden Randwertprobleme, die in der Variablen z periodisch sind: 

f ( r , z )=f ( r , z+nL) ,  v(r ,z)=v(r,z+nL) fiir n=0,  _1,  _+2 . . . . .  

Ober die Periodenl~nge L wird sp~iter noch in ganz bestimmter Weise verfiigt 
werden. Als Periodengebiet kann dann etwa das Rechteck 

GL: rx<r<r2, 0 < z < L  
gew~ihlt werden. 

Es werde nun mit Ck(G, L) die Klasse der Funktionen bezeichnet, die im 
ganzen unendlichen Gebietsstreifen G als stetige Funktionen definiert sind, die 
beziiglich z periodisch mit der Periode L sind, und die ferner in G stetige partielle 
Ableitungen bis zur Ordnung k besitzen. Mit Ck(t~, L) wird dann die Klasse 
derjenigen Funktionen bezeichnet, die sogar in einem breiteren Gebietsstreifen G1 
mit G=G1 zur Klasse Ck(G1, L) geh6ren. 

Definiert man in ck(c:, L) die Norm [lull k dutch 

1[ u [1~-- Ii u Iio +Y~ I[ ox  u Iio +"" + Y  I[ oku Iio 
mit 

I] u llo = (~  u2 dr dz) § 

dann entsteht durch AbschlieBen von ck(cr, L) beziiglich dieser Norm der voll- 
st/indige Raum H k (G, L). Seine Elemente sind in bezug auf das Periodengebiet Gr. 
quadratintegrierbare Funktionen, wobei wegen der Periodizit~it der Funktionen 
aus Ck(G, L) das Periodengebiet eine beliebige Lage im Streifen G haben kann, 
etwa 

r~<r<r 2, Zo<Z<Zo+L. 

Ferner besitzen die Elemente von Hk(G, L) veraUgemeinerte Ableitungen bis zur 
Ordnung k, wobei diese verallgemeinerten Ableitungen ebenfalls injedem Perioden- 
gebiet quadratintegrierbare Funktionen sind. 

Die ,,Tesffunktionen" q~ sind jetzt wie folgt zu definieren: Sie sind die Funk- 
tionen aus C~(G, L), die in einem Randstreifen von G identisch null sind. Der 
Raum dieser Tesffunktionen wird mit i/(G, L) bezeichnet. Durch Abschliel3ung 

o 

beziiglich der Norm II ~0 I1~ entsteht der Raum Hk(G, L). 
In Abschnitt 4 wird n~ther begriindet, dab fiir die Dirichletsche Randwert- 

aufgabe im unendlichen Gebietsstreifen G mit dem Periodenrechteck GL folgende 
Aussagen wSrtlich wie im Falle endlicher Gebiete gelten: 

Es sei g eine in G definierte, in der Variablen z periodische Funktion mit 
der Periode L, die fiber GL quadratintegrierbar ist. Dann besitzen die beiden 
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Gleichungen 
- A ~  und . ~ u = g  

o o 

genau eine schwache L/Ssung im Funktionenraum HI(G , L) bzw. H 2 (G, L). Diese 
L~Jsung liegt sogar im Funkt ionenraum/ /2 ,  (G, L), wenn 2m die gerade Ordnung 
des elliptischen Differentialoperators Ae bzw. AeA a ist. Ferner gilt mit einer nur 
vom Operator La bzw. LaA a und dem Periodengebiet GL abh~ingigen Konstantenc 
die a priori Absch~itzung 

(2.3) II u 112 m=<c II g Iio. 

Wenn die Voraussetzung geHs(G, L) erfiillt ist, dann folgt sogar uEH2m+s(G, L). 
Insbesondere folgt fiir Funktionen ueH2m+2(G,L), dab sie in G stetig sind, 
stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung 2m besitzen, die Dirichletschen 
Nullrandwerte annehmen und somit periodische Lfsungen der Dirichletschen 
Randwertaufgabe im klassischen Sinne sind. Aus der a priori Abschfitzung (2.3) 
und dem Rellichschen Auswahlsatz folgt dann wie iiblich, dab die Abbildung 
g-}u, die durch die Randwertaufgabe - . ~ u = g  bzw..s vermittelt wird, 
eine vollstetige Abbildung von Ho(G, L) in / /2, , -I(G, L) definiert. 

In Analogie zu den Gin. (6.1) und (6.2) in [8] werden auch bier zun~chst die 
Dirichletschen Randwertaufgaben 

(2.4) s Lay'  = - 2 (a v: + M (f, v)), 

(2.5) 5e v' = -- 2 (b f~ + N (f, v)) 

betrachtet. Ffir Funktionen f~H3(G,L) und veHI(G,L) ergeben sieh rechte 
Seiten, die Funktionen aus Ho(G,L ) sind. Die in H2(G,L ) bzw. in Ha(G,L) 
eindeutig existierenden L6sungen f '  und v' liegen dann ebenfalls in H3(G, L) 
bzw. in Hi(G, L). Betrachtet man nun die Funktionenpaare (f, v) als Elemente 
eines Banachraumes B mit der Norm 

Ilf, vil,=llfJi3 + ll Vlll, 

so wird durch (2.4), (2.5) eine vollstetige Abbildung 

T: (f,v)--(f',v') 

von B in sich definiert. Fiir Fixpunkte (f, v )=( f ' ,  v') ergibt sich genau wie in 
[8], dal3feHg+s(G, L) und veHz+~(G, L) ist fiir beliebiges s =  1, 2, 3, . . . .  Daher 
istf,  v eine klassische L6sung von (2.1), (2.1)', die sogar unendlich oft differenzier- 
bar in Gist.  

Ganz analog wird durch die Dirichletschen Randwertaufgaben 

(2.6) ..~.~ f "=  -2avz, 

(2.7) ~ v " =  - 2 b f ~  

eine vollstetige lineare Abbildung 

A: (f,v)--*(f",v") 

yon B in sieh definiert, deren Fixpunkte (f, v) = ( f " ,  v") klassische, in Cr unendlieh 
oft differenzierbare Eigenl6sungen von (2.2), (2.2)' zum Eigenwert 2 sind. 
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Genau wie in [8] zeigt man dann, dab der lineare Operator A das Fr6ehetsche 
Differential des nichtlinearen Operators T an der Stelle des Nullelementes (f, v) = 
(0, 0) ist. Damit sind wieder alle Voraussetzungen fiir die Anwendung der Leray- 
Schauderschen Theorie gegeben: Ist 21 Eigenwert ungerader Vielfachheit, so 
wechselt der Index der L~Ssung u = 0  yon u - 2  Tu=O das Vorzeichen bei 2=21.  
Das reicht aus um zu zeigen (s. [4]), dab 21 Verzweigungspunkt yon LiSsungen 
der nichtlinearen Operatorgleichung bzw. von (2.1), (2.1)' ist. 

3. Existenz eines positiven Eigenwertes und Berechnung seiner Vieffachheit 

Falls Eigenfunktionen f ,  v yon (2.2), (2.2)' existieren, sind sie nach obigem 
sogar unendlich oft differenzierbar und k6nnen daher als Fourierreihen 

f(r,z)= ~ f,(r) sinntrz+ ~ f ,(r)cosnaz ( tr=2~/L) 
;1~1 ;1=0 

(3.2) 

;1=1 ;1=0 

angesetzt werden. Ferner daft nach Einsetzen der Reihen in (2.2) der Differential- 
operator A~ bzw. LP mit der Summation vertauscht werden. Man erh~lt dann 
ffir f;1(r) und v,(r) das unendliche System gew6hnlicher Differentialgleichungen 

(Jg -- (n tr)2)2f. (1") = 2 a n trv, (r) 
(3.2) 

--(Jll - (n  a)2)v;1(r)=2 b n a f.(r) 
mit 

d 2 1 d 1 
Jll=-d~-~ r dr r -'z 

und mit den Randbedingungen 

df"(r)=v.(r)=O ftir r = r l ,  r=r2. (3.2)' f.(r)= dr 

(Analoge Gleiehungen gelten fiir f , ( r )  und ~,(r).) 
Wenn nun umgekehrt zwei Funktionen f;1(r), v,(r) gegeben sind, die Eigen- 

18sungen der entsprechenden Gln. (3.2), (3.2)' sind, so hat man zwei linear un- 
abh~ngige Eigenl6sungen der Gln. (2.2), (2.2)' gefunden, n~imlich 

(3.2)1 f,(r) sinnaz, v;1(r) cosnaz 
und 

(3.3)2 f . ( r )  c o s n a z ,  -v,(r) sinnaz. 

Solehe Eigenl/Ssungen treten also in gerader Anzahl auf. Die Methode des Ab- 
bildungsgrades liefert aber im aUgemeinen nur dann ein hinreichendes Kriterium 
fiir das Vorliegen einer Verzweigung station/irer L/Ssungen, wenn die Vielfaehheit 
des betrachteten Eigenwertes ungerade ausf~llt. Man wird daher den Funktionen- 
raum B so einschr/inken, dab yon den beiden EigenlSsungen (3.1)1 und (3.1)2, 
die physikalisch v~llig ~quivalent sind, nur noch eine im eingeschr~nkten Funk- 
tionenraum liegt. 
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Dieser eingeschr~inkte Funktionenraum wird wie folgt konstruiert: Man be- 
trachtet zun~ichst den linearen Teilraum derjenigen Funktionen aus Ck(G,L), 
die in z unsymmetrisch sind, d.h. 

f ( r ,  - z) = - f ( r ,  z).  

Abschliel3ung dieses linearen Raumes bezi~glich der Norm [If Ilk fiihrt zu einem 
Banachraum Uk (G, L) c H k (G, L), dessen Elemente beziiglich z unsymmetrische 
Funktionen sind. Betrachtet man entsprechend den linearen Teilraum derjenigen 
Funktionen aus Ck(G, L), die in z symmetrisch sind, 

v(r, --z)= v(r, z), 

so erh~ilt man dutch Abschliel3ung dieses linearen Raumes beziiglich der Norm 
II Vilk einen Banachraum Sk (G, L ) c  H k(G, L), dessen Elemente beziiglich z symme- 
trische Funktionen sind. 

Der endgiiltige Funktionenraum B*, in dem eine Verzweigung station~irer 
L6sungen nachgewiesen werden soil, wird nun wie folgt definiert: 

Definition. Der Teilraum B* von B ist die Gesamtheit der Funktionenpaare 
(f, v) m i t f ~  U3(G , L) und mit veSl (G , L). Die Norm in B* ist dieselbe wie in B: 

IIf, vlIB*= IIf[13 + II vllx. 

Grundlegend fiir das weitere ist nun die Bemerkung, dab fiir beliebiges 
( f , v )~B*  folgendes gilt: Es ist M ( f , v ) + v z e U o ( G , L ) ,  und es ist N ( f , v ) + f z  
~So(G, L). Die Abbildungen T und A, die durch (2.4), (2.5) bzw. (2.6), (2.7) de- 
finiert sind, bilden daher den Teilraum B* in sich ab. In diesem Teilraum liegt 
aber nur noch eine der beiden Eigenl6sungen, n~mlich (3.3)1. 

Der allgemeine Ansatz fiir eine klassische L~Ssung lautet daher bei Beschr~in- 
kung auf den Teilraum B* anstelle yon (3.1) jetzt: 

oo 

f ( r , z ) =  ~ fn(r) s i n n a z  

(3.1)* n=l 
o o  

v(r , z )= ~ v,(r) c o s n a z .  
n = 0  

Im FaUe des Eigenwertproblems (2.2), (2.2)' wird man dann wieder auf das un- 
endliche System (3.2), (3.2)' gefiihrt, dem die f ,(r) ,  v~(r) geniigen miissen. Diese 
Gleichungen lassen sich gemeinsam diskutieren, indem man k =an  setzt und den 
Index n bei den Funktionen fortl~il3t: 

(Jgr -- k2)2 f (r) = 2 a k v(r) 
(3.4) 

- ( ~ r  k 2) v (r) = 2 b k f ( r ) ,  

(3.4) . . . .  j t r )  ..... df(r)=v(r)=Odr fiir r = r l  und r = r  2 

Dies ist genau dasjenige Eigenwertproblem, das im Rahmen der linearen Theorie 
kleiner StSrungen unter anderen von WITTING [9] und von KIRCHG~,SSNER [3] 
betrachtet worden ist. Nach WITTING [9] 1/il3t sich das Eigenwertproblem (3.4), 
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(3.4)' auch als System von Integralgleichungen 

r2  

f ( r ) = 2  S G(k; r,s)a(s)kv(s)ds 

(3.5) ,l 
/'2 

v(r )=2  S n(k ;  r, s) b kf(s)  as 
r l  

schreiben bzw. nach Elimination von v auch in der Form 

r2 

(3.6) f ( r )=#~K(k ;  r,s)f(s)ds (g=22) .  
r l  

Nach WITaar~G ist der Kern K(k; r, s) eine in rl _-< r =_< r2, r 1 =< s___ r 2 s t e t i g e  Funktion 
mit K(k; r, s )>  0 fiir innere Punkte des Quadrates. Aus dieser Eigenschaft folgt 
die schon bei WITTING [9] benutzte Aussage (Satz von JEr,rrzscH, s. etwa [7]): 

Lemma 1. Die Gl. (3.6) besitzt fi~r festes k in der Klasse C o [rx, r2] eine positive 
Eigenfunktion f l (r  ), d.h. mit f1(r)>O fiir r 1 < r < r  2 . Der zugehiJrige Eigenwert It1 
ist reell und positiv. Jede andere eventuell vorhandene Eigenfunktion f *  (r) gehi~rt 
zu einem Eigenwert It* mit IIt*] >it1. 

Setzt man 
I, 2 

21= +V~-~I und v l ( r )=21~K(k ;  r,s)fl(S)ds, 
u 

so ist fx(r), vl(r) zun~chst Eigenl~sung von (3.5) zum positiven Eigenwert 21, 
und dann auch Eigenl6sung von (3.2), (3.2)'. 

Damit ist zun/ichst nut gezeigt, dab fiir k =tr die Eigenwertgleichungen (3.2), 
(3.2)' mit n = 1 einen kleinsten positiven Eigenwert 21 besitzen, zu dem es (bis 
auf Normierung) genau eine Eigenl6sung gibt. Es k~Snnte aber sein, dab eine der 
iibrigen Gleichungen mit k=n a, n =2, 3 . . . .  ebenfalls 21 als Eigenwert besitzt. 
Es 1~i13t sich aber folgendes zeigen: 

Lemma 2. Man kann stets a=2n/L so wiihlen, daft der kleinste positive Eigen- 
weft 2t yon (3.2), (3.2)' nur Eigenwert der Gleichungen mit k =tr, n = 1 ist, dagegen 
kein Eigenwert der Gleichungen mit k=n  a, n=2,  3 . . . . .  

Beweis. Multipliziert man in (3.4) mit rf(r) bzw. mi t r  v(r) und integriert tiber 
das Intervall [r 1, r2]  , SO entsteht nach Addition der Gleichungen 3 

(3.7) ~f(.lC-k2)2 f r d r - S v ( d g - k 2 ) v r d r = 2 k ~ ( a + b ) f v r d r .  

Auf der linken Seite stehen positiv definite Ausdriicke, die durch partielle Inte- 
gration unter Benutzung von (3.4)' so umgeformt werden k6nnen: 

.2Ev. - , v . .  
r2 

a Im folgenden steht j" fiir das bestimmte Integral $. 
r l  
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(Hierin s teh t f '  und v' fiir df/dr bzw. dr~dr.) Mit einer beliebigen positiven Kon- 
stanten ct gilt dann 

' a + b l { ~ z S f Z r d r + l s  vzrdr}  S (a+b) fvrdr<max  .~2 Ifvl rde<max- - - -~ -  

(Maximum im Intervall rl < r___ rz.) Aus (3.7) folgt daher fiir den positiven Eigen- 
wert 21 die Absch~itzung 

2 1 21 I f ]  + 22 [v-I (3.8) 21 >_- 
m a x l a + b l  k c t S f Z r d r + l j v 2 r d r  

Setzt man speziell 0t=k, so erh~It man die untere Schranke 

2 . k2" 
(3.8)* 21 > max l a + b l 

Es sei nun a * >  0 willkiirlich gew~ihlt, und es sei 21 der zu k =a*  gehSrige kleinste 
positive Eigenwert von (3.4), (3.4)'. Betrachtet man nun die Folge k=n a*, 
n =2, 3 . . . .  , so folgt aus (3.8), dab 21 h~Schstens fiir diejenigen k=n a* ebenfalls 
Eigenwert sein kann, die der Ungleichung 

(n a.)2 <max la+bl 
2 21 

geniigen. Bezeichnet man nun m i t m  a* die grtifite der Zahlen n a*, die der Un- 
gleichung geniigen und fiir die aul3erdem 21 ein Eigenwert von (3.4), (3.4)' ist, 
so besitzt a = m  tr* die gewiinschte Eigenschaft. 

Fiir den so konstruierten Wert tr = 2 rr[L besitzt dann zuniichst das unendliche 
System (3.2), (3.2)' bis auf Normierung genau eine Eigenl/Ssung zum kleinsten 
positiven Eigenwert 21, woraus dann auch weiter folgt, dal3 die Gleichung 
( I - 2 A )  u =0 in B* bis auf Normierung genau eine EigenliSsung zum Eigenwert 21 
besitzt. 

Lemma 3. Es sei a =2rc/L gemiifl Lemma 2 so gewiihlt, daft es zum kleinsten 
positiven Eigenwert 21 yon ( I - 2 A ) u = 0  bis auf Normierung in B* genau eine 
Eigenli~sung gibt. Dann ist jede Li~sung yon (1-21A)ku =0  (k positiv ganze Zahl} 
bereits eine LiSsung yon (I-2~A) u=0,  d.h. die Vielfachheit yon 21 im Raum B* 
ist gleich 1. 

Beweis. Fiir k =  1 ist die Aussage trivial. Es werde nun angenommen, die 
Behauptung sei fiir k =  1, 2 . . . . .  n bewiesen. Dann soil durch vollst~indige Induk- 
tion gezeigt werden, da6 sie auch fiir n +  1 richtig ist. Es bezeichne u~ * irgend 
eine nichttriviale LiSsung von (I-21A)"+~u=O. Man setze dann 

(3.9) ul = ( I - 2 t  A) u o. 

Falls Ul das Nullelement ist, so ist man fertig. Im anderen Fall ist Ul nichttriviale 
LiSsung yon 

(1-21A)"u  = 0 .  
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Nach Induktionsvoraussetzung ist dann ul bereits L6sung von ( I - 2 1 A ) u = 0 ,  
d.h. ul ist bis auf Normierung das eindeutig bestimmte Eigenelement zum 
kleinsten positiven Eigenwert 21. Schreibt man 

u ~  ~ v~ ul = ( f l ,  vl), 

so ist zun/iehstfD Vl eine klassisehe Eigenl6sung von (2.2), (2.2)', vonde r  man 
iiberdies weil3, dal3.fl(r ) in rl < r <  r2 keinen Vorzeichenwechsel aufweist. Schreibt 
man nun (3.9) in der Form 

u~ A ( u ~  

so folgt genau wie frtiher, dal3f ~ v ~ klassische, sogar unendlich oft differenzier- 
bare L6sung yon 

~P.oq~f ~ = 21 a (v ~ + Vx)z 
(3.10) 

.s176 = 21 b ( f  ~ + f 0 z ,  

ist, die man daher in folgender Form ansetzen darf: 

f ~  ~ f .~  v~ v~ 
n = l  n=O 

w/ihrend fiir die Eigenl6sung ul = ( f l ,  /)1) einfach 

f l ( r , z ) = f l ( r ) s i n a z ,  / ) l ( r , z )=vl (r )eos trz  

ist. Setzt man dies in (3.10) ein, so ergibt sich fiir die Funktionen f~ v~ 

( ~ l -  a2)z f ~ (r) = 21 a a(v ~ + vl) 
(3.11) 

- (.r162 - tr 2) v ~ (r) = 21 b t r(f  ~ + f l ) .  

Die iibrigen Funktionen f~  v~ n = 2 ,  3 . . . .  miissen identisch null sein, da 
sie L6sungen der Gln. (3.2) sein miissen, aber 21 fiir n = 2 ,  3 . . . .  kein Eigenwert 
dieser Gleichungen ist. Geht man zu Integralgleichungen tiber und benutzt dabei 
(3.5), so erh/ilt man aus (3.11) das System 

f~  =21 ~ G(r, s) a(s) a v~ ds+f i ( r )  

v ~ (r) = 21 1 n (r, s) b trf  ~ (s) d s + v 1 (r) 

bzw. nach Elimination von v~ die inhomogene Integralgleichung 

(3.12) fo  ( r ) -  22 j" K(r,  s) f~ (s) ds = 2f1 (r). 

Nach Lemma 1 weist die Funkt ionf l ( r )  in rl < r < r 2  keinen Vorzeichenwechsel 
auf. Das gleiche gilt fiir die Eigenfunktion gl(r) der adjungierten Integralgleichung 

g(r)- ~ I K* (r, s) g(s) ds=O 

mit K*(r , s )=K(s ,  r). Folglich ist Sf l (s )g l (S)ds#O.  Andererseits ist nach der 
Fredholmschen Theorie die inhomogene G1. (3.12) nur dann 16sbar, wenn die 
rechte Seite yon (3.12) zu gl(r) orthogonal ist, d.h. wenn Sf l (s )g l (s )ds=O gilt. 
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Es muB daher f l ( r )=0  sein bzw. U 1 notwendig das Nullelement, so dab aus (3.9) 
in jedem Fall ( I -21A)  u = 0  folgt. 

Fiihrt man noch den Produktraum B* x A ein mit A: - 0 0 < 2 <  +oo und 
mit der Norm IlullB+lAI, so ergibt sich aus Lemma 1 bis 3 nach [5], [4] das 

Theorem. Man kann unendlich viele Periodenliingen L bzw. Wellenzahlen 
cr=27~/L so wiihlen, daft der zugeh6rige kleinste Eigenwert 21 yon ( I - 2 A ) u = 0  
in B* die Vielfachheit eins besitzt, so daft bei Re =21 eine Verzweigung stationiirer 
L6sungen yon (2.1), (2.1)' vorliegt. 

Genauer gilt folgendes: Im Produktraum B*• A existiert in einer gewissen 
Umgebung des Punktes (0, 21) ein Kontinuum (u(2),2) von L~Ssungen der 
Operatorgleichung u - 2  T u =0, das mit dem L~Ssungskontinuum u =0, 2cA nur 
den Punkt (0, 21) gemeinsam hat. Es gibt daher auch ein Kontinuum yon LGsungen 
der nichtlinearen Gln. (2.1), (2.1)', das bei der Reynoldszahl Re=21 von der 
Grundstr~Smung abzweigt. (Ob der Zweig zu Werten 2 >h i  oder 2<2x geh~Srt, 
bleibt often.) Da nur L~Ssungen u~B* betrachtet wurden, haben die LGsungen 
von (2.1), (2.1)' die Form fo+ f ( r  , z), Vo+V(r, z) mit 

f o = 0  und f ( r , z ) =  ~ f ~ ( r ) s i n n a z .  
n = l  

Daher ist der Rand des Periodenrechtecks r 1 < r < r2, 0 < z < L  eine Stromlinie, 
auf der fo +f(r, z )=0 ist, was man im Experiment fiir 2>4x beobachtet. 

Numerisches BeispieL Fiir das spezielle Radienverh/iltnis R2/Rz=2 liegen 
einerseits Experimente von DONELLY [2] vor, wiihrend andererseits der kleinste 
positive Eigenwert 21 in Abh/~ngigkeit von k von KIRCHG~SSNER [3] numerisch 

;M 
260 

22O 
20O 
780 

760 .o \ . / /  
120 
'~176 \ 
80 ..... re Schranke 

~oe~ T~ ~'J 
20 ~ / *  

~ 1 ~  " -  1 I I I I I I 

I 2 .~" 4 6 8 10 12 14 16 18 

Abb. 1. Eigenwcrtkurve 2i = 21 (k) und untere Schranke 2 max I a+bl k2 fOr das Radicnverhaltnis R 2 / R  1 = 2.0 

berechnet wurde. (In [3] ist die Reynoldszahl mit einer anderen charakteristischen 
Liinge gebildet. AuBerdem ist in [3] 22 als Funktion von k aufgetragen, und zwar 
fiir l < k < 5 . )  In Abb. 1 ist die Eigenwertkurve 21=21(k) dargesteUt, die far 
5 < k <  12,5 neu berechnet wurde. 
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Aul3erdem ist die untere Schranke (3.8) fiir diesen Fall mit eingezeichnet. 
Aus Abb. 1 geht hervor, dal3 man in Lemma 2 z.B. tr=k* w~ihlen darf, wobei 
k* ~3,0 die Stelle ist, an der die Kurve ein Minimum besitzt. Man hat also bereits 
fiir 2"=21(k* ) eine Verzweigung station~irer L6sungen. Dem entspricht, dab 
man im Experiment die station~ren Taylorwirbel beobachtet, sobald die Reynolds- 
zahl den Wert 2* iiberschreitet. 

Die Frage, ob die Eigenwertkurve 2~ =21(k) im ganzen Verlauf und fiir alle 
Radienverh~iltnisse R2/R 1 konkav ist und ein absolutes Minimum aufweist, bleibt 
hier unbeantwortet. Immerhin kann man im allgemeinen Fall so viel aussagen: 

Aus (3.8) folgt, indem man nicht ~t=k sondern ~=1 setzt, die von (3.8)* 
verschiedene untere Schranke 

1 
(3.13) ~1 -~ c ~-, 

worin c eine positive Konstante ist, die kleiner als das Infimum der beiden positiv 
definiten Variationsausdrticke 

J a [ / ] =  i f 2 r d r  , J4Ev]= i v2rdr  

(Randbedingungen f=df/dr=v=O) ist. (Das Infimum htingt nattidich vom 
Radienverh~dtnis R2/R 1 ab.) Die kleinsten positiven Eigenwerte 41 =21(k) be- 
sitzen wegen (3.8)* und (3.13) eine positive untere Grenze 

20= inf Ax(k ). 
O_<k<cr 

Man kann daher zu beliebig kleinem, positivem e stets einen Wert k finden, 
so dab 

20=<21(k)<2o+8 

ist. Mit diesem k bzw. 21 l~il3t sich dann die Konstruktion von Lemma 2 aus- 
fiihren, d.h. es gibt verzweigte Ltisungen zu Reynoldszahlen Re mit 

20 < Re < 20 + e (8 beliebig klein). 

4. Zur Existenz, Eindeutigkeit und Regularit~t 

Im folgenden wird auseinandergesetzt, dab sich die in Abschnitt 2 bentitigten 
S~itze, die fiir elliptische Randwertprobleme mit Dirichletschen Randwerten in 
endlichen Gebieten wohlbekannt sind, auch fiir periodische L6sungen im unend- 
lichen Gebietsstreifen G giiltig bleiben. 

Existenz und Eindeutigkeit fiir (schwache) L~Ssungen der Dirichletschen Rand- 
wertaufgaben - r .~u=g  bzw. r.~p2u=g in den Rtiumen f/l(G, L) bzw./~/2 (G, L) 
ergibt sich wie tiblich aus dem 

Darstellungstheorem (LAx und MILGgAM [6]): Es sei H ein Hilbertraum mit 
dem Skalarprodukt (u, v) und mit der Norm Ilull =(u, u)*. Es sei ferner B[u, v] 
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eine in H definierte Bilinearform mit 

(4.1) I n [u,  03 [ ~ c x II u II II o II, 

(4.2) IBlu, ull~c211ull 2, c2>0. 

Dann kann jedes in H definierte, beschr~nkte lineare Funktional F(u) in tier Form 
F(u) =B [u, w] dargesteUt werden mit eindeutig bestimmtem w aus H. 

Die Anwendung auf die betrachteten Randwertprobleme ergibt sich unmittel- 
o 

bar, wenn man in Hr,(G, L) anstelle der Norm Ilullm die ~tquivalente Norm 

Ilu I1"~=(11 u Ilg+Z II Dlu 11o2 +"" + E  IIO'u 112) ~ 

bzw. das Skalarprodukt 

(u,V)r,=(u,v)o+~,(Dlu, Dtv)o+...+~(Dmu, Dmv)o mit (u,v)o= j u v r d r d z  
GL 

sofort die Ungleichungen (4.1), (4.2) mit geeigneten positiven Konstanten Cl, c2. 
Das beschr~mkte lineare Funktional F(u)=~ u g dr dz gestattet dann die Dar- 
stellung B[u, w] =F(u) bzw. ftir den Sonderfall, dab u eine Testfunktion q~ ist, 
nach partieller Integration 

- ~ w.L~'q~rdrdz= ~ gq~rdrdz, 
GL GL 

d.h. w ist eindeutig bestimmte schwache L~Ssung des Dirichletschen Randwert- 
problems. Ganz analog verl~tuft die Betrachtung bei ~2u=g. 

Die Frage nach Regularit~tseigenschaften einer schwachen L6sung und die 
Giiltigkeit der in Abschnitt 2 formulierten a priori Absch~itzung wird in der Theorie 
eUiptischer Randwertprobleme in endlichen Gebieten zunachst lokal untersucht: 
Man beweist die gewiinschten Eigenschaften einerseits in (endliehen) Teilgebieten 
Gi mit Gi ~ G und andererseits ftir ,,patches" A i am Rande. (Im Falle eines zwei- 
dimensionalen Gebietes kann fiir die At der Durchschnitt von G mit offenen 
Kreisscheibchen genommen werden, deren Mittelpunkt auf dem Rand von G 
liegt.) Sodann wird benutzt, dab sich G durch endlich viele der G~ bzw. At tiber- 
decken 1/il]t. Das liefert die Regularit~itseigenschaften fiir ganz G und die a priori 
Absch~itzung mit einer nur von G abh/ingigen Konstanten. Im Falle einer periodi- 
schen LiSsung im unendlichen Streifen hat man die lokalen Aussagen genau wie im 
Falle endlicher Gebiete zur Verftigung. Da man nun ein Periodenrechteck durch 
endlich viele G~ bzw. At tiberdecken kann, iibertragen sich die in [1] bzw. [6] an- 
gegebenen S/itze tiber Regularit/itseigenschaften sowie die a priori Absch/itzung 
unmittelbar auf den Fall periodischer L~Ssungen. 

einftihrt. 
o 

Im Falle der Randwertaufgabe -.~r162 =g mitm = 1, g~Ho(G, L), ueHl(G, L) 
best~itigt man ftir die Bilinearform 
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