Stabilitit und Verzweigung stationdrer Losungen

der Navier-Stokesschen Gleichungen beim Taylorproblem

W. VELTE
Vorgelegt von R. FINN

Im folgenden wird das erste Randwertproblem fiir die stationiren Navier-
Stokesschen Gleichungen betrachtet. Es wird gezeigt, daB Verzweigungen statio-
nirer Losungen auftreten kénnen, so daB man im allgemeinen nicht mit Ein-
deutigkeit der Losung rechnen kann.

Eine solche Verzweigung wird fiir den Fall der Taylorschen Versuchsanordnung
(Strémung zwischen konzentrischen, rotierenden Zylindern) nachgewiesen. Und
zwar findet eine Verzweigung bei demjenigen ,kritischen* Wert der Reynolds-
schen Zahl statt, der sich in der Theorie kleiner Storungen als kleinster Eigenwert
eines Eigenwertproblems ergibt. Im Experiment beobachtet man nach Uber-
schreiten dieser kritischen Reynoldszahl an Stelle der Couettestromung eine neue,
stationdre Stromungsform, ndmlich die bekannten torusférmigen Taylorwirbel.

Um eine Verzweigung stationdrer Losungen im Falle der Taylorschen Ver-
suchsanordnung theoretisch nachzuweisen, wird wie schon in [8] als mathemati-
sches Hilfsmittel die Theorie des topologischen Abbildungsgrades fiir vollstetige
Operatoren in Banachriumen herangezogen. In [§] wurde zwar auch schon ein
hydrodynamisches Problem betrachtet. Es handelte sich jedoch dort um die
Stréomung durch ein horizontales Rohr unter dem EinfluB eines vertikal gerichteten
Temperaturgradienten. Fiir dieses Problem wurde die Temperaturgleichung zu-
sammen mit den Navier-Stokesschen Gleichungen zugrundegelegt, in denen zu-
satzlich die Auftriebskrifte in der Naherung von BoUssINEsQ beriicksichtigt wurden.
Instabilitat und Verzweigung der Grundstromung ergaben sich als Folge geniigend
groBer Temperaturgradienten bzw. Auftriebskrifte.

Das im folgenden diskutierte Beispiel der Taylorschen Stréomung zeigt, dafl
Verzweigungen nicht nur bei Problemen mit thermischen Auftriebskriften auf-
treten kénnen, sondern auch bei stationiiren Losungen der Navier-Stokesschen
Gleichungen. Die Untersuchung verlduft ganz analog zu der Behandlung des

Stromungsproblems in [8], so daB der Kiirze halber mehrfach auf [§] verwiesen
werden kann.

1. Problemstellung

Es seien R, und R, die Radien der konzentrischen Zylinder (R, <R,). Der
duBere Zylinder sei fest, wihrend der innere mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit w, rotiert (@, >0). Wie iiblich sind v und p kinematische Zihigkeit bzw.
Dichte der inkompressiblen Fliissigkeit. Die Navier-Stokesschen Gleichungen
werden in Zylinderkoordinaten zugrundegelegt, wobei p den Druck und w, v, w
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die Komponenten der Geschwindigkeit in r, i, z-Richtung bezeichnen. Die Glei-
chungen seien bereits dimensionslos geschrieben mit Hilfe der Bezugsgrofien R,
(Linge), R, w; (Geschwindigkeit), wi ! (Zeit) und p (R, w,)* (Druck). Beschrinkt
man sich auf stationire Losungen, die von der Winkelkoordinaten i unabhéngig
sind, dann haben die Navier-Stokesschen Gleichungen die Form

1, 1 u
uu,+wuz~—Tv -——p,+§e—<Au—~—r—2>
uv+wv+1uv— 1 A—v

SR T S
(1.1) .
UW,+wWW, =—pz+i?Aw
(ru),+rw,=0
mit
= az +._1_. _a_+ 62
~orr v or ' 9z%

und mit Re=w, R?v~! (Reynoldszahl). Das Gebiet G, das man zu betrachten
hat, ist der unendliche Streifen

G: ri<r<r,, —w<z<+w©
mit r; =R, /R, und r, =R,/R,. Die Randbedingungen lauten:
u=w=0, v=1 fir r=r,
1.1y

u=v=w=0 fir r=r,.

Eine spezielle Losung des Randwertproblems (1.1), (1.1)', die fiir beliebige
Reynoldszahlen Re existiert, ist die Couettestromung:
2

2 r
(1.2) uy=0, wy=0, Uo(")=*r‘z—1—1<2—">, po(r)=f-l;°—dr+const.
27 ri

Diese spezielle Losung wird im folgenden auch als ,,Grundstromung® bezeichnet.
Setzt man die Losungen der Randwertaufgabe (1.1), (1.1) in der Form

u0+u(r,z), UO+U(T, Z), W0+W(F,Z), p0+p(r,z)

an, so ergeben sich fiir die hier eingefithrten u, v, w, p die Gleichungen!

uu, +wu ——1—02—300 =— +—i— Au—"
r oy r 0 T TP T Re r”
uv, +wo, + 1 uv+1 (vo+ruvg)u = L Av—2
r Ay p Lo TP} i = Re ?
1.3) )
uw,.+ww, =—-p,+—ie—Aw

(ru),+rw,=0,

1 g steht fiir doy(r)/dr.
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Fiihrt man eine Stromfunktion f(r, z) mit

(rf)e=ru, (rf)=~=rw

ein, so ist zunichst die GI. (1.3), erfiillt. Ferner 148t sich in bekannter Weise
der Druck p eliminieren, indem man (1.3),; nach z und (1.3); nach r differenziert.
Schreibt man zur Abkiirzung

1

M(fso)= 2 2 (i ) -?f>+7lz (@),

N(f,t)= = (o), Syt o)y,

2v 2 2
e ()

r r3 r

1
_ o \__2
b = ( " + 170> = —r—%T-T )
dann erhalt man wegen
u,—u,=%f und ;;(A w)=Z(w,)
aus (1.3) schlieBlich die Gleichungen

%33’f+a(r)vz+M(f,v)=0

1
R—e$U+bfz+N(f,U)=0.

(1.4)

Die Randbedingungen seien?

(1.4) f=g—£=v=0 fir r=r, und r=r,.

2. Wahl des Funktionenraumes
Schreibt man die elliptische Randwertaufgabe (1.4), (1.4)’ in der Form

L &L f+Ai(av,+M(f,0))=0 (A=Re)

2.1)
Lo+i(b f,+N(f,v)=0,
' 0 .
@.1) =-a—£=v=0 fir r=ry, r=r,,

2 Aus den Nullrandbedingungen fiir die Storungen
u=v=w=0 fir r=r,, r=r,
folgt an sich nur f+ rf,=0 und f,=0, d.h. f=const. Fordert man zusitzlich const=0, so
folgt (1.4).

1*
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so entsteht nach Streichung der nichtlinearen Terme M (f, v), N(f, v) das lineare
Eigenwertproblem

LELf+iav,=0
2.2) f+iav,
ZLv+ibf,=0,
.2y f=g—{=u=0 fir r=ry, r=r,

mit dem Eigenwertparameter A. Wir interessieren uns speziell fiir Losungen der
beiden Randwertprobleme, die in der Variablen z periodisch sind:

f@r,2)=f(r,z+nL), v(r,z)=v(r,z+nLl) fir n=0,+1,+2,....

Uber die Periodenlinge L wird spiter noch in ganz bestimmter Weise verfiigt
werden. Als Periodengebiet kann dann etwa das Rechteck

G.: ri<r<r,, 0O<z<L
gewihlt werden.

Es werde nun mit C*(G, L) die Klasse der Funktionen bezeichnet, die im
ganzen unendlichen Gebietsstreifen G als stetige Funktionen definiert sind, die
beziiglich z periodisch mit der Periode L sind, und die ferner in G stetige partielle
Ableitungen bis zur Ordnung k besitzen. Mit C*(G, L) wird dann die Klasse
derjenigen Funktionen bezeichnet, die sogar in einem breiteren Gebietsstreifen G
mit Gc G, zur Klasse C¥(G,, L) gehéren.

Definiert man in C¥(G, L) die Norm |u|, durch

lully=1lu ”0'!’2 D" u ”o+'“+z I1D*u
mit
|]ul|0=( _[uzdrdz)*,
GL

dann entsteht durch AbschlieBen von C*(G, L) beziiglich dieser Norm der voll-
standige Raum H, (G, L). Seine Elemente sind in bezug auf das Periodengebiet G,
quadratintegrierbare Funktionen, wobei wegen der Periodizitit der Funktionen
aus C*(G, L) das Periodengebiet eine beliebige Lage im Streifen G haben kann,
etwa

ry<r<r,, zg<z<zo+L.

Ferner besitzen die Elemente von H, (G, L) verallgemeinerte Ableitungen bis zur
Ordnung k, wobei diese verallgemeinerten Ableitungen ebenfallsin jedem Perioden-
gebiet quadratintegrierbare Funktionen sind.

Die ,,Testfunktionen* ¢ sind jetzt wie folgt zu definieren: Sie sind die Funk-
tionen aus C®(G, L), die in einem Randstreifen von G identisch null sind. Der
Raum dieser Testfunktionen wird mit H(G, L) obezeichnet. Durch AbschlieBung
beziiglich der Norm | ¢ ||, entsteht der Raum H, (G, L).

In Abschnitt 4 wird niher begriindet, daB fiir die Dirichletsche Randwert-
aufgabe im unendlichen Gebietsstreifen G mit dem Periodenrechteck Gy, folgende
Aussagen wortlich wie im Falle endlicher Gebiete gelten:

Es sei g eine in G definierte, in der Variablen z periodische Funktion mit
der Periode L, die iiber G, quadratintegrierbar ist. Dann besitzen die beiden
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Gleichungen
—ZPu=g und L Lu=g

genau eine schwache Losung im Funktionenraum H (G, L) bzw. H 5(G, L). Diese
Lésung liegt sogar im Funktionenraum H, ,,(G, L), wenn 2m die gerade Ordnung
des elliptischen Differentialoperators & bzw. £.% ist. Ferner gilt mit einer nur
vom Operator & bzw. &% und dem Periodengebiet G, abhangigen Konstantenc
die a priori Abschitzung

(2.3) lulzm<cliglo.

Wenn die Voraussetzung ge H,(G, L) erfiillt ist, dann folgt sogar ue H,,,, (G, L).
Insbesondere folgt fiir Funktionen ueH,,,,(G, L), daB sie in G stetig sind,
stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung 2m besitzen, die Dirichletschen
Nullrandwerte annehmen und somit periodische Lésungen der Dirichletschen
Randwertaufgabe im klassischen Sinne sind. Aus der a priori Abschitzung (2.3)
und dem Rellichschen Auswahlsatz folgt dann wie iiblich, daB die Abbildung
g-u, die durch die Randwertaufgabe — Pu=g bzw. L Lu=g vermittelt wird,
eine vollstetige Abbildung von Hy(G, L) in H,,,_ (G, L) definiert.

In Analogie zu den Gin. (6.1) und (6.2) in [8] werden auch hier zunichst die
Dirichletschen Randwertaufgaben

(2.4) L Lf =—AMav,+M(f,0),
2.5) Lv'=—Abf,+N(f,v)
betrachtet. Fiir Funktionen feH,(G, L) und veHl(G L) ergeben sxch rechte
Seiten, die Funktionen aus Hy(G, L) sind. Die in H2(G L) bzw. in H (G, L)
eindeutig existierenden Lésungen f' und o’ liegen dann ebenfalls in H,(G, L)

bzw. in H,(G, L). Betrachtet man nun die Funktionenpaare (f, v) als Elemente
eines Banachraumes B mit der Norm

Ifolls=Nfls+1vly,
so wird durch (2.4), (2.5) eine vollstetige Abbildung

T: (fo)->("v)

von B in sich definiert. Fiir Fixpunkte (f, v)=(f’, v’) ergibt sich genau wie in
[8], daB fe H, . (G, L) und ve H, . (G, L) ist fiir beliebiges s=1, 2, 3, ... . Daher

ist f, v eine klassische Losung von (2.1), (2.1)', die sogar unendlich oft differenzier-
bar in G ist.

Ganz analog wird durch die Dirichletschen Randwertaufgaben
(2.6) LLf'=—Aav,,
27 FLv'=—-Abf,
eine vollstetige lineare Abbildung
A: (Lo)-> ("0

von B in sich definiert, deren Fixpunkte (f, v)=(f"’, v"’) klassische, in G unendlich
oft differenzierbare Eigenldsungen von (2.2), (2.2)' zum Eigenwert A sind.
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Genau wie in [8] zeigt man dann, daB der lineare Operator 4 das Fréchetsche
Ditferential des nichtlinearen Operators T an der Stelle des Nullelementes (f, v) =
{0, 0) ist. Damit sind wieder alle Voraussetzungen fiir die Anwendung der Leray-
Schauderschen Theorie gegeben: Ist A1; Eigenwert ungerader Vielfachheit, so
wechselt der Index der Losung u=0 von u—Ai Tu=0 das Vorzeichen bei A=41,.
Das reicht aus um zu zeigen (s. [4]), daB A, Verzweigungspunkt von Losungen
der nichtlinearen Operatorgleichung bzw. von (2.1), (2.1) ist.

3. Existenz eines positiven Eigenwertes und Berechnung seiner Vielfachheit

Falls Eigenfunktionen f, v von (2.2), (2.2)" existieren, sind sie nach obigem
sogar unendlich oft differenzierbar und kénnen daher als Fourierreihen

f(r,2)= if,,(r) sinnoz+ ff,,(r) cosnoz (o=2n/L)
(31) n=1 n°=00

o]
v(r,z)= Y. v,(r)sinnoz+ Y, v,(r)cosnoz
n=1 0

n=

angesetzt werden. Ferner darf nach Einsetzen der Reihen in (2.2) der Differential-
operator % bzw. & mit der Summation vertauscht werden. Man erbélt dann
fiir £,(r) und v,(r) das unendliche System gewohnlicher Differentialgleichungen

(M- f(N=Lancv,(r)

3.2
6.2 —(M —(no)*)v,(r)=2Abna f,(r)
mit
d? d 1
A= T I
und mit den Randbedingungen
3.2y 1= 2y =0 o r=r,, rer,.

(Analoge Gleichungen gelten fiir f,(r) und o,(r).)

Wenn nun umgekehrt zwei Funktionen f,(r), v,(r) gegeben sind, die Eigen-
16sungen der entsprechenden Gln. (3.2), (3.2) sind, so hat man zwei linear un-
abhingige Eigenldsungen der Gln. (2.2), (2.2)° gefunden, namlich

3.1, f,(r)sinnoz, v,(rycosnoz
und
(3.3), fi(rycosnoz, —v,(r)sinnez.

Solche Eigenltsungen treten also in gerader Anzahl auf. Die Methode des Ab-
bildungsgrades liefert aber im allgemeinen nur dann ein hinreichendes Kriterium
fiir das Vorliegen einer Verzweigung stationédrer Losungen, wenn die Vielfachheit
des betrachteten Eigenwertes ungerade ausfillt. Man wird daher den Funktionen-
raum B so einschriinken, daB von den beiden Eigenldsungen (3.1); und (3.1),,
die physikalisch véilig dquivalent sind, nur noch eine im eingeschrinkten Funk-
tionenraum liegt.
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Dieser eingeschrinkte Funktionenraum wird wie folgt konstruiert: Man be-
trachtet zunichst den linearen Teilraum derjenigen Funktionen aus C*(G, L),
die in z unsymmetrisch sind, d.h.

f(rs ——Z)= —f(r,z).

AbschlieBung dieses linearen Raumes beziiglich der Norm | f||, fithrt zu einem
Banachraum U.(G, L)c H,(G, L), dessen Elemente beziiglich z unsymmetrische
Funktionen sind. Betrachtet man entsprechend den linearen Teilraum derjenigen
Funktionen aus C*(G, L), die in z symmetrisch sind,

v(r, —z)=v(r,z2),

so erhilt man durch AbschlieBung dieses linearen Raumes beziiglich der Norm
v}l einen Banachraum S, (G, L)< H, (G, L), dessen Elemente beziiglich z symme-
trische Funktionen sind.

Der endgiiltige Funktionenraum B*, in dem eine Verzweigung stationirer
Losungen nachgewiesen werden soll, wird nun wie folgt definiert:

Definition. Der Teilraum B* von B ist die Gesamtheit der Funktionenpaare
(f; v) mit fe U5(G, L) und mit ve S,(G, L). Die Norm in B* ist dieselbe wie in B:

1A ola=1 s+ 10l

Grundlegend fiir das weitere ist nun die Bemerkung, daB fiir beliebiges
(f, v)eB* folgendes gilt: Es ist M(f, v)+v,eU,(G, L), und es ist N(f, v)+f,
€Sy(G, L). Die Abbildungen T und 4, die durch (2.4), (2.5) bzw. (2.6), (2.7) de-
finiert sind, bilden daher den Teilraum B* in sich ab. In diesem Teilraum liegt
aber nur noch eine der beiden Eigenlésungen, ndmlich (3.3),.

Der allgemeine Ansatz fiir eine klassische Losung lautet daher bei Beschrin-
kung auf den Teilraum B* anstelle von (3.1) jetzt:

fr,n)= i f,(r)sinnoz
@3.1)* w1

)
v(r,z)= Y v,(r)cosnoz.
n=0

Im Falle des Eigenwertproblems (2.2), (2.2) wird man dann wieder auf das un-
endliche System (3.2), (3.2)' gefiihrt, dem die f£,(r), v,(r) geniigen miissen. Diese
Gleichungen lassen sich gemeinsam diskutieren, indem man k =gn setzt und den
Index n bei den Funktionen fortlaBt:

(M=K f(=Aako()
—(M k) v(r)=Abk f(r),
df(r)

(3.4)

3.4) f(N=—~=v(r)=0 fir r=r, und r=r,.

Dies ist genau dasjenige Eigenwertproblem, das im Rahmen der linearen Theorie
kleiner Stérungen unter anderen von WITTING [9] und von KIRCHGASSNER [3]
betrachtet worden ist. Nach WiTTING [9] 148t sich das Eigenwertproblem (3.4),
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(3.4)" auch als System von Integralgleichungen

f(r)=lfsz(k; r,s)a(s)kv(s)ds
(3.5) -
v(r)=AfH(k;r,s)bkf(s)ds

schreiben bzw. nach Elimination von v auch in der Form
r2
(3.6) JO=ufKk;r,9)f(s)ds  (u=4i%.

Nach WITTING ist der Kern K(k; r, s) einein r, Sr<r,, r Ss<r, stetige Funktion
mit K(k; r, 5)>0 fiir innere Punkte des Quadrates. Aus dieser Eigenschaft folgt
die schon bei WITTING [9] benutzte Aussage (Satz von JENTZSCH, s. etwa [7]):

Lemma 1. Die GI. (3.6) besitzt fiir festes k in der Klasse C°[r,, r,] eine positive
Eigenfunktion f,(r), d.h. mit f,(r)>0 fiir ry <r<r,. Der zugehérige Eigenwert u,
ist reell und positiv. Jede andere eventuell vorhandene Eigenfunktion f*(r) gehort
zu einem Eigenwert p* mit |u*|>u,.

Setzt man

Ay=+Vn, und v,(=A, [K(k;r,5)fi(s)ds,

so ist f(r), v,(r) zunachst Eigenlésung von (3.5) zum positiven Eigenwert A,,
und dann auch Eigenl8sung von (3.2), (3.2)'.

Damit ist zunichst nur gezeigt, daB fiir k=0 die Eigenwertgleichungen (3.2),
(3.2) mit n=1 einen kleinsten positiven Eigenwert 4, besitzen, zu dem es (bis
auf Normierung) genau eine Eigenl6sung gibt. Es konnte aber sein, daB eine der
iibrigen Gleichungen mit k=no, n=2, 3, ... ebenfalls 1; als Eigenwert besitzt.
Es 1aBt sich aber folgendes zeigen:

Lemma 2. Man kann stets o =2n/L so wdhlen, daff der kleinste positive Eigen-
wert A; von (3.2), (3.2) nur Eigenwert der Gleichungen mit k=0, n=1 ist, dagegen
kein Eigenwert der Gleichungen mit k=nao, n=2,3, ....

Beweis. Multipliziert man in (3.4) mit r f(r) bzw. mit r v(r) und integriert iiber
das Intervall [r,, r,], so entsteht nach Addition der Gleichungen?

3.7 [ (M=K frdr—[v(# ~K)ordr=Ak[(a+b)fordr.

Auf der linken Seite stehen positiv definite Ausdriicke, die durch partielle Inte-
gration unter Benutzung von (3.4)’ so umgeformt werden konnen:

J1[f]=jf(/f—k2)2f"d"=.f{(ﬂf)2+2k2(f'2+7lzf2>+k4f2} rdr,
L[v]=—fv(#—Kk)vrdr=f {(v’2+71¢ 02>+k2v2} rdr.

r
3 Im folgenden steht j' fiir das bestimmte Integral j .

r



Stabilitit beim Taylorproblem 9

(Hierin steht f’ und o' fiir df/dr bzw. dv/dr.) Mit einer beliebigen positiven Kon-
stanten o gilt dann
la+b|

j(a+b)fvrdr§max—2——-52|fvlrdrémax Ia—;—bl {ajfzrdr+éj'v2rdr}.

(Maximum im Intervall r, £r<r,.) Aus (3.7) folgt daher fiir den positiven Eigen-
wert 4; die Abschitzung

(3.9) A= 2 1 Ji[f1+J2[v] )
max|a+b| k ajfzrdr-%é—jvzrdr

Setzt man speziell « =k, so erhdlt man die untere Schranke

2 2

* > = .
38) 1= max|a+b]|

Es sei nun o* >0 willkiirlich gewahlt, und es sei A, der zu k=0* gehorige kleinste
positive Eigenwert von (3.4), (3.4)'. Betrachtet man nun die Folge k=na*,
n=2,3, ..., so folgt aus (3.8), daB} 1, hochstens fiir diejenigen k=n o* ebenfalls
Eigenwert sein kann, die der Ungleichung

la+bl|
2

(n6*)® <max <Ay

geniigen. Bezeichnet man nun mit m o* die groBte der Zahlen n o*, die der Un-
gleichung geniigen und fiir die auBerdem 2, ein Eigenwert von (3.4), (3.4)' ist,
so besitzt 6 =m o* die gewiinschte Eigenschaft.

Fiir den so konstruierten Wert ¢ =27/L besitzt dann zunédchst das unendliche
System (3.2), (3.2) bis auf Normierung genau eine Eigenlosung zum kleinsten
positiven Eigenwert A,, woraus dann auch weiter folgt, daB die Gleichung
(I—AA) u=0in B* bis auf Normierung genau eine Eigenlésung zum Eigenwert 2,
besitzt.

Lemma 3. Es sei 6 =2n/L gemd Lemma 2 so gewdhit, daf es zum kleinsten
positiven Eigenwert A, von (I—AA)u=0 bis auf Normierung in B* genau eine
Eigenlosung gibt. Dann ist jede Lésung von (I— 1, A)*u=0 (k positiv ganze Zahl)
bereits eine Liosung von (I—A; A)u=0, d.h. die Vielfachheit von 1, im Raum B*
ist gleich 1.

Beweis. Fiir k=1 ist die Aussage trivial. Es werde nun angenommen, die
Behauptung sei fiir k=1, 2, ..., n bewiesen. Dann soll durch volistindige Induk-
tion gezeigt werden, daB sie auch fiir n+1 richtig ist. Es bezeichne u°e B* irgend
eine nichttriviale Losung von (I—1, A)"*'u=0. Man setze dann

(3.9) uy=(I—i Au’

Falls u; das Nullelement ist, so ist man fertig. Im anderen Fall ist #, nichttriviale
Losung von

(I—1, A'u=0.
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Nach Induktionsvoraussetzung ist dann u, bereits Losung von (I—4,4) u=0,
d.h. u, ist bis auf Normierung das eindeutig bestimmte Eigenelement zum
kleinsten positiven Eigenwert 4,. Schreibt man

uo=(f0’ UO)’ u1=(flsvl)’

so ist zunichst f;, v, eine klassische Eigenlosung von (2.2), (2.2)’, von der man
iiberdies weil}, daB f,(r) in r; <r<r, keinen Vorzeichenwechsel aufweist. Schreibt
man nun (3.9) in der Form

u=i, AW®+u,),

so folgt genau wie friiher, daB f°, v° klassische, sogar unendlich oft differenzier-
bare Ldsung von
LLfO=21a(0’+vy),

L0’ =21 b(f°+f).,

ist, die man daher in folgender Form ansetzen darf:

(3.10)

fo(r,2)= if,,o(r)sinnaz, °(r, 2)= i v (r)cosnoz,

n=0

wiahrend fiir die Eigenlosung u, =(f;, v,) einfach

filr,2)=fi(r)sinoz, v,(r,z)=v,(r)cosoz
ist. Setzt man dies in (3.10) ein, so ergibt sich fiir die Funktionen f?(r), v2(r)

(M~ [P (=41 ac(v]+v))

3.11
(3.11) — (M=) )=A, ba(fL+f1).

Die iibrigen Funktionen £2(r), v2(r), n=2, 3, ... miissen identisch null sein, da
sie Losungen der Gln. (3.2) sein miissen, aber i, fiir n=2, 3, ... kein Eigenwert
dieser Gleichungen ist. Geht man zu Integralgleichungen iiber und benutzt dabei
(3.5), so erhilt man aus (3.11) das System

FL=2, [ G(r,5)a(s) o vi(s) ds+[1(r)
3P)=A, [H(r,s) bof(s)ds+v,(r)
bzw. nach Elimination von v%(r) die inhomogene Integralgleichung

(3.12) L) =4 [K(r,s) 7 (5)ds=2£1 (7).

Nach Lemma 1 weist die Funktion f,(r) in r, <r<r, keinen Vorzeichenwechsel
auf. Das gleiche gilt fiir die Eigenfunktion g,(r) der adjungierten Integralgleichung

g() =22 [K*(r, ) g(s) ds=0

mit K*(r, s)=K(s, r). Folglich ist {f,(s) g,(s) ds+0. Andererseits ist nach der
Fredholmschen Theorie die inhomogene GI. (3.12) nur dann l6sbar, wenn die
rechte Seite von (3.12) zu g,(r) orthogonal ist, d.h. wenn j' S1(s) g1(s) ds=0 gilt.
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Es muB daher f,(r)=0 sein bzw. u, notwendig das Nullelement, so daB3 aus (3.9)
in jedem Fall (I—A; A) u=0 folgt.

Fiihrt man noch den Produktraum B*x A ein mit A: ~o0 <A<+ und
mit der Norm |u|z+|4|, so ergibt sich aus Lemma 1 bis 3 nach [5], [4] das

Theorem. Man kann unendlich viele Periodenliingen L bzw. Wellenzahlen
o=2n/L so wihlen, dafi der zugehorige kleinste Eigenwert A, von (I—AA4)u=0
in B* die Vielfachheit eins besitzt, so daf bei Re =1, eine Verzweigung stationdrer
Lésungen von (2.1), (2.1Y vorliegt.

Genauer gilt folgendes: Im Produktraum B*x A existiert in einer gewissen
Umgebung des Punktes (0, 1,) ein Kontinuum (u(1), 1) von L&sungen der
Operatorgleichung u— A T u=0, das mit dem Losungskontinuum u=0, AeA nur
den Punkt (0, 4,) gemeinsam hat. Es gibt daher auch ein Kontinuum von Lésungen
der nichtlinearen Gln. (2.1), (2.1)', das bei der Reynoldszahl Re=4, von der
Grundstromung abzweigt. (Ob der Zweig zu Werten 1>1, oder A<4, gehort,
bleibt offen.) Da nur Losungen ueB* betrachtet wurden, haben die LSsungen
von (2.1), (2.1)' die Form f,+f(r, z), vo+0v(r, z) mit

fo=0 und f(r,2)= )if..(r) sinnoz.

Daher ist der Rand des Periodenrechtecks r, <r<r,, 0<z<L eine Stromlinie,
auf der f,+/(r, 2)=0 ist, was man im Experiment fiir 1> 4, beobachtet.

Numerisches Beispiel. Fiir das spezielle Radienverhiltnis R,/R,=2 liegen
einerseits Experimente von DONELLY [2] vor, wihrend andererseits der kleinste
positive Eigenwert 4, in Abhéingigkeit von k von KIiRCHGASSNER [3] numerisch

A
260
240
220
200
180
160
140
120
100
80
60
40
20

Abb. 1. Eigenwertkurve 11 = A; (k) und untere Schranke * k2 fiir das Radienverhiltnis R»/R; = 2,0

2
max |a+b|

berechnet wurde. (In [3] ist die Reynoldszahl mit einer anderen charakteristischen
Lénge gebildet. AuBerdem ist in [3] A2 als Funktion von k aufgetragen, und zwar
fir 1=k<5.) In Abb. 1 ist die Eigenwertkurve A, =A,(k) dargestellt, die fiir
5<kZ12,5 neu berechnet wurde.
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AuBerdem ist die untere Schranke (3.8) fiir diesen Fall mit eingezeichnet.
Aus Abb. 1 geht hervor, daBl man in Lemma 2 z.B. 6 =k* wihlen darf, wobei
k*~3,0 die Stelle ist, an der die Kurve ein Minimum besitzt. Man hat also bereits
fiir A¥=21,(k*) eine Verzweigung stationirer L&sungen. Dem entspricht, daB
man im Experiment die stationdren Taylorwirbel beobachtet, sobald die Reynolds-
zahl den Wert A} iiberschreitet.

Die Frage, ob die Eigenwertkurve 1; =A,(k) im ganzen Verlauf und fiir alle
Radienverhiltnisse R,/R, konkav ist und ein absolutes Minimum aufweist, bleibt
hier unbeantwortet. Immerhin kann man im allgemeinen Fall so viel aussagen:

Aus (3.8) folgt, indem man nicht a=k sondern a=1 setzt, die von (3.8)*
verschiedene untere Schranke

(3.13) a2l

? >
worin ¢ eine positive Konstante ist, die kleiner als das Infimum der beiden positiv

definiten Variationsausdriicke
12 1 2
[ rdr j(v +—g0 rdr

J3[f]= J‘f rdr s J4[U]= jUZrdr

(Randbedingungen f=df/dr=v=0) ist. (Das Infimum héngt natiirlich vom
Radienverhiltnis R,/R, ab.) Die kleinsten positiven Eigenwerte A, =A4,(k) be-
sitzen wegen (3.8)* und (3.13) eine positive untere Grenze

2.0 Lol inf 2.1 (k) .

0Lk<w

Man kann daher zu beliebig kleinem, positivem ¢ stets einen Wert k finden,
so daB

AoS A () <Ag+e

ist. Mit diesem k bzw. A, 14Bt sich dann die Konstruktion von Lemma 2 aus-
fiihren, d.h. es gibt verzweigte Lésungen zu Reynoldszahlen Re mit

Ao=Re<ly+e (¢ beliebig klein).

4. Zur Existenz, Eindeutigkeit und Regularitiit

Im folgenden wird auseinandergesetzt, daB sich die in Abschnitt 2 ben&tigten
Sitze, die fiir elliptische Randwertprobleme mit Dirichletschen Randwerten in
endlichen Gebieten wohlbekannt sind, auch fiir periodische Lésungen im unend-
lichen Gebietsstreifen G giiltig bleiben.

Existenz und Eindeutigkeit fiir (schwache) Lésungen deor Dirichletsche? Rand-
wertaufgaben —r Lu=g bzw. r *u=g in den Riumen H,(G, L) bzw. H,(G, L)
ergibt sich wie iiblich aus dem

Darstellungstheorem (LAx und MILGRAM [6]): Es sei H ein Hilbertraum mit
dem Skalarprodukt (#, v) und mit der Norm |lu|| =(, u)%. Es sei ferner B[y, v]
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eine in H definierte Bilinearform mit

4.1) |Blu, v]| e  flull livll,
4.2) |Blu,ul|Z¢; lul?  ¢,>0.

Dann kann jedes in H definierte, beschrinkte lineare Funktional F(u) in der Form
F(u)=B[u, w] dargestellt werden mit eindeutig bestimmtem w aus H.

Die Anwendung auf die betrachteten Randwertprobleme ergibt sich unmittel-
bar, wenn man in H,(G, L) anstelle der Norm |u|,, die dquivalente Norm

lulm=(ulg+X 1D ulig+-+3 I D ulig)t

bzw. das Skalarprodukt
(4, )=, )+, (D" u, D' v)o+--+Y (D"u,D"v); mit (u,v)o= Juvrdrdz
GL

einfiihrt.

Im Falle der Randwertaufgabe — Pu=g mit m=1, ge H,(G, L), ueH (G, L)
bestitigt man fiir die Bilinearform

Blu,v]= _[(u,v,+uzvz+—liuv)rdrdz
G, r

sofort die Ungleichungen (4.1), (4.2) mit geeigneten positiven Konstanten c,, c,.
Das beschrinkte lineare Funktional F(u)=(ugdr dz gestattet dann die Dar-
stellung Blu, wl=F(u) bzw. fiir den Sonderfall, daB u eine Testfunktion ¢ ist,
nach partieller Integration

— [w&eordrdz= [ gordrdz,
Gr, GL

d.h. w ist eindeutig bestimmte schwache Lésung des Dirichletschen Randwert-
problems. Ganz analog verliuft die Betrachtung bei #2u=g.

Die Frage nach Regularititseigenschaften einer schwachen Lésung und die
Giiltigkeit der in Abschnitt 2 formulierten a priori Abschitzung wird in der Theorie
elliptischer Randwertprobleme in endlichen Gebieten zunéchst lokal untersucht:
Man beweist die gewiinschten Eigenschaften einerseits in (endlichen) Teilgebieten
G, mit G;=G und andererseits fiir ,,patches* 4; am Rande. (Im Falle eines zwei-
dimensionalen Gebietes kann fiir die 4; der Durchschnitt von G mit offenen
Kreisscheibchen genommen werden, deren Mittelpunkt auf dem Rand von G
liegt.) Sodann wird benutzt, daB sich G durch endlich viele der G, bzw. 4, iiber-
decken 14Bt. Das liefert die Regularititseigenschaften fiir ganz G und die a priori
Abschitzung mit einer nur von G abhingigen Konstanten. Im Falle einer periodi-
schen Lésung im unendlichen Streifen hat man die Jokalen Aussagen genau wie im
Falle endlicher Gebiete zur Verfiigung. Da man nun ein Periodenrechteck durch
endlich viele G, bzw. A, iiberdecken kann, iibertragen sich die in [I] bzw. [6] an-
gegebenen Satze iiber Regularitatseigenschaften sowie die a priori Abschitzung
unmittelbar auf den Fall periodischer Lésungen.
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