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1. Einleitung und Ergebnisse 

In der z-Ebcne sei ein endlich vielfach zusammcnh~ngcndcs Gcbict 15 mit 
dem Rand 2 und dcm inncren Punkt z = ~ gegebcn. In 15 sei weitcr einr recllc 
Funktion v(z) mit O ~ v ( z ) ~ v o < l  dcfiniert, fiJr die in einer Umgebung yon 
z = ~ geltc v(z)~0. Dabci sei dcr Einfachheit halbcr v(z) stfickweise stctig und 
glatt, g stfickwcise analytisch, alle unten vorkommcndcn Abbildungen stetig 
und mit EinschluB des Randes stfickwcisc glatt (z.B. im in [153 pr~zisicrten 
Sinnr so dab ohne wcitercs der GAusssche Integralsatz anwendbar ist. Es wird 
zugelasscn, dab fibcrhaupt kein Rand ~ auftritt, 15 also die Vollebcne ist, in 
welchem Falle jedoch v ~ 0 sei. 

Es sei go(z) diejenige schlichte Abbildung von 15, bei der die Randkompo- 
nenten (sofern vorhanden) von 15 in Strecken der Neigung O zur positiv reellen 
Achse iibergehen, und f'tir die e-  ~o ge(z) die Differentialgleichung 

(1) L=vs 
erf'tillt, wobei in Umgebung von z =  ~ (wo also die Abbildung konform ist) 
hydrodynamische Normierung 

go(z)=z +a l ,oZ- I  + ... 

vorliegt. Nach [-12] gilt mit einem komplexen m und r > 0  

a l , o = m + r e  2i~ 

Die GrN3e 2r k6nnte man als ,,quasikonforme Spanne" von 15 bezeichnen im 
AnschluB an die im konformen Falle (entsprechend v=0)  iibliche Terminologie. 

Wir bilden weiter 

(2) M(z) = �89 Ego(z)- g~/z(Z)], N(z) = �89 Ego(z) + g~/z(z)]. 

Jeder in 15 stetigen stiickweise glatten (nicht notwendig schlichten) Abbildung 
bzw. Funktion w(z), die in einer gewissen (von w(z) abhiingigen) Umgebung yon 
z =  oo konform und durch w(z)=z+a~ z -~ +. . .  hydrodynamisch normiert ist, 
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w~ = 0  bei v = 0  erfiillt, wobei Iw=12/v stetig bleibt, wenn man dieses dort = 0 definiert 
(Abbildungsklasse 2[), ordnen wir die Gr6Ben 

1 
(3) lw= 2i [~dw, I*=Iw+~j[vlw:12-v-tlwel2]dxdy~ (z=x+iy)  

zu. Die Orientierung der Kurven erfolgt stets so, dab 65 zur Linken liegt. I w stellt 
einen vorzeichenbehafteten Flacheninhalt dar, im Falle schlichter Abbildungen 
einfach den Fl~icheninhalt des Komplementes des Bildgebietes. 

Unten beweisen wir dann den folgenden 

Satz 1. (a) Wenn ffir w(z)~9A gilt [a 1 -m[ >= tr(t >O), dann folgt 

(4) I* <z~ r(1 - tz) ,  

wobei das Gleichheitszeichen genau fiir w =-N + 2 M mit 12[= t steht. (b) Umgekehrt 
folgt aus 1" > zc r(1 - t  2) mitt  > 0 die scharfe Ungleichung 

(5) l a l - m l 6 t r  

mit gleichen Extremalfunktionen. 

Genauer bedeutet dies im Falle (b), dab durch (5) der genaue Wertebereich 
der Koeffizienten a 1 als abgeschlossene Kreisscheibe charakterisiert wird, wobei 
jeder Randpunkt von genau einer Abbildung, n~imlich yon der Form N + 2 M ,  
angenommen wird. 

Im Sonderfalle v - 0  findet sich Satz 1 in [5], [6], [18] (Aufgabe 4 auf Seite 367). 
Nach Satz 1 (a) gilt (mit t=0)  sicher stets (ohne Einschrgnkung beztiglich 

aO I*<nr,  mit Gleichheit genau fiir w - N .  Das wurde im Wesentlichen schon 
in [15] bewiesen; zum klassischen Sonderfalle v - 0  vgl. man [9], [20], [21], 
[22] sowie [6], [1], [18] (Seite 361 ft.), [2] (Seite 181 ff.), [17] (Seite 172 ff.). Nach 
Satz 1 (b) gilt sicher la l - m [ <  r, falls w(z) schlicht und gemgB 

(6) Iw~l~vlw~l 

quasikonform ist. Das wurde schon in [12], [15] hergeleitet; zum Sonderfalle 
v - 0  vgl. man E7], [19]. 

Der Beweis von Satz 1 und des folgenden Satz 2 ergibt sich wie in [15] durch 
eine Ausgestaltung der Methode der GRuNSKYschen Randintegration, wobei 
wieder wesentliches Hilfsmittel der GAusssche Integralsatz ist. 

In Erg~inzung von Satz 1 sei noch bemerkt, dal3 N + 2 M  ffir [2[< 1 schlicht 
ist und (6) erfiillt (wobei fiir 121 < 1 im Innern von (~ niemals das Gleichheits- 
zeichen stehen kann in dieser Ungleichung). Also liefert Satz 1 dann auch die 
scharfen Absch~itzungen der betreffenden Gr6Ben, falls 0 < t_< 1 ist und die Teil- 
klasse derjenigen Abbildungen von 9~ betrachtet wird, die zus~itzlich schlicht 
und gem~il3 (6) quasikonform sind. 

Im Zusammenhang mit Satz 1 ergibt sich noch der 

Satz 2. F/ir w(z)~9.I gilt 

(7) I* < ~  r -  ~ r -1 [m[ 2 + 2 ~  9te (rh al/r), 
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spezieU fiir w(z) = z auch 

(8) 

insbesondere 

(9) 

I~ + ~ v d x d y < ~ n r - n r - l l m l  2, 
(5 

I ~ + ~ v d x d y < n r .  
15 

In (7) entsteht Gleichheit genau ftir w -  N -  r-  ~ m M, in (8) genau dann, wenn 
(5 und die Funktion v(z) so beschaffen sind, dab N - r -  ~ m M = z, in (9) genau dann, 
wenn N = z ist. 

Fiir v=0  l'tihrt (9) auf eine Ungleichung in [20], (8) auf eine Ungleichung in 
[5], wenn man die fiir alle O gtiltige Identitiit 

n r - n r - l l m [ 2 = 2 n ~ e ( a  oe 2 i~  z 

beachtet. Im Sonderfalle, (5 besitzt keine Randkomponenten und es ist v(z)-=0 
in einem Gebiet (51, welches die allgemeinen Eigenschaften besitzt, wie oben 
bei den Gebieten (5 formuliert, und v(z)-= q (= const) im Komplement mit dem 
Inhalt I, folgt aus (9) 

(10) qI <=nr (r=r(q)). 

Aus (10) entsteht fiir q ~ 1 wieder die genannte Ungleichung in [20]. Es sei noch 
bemerkt, dal~ nach [16] gilt 

lim r (q)/q = I/n. 
q~O 

Die (Jberlegungen, die zu Satz 1 und 2 ftihren, lassen sich analog auf weitere 
im konformen Falle in der Literatur betrachtete Situationen tibertragen. Es sei 
hierzu nut verwiesen auf die schon in [6] im Zusammenhang mit Fl~icheninhalten 
in logarithmischer Metrik betrachteten Spiralschlitzabbildungen, ferner auf die 
Abbildungen in [11], sowie die nichtschlichten konformen Parallelschlitzab- 
bildungen in [3], [4] (hier ergeben sich Extremaleigenschaften der in [14] be- 
trachteten nichtschlichten quasikonformen Parallelschlitzabbildungen), schliel3- 
lich aufdie in [8] im Mittelpunkt stehenden Abbildungen. Auch liefert die Methode 
der zweibl~ittrigen (3berlagerung z.B. aus obigen S~itzen 1 und 2 sofort neue 
S~itze, die Satz 6 in [13] im konformen Falle entsprechen. 

2. Beweise 

Es sei (SR das Teilstiick yon 15 innerhalb Iz[ <R. Mit ~ bezeichnen wir den 
Kreis Izl=R, der so orientiert werde, dab (5, zur Linken liegt. Dann folgt mit 
beliebigem komplexen 

~ [I(N + R M -  w)~Iz--I(N + 2 M -  w)el 2] dx d y 
~R 

+IN+~M--I~ 
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bei Zuhilfenahme yon dN---dM l~ings i~. Hierbei ist weiter bei Benutzung von 
Me=V Nz, Ne=v Mz 

9 t e { +  ,e+a (N+2M-w)d(M+2N)} 

=29te  IS {[(N+2M-w)(M, + iNz)]~ - [(N + 2 M -  w)(M~+2N~)]~} dxdy 

= - SS [vlgz+RM~lZ-v-llge+2Me[ z] dxdy+ ~ [ViWzl2-v-~lwel =] dxdy 
r ffJta 

- ~S [vlNz+'~Mz-Wzl2-v-l lN~+;~M~-w~12] dx dy. 
ffirl 

Aus diesen beiden Gleichungen flieBt 

I *  - -  * - -  N+XM I~*-- S~ [ ( 1 - v ) l g ~ + 2 M z - w ~ [ 2 + ( v - l - 1 ) l g e + 2 M e - w e l  2] dx dy 
(I~R 

(11) 1 

wenn R hinreichend groB ist. Hier strebt rechts das erste Kurvenintegral ftir 
R ~ oo nach 0, das zweite nach 

- 2 z  9te [ 2 ( m - a 0 ] - 2 r e  [21 ~ r. 
Wegen 

I*+XM=IN+xM+ SI [(N~+ 2M~)(M~+ ]~N~)-(N~+ 2M~)(M~+ ]~N~)] dxdy 

1 
=/N+.~M+-~! (M + 2N) d(N + 2M)+ ~-~ ~ (M + iN)d(N + 2M) 

1 =IN+,~M--~! (N+2M)d(N+2M)+I ~a (M+iN)d(N+2M) 

=~--~ (M+IN)d(N+i.M)=~(r-[212r) 

folgt dann leicht Satz 1 aus der entstehenden Ungleichung 

l*<~r+Ttr [212 +2rt  ~Re [ 2 ( m -  aO] 
(12) =n r-- n ]m[2 /r-- 2 rc ~Re(l aO + ~ r J2+r  -1 m[ z 
fiir 2 = --(m--aO/r. Ftir 2 = - m / r  entsteht hieraus sofort weiter Satz 2. 

Die schlieSlich noch bemerkte Tatsache, dab N+)~M fiir [2[ < 1 schlicht ist 
und (6) erf'tillt, ergibt sich ~ihnlich wie in [15] (dort der Fall 5~=0). Wir kSnnen 
dabei l;~l < 1 annehmen, da fiir IX[ = 1 die Tatsache bekannt ist [12]. Es ist ftir 
[2[<t nach [15] mit a=goJg,~/z~ fiir ze% sicher 9te a>O, also 

1 - 2  a +  1 - 2  

da dann 9te [(1 -2)/(1 + 2)] > 0 ist. Daraus ergibt sich 

[ge +2Mel =�89 v}goz (1 + i ) - g , / 2 ~  (1 - i )1  
<�89 Vlgoz (1 + 2)+ g~/2~ (1 - 2)[ =vlN~ + 2M~[, 

woraus wie in [15] die Behauptung folgt. 
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