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w 1. Das Problem 

KHINCHIN hat in seinem Buche ,,Mathematical Foundations of Statistical 
Mechanics" [2] eine strenge Hedeitung fiir die Zustandsgleichung 

(t.t) P = k T O  

eines einatomigen idealen Gases gegeben. P bedeutet hierbei den Druck, k die 
Boltzmannsche Konstante, T die Temperatur und D die Anzahl-Dichte des 
Gases. Die wesentlichsten Voraussetzungen jener Herleitung sind: Die Summe 
aller Wechselwirkungsenergien zwischen je zwei Partikeln ist im Vergleich zur 
Gesamtenergie des Systems sehr klein, und das System befindet sich im Zustande 
statistischen Gleichgewichts. Letzteres besagt: Seine statistischen Eigenschaften 
k6nnen mittels einer zeitunabhiingigen Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben 
werden. 

Was wird nun aus der Zustandsgleichung (t.t),  wenn man jene Voraus- 
setzungen (die in KHIIqCHINs Theorie methodisch durchaus wesentlich sind) fallen 
1Al3t ? Diese Frage zu beantworten, ist die Absicht der vorliegenden Note. 

Wir gehen hierzu v0n den folgenden Voraussetzungen aus: Das mechanische 
System besteht aus n Massenpunkten (,,Partikeln") mit den Massen m ~, m 2 . . . . .  m". 
Ihre Ortsvektoren, bezogen auf ein System rechtwinkliger kartesischer Koordi- 
naten qm, q2, qa, seien 

(t.2) q" = (ql, q~, 6 ) ,  

ihre Impulsvektoren 

(t.3) f = (#~, P~, P~)- 

DaB das System mechanisch abgeschlossen sei, wird nicht vorausgesetzt. Die 
auf die einzelnen Partikel wirkenden Kr~ifte k6nnen ganz beliebig sein. -- Wit 
ftihren nun die folgenden Abktirzungen ein: 

p = (#1, p~ . . . . .  P D ,  
(t .4) 

q = (ql, q2 . . . . .  q,) 

sowie 

0 . 5 )  ,, = (/,, q) .  
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Die 6n-tugel x bezeichnen wir als die Phasenpunkte des Systems und die Menge 
all dieser 6n-tugel als seinen Phasenraum/ ' .  Ferner nehmen wir an: Die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, dab der Phasenpunkt des Systems zur Zeit t irgendeiner 
bestimmten Borelschen Teilmenge B y o n / "  angeh6rt, kann durch ein Integral 

(t.6) f w(x, t) dx 
B 

fiber eine Wahrscheinlichkeitsdichte w(x, t) dargestellt werden, die fiber F 
Lebesgue-integrierbar ist, wobei 

f w(x,t) dx  = t .  
r 

Ohne Einschrlinkung der physikalischen Allgemeinheit dfirfen wir annehmen, 
dab w(x, t) nut in einer beschriinkten Teilmenge von Null verschieden ist. 

Um unsere Frage zu beantworten, haben wir die Begriffe yon Dichte, Druck 
und Temperatur zu definieren, und zwar in Analogie und Verangemeinerung zu 
den entsprechenden Begriffen ftir Systeme im statistischen Gleichgewicht. 
Sodann haben wir zu sehen, ob und wie sich die Zustandsgleichung (t.t) mit 
diesen Begriffen verallgemeinern l~tBt. 

w 2. Definition der Dichte 
Man wird die (Anzahl-) Dichte D (qO, t) des Systems im realen Raume ~o = 

{qO} = {(qlO, q~, ~)} zungchst so erkl/iren wollen, dab das Integral 

(2.1) f D(q ~ t) dq ~ 

fiber die beliebige Borelsche Teilmenge B~q yon ~o stets die Anzahl aller zur Zeit t 
in B ~ befindlichen Partikel liefert. Indessen sieht man sofort, dab es eine solche 
Dichte D nicht geben kann: Die Mengenfunktion (2.t) hiingt von B~q stetig, die 
Anzahl dagegen hAngt von B ~ unstetig ab. Man wird daher die Anzahl dutch 
eine geeignete stetige Approximation zu ersetzen suchen, z.B. dutch ihren 
Erwartungswert. 

Hierffir ffihren wit die folgenden Abkfirzungen ein: 

{r 
(2.2) ~"  = {p'}, 

r , :  {x,} = {(p,, q,)}. 

(2.3) / T r '  = { ( x / e ) }  : { (x l  . . . . .  , , - 1 .  . . . . .  x . ) } ,  usw.  

Ferner sei B~ die zu B~q kongruente und kongruent liegende Menge in Fq' und B" 
die fiber B~ in F errichtete Zylindermenge, so dab also /3"-- - B~q X (I'/Fq'). (Das 
liegende Kreuz bedeutet Mengenmultiplikation.) Schliei31ich bezeichnen wir 
eharakteristische Funktionen stets mit dem (,,Kronecker"-) Symbol (~, z.B. die 
charakteristische Funktion einer Teilmenge M yon F m i t  ~t M (x); sie ist definiert 
durch die Gleiehungen 

(2.4) cSM (x) = { t,  wenn x C M,  
0, wenn x E F - -  M.  
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Wir erkl/iren nun in F eine Funktion N(x) durch 

N(x) - -  ~B" (x) 

(2.5) 

v = l  

Offenbar ist N(x) bei beliebig vorgegebenem Phasenpunkt x die Anzahl der 
Partikel in B~q. 

Ferner sei 

(2.6) w~(q', t) = f w(x, t) a(x/q') 
rlrg 

die Wahrscheinlichkeitsdiehte dn.g v-ten Partikels in seinem Ortsraum Fq:. Aus 
(2.5) und (2.6) folgt unmittelbar: 

(2.7) NB~ (t) ~ f N(x) w(x, t) dx = f ~ w~(q ~ t) dq ~ 

Das heiBt: Die Anzahldichte D (qO, t) im Punkte qO zur Zeit t wird durch 

r D (r  t) = ~, ~(r t) 

dargestellt. Sie ist ,,fast tiberall" eindeutig bestimmt. -- Ahnlieh erh~ilt man ftir 
die 6rtliehe Massendiehte: 

n 

(2.9) O (qO, t) = Z m" w; (qO, t). 

Die Ausdrfieke (2.8) und (2.9) stimmen mit denen yon NOLL tiberein [fi]. 

Im vorangehenden haben wir angenommen, dab die momentane Anzahl in 
jedem Augenblieke dureh ihr Phasenmittel hinreiebend approximiert wird. Unter 
welehen Voraussetzungen das nun tats~iehlieh aueh zutrifft, ist nur in einem 
speziellen Falle bekannt -- nur bei Systemen, deren Wahrscheinliehkeitsdiehte 
zeitunabhiingig ist und allein vom Energieintegral abhiingt [4]. Darfiber hinaus 
kann man folgendes sagen: N(x) ist naeh (2.5) eine ,,Summenfunktion" [2], 
d.h. eine Summe yon n Gliedern, deren v-tes Glied allein yon x" abNingt und 
einen positiven Erwartungswert besitzt. Ist nun zur Zeit t = 0 der Korrelations- 
koeffizient je zweier Funktionen OB~(q ~) und 6~(q'), /~:~v, sehr klein (in der 
Ordnung von t/n), so ist er es .auch in einer hinreichend kleinen Umgebung des 
Zeitnullpunktes. In ihr ist dann die Wahrscheinlichkeit, dab die Funktion N(x) 
von ihrem Erwartungswert erheblich abweicht, ebenfalls klein. 

~,3. Definition des  Druekes 
Wir'betraehten in einem Punkte q~ realen Raumes ~o ein ldeines orien- 

tierte~ Ebenenstuck S rnit dem" F1/icl).ent~halt s ' u n d  dem Normalenvektor 
a = (0q, a , ,  ~):  W~hrend des Zeitintervalls t . . .  t -~ A t' werden m6ghcherweise 
einige Partikel dieses F1/!chenstiicks nach derjenigen Seite, hin durchfliegen, nach 
welcher der Normalenvektor weist. Jec~es dieser durehfliegenden Partikel tr/igt 
einen Impuls mit sich, der e in~Komponentojn der (positiv~n) Normalenricbtung 
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besitzt. Der Druck P+ des Partikelsystems auf das Fliichenelement in der Rich- 
tung ~ wird nun erkl~irt als der Erwartungswert ffir die Summe all dieser Impuls- 
komponenten, reduziert auf die Fllichen- und die Zeiteinheit. Dabei sind naeh 
der Division durch s und At die Grenziiberg/inge s-+0, At -~0  gleichzeitig zu 
vollziehen. P_ wird analog definiert. Als Druck P schlechthin bezeichnen wir 
den Ausdruck 

P = P. + [P-] =a-P-. 

Die Definition ist yon KHINCHIN fibernommen [2], aber in abgdinderter Weise: 
KHINCHIN nimmt ftir S ein reales materielles Ebenensttick (bei uns ist es nur ein 
vorgestelltes ideales), an dem die Partikel elastisch reflektiert werden. Daher 
ist bei ihm P_ = -  P§ und P = 2/'+. 

Um P+ und P_ zu berechnen, k6nnen wir unter zwei Abtinderungen KHINCHIN, 
Gedankengang einfach tibernehmen. Diese ANinderungen sind: Die Wahrschein- 
lichkeitsdichten w'(x',  t) in F '  sind bei KHINCHIN vom Boltzmannschen Typ, 
wtthrend bei uns keine spezielle Form vorausgesetzt wird; und insbesondere 
brauchen ftir uns die Impulsverteilungen nicht mehr kugelsymmetrisch zu sein, 
so dab P. ,  P_ und P durchaus v o n d e r  Richtung ~ des Ebenenstticks S abhtingen 
k6nnen. 

Die Ergebnisse sind: 
3 3 n 

~ = I  1 = 1  v = l  

(3.2) 3 3 

~ 
i = 1  i=a , = 1  H,-~ 

Hierbei bezeichnen H~* und H~- die beiden Hfilften des Impulsraumes ~ ,  in die 
~ dutch eine Ebene durch den Nullpunkt mit dem Normalenvektor ~ zerlegt wird; 
und zwar ist H~* diejenige Hiilfte, in die der Normalenvektor ,t hineinzeigt. 

Die Abh~ingigkeit der Ausdrticke P. und P_ von ~ kann also recht kompliziert 
sein, weil ja auch die Integrationsgebiete H~* und H~- yon ~ abhlingen, so dab 
sich im allgemeinen auch die Integrale mit a ~ndern. Der Gesamtdruck P = 
P* + ]P-t dagegen ist einfach eine quadratische Form 

8 8 

(3.3) P =Z Y, 
i = l  /=1 

in ~, deren Koeffizientenmatrix 

(}.4) Pii(q ~ t) ---- 2 
I f ~ j PiPs . . . .  w'(p ' ,q  ~ t) dp" 

�9 = 1  / , ;  

wir als den Drucktensor bezeichnen. Wegen 

v = l  - i =  

ist die Form (3.3) positiv definit. 

3* 
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Den Ausdruck (3.4) ftir den Drucktensor k6nnen wir noch etwas anders dar- 
stellen, indem wir den Begriff des 6rtlich bedingten Erwartungswertes einf0hren. 
Diesen erkliiren wir for irgendeine integrable Funktion / (p ' ,  q',/) durch den 
Ausdruck 

.f / (p~, qO, t) w ~ (p~, qO. t) dp v 

(3.5) ].(qO, t) --  f~- . . . . . . . . .  
.f w~(pL q ~ t)clp ~ 

q 

Den Nenner hatten wir in w 2 mit w~(q ~ t) bezeichnet. Wir k6nnen daher 
schreiben : 

(3.6) P.(q~ ~ ' ~ " ~ ' w v c .  o t) 
t n v  t '*  Y ]  q ",'1 , �9 

v = l  

Bisher haben wir das Ebenenst•ck S als unbewegt angesehen. Jetzt  nehmen 
wir an, es bewege sich mit einer (momentanen) Geschwindigkeit v = (Vx, v2, v3). 
Den Druck definieren wir auch in diesem Falle relativ zu S; daher haben wir 

1 v den Ausdruck ~ p  for die Geschwindigkeit eines Partikels relativ zu S jetzt 

durch (;in; p ' - - v )  zu ersetzen. Somit ergibt sich aus (3.6) for den Drucktensor 

(t.7) P , , :  re, 
v = l  

NOLL gibt in [6] einen zu (3.5) ~iquivalenten Ausdruck flit den ,,kinetischen 
Anteil des Spannungstensors", zu dem er aber noch einen Wechselwirkungsanteil 
hinzuf0gt. Wir ziehen es hier vor, diesen Wechselwirkungsanteil den Kr~iften 
zuzurechnen (vgl. auch [53) und den Drucktensor aUein dutch den Erwartungs- 
wert des Impulses zu definieren, weil gerade bei dieser Definition sich die Zu- 
standsgleichung leicht verallgemeinern l~tl3t. 

In Wirklichkeit wird ja nun der Druck nicht so gemessen, wie wir, sondern 
wie KHINCHIN ihn erkliirte: Die Partikel durchfliegen nicht ein ideales Ebenen- 
stock, sondem werden an einem realen Ebenensttick (sagen wir: elastisch) reflek- 
tiert und teilen ihm dabei einen Impuls mit. Nicht P§ + l P I  wird also gemessen, 
sondern 2P+. Der Unterschied P§ ist prinzipiell immer berechenbar, in 
praxi allerdings nur in Ausnahmeffillen, z. B. bei Systemen im statistischen Gleich- 
gewicht (fOr die er verschwindet). NOLL definiert den Druck mittels der Kraft 
auf eine beliebige, offenbar ideelle geschlossene Fl~tche im Innern des Systems 
(der Fl0ssigkeit). Wie KHINCHIN ziehen auch wit es vor, ph~nomenologische 
und statistische Gesichtspunkte streng zu trennen. 

w 4. Definition der Temperatur  

FOr Systeme im statistischen Gleichgewicht ist der Erwartungswert ftir die 
kinetische Energie eines Partikels vom Orte unabh~ngig und for alle Partikel 
gleich2 Bis au.f einen konventionellen Faktor erkl/irt man die Temperatur in 
diesem Falle durch jenen Erwartungswert. Wie ist nun der Temperaturbegriff 
bei allgemeineren Voraussetzungen zu definieren ? Offenbar hat er unter anderem 
folgenden Forderungen zu genOgen: 
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(4.1) 

setzen, wobei 

(i) Ffir Systeme im Gleichgewicht soll sich wieder die ursprtingliche Definition 
ergeben. 

(ii) Die Temperatur soll im allgemeinen Falle eine Funktion des Ortes q0 und 
der Zeit t sein. (Bei Gleichgewicht ist sie von beiden unabh~ugig.) 

(iii) Die Temperatur soll dann und nur dann verschwinden, wenn die Ge- 
schwindigkeit sst reuung verschwindet. 

(iv) Die Temperatur soll mittels einer Summenfunktion dargestellt werden. 
(Grund: Messungen liefern nicht Erwartungs-, sondern Momentan- oder Zeit- 
mittelwerte. Fiir Summenfunktionen k6nnen wit am ehesten die anniihernde 
Gleichheit yon Erwartungs- und Momelitan- bzw. Zeitmittelwerten erwarten [4].) 

(v) Die Form der Zustandsgteichung (t.t) soll nach M6glichkeit gewahrt 
bleiben. 

Die Forderungen (i) bis (iv) sind zum Beispiel erffillt, we'nn wit 

k T =  2 "1 ~ 1 

(4.2) g -- " 

die ,,mittlere Str6mungsgeschwindigkeit" der Materie des Systems im Punkte qO 
zur Zeit t bedeutet. Die rechte Seite yon (4.t) ist durch die (etwas vage formu- 
lierten) Forderungen (i) bis .(iv) nicht eindeutig bestimmt. Ftigt man n~imlich 
noeh passende Glieder hinzu, die zeitliehe Ableitungen irgendeiner Wahrsehein- 
lichkeitsdichte als Faktoren enthalten, so sind (i) bis (iv) immer noch erffillt. 

Die in (4.t) definierte Temperatur ist riehtungsunabhitngig, wiihrend der 
Druck (3.7) im allgemeinen yon der Richtung abhlingt. Soll eine Zustands- 
gleiehung yon der Form (t.t) gelten, so mfissen abet beide Gr6gen entweder 
richtungsabhiingig oder richtungsunabhltngig sein. Man hat also noch entweder 
die Druck- oder die Temperaturdefinition abzuiindern. 

Tatsitchlieh ftihren auch beide Wege zum Ziel. Erkliirt man das Richtungs- 
mittel der quadratischen Form ~ Pi/eiej als den skalaren Druek Po im Punkte qO 
zur Zeit t, so wird *. 

1 n t v P 
(4.3) P o = ~ -  _ ~ l ~ ( p  --m'~,2 w't~o t) 

und durch Vergleich mit (4.t) sieht man ohne weiteres: Sind die Ausdrficke 
_t_ 
m" (P ' - -m 'v )*"  v = t .  2 . . . . .  n, oder sind die Funktionen w~(q ~ t), v = t ,  2 . . . . .  n, 

siimtlich von v unabh'~ngig, so gilt eine Zustandsgleichung yon der Form 

(4.4) Po = k T D. 

Die beiden hinreichenden Bedingungen besagen: Die kinetische Energie der 
Individual-Geschwindigkeiten (Streugeschwindigkeit'en) ist auf alle Partikel 
gleichverteilt (was ffir Systeme im statistischen Gleichgewicht tats~tchlich zu- 
trifft), bzw. alle Partikel sind ~iquivalent. Letzteres soil heil3en: Ihre Massen 
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sind gleich, und die Anfangs-Wahrscheinlichkeitsdichte w (x, 0) ~ w (x 1, x 2 . . . . .  x ~, 0) 
ist in den Orts-Impulsvektoren x ~, x 2 . . . . .  x "  symmetrisch. (Es ist dann n/im- 
lich auch die Wahrscheinlichkeitsdichte w ( x ,  t) in x ~, x 2 . . . . .  x "  symmetrisch, 
und es sind alle Funktionen ~(q0, t) gleich.) 

Die Symmetriebedingung ftir w (x,  0) im Falle gleicher Partikelmassen be- 
deutet praktisch nut eine unwesentliche Einschrankung, da im allgemeinen 
die Partikel sich nicht unterscheiden und daher auch in tier gew/~hlten Funktion 
w ( x ,  0) nicht unterschieden werden diirfen. Das heiBt aber: w ( x ,  0) ist sym- 
metrisch anzunehmen. 

Anders allerdings liegt die Sache bei kristaUartigen Systemen. Bei ihnen ist 
jedes Partikel in seiner Bewegungsfreiheit auf einen ldeinen (abgeschlossenen 
zusammenh/ingenden) Raumteil beschrankt, und all diese Raumteile sind punkt- 
fremd. Zwar gilt dann die Zustandsgleichung immer noch, abet in der Summe 
fiir die Dichte D ist h6chstens ein Glied yon NuU verschieden -- die Partikel 
sind nicht /~quivalent. In diesem Falle cleckt sich der experimentelle Dichte- 
begriff nicht mehr mit dem der statistischen Theorie, wie er durch (2.8) definiert 
wurde, so dab nun die Erfahrung der Gleichung (scheinbar) widersprechen muB. 

Wit betrachten jetzt die zweite M6glichkeit, bei der wir Druck und Tem- 
peratur beide als richtungsabh/ingig ansehen. Die Zustandsgleichung muB dann 
die Form haben 

(4.5) P~ = k T~i. V,. 

wobei die Temperatur T durch 
3 

(4.6) T = Z Tii ~i ~i 
i , i=l  

gegeben ist. Nehmen wir nun an, es seien alle Partikel ~quivalent, so folgt aus 
(4.5) und (3-7) 

1 n 
(4.7) kT~i=_~_~__ 1 I , , ; ~ ,  (p~ - m ~ )  (p~ - m Vi) , 

und diese Definition (4.6), (4.7) wird man ganz allgemein beizubehalten suchen. 
Die Temperatur ist dann proportional zu der Komponente der mittleren kineti- 
schen Energie eines Partikels in der Richtung ~r 

Sind zwar die Partikel nicht alle /iquivalent, sind aber wenigstens die Aus- 
driicke 

s/imtlich gleich (d.h. ist ftir jede Richtung die entsprechende Komponente der 
kinetischen Energie auf alle Partikel gleichverteilt), so gilt wiederum die Zu- 
standsgleichung (4.5) mit (4.7). 

Die Voraussetzungen ftir (4.5) sind enger als die fiir (4.4). Daher gilt (4.4) 
stets, wenn (4.5) gilt, wtthrend die Umkehrung nicht richtig zu sein braucht. 
In dem einzigen explizit bekannten Beispiel, dem des statistischen Gleichgewichts, 
wird jedoeh die Unterseheidung gegenstandslos, well die Impulsverteilung kugel- 
symmetrisch ist. 
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w 5. Die allgemeine Zustandsgleichung 

In praxi sind gewShnlieh nicht aUe Partikel iiquivalent; jedoch gil~t es dann 
meistens nur einige wenige Klassen von sehr vielen unter sich aquivalenten Par- 
tikeln. In einem solchen Falle haben wir 

(5.~) 

l 
P,~ = X P,S *1, 

wobei die oberen Indizes 2 die jeweilige Klasse bezeichnen und n Ial die Anzahl 
der Partikel in der Klasse 2; ferner 

(5.2) 

sowie schlieBlich 

(5.3) 

T,~.= --ff- 
2 = 1  

m-~ (#!~1 _ m~l e,) ( p ~  - m I~ ~.)l~ 

l 

D = ~, D Ca), 
.a .=l  

D (a} = n {a) w~l. 

Aus (5.1) bis (5.3) folgt unmittelbar: 

(5.4) ~ = k T~I~)D ~*l 

und 

(5.5) 
l 

~ i  = Y k T,-~ ~ O ~. 

Wir haben also nieht nur Partialdichten und -drucke eingefiihrt, sondern auch 
Partiattemperaturen. Gesamtdichte und Gesamtdruck sind die Summen der 
Partialwerte, wiihrend die Gesamttemperatur als das (nach dem Umfang der 
Klassen gewichtete) Mittel der Partialtemperaturen erkllirt wird. Mit diesen 
Definitionen gilt die Zustandsgleichung (1.t) [iir jede Partikelklasse und fi~r jede 
Richtung. 

Eine Illustration dieser Verh~iatnisse bietet das MilchstraBensystem: Ftir jede 
Massenldasse yon Stemen gibt es in ibm eine richtungsabhiingige Partialtem- 
peratur. (Vgl. z.B. [1].) 

Die Zustandsgleichung gilt weitgehend unabhiingig yon der Art der Kriifte, 
die auf die Partikel einwirken. Auf Grund dieses Ergebnisses m6chte der Ver- 
fasser seinen friiheren Zweifel widerrufen, daB die Zustandsgleichung auf das 
System der Atomkerne und Elektronen im Innern der Sterne anwendbar sei [3]. 

Allerdings ist bei den Anwendungen stets zu ~edenken, daB der Druck in 
der Zustandsgleichung durch P§ erkliirt ist und nicht durch 2P+, durch 
den Impuls frei sich bewegender Partikel und nicht 'dutch den auf ein festes 
FIAchensttick fibertragenen Impuls. Dieser Unterschied kann Diskrepanzen zwi- 
schen Theorie und Beobachtung zur Folge haben. 



40 RUDOLF KtYRTH: Zustandsgleichung nach der statistischen Mechanik 

Literatur 

[1] BECKER, W.: Sterne und Sternsysteme. Dresden u. Leipzig 1950. 
[2] KHINCHIN, A. J. : Mathematical Foundations of Statistical Mechanics. New York 

1949. 
[3] KURTH, R. : Das mitt~ere Molekulargewicht aer Sternmaterie. Experientia 10, 

363 (t954). 
[4] KURTH, R. : Das Ergodenproblem der klassischen statistischen Mechanik. Z . f .  

Naturforschung'~13a, t 10 (1958). 
[5] KURTH, R. : Das Anfangswertproblem der statistischen Mechanik. J. of Math. 

and Mech. 7, 29 (1958). 
[6] NOLL, W. : Die Herleitung der Grundgleichungen der Thermomechanik der Kon- 

t inua aus der statistischen Mechanik. J. of Rational Mech. and Analysis 4, 
627 (t955). 

The University, Manchester 

(Eingega~zgen am 5..TVlai 1958) 


