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§ 1. Das Problem

KHINCHIN hat in seinem Buche ,,Mathematical Foundations of Statistical
Mechanics'* [2] eine strenge Herleitung fiir die Zustandsgleichung

(1.1) P=kTD

eines einatomigen idealen Gases gegeben. P bedeutet hierbei den Druck, % die
Boltzmannsche Konstante, 7" die Temperatur und D die Anzahl-Dichte des
Gases. Die wesentlichsten Voraussetzungen jener Herleitung sind: Die Summe
aller Wechselwirkungsenergien zwischen je zwei Partikeln ist im Vergleich zur
Gesamtenergie des Systems sehr klein, und das System befindet sich im Zustande
statistischen Gleichgewichts. Letzteres besagt: Seine statistischen Eigenschaften
konnen mittels einer zeitunabhingigen Wahrscheinlichkeitsverteilung beschrieben
werden. '

Was wird nun aus der Zustandsgleichung (1.1), wenn man jene Voraus-
setzungen (die in KHINCHINs Theorie methodisch durchaus wesentlich sind) fallen
148t ? Diese Frage zu l?eantworten, ist die Absicht der vorliegenden Note.

Wir gehen hierzu von den folgenden Voreussetzumgen aus: Das mechanische
System besteht aus # Massenpunkten (,,Partikeln) mit den Massen m!, m?, ..., m".
IThre Ortsvektoren, bezogen auf ein System rechtwinkliger kartesischer Koordi-
naten ¢,, ¢,, g5, Seien

(1.2) ¢ =91, 92, 43)

ihre Impulsvektoren

(13) p"=(p1. P32, £5).

DaB das System mechanisch abgeschlossen sei, wird nicht vorausgesetzt. Die
auf die einzelnen Partikel wirkenden Krifte konnen ganz beliebig sein. — Wir

fithren nun die folgenden Abkiirzungen ein:

p=041%.... "),

(1.4)
7= ....7")

sowie

(1.5) x=(,9-.
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Die 6n-tugel x bezeichnen wir als die Phasenpunkte des Systems und die Menge
all dieser 6n-tugel als seinen Phasenraum 7. Ferner nehmen wir an: Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daBB der Phasenpunkt des Systems zur Zeit ¢ irgendeiner
bestimmten Borelschen Teilmenge B von I" angehért, kann durch ein Integral

(1.6) Jw(x t)ydx
B

iiber eine Wahrscheinlichkeitsdichte w(x,?#) dargestellt werden, die iiber I
Lebesgue-integrierbar ist, wobei

Jw(x t)dx =1.

r
Ohne Einschrinkung der physikalischen Allgemeinheit diirfen wir annehmen,
daB w(x, {) nur in einer beschrinkten Teilmenge von Null verschieden ist.

Um unsere Frage zu beantworten, haben wir die Begriffe von Dichte, Druck
und Temperatur zu definieren, und zwar in Analogie und Verallgemeinerung zu
den entsprechenden Begriffen fiir Systeme im statistischen Gleichgewicht.
Sodann haben wir zu sehen, ob und wie sich die Zustandsgleichung (1.1) mit
diesen Begriffen verallgemeinern l48t.

§ 2. Definition der Dichte

Man wird die (Anzahl-) Dichte D (g% ) des Systems im realen Raume I}%=
{¢°} ={(4}. 42, ¢9)} zuniichst so erkliren wollen, daB das Integral

(2-1) fD(9°, tydgq®

iiber die beliebige Borelsche Tellmenge B} von I? stets die Anzahl aller zur Zeit ¢
in BY befindlichen Partikel liefert. Indessen 51eht man sofort, daB es eine solche
chhte D nicht geben kann: Die Mengenfunktion (2.1) hingt von B} stetig, die
Anzahl dagegen hingt von BY unstetig ab. Man wird daher die Anzahl durch
eine geeignete stetige Approximation zu ersetzen suchen, z.B. durch ihren
Erwartungswert.

Hierfiir fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein:

Ir={¢}.
(2.2 I ={p},
== (.00
(2.3) nre ={(zjx)} ={(=,..., 2! x'“,...,x")}, usw.

Ferner sei B, die zu B] kongruente und kongruent liegende Menge in I}” und B’
die iiber By in I" errichtete Zylindermenge, so daB also B*= B, X (I'/l}’). (Das
liegende Kreuz bedeutet Mengenmultiplikation.) SchlieBlich bezeichnen wir
charakteristische Funktionen stets mit dem (,,Kronecker*-) Symbol 4, z.B. die
charakteristische Funktion einer Teilmenge M von I' mit §,(x); sie ist definiert
durch die Gleichungen

(2.4 B (1) = { {1, wenn xEM,

0, wemn xcI'— M.
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‘Wir erkldren nun in I' eine Funktion N(x) durch

N(x) = 3, 850 (3)

s
-

(2.5)
= 2 bm(0)-

v

Offenbar ist N(x) bei beliebig vorgegebenem Phasenpunkt x die Anzahl der
Partikel in BY.

Ferner sei

(2.6) @y (¢, t) = [ w(x, 1) d(xlg)

ry
die Wahrscheinlichkeitsdichte des »-ten Partikels in seinem Ortsraum I;”. Aus
(2.5) und (2.6) folgt unmittelbar:

(2.7) N t)NfN xtdx—waq(qot

Das heiBit: Die Anzahldichte D(g% ¢) im Punkte g° zur Zeit ¢ wird durch

(2.8} D(g"1) =§”

dargestellt. Sie ist ,fast iiberall’‘ eindeutig bestimmt. — Ahnlich erhilt man fiir
die ortliche Massendichte:

29) 08 = L),

Die Ausdriicke (2.8) und (2.9) stimmen mit denen von NoLL iiberein {6].

Im vorangehenden haben wir angenommen, daB die momentane Anzahl in
jedem Augenblicke durch ihr Phasenmittel hinreichend approximiert wird. Unter
welchen Voraussetzungen das nun tatsdchlich auch zutrifft, ist nur in einem
speziellen Falle bekannt — nur bei Systemen, deren Wahrscheinlichkeitsdichte
zeitunabhingig ist und allein vom Energieintegral abhingt [4]. Dariiber hinaus
kann man folgendes sagen: N(x) ist nach (2.5) eine ,,Summenfunktion [2],
d.h. eine Summe von #n Gliedern, deren »-tes Glied allein von x” abhingt und
einen positiven Erwartungswert besitzt. Ist nun zur Zeit ¢t =0 der Korrelations-
koeffizient je zweier Funktionen Opp(g”) und dp(¢), v, sehr Klein (in der
Ordnung von 1/n), so ist er es.auch in einer hinreichend kleinen Umgebung des
Zeitnullpunktes. In ihr ist dann die Wahrscheinlichkeit, da8 die Funktion N(x)
von ihrem Erwartungswert erheblich abweicht, ebenfalls klein.

§ 3. Definition des Druckes

Wir betrachten in einem Punkte ¢° des realen Raumes I? ein Kleines- orien-
tiertes Ebenenstuck S mit dem’ Flicheniphalt s "und. dem Normalenvektor
o =(0q, &y, &> Wihrend des Zeitintervalls ¢...¢3 Af werden méglicherweise
einige Partikel dieses Flichenstiicks nach der]emgen Seite, hin durchfliegen, nach
welcher der Normalenvektor weist. Jedes dieser durchfhegenden Partikel trigt
einen Impuls mit sich, der einé ‘Komponente in der (posmven) Normalenrichtung
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besitzt. Der Druck P, des Partikelsystems auf das Flidchenelement in der Rich-
tung « wird nun erklirt als der Erwartungswert fir die Summe all dieser Impuls-
komponenten, reduziert auf die Flichen- und die Zeiteinheit. Dabei sind nach
der Division durch s und A¢ die Grenziiberginge s—>0, 4¢{—0 gleichzeitig zu
vollziehen. P. wird analog definiert. Als Druck P schlechthin bezeichnen wir
den Ausdruck

(3.1) P=P +|P|=P —P.

Die Definition ist von KHINCHIN itbernommen [2], aber in abgeinderter Weise:
KuiNncHIN nimmt fiir S ein reales matericlles Ebenenstiick (bei uns ist es nur ein
vorgestelltes ideales), an dem die Partikel elastisch reflektiert werden. Daher
ist bei ihm P =—P, und P=2P,. ’

Um P, und P. zu berechnen, kénnen wir unter zwei Abdnderungen KHINCHINs
Gedankengang einfach iibernehmen. Diese Abdnderungen sind: Die Wahrschein-
lichkeitsdichten #”(s%, ¢) in I'” sind bei KHINCHIN vom Boltzmannschen Typ,
withrend bei uns keine spezielle Form vorausgesetzt wird; und insbesondere
brauchen fiir uns die Impulsverteilungen nicht mehr kugelsymmetrisch zu sein,
so daB3 P,, P. und P durchaus von der Richtung « des Ebenenstiicks S abhingen
kénnen.

Die Ergebnisse sind:

P, = @ (", 9% ) dp’,

_1,
m

(3-2)

fo i
LMw "Mw

7
B~ fzb,p,w*(p 2,1)dp".

-~

Hierbei bezeichnen H; und H; die beiden Hilften des Impulsraumes I'’?, in die
I} durch eine Ebene durch den Nullpunkt mit dem Normalenvektor « zerlegt wird;
und zwar ist H diejenige Hilfte, in die der Normalenvektor a hineinzeigt.

Die Abhingigkeit der Ausdriicke P, und P. von « kann also recht kompliziert
sein, weil ja auch die Integrationsgebiete H und H_ von o abhingen, so da
sich im allgemeinen auch die Integrale mit « &ndern. Der Gesamtdruck P =
P_+|P.| dagegen ist einfach eine quadratische Form

3 3
(3-3) Zl 2 B¢ 1)
t=1 j=1
in «, deren Koeffizientenmatrix
(3.4) Bylg ) = Z f BB (4%, dp

wir als den Drucktensor bezeichnen. Wegen
P= Zm,f(zzz )(Zp, L

ist die Form (3.3) posmv defmlt.

3*
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Den Ausdruck (3.4) fiir den Drucktensor konnen wir noch etwas anders dar-
stellen, indem wir den Begriff des ortlich bedingten Erwartungswertes einfiihren.
Diesen erkliren wir fiir irgendeine integrable Funktion f(#, ¢",¢) durch den
Ausdruck

['/ P” 0 £) ) @ (P% q 0 ydp?
: 0, f) == B
(3 5) f (q ) " wv(Pv, (]0, t) dp”
’zl'
Den Nenner hatten wir in §2 mit w}(¢° #) bezeichnet. Wir kénnen daher
schreiben:

n

(3-6) qo f) = Z m ?t P] «1 %,1).

Bisher haben wir das Ebenenstiick S als unbewegt angeschen. Jetzt nehmen
wir an, es bewege sich mit einer (momentanen) Geschwindigkeit v = (v,, z,, v).
Den Druck definieren wir auch in diesem Falle relativ zu S; daher haben wir

den Ausdruck %; P’ fiir die Geschwindigkeit eines Partikels relativ zu S jetzt

durch (;;v» Pr— v) zu ersetzen. Somit ergibt sich aus (3.6) fiir den Drucktensor

(3.7) By= 5 (b5 —m'v) (p] — m'v;) wy(q" 1)

NoLL gibt in [6] einen zu (3.5) dquivalenten Ausdruck fiir den ,kinetischen
Anteil des Spannungstensors®, zu dem er aber noch einen Wechselwirkungsanteil
hinzufiigt. Wir ziehen es hier vor, diesen Wechselwirkungsanteil den Kriften
zuzurechnen (vgl. auch [5]) und den Drucktensor allein durch den Erwartungs-
wert des Impulses zu definieren, weil gerade bei dieser Definition sich die Zu-
standsgleichung leicht verallgemeinern 148t.

In Wirklichkeit wird ja nun der Druck nicht so gemessen, wie wir, sondern
wie KHINCHIN ihn erklirte: Die Partikel durchfliegen nicht ein ideales Ebenen-
stiick, sundern werden an einem realen Ebenenstiick (sagen wir: elastisch) reflek-
tiert und teilen ihm dabei einen Impuls mit. Nicht P, +|P | wird also gemessen,
sondern 2P,. Der Unterschied P,—|P.| ist prinzipiell immer berechenbar, in
praxi allerdings nur in Ausnahmefillen, z.B. bei Systemen im statistischen Gleich-
gewicht (fiir die er verschwindet). NoLL definiert den Druck mittels der Kraft
auf eine beliebige, offenbar ideelle geschlossene Fliche im Innern des Systems
(der Fliissigkeit). Wie KHINCHIN ziehen auch wir es vor, phidnomenologische
und statistische Gesichtspunkte streng zu trennen.

§ 4. Definition der Temperatur

Fiir Systeme im statistischen Gleichgewicht ist der Erwartungswert fiir die
kinetische. Energie eines Partikels vom Orte unabhingig und fiir alle Partikel
gleich. Bis auf einen konventionellen Faktor erklirt man die Temperatur in
diesem Falle durch jenen Erwartungswert. Wie ist nun der Temperaturbegriff
bei allgemeineren Voraussetzungen zu definieren? Offenbar hat er unter anderem
folgenden Forderungen zu geniigen:
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(i) Fiir Systeme im Gleichgewicht soll sich wieder die urspriingliche Definition
ergeben.

{ii} Die Temperatur soll im allgemeinen Falle eine Funktion des Ortes ¢° und
der Zeit ¢ sein. (Bei Gleichgewicht ist sie von beiden unabhingig.)

(iii) Die Temperatur soll dann und nur dann verschwinden, wenn die Ge-
schwindigkeitsstreuung verschwindet.

(iv) Die Temperatur soll mittels einer Summenfunktion dargestellt werden.
(Grund: Messungen liefern nicht Erwartungs-, sondern Momentan- oder Zeit-
mittelwerte. Fiir Summenfunktionen kénnen wir am ehesten die annihernde
Gleichheit von Erwartungs- und Momentan- bzw. Zeitmittelwerten erwarten [4].)

(v) Die Form der Zustandsgleichung (1.1) soll nach Moglichkeit gewahrt
bleiben.

Die Forderungen (i) bis (iv

~—

sind zum Beispiel erfiillt, wenn wir

(4.1) RT = % % Z P —m o)
setzen, wobei B

Z7
4.2) v = S

die ,,mittlere Strémungsgeschwindigkeit'’ der Materie des Systems im Punkte ¢°
zur Zeit ¢ bedeutet. Die rechte Seite von (4.1) ist durch die (etwas vage formu-
lierten) Forderungen (i) bis .(iv) nicht eindeutig bestimmt. Fiigt man nimlich
noch passende Glieder hinzu, die zeitliche Ableitungen irgendeiner Wahrschein-
lichkeitsdichte als Faktoren enthalten, so sind (i) bis (iv) immer noch erfiillt.

Die in (4.1) definierte Temperatur ist richtungsunabhingig, wihrend der
Druck (3.7) im allgemeinen von der Richtung abhingt. Soll eine Zustands-
gleichung von der Form (1.1) gelten, so miissen aber beide GroBen entweder
richtungsabhingig oder richtungsunabhingig sein. Man hat also noch entweder
die Druck- oder die Temperaturdefinition abzuindern.

Tatsdchlich fithren auch beide Wege zum Ziel. Erklirt man das Richtungs-
mittel der quadratischen Form ) P, «;a; als den skalaren Druck F, im Punkte ¢°
zur Zeit ¢, so wird i

&1
Z”m' —m 0T (e 1),

(4.3)

w ]

und durch Verglelch mit (4.1) sieht man ohne weiteres: Sind die Ausdriicke
;l;(p —m v) ,v=1.2,...,n, oder sind die Funktionen w,(¢% ¢}, »=1,2,..., 5,

simtlich von » unabha’inglg, so gilt eine Zustandsgleichung von der Form
(4.4) B=kTD.

Die beiden hinreichenden Bedingungen besagen: Die kinetische Energie der
Individual-Geschwindigkeiten (Streugeschwindigkeiten) ist auf alle Partikel
gleichverteilt (was fiir Systeme im statistischen Gleichgewicht tatsichlich zu-
trifft), bzw. alle Partikel sind &dquivalent. Letzteres soll heiBen: Ihre Massen
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sind gleich, und die Anfangs-Wahrscheinlichkeitsdichte w (x, 0) =w (21, %2, ..., 2", 0)
ist in den Orts-Impulsvektoren 21, 22, ..., ® symmetrisch. (Es ist dann nim-
lich auch die Wahrscheinlichkeitsdichte w(x, #) in 2!, % ..., * symmetrisch,
und es sind alle Funktionen @} (¢°, #) gleich.)

Die Symmetriebedingung fiir w(x, 0) im Falle gleicher Partikelmassen be-
deutet praktisch nur eine unwesentliche Einschrinkung, da im allgemeinen
die Partikel sich nicht unterscheiden und daher auch in der gewihlten Funktion
w(x, 0) nicht unterschieden werden diirfen. Das heiBit aber: w(x, 0) ist sym-
metrisch anzunehmen.

Anders allerdings liegt die Sache bei kristallartigen Systemen. Bei ihnen ist
jedes Partikel in seiner Bewegungsfreiheit auf einen kleinen (abgeschlossenen
zusammenhingenden) Raumteil beschrinkt, und all diese Raumteile sind punkt-
fremd. Zwar gilt dann die Zustandsgleichung immer noch, aber in der Summe
fir die Dichte D ist hdchstens ein Glied von Null verschieden — die Partikel
sind nicht dquivalent. In diesem Falle deckt sich der experimentelle Dichte-
begriff nicht mehr mit dem der statistischen Theorie, wie er durch (2.8) definiert
wurde, so daB nun die Erfahrung der Gleichung (scheinbar) widersprechen mu8.

Wir betrachten jetzt die zweite Mdglichkeit, bei der wir Druck und Tem-
peratur beide als richtungsabhidngig ansehen. Die Zustandsgleichung muB dann
die Form haben

wobei die Temperatur 7 durch
3
ij=1

gegeben ist. Nehmen wir nun an, es seien alle Partikel dquivalent, so folgt aus
(4.5) und (3.7)

(4.7) RT = 3 o B =m0 (B —m'T)
r=1

und diese Definition (4.6), (4.7) wird man ganz allgemein beizubehalten suchen.
Die Temperatur ist dann proportional zu der Komponente der mittleren kineti-
schen Energie eines Partikels in der Richtung «.

Sind zwar die Partikel nicht alle dquivalent, sind aber wenigstens die Aus-
driicke

1 v ¥ v kY
W(p,-—mv,-)(p,-—mv,), v=1,2,...,n,

samtlich gleich (d.h. ist fiir jede Richtung die entsprechende Komponente der
kinetischen Energie auf alle Partikel gleichverteilt), so gilt wiederum die Zu-
standsgleichung (4.5) mit (4.7).

Die Voraussetzungen fiir (4.5) sind enger als die fiir (4.4). Daher gilt (4.4)
stets, wenn (4.5) gilt, wihrend die Umkehrung nicht richtig zu sein braucht.
In dem einzigen explizit bekannten Beispiel, dem des statistischen Gleichgewichts,
wird jedoch die Unterscheidung gegenstandslos, weil die Impulsverteilung kugel-
symmetrisch ist.
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§ 5. Die allgemeine Zustandsgleichung

In praxi sind gewshnlich nicht alle Partikel dquivalent; jedoch gibt es dann
meistens nur einige wenige Klassen von sehr vielen unter sich dquivalenten Par-
tikeln. In einem solchen Falle habén wir

!
By=3 AP,
(5.1) =t

(&
n = —(4)
Rg-‘) == @ —mN5) (P — mNT)” wd,

wobei die oberen Indizes 4 die jeweilige Klasse bezeichnen und #¥ die Anzahl
der Partikel in der Klasse 4; ferner

”

Lo
Ef=Zf—ﬂﬁ
(5.2) i=1

p__ 1 = ()
BT = s T — %) (7 — w5

sowie schlieBlich
D= Zl D?

A=1
D® — 5@ .

(5.3)

Aus (5.1) bis (5.3) folgt unmittelbar:

(5.4) PP = T,» D"
und

]
(5.5) B; =,121k T,® DW,

Wir haben also nicht nur Partialdichten und -drucke eingefiihrt, sondern auch
Partialtemperaturen. Gesamtdichte und Gesamtdruck sind die Summen der
Partialwerte, wihrend die Gesamttemperatur als das (nach dem Umfang der
Klassen gewichtete) Mittel der Partialtemperaturen erklirt wird. Mit diesen
Definitionen gilt die Zustandsgleichung (1.1} fiir jede Partikelklasse und fiir jede
Richtung.

" Eine Illustration dieser Verhiltnisse bietet das MilchstraBensystem: Fiir jede
Massenklasse von Sternen gibt es in ihm eine richtungsabhingige Partialtem-
peratur. (Vgl. z.B. [1].)

Die Zustandsgleichung gilt weitgehend unabhingig von der Art der Krifte,
die auf die Partikel einwirken. Auf Grund dieses Ergebnisses méchte der Ver-
fasser seinen fritheren Zweifel widerrufen, da die Zustandsgleichung auf das
System der Atomkerne und Elektronen im Innern der Sterne anwendbar sei [3].

Allerdings ist bei den Anwendungen stets zu bedenken, daB der Druck in
der Zustandsgleichung durch P, +-|P.| erklirt ist und nicht durch 2P,, durch
den Impuls frei sich bewegender Partikel und nicht ‘durch den auf ein festes
Flichenstiick iibertragenen Impuls. Dieser Unterschied kann Diskrepanzen zwi-
schen Theorie und Beobachtung zur Folge haben.
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