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Wir betrachten das Eigenweftproblem 1 

Lo [yl + 2 L1 [y] + e L2 [y] +. e 2 La ['y] = 0 

(1) v. [ y ]  = o (:, = 1, . . . ,  n) 

mit den Differentialoperatoren n-ter, bzw. h6chstens n-ter Ordnung 

L i [y] ------ ~ lik (x) yI*l (x) ,  1o ~ (x) ~. 0 
k=l  

und den Randbedingungen 

v .  [y]  - ~, { , , . . / . - .  (,~) + b . . / ' - ' ,  (,a)} (#  = t . . . . .  ,0 .  
T = I  

Die l ik(x  ) sind reelle oder komplexwertige Funktionen der reellen Ver~inder- 
lichen x und im Intervall  (~ , f l )  stetig, l~ber die lok(x ) und l t , ( x  ) setzen wir 
noch voraus, dab sie k-real stetig differenzierbar sind 3. Die a . . ,  b. .  sind konstant,  
ra.ng (a u,,  b~ ,) = n. 

Fiir e = 0 ,  im ungest6rten Fall, m6ge das Problem (t) einen einfachen Eigen- 
wert 20 haben, wobei ohne Einschriinkung der AUgemeinheit 20 = 0 afigenommen 
werden darf. 

Es hat dann nicht nur das ungest6rte Problem 

(2) Lo  EY] = O, U~, l y ]  ----- 0 �9 (,u = t . . . . .  n)  

eine bis auf einen konstanten Faktor  eindeutig best immte L6sung, Yo (x), sondern 
'es hat  auch das zu (2) adjungierte Randwertproblem eine ebenfalls eindeutig 
best immte nicht triviale L6sung, v o (x) 3. Es wird nun noch vorausgesetzt 

(3) f L1 [yo(x)] v0(x ) d x  ~ 1, 
~t 

was stets erreicht werden kann, wenn nur das Integral  (3) nicht verschwindet. 

1 Die vorliegende Note ist aus der Bearbeitung eines Abschnittes der Dissertation 
des erstgenannten Verfassers entstanden. 

i Es wird nur benOtigt, daB lok (x)+)t ol x k (x) k-fach stetig d ifferenzierbar ist, wobei 
~L 0 der im folgenden beniitzte Eigenwert ist. Wie der zweite Verfasser jedoch in einer 
weiteren Note zeigen wird, kann man rnit stetigen 10k, lt k auskommen, wenn man 
den zu (2) adjungierten Operator in geeigneter Weise abweichend yon der klassischen 
Vorschrift bildet. 

s Vgl. z.B. K A M K E  l . c . S .  187 (S. Literaturverzeichnis). 
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Es soil im folgendcn gezeigt werden, daB der Ansatz der , ,S t6rungsrechnung'"  

). i f )  = 20 + e 21 + : 2., ~ t - " "  
(4) 

y (x; ~) == Y0 (x) + L. y~ (x) + : y,,(x) + ...  

ZU zwei konvergenten Reihen ftihrt, die einen einfachen Eigenwert des Problems 
(1) und die dazu geh6rige Eigenfunktion darstellen, y.(x; e) ist dabei bis auf 

einen Faktor  ~. c, d eindeutig bestimmt. 
v~0 

Die St6rungsrechnung und ihre Anwendung auf lineare Operatoren in Hilbert- 
schen R~umen oder speziell auf lineare Differentialoperatoren wurde schon unter 
den verschiedens'ten Aspekten untersucht. Sieht man von der formalen St6rungs- 
rechnung 4 ab, bei der die Existenz von koflvergenten Reihen (4) vorausgesetzt 
wird, so wurde anscheinend bisher nut  der Fall behandelt, wo das ungest6rte 
Problem selbstadjungiert ist bder es sich um Probleme vom Typ 

handett 5. L[y ;  e] ~- ,~ y ,  V,, [y] = 0 (t* ---- t . . . . .  n) 

Auf Voraussetzungen dieser Art konnten wir verzichten. DaB wir fiir unsere 
Untersuchungen lediglich im Grunde elementare Ergebnisse aus der Theorie der 
gew6hnlichen Differentialgleichungen heranziehen, darf vielleicht auch als Vorzug 
gegentiber anderen denkbaren nicht so direkten L6sungsm6glichkeiten angesehen 
werden. 

Zu dem Problem (2) existiert nach ELLIOTT ~ eine ,,allgemeinste" Greensche 
Funktion _['(x, ~),die das halbhomogene Randwertproblem 

Z 0 F y ] = / ( x ) ,  v , , [ y ] = o  ( ~ = 1  . . . . .  n) 
in der Form 

(5) y (x) = f l ' (x ,  ~) 1 (~) de + r yo (x) 
ot 

16st, sofern eine solche L6sung tiberhaupt existiert, wofiir 
p 

(6) f vo (~) / (~) , /~/ - -  o " 

notwendig und hinreichend ist. Die Konstante 7, in (5) bleibt unbestimmt. 

Unter der Annahme, dab eine L6sung (4) existiert, erhAlt man dutch Ein- 
setzen in (i) und Koeffizientenvergleich 

t, v-- 1 
L,E,,, .-,l} 

(7) u. [y , ]  = o (/, = i . . . . .  . ) .  

y, erfiillt also ftir v----0 das Randwertproblem (2), fiir v > 0  ein halbhomogenes 
Randwertproblem. 

Das Kriterium (6) ergibt zusammen mit (~) 
f i t . - -1  u-I. } 

= p = l  

4 Vgl. COLLATZ l.c. 
5 Vgl. RELLICH, SCH)[FKE, SCHR6DER l.c. 
6 l . c .S .  243, vgl. auch KAMKE~ /'.c.S. 192. F(x,  ~) ist nicht eindeutig bestimmt. 
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Mit Hilfe von (5) erhMt man 

y,(x) = -- f l ' ( x ,~  e) p L, [y,_p(~)] + L~.[y,_ t(~)] + 
(9) 

" "  3} + ~.~L3[Y,-t-p(~) d~+ ~,yo(x). 
p = l  

Es bedarI nun einer besonderen Untersuchung, inwieweit die ~t,, y,(x) hierdurch 
rekursiv bestimmt sind, da die Konstanten 7,, und auch noch F(x, ~) auf mehrfache 
Weise gewAhlt werden k6nnen. 

Einleitend bemerken wir, dab eine L6sung (4) im wesentlichen unver~ndert 
bleibt, wenn man y mit einem Faktor e p multipliziert oder einen solchen F~aktor 
fortl~Bt. Wir dfirfen daher y o (x )~0  annehmen, so dab dann yo(x) die bis auf 
einen Faktor eindeutig bestimmte nichttriviale L6sung von (2) ist. 

Wir nehmen jetzt an, es g/ibe zwei L6sungen 
oo oo r (3o 

~ ( , ' ) = ~ , ~ , g ,  y C x ; e ) = X d y , ( x )  una ~ ( e ) = X ~ , * ' ,  ~ ( x ; e ) = Y .  gy, (x)  

mit y o ( x ) * 0  und ~o(x)*0.  Es ist dann 

yo (x) = co yo(X), Co # o .  

Durch voUst~ndige Induktion sol! gezeigt werden 

(t0) s = ~,, ~,(~) = ~ ~,, y,  _~ (~)  (~ = 1,2,  ~ . . . .  ). 

Ist diese Behauptung bis zu v -  i bewiesen, so folgt 

v - - l _  } 

t,p=t /,=t 

J p :  Q~ ~ : 0  -- -- 

t p = l =  p = l  

:~--I ~--0 :,--1--~ 

--~--~I. C" {p~l ~'pLI[y'-p-~'] -'~ L' [Y'-I-"] ~- p--~l ~PL3[Y*'-I-P-~"]}" 
Die geschweiften Klammern der letzten Summe sind gleich - -L  o [y,_~]. Also gilt 

~--I ~ ~--I  

Lo[y,- _~_i~ ~ ,,-~.] = --Co { p~l~'-p LI [,,-p] ~- L, [Y,-I]-~p~_l~p L,[Ym-I-p]} �9 
Da nun attch 

I t,--l~ ] 
S, ,  ty,, - co. y,,_~, = o ( / ,  = t . . . . .  ,,) 

0=1 

gilt, so kann das Kriterium (6) auf das nach den beiden letzten Gleichungen 

durch (y,-7 ~=x% Y,-0) erttillte Randwertproblem angewendet werden. Wegen 

.~p= Jl~ Itir p =  t . . . . .  ~'e---t ergibt (6) aber ~ ,=  ~,. Das halbho.mogene Randwert- 
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,{  ,-1 ) 
15roblem (7) wird also auger durch y, auch durch -~ {y,-- ~. % Y,-o gel6st. Da- 
her ist - o=x 

~, -- ~, % y,_~ = coy,+- c~ Yo 
O=I 

mit einer gewissen Konstanten c,. 

Aus (t0) folgt auger 2 = 2  ftir festes x mit y(x;  e)4:0  

o o  co 

(It)  ~ ( x ;  , )  = Y c, : X  y , (~)  : ,  

wobei ~, c, e" ftir die e konvergiert, fiir welche die Reihen ftir ~ und y konvergent 
t ' = 0  

sind. Da bei festem e y (x; e) als Funktion von x nirgends identisch verschwindet, 
gilt (tl) ftir alle x aus (~,fl).  

Die Formeln (8) und (9) k6nnen zur rekursiven Berechnung der 4, und y, 
dienen, auch, wenn die Existenz einer L6sung (4) nicht vorausgesetzt wird. Wit 
denken uns diese Rechnung ausgeffihrt, wobei ffir alle y,(x) stets dieselbe all- 
gemeinste Greensche Funktion _F'(x, ~) verwendet werde, und alle Yl, 73 . . . .  Null 
gesetzt werden. Y0 (x)$  0 sei als L6sung von (2) gegeben. 

Es soll nun gezeigt werden, dab man auf diesem Wege zu konvergenten Reihen 
(4) gelangt, die eine L6sung des Problems (t) darstellen. 

Die Ableitungen 
a h r ( x ,  ~) 

Ox k 

sind stetig 7 im Rechteck ~t-----x<fl, ~ f l  ftir k < n - - 1  und in den Dreiecken 
,t<= x<-~<=fl, o~_~< x ~ f l  aueh noch ftir k = - n - - t .  Neben (5) gilt also 

f a~ r(~, ~) t(~) d~ + ~, y~o k~ (x) (k = o, l . . . . .  n - t) y~k) ( x) = axk 

Mit Hilfe der Differentialgleichung L o [ y ] = / ( x  ) kann yl")(x) linear durch 
[ (x ) , y ,  y', . . . .  y( ,- l)  mit yon ](x) unabhiingigen Koeffizienten ausgedriickt 
werden. Das erm6glicht, Absch~itzungen fiir [](x)] auf tY], ]Y'] . . . . .  ]yl.-~,] und 
sogar auf l y('01 zu iibertragen. 

Aus (8) erhAlt man ohne weiteres mit von v unabhAngigen Konstanten A, B, C 

t , --1 ~- -1  

] L] ~ A ~, 1 2p I Max ]y~p (x)] + B Max [Y~I (x)[ + C ~, [ 2pt Max [ y~k_) l_p (x)[. 
p = l  k, x k, x p = l  

Max [y~kl(x)[ sei der gr6gte Wert, de, ]y~uk)(x)l in (~,fl)  und ffir k = 0 ,  1 . . . . .  n 
k , x  

annimmt. 

Die oben angestellten 0berlegungen ergeben weiter Absch~tzungen 

Max ]y~hl (x)] 
k, x 

v--1 

= D Z 14,1 l y;% (x) l + e l (,oI + X l ,l �9 
p = l  p = l  , 

Vgl. KAMKE l .c.S.  192 sowie S. 74. 
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Diese gelten ftir v =  1, 2, 3 . . . .  mit  ebenfalls von v unabh~ngigen Kons tan ten  
D , E , F .  

Wir setzen nun 
Yo = Max ]ytkl (x)] 

k,x  

und definieren ffir v =  1, 2 . . . .  rekursiv 

Es folgt dann 

Die Reihen 

I,--I J,--1 

A , = A  Y. ApY,_p+ BY,_1+ C~ApY,__I_p 
p=l p=l 

y , =  v l~ApY,_p+ E Y,_l+ ~ Y.A~ r,_~_p. 
p=i p=i 

lX, I ~A, ,  Max ly~*) (x)[ ~Y~ (v= 1,2,3 .... ). 
kj X 

A = W . A , d ,  Y =  Y , d  

sind L6sungen des Gleichungssystems 

A = A A ( Y  -:- Yo) + Be Y +  CeA Y 
(t2) 

Y = D A  Y +  E e Y + F e A Y +  Yo 

und als solche in einem Kreis [e[ < R  konvergent .  R kann explizit angegeben 
werden, indem man  A aus (12) eliminiert und Y aus der ents tehenden quadrat i -  
schen Gleichung ausrechnet ,  und  zwar als.diejenige der beiden L6.sungen, die 
sich ftir e = 0 auf Yo reduziert. 

Die bei dieser Rechnung  auf t re tenden Nenner  und die Diskriminante  der 
quadrat ischen Gleichung geben die einzigen Beschr~nkungen fiir e. 

Ftir l el < R  konvergieren auch die Reihen (4), sowie die durch t ,  2 . . . . .  
n-malige gliedweise Differentiation aus der zv~eiten Reihe (4) ents tehenden Reihen. 
Die Konvergenz ist gleichmiiBig fiir xE (a., fl). Daraus  ergibt sich in bekannter  
Weise, dab durch die Reihen (4) eine L6sung von (1) gegeben ist. 
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