
Equivalence de Deux Ine'quations Variationnelles 
et Applications 

H.  BREZIS & M. SIBONY 

Mdmoire pr~sentd par J. L. LIONS 

Soit f2 un ouvert born6 de ]R n de fronti6re r6guli6re F. On utilisera dans la 
suite les notations suivantes: 

H A (t2) = v ~ L 2 (f2); ~ e L 2 (f2) et v = 0 sur F 

et Hl'~~ est l'espace des fonctions (uniform6ment) lipschitziennes sur 
et H~'~176176176 Si v~Hl'~176 on pose 

IV(Xl)-V(Xz)l Ilvl[1,~= Sup 
x,,x2~O [Xl --Xz[ 

Xl ~ X 2  

Enfin on d6signe par 6(x) la distance de xEf2 ~ F. 
On consid~re le probl~me suivant (qui intervient dans l'6tude de la torsion 

61asto-plastique cf. [5], [11]): Etant donn6s f6L2(~'2) et 2>0,  trouver u ~ K l =  
{v~H~' ~176 Ilvll 1, c~ ~ 1} tel que 

( av aU ) dx<_O V vEK1. 
0 x ,  - 

Le probl~me (1) est un exemple particulier d'in6quation variationnelle (of. [4], 
[6], [8]) et admet une solution unique. 

On montre au w I que, sous certaines hypoth&es, le probEme (1) est 6quivalent 
au probl~me suivant: trouver u eK2 = {veH~ (~2); I v(x)[ < 6 (x)p.p. sur ~} tel que 

(2) 
(avau)  ,x o 

i = 1  " 

(on notera que (2) admet aussi une solution unique). 
On indique au w II diverses techniques permettant de calculer la solution de (2). 

I1 est clair qu'en analyse num6rique les contraintes de type K 2 sont plus simples/t 
repr6senter que celles de type Kt ; d'ofi l'int6rSt de cette re&bode pour la r6solution 
de (1). 
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I. Equivalence des Probl6mes (1) et (2) 

Plus pr6cis6ment on a le 

Th6or~me 1. Si feHl'~176 et 2>  llflll, oo alors la solution de (1) corncide avec 
la solution de (2). 

Remarques (A). 1) Les conditions du Th6or~me 1 sont en particulier v6rifi6es 
si f est constante et 2=0.  Dans ce cas pr6cis (correspondant au probl~me de la 
torsion 61asto-plastique) un r6sultat remblable a 6t6 prouv6 par T. W. TING [11] 
lorsque I2 est un polygone r6gulier de ]R 2 mais la d6monstration expos6e iciest  
totalement diff6rente. 

2) Si l 'on suppose que feHl '~  sur t2 et 2>  Ilfllx,o~ alors la solution 
de (1) est aussi caract6ris6e par 

ueKa={wn~(12) ;  O<=v(x)<f(x) p.p. sur f2} 
et 

i=l Oxi ~xx/  dx<O V veK3.  

Le Th6or~me 1 sera d~montr6 ~t partir du r~sultat suivant: 

Th6or6me 2. Soient ~l, ~F2 e H~" oo (12) tels que ~l < ~12 SUF ~'~ et soit 

K4={veH~(~);  I//l~_~/)m~I'/2 p.p. sur I2}. 

On suppose que f e H  a' ~176 et que 2>0.  
Soit ueK  4 la solution de l'in~quation 

(4) ~(f-,~u)(v-u)dx- au ~ ,  Us dx<_O V vEK4. 
i=1 ~ --  

Alors ueHlo ' ~~ et 

{ , } (5) Ilullx,| I1~1111,~o, [l~U2lll, oo,-zIFflll.~o �9 

D~monstration du Th~or~me 2. On utilise ici une m&hode analogue ~ celle de { 1 ) 
P. HARTMAN & G. STAMPACCHIA [61. Soit C =  Max II ~x II 1, | II'e211x. ~, ~- [l/ll x,~o 
et soit heiR"; on pose 

~(x)={0(x)  

u~ (x) = Max {fi (x-- h ) -  C I h 1, u (x)}, 

E~" = {xeR";  f i ( x - h ) - C l h l > f i ( x ) } ,  

On v~rifie sans difficult6s que 

~el (x) <= u ;  (x)__< u (x) =< u~ (x) =< ~2 (x) 

si xet2 
si xelR", x~12 

u~- (x) = Min {fi (x + h) + C i h l, u (x)} 

E~- = {xelR"; u(x+ h)+ C lhl<fi(x)}.  

p.p. sur t2 
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et c o m m e  u~t~ et Uh~a appar t iennent  ~t Ho 1 (12), on en d6duit que u~o et u~io sont 
dans  K 4. De  plus E + c 12, E/- c 12 et E + = E~- + h. Enfin on a p.p. sur 12 

[ Ou 
(x h) si x e E ~  

si x e O ,  x r  

OU~- ( X ) = / ~ x ~  ( x + h )  

Ox, [_S~_(x) 
si x ~ E [  

si x~12, x ~ E [ .  

R e p o r t a n t  v = u~la puis v = u~ia dans (4) il vient 

(6) 

et 

(7) 

I ( f ( x )  -- 2 u (x)) (u (x -- h) - C I h [ - u (x)) d x 
E~ 

Ou Ou 

( f  (x) - 2 u (x)) (u (x + h) + C ] h ] - u (x)) d x 
Eft on (ou - I - ~ ( ~ )  (x+h)  Ou 

Eft i " ~ i  

Apr~s le changement  de variable x ~ x - h  dans (7) on obtient  

(8) 

I ( - f ( x  - h) + 2 u (x - h)) (u (x - h) - C I h I - u (x)) d x 
E~ 

+ I ~ ( x -  h) ( x -  h ) -  (x) d x < O. 
re, 

On d6duit  de (6) et (8) pa r  addi t ion 

(9) 

D o n e  

(10) 

;~ I (u (x - h) - u (x)) (,, (x - h ) -  C I h I - u (x)) d 

< ~ ( f ( x -  h ) - f ( x ) )  (u ( x -  h ) -  C [ h [ - u (x)) d x .  
F~ 

2 S ( u ( x - h ) - u ( x ) - C l h l )  2 d x  

< ~ ( f ( x -  h ) - f ( x ) -  C Ih I) (u ( x -  h ) "  C [ h i -  u (x)) d x .  

Or f ( x -  h) - f ( x )  - ;t C I h I < 0 et u ( x -  h) - u (x) - C I h [ > 0 sur E + . Pa r  cons6quenl 
mes (EgV)=0 et 

Ifi(x-h)-fi(x)l~Clhl V h ~ l . "  et p .p .  x e R " .  

D'of i  Ilull 1, o~ ~ c ,  ee qui p rouve  (5). 
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D6monstration du Th~or~me 1. On suppose d'abord que 2>0.  Soit u la 
solution du probl~me (2). II r6sulte du TMor~me 2 que 

11 1 ) tlulll, o ~ M a x  ~ l l~ ,~ ,y l [ f l lx ,  o~ <1 

et par suite ueK 1. On ach~ve la d6monstration en notant que K 1 cK2 et que les 
probl~mes (1) et (2) admettent une solution unique. Supposons maintenant que 
2 = 0 et soit 2. > 0 une suite tendant vers 0. Les in6quations (1) et (2) correspondant 

2 = 2. admettent la mSme solution u =  u. d'apr~s ce qui precede. Lorsque n ~ + 0% 
u . ~ u  dans Hot(O) et u est solution de (1) et (2) d'apr~s un argument classique. 

Remarque (B). Les Th~or~mes 1 et 2 sont valables sans changement si l 'on 
~2 

remplace l'op6rateur A par ~ a ~  0x~ Ox-------~-. off les a~  sont des constantes telles que 
~2a~ ~ ~ > a l  ~ I ~, a>0 .  

II. R~solution Num~rique du Probl~me (2) 

On se propose maintenant de r~soudre num6riquement le probl~me: trouver 
u e K  2 tel que 

(11) (Au, v-u)>=(f, v - u )  V veK2 

p o u r f d o n n 6  dans H 1'~176 (O), avec 

A u = - A u + ~ u ,  ~>llfl lx.  o~ 
K2={veH~(O); [v(x)[<r~(x) p.p. sur ~}.  

Une premiere m6thode consiste /~ ramener le probl~me (11) /L un probl~me de 
minimisation d'une fonctionnelle sur le convexe ferm6 K2, probl~me pour lequel 
on peut appliquer la m6thode de r6solution directe introduite dans M. SmoNv [9]. 
Line deuxi~me m6thode consiste/~ r6soudre (11) au moyen d'un proc6d6 it6ratif 
has6 sur la projection sur le convexe/(2 (plus simple que/(1) que nous savons 
calculer explicitement (cf. J. L. LIONS & G. STAMVACCH~ [8], M. SmONY [10]). 

II.1. Mdthode Directe: Minimisation d'une Fonctionnelle sur K 2 

On se donne un param&re h=(hl . . . .  , hn)e~"+ destin6/t tendre vers 0. Nous 
d6signerons par ~h le r6seau r6gulier des points M de la forme M =  (m 1 hi, . . . ,  m, h,), 
m~eZ, hi=hi=h, i , j= 1, ..., n. Posons 

( rob, q= m r -  h~, ms+ h~ , q entier=>0 
i=1  

Soit N(h) le nombre d'616ments de N~; N(h) ~ + 00 quand h ~ 0. 
A l'espace V=HOt(O) nous associons comme dans [3] et [91 l'espace Vh des 

suites de nombres r6els (U~)M~att. Si xeO on pose uh(x)=u~, u,e Vh. Vh est doric 

18 Amh. Rational Mech. Anal., Vol. 41 
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identifi~ ~t l'espace des fonctions 
Z u OhM 

of~ OhM est la fonction caract6ristique de CO~o. 

Posons 

Uh(X ) = Un(X + hd2 ) -  uh(x-  hi~2) 
h~ 

avec 

hi ( hi Xn) x + y =  \xl ,  .. . ,  x~+-~-, . . . ,  
r 

On munit Vh du produit scalaire ( , )h=( , )~ tm.  On salt cf. [11 qu'il existe un 
prolongement injectif ph~L~'(Vh, V). Nous associons maintenant au problSme (11) 
son discr6tis6: 

uheK2h, (A ,  Uh, Vh--Uh)h>(fh,  Vh--Uh)h V vh~K2h (12) 

a v e c  
n 

(&Uh, v,)h= ~ (V~uh, ~VO~+;t(Uh, VDh V vhsVh 
i = 1  

( fh ,  Vh)h = ( f '  Ph Vh) V V h �9 V h 

K2n = {vh~ Vnl[Un(X)[~6h(x) P.P.} 

oCa 6h(x ) = distance (x, Fn), Fh = [2 n ~n. On d6montre alors la proposition ci-apr~s. 

Proposit ion 1. 1) II existe uh~K2h unique solution de (12). 
2) Pn Un-~ u clans H~ (f2) fort quand h-~ 0 u dtant la solution de (11). 
3) Toute solution de (12) est solution de 

(13) Uh~Kzh, Fh(Uh)<Fn(v,) V vneKzh 

avec 
tl 

Fh (Vh) = �89 Yl 11 ~ V~ II ~2(m + 11Vfi ~(*)-- (A, Vh) 
i = I  

et rdciproquement. 

R~sultats Numdriques pour la PremiOre MOthode 
Soit f2=(0, 1) x(0, 1). On se propose de r~soudre le problbme (13) ~t l'aide de 

la m6thode de la mire (cf. M. SmONY [9]). On pose hl =hz=h et on note par 
{u~j} les valeurs de Uh(X, y) aux points Mij=(x,  y), i , j= 1 . . . . .  N +  1, du r6seau 
~h correspondant h l'ouvert f~ et au pas h de discr6tisation. I1 s'agit alors de 
minimiser la fonction de (N+ 1) z variables F({vo}), i , j= 1 . . . .  , N +  1, avec les 
conditions 

v~j=O pour i = 0  et i = N + l  Vj  

(14) vij=O pour j = 0  et j = N + I  V i 
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Nous pouvons rendre la m6thode de la mire plus performante du point de 
vue du temps d'ex6cution sur ordinateur en op6rant comme suit: Au lieu de 
calculer la valeur de F ( u l l  . . . . .  Ukt + t  . . . . .  USN) aux extr6mit6s d 'une mire (de 
type I ou II) A l'aide de la formule (I 3), on peut la calculer A l'aide d'une formule 
approch6e de la forme: 

e ( u , ,  . . . .  + t . . . . .  = F + 

Oh F({Uk~}) est la valeur de la fonctionnelle au centre de la mire Mtk,o  et Rkt  est 
le reste exact ou approch6; ce qui permet de calculer F({u~i}) de proche en proche 
pour tousles points du r6seau An (cf. M. SmONY [9]). 

l ~re Expgrience Numgrique. On pose darts (1 I), A u =  - A u, f =  ct~= 5. 

Pour un pas de discr&isation h = 1/10 la m6thode de la mire se stabilise quand 
le rayon d'une mire de type II  est p = 9 , 7 . 1 0  -5. La solution Uh, p ne varie plus 
si on poursit les it6rations. Le Tableau n ~ 1 donne la r6partition de I grad Un, pl 
aux points ( i , j )  du r6seau ~h associ6 ~t l 'ouvert O. 

Tableaun~ A u = - - d u ; f = c t e = 5 ; h = l O - l . ~ i . s ~ q u e [ g r a d ~ , p ] < l a u p o m t ( ~ j ) ,  
e t l s ~ q u e l ~ a d u h ,  o l= laupomt ( i , ] )  

1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1  

1 . . . . . . . . .  1 
1 1  . . . . . . .  1 1  
1 1  . . . . . . .  1 1  
1 1  . . . . . . .  I 1  
1 1  . . . . . . .  1 1  
1 . . . . . . . . .  1 

1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1  

2~me Expdrience Numdrique. A u -- - A u; f =  c te = 10; h = 10-1. 

Le Tableau n~  donne la rSpartition des contraintes ]grad uh,oJ aux points 
( i , j ) .  Quand p=3,1  �9 10 -3 on obtient la stabilisation des r~sultats. Le temps 
d'ex6cution des calculs en C.D.C. 3600 est de 1 mn. 

Tableau n ~ 2. A u =  - -Au ; f=c t e=  10; h= 10 - I  

1 1 1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  1 
1 1  1 1 1 1 1  1 1  
1 1 1  1 1 1  1 1 1  
1 1 1 1  i l l l  
1 1 1 1  1 1 1 1  
1 1 1 1  1 1 t l  
1 1 1  i i i  1 1 1  
1 1  1 1 1 1 1  1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1  

18" 
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3~me Experience.  A u = - A u + 2u;  f =  e 3 (x +y), 2 = 15, h = 10-1 

Le Tableau n~ donne la rdpartition des contraintes I grad Uh,p] aux points 
( i , j ) ,  i, j =  1 . . . .  , N. On obtient la stabilisation des rdsultats fi partir de p = 2,5.10- 2. 
Le temps d'exdcution des calculs en C.D.C. 3600 est de 105 s. 

Tableaun~ A u = - - A u + 2 u ; 2 = 1 5 ; f = e 3 ( x + r ) ; h = l O  -1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  1 
1 1  1 1 1 1 1  1 1 .  
1 1 1  1 1 1  1 1 1  
1 1 1 1  1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  
1 1 1 1  1 1 1 1 1  
1 1 1  1 1 1  1 1 1  
1 1  1 1 1 1 1  1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1  

Nous savons que sous certaines hypoth6ses 
au probl~me 

(Au ,  v - u ) > = ( f , v - u )  V 

(15) A u =  - A u  + 2 I  

le probl~me (11) est dquivalent 

v ~ K l  

K1 = (u ~Ho~ (g2)I I gradu I~ 1. p .p . } .  

La mdthode de la mire permet aussi de rdsoudre directement ce probl~me. Mais 
pour  atteindre une prdcision analogue ~t celle que nous avons obtenue pour  la 
formulation (11), nous avons besoin d 'un temps d'exdcution prohibitif. Sur ce 
point au moins la formulation (11) semble nettement supdrieure. 

(16) 

avec Uo = 0 et 

H.2. R$solution du Probl~me (11) ~ r Aide d' une M$thode Itdrative 

Nous avons la proposition ci-apr6s (cf. M. SIBONV [10]). 

Proposition 2. La suite d~finie pour les i tHations 

Un+l = P K 2 ( U n - P n ( A u n - f ) )  

(Av., v.) (V.=Un--Un-1) 
Pn: ilavnll 2 

converge for t emen t  dans H~ (f2) quand n ~ oo, vers u solution de (11). 

Pratiquement nous opdrons de la mani~re suivante: Soit h > 0 un param&re de 
discrdtisation, dcstind ~t tendre vers 0. Au probl~me (11) nous associons le probl~me 
discrdtisd 

(12) (Ahuh, l)h--Uh)h ~>(fh, 13h--Uh) h V Vh~K2h 
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avec 

(AhUh, Vh)= ~ (ViUh, Vil)h)dl-2(Uh, Vh) h 
i = l  

K2h={vheVhIIUh(X)I<~h(X) p.p.}. 

V VheV, 

Nous r6solvons (12) & l'aide des it6rations 

(17) 

et* 

U~+~=PK~(u~--p~(AhU~--fh)) avec u ~  

2 + 2  
p~ = pO = (8/h2 + 2) 2 pour  n < no, no &ant un nombre 

d'it6rations fixe d@endant de l'exp6rience. 

(A h v~, v~) 0~.1 n n - 1 
p~-i iAnv~ll  2 vn=uh-- ~ pour  n > n  o. 

D'apr~s le Propositions 3 et 4 nous avons alors u~----~u, dans V, fort, uh 

6tant la solution de (12), et Ph Uh-~--~U dans H~(O) fort, u 6rant la solution 
de (11). 

R~sultats Num&iques pour la Deuxi~me M~thode 

Pour 12=(0, 1)x(0,  1) on pose h l=h2=h(~  (ce qui correspond & un 
r6seau de 121 points). On calcule limu~co~=Uh(o~ ~ l'aide de (17), en it6rant 
jusqu'A stabilisation des r6sultats, n - .  

Ensuite on fa i th  ~  = h(~ = 1/20 (ce qui correspond A un r6seau de 441 points). 
On pose alors uO,~=fihto~ dans (17) off ~h~O~ est le r6sultat d'une interpolation 
lin6aire pour un r6seau double de lim U~o~ = Uh~o~. 

n--} O0 

Puis on recommence le proc6d6 pour  h(2)=h(1)/2= 1/40 (ce qui correspond 
un r6seau de 1681 points); ce qui conduit A la solution finale 

Uh(2) = lim u~,~)=lim (lim u~,o,). 
I1"-> o0 h ' - } 0  n'-} oo 

Cet tableau ci-dessous r6sume les exp6riences faites pour f =  c t*. 

Nombre d'it6rations Nombre d'it6rations Nombre d'it6rations 
pour h(~ pour hO)=l/20 pour h(2)=1/40 

f = 5  70 150 530 
f=10  30 70 210 
f=15 10 50 110 

Le temps d'ex6cution des it6rations (17) est beaucoup plus avantageux que pour 
la m&hode de la mire. 

* On v6rifie (cf. M. S I B O N Y  [10]) que si (Ahu h, Uh)h~klluhll 2 et (A huh, Vh)< Clluh[I Ilvhll 
alors les it6rations (17) convergent pour p= pO= k/C 2. 
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P o u r  les pas  h ( ~  1/10, h (1) = 1/20 et  h (2) = 1/40 avec  i n t e r p o l a t i o n  l ' ex6cu t ion  

d u  p r o g r a m m e  es t  de  l ' o r d r e  de  1 m n  en  C . D . C .  3600. L a  deux i~me  m 6 t h o d e  

i t6ra t ive  es t  d o n c  n e t t e m e n t  p lus  o p 6 r a t i o n n e l l e  q u e  la m 6 t h o d e  de la m i r e  q u a n d  

le pas  de  d i sc r6 t i s a t ion  dev i en t  pe t i t  (h = 1/40). 

l~re Experience Num~rique. P o u r  2 = 0 ,  f = c t e = 1 0  les T a b l e a u x  n ~ 4, 5, 6 

d o n n e n t  les r 6 p a r t i t i o n s  des  c o n t r a i n t e s .  Q u a n d  Uh (X)= 6 (X) n o u s  a v o n s  m a r q u 6  ( I )  

e t  q u a n d  Uh(X)<6(X) n o u s  a v o n s  m a r q u 6  ( . ) .  

2dme Experience Numdrique. P o u r  2 = 1, f =  c t e =  10, le T a b l e a u  n ~ 7 d o n n e  la 

r 6 p a r t i t i o n  des  c o n t r a i n t e s  lun(x) l<= ~ (x) p o u r  un  pas  de  d i sc r6 t i sa t ion  h~ l )=  1/20. 

Ce  t a b l e a u  es t  i d e n t i q u e  au  t a b l e a u  des  c o n t r a i n t e s  I g r a d  Uhl < 1. 

3dme Expdrience Num~rique. P o u r  2 = 0, f =  C te = 500 et  un  pas  de  d i sc r6 t i sa t ion  

h ~  1/20 o n  c o n s t a t e  que  l ' o n  a p a r t o u t  u(x)=f(x)  et  Ig rad  ul = 1. 

Tableau n ~ 4. h = 1/10, f =  c te = 10, A u =  --  d u 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  1 
1 1  1 1 1 1 1  1 1  
1 1 1  1 1 1  1 1 1  
1 1 1 1  1 1 1 1  
1 1 1 1  1 1 1 1  
1 1 1 1  1 1 1 1  
1 1 1  1 1 1  1 1 1  
1 1  1 1 1 1 1  1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

Tableau n ~ 5. h =  1/20, f=cte= 10, Au= --du 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1  
1 1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1 1  
1 1 1 1  1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 1  
1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 . . . .  1 . . . .  1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1  . . . . .  1 1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 . . . . .  1 . . . .  1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1  1 1 1 1  . . . .  1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 . . . l 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
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