Egquivalence de Deux Inéquations Variationnelles
et Applications
H. Brezis & M. SiBONY

Mémoire présenté par J. L. LIONS

Soit  un ouvert borné de R" de frontiére réguliere I'. On utilisera dans la
suite les notations suivantes:

av
0x;

Hé(Q):{veLZ(Q); eI*(Q) et v=0 sur F}
et H''°(Q) est I'espace des fonctions (uniformément) lipschitziennes sur
et Hy*(@Q)=H"*(Q)n H}(Q). Si ve H'**(Q) on pose

[v(xy)—v(x2)]
Iolly, o= Sup ——"—"22
x,xe0 X1 —Xz]
x1¥x2

Enfin on désigne par J(x) la distance de xeQ aTI.

On considére le probleme suivant (qui intervient dans I’étude de la torsion

élasto-plastique cf. [5], [11]): Etant donnés feL*(Q) et 1=0, trouver uek, =
{ve Hy (@) llvlly, » <1} tel que

. 0u [{ov Ou

W JU-me-wdi- 3 5 (522

i=19

) dx<0 Vovek,.

Le probléme (1) est un exemple particulier d’inéquation variationnelle (cf. [4],
[6], [8]) et admet une solution unique.

On montre au § I que, sous certaines hypothéses, le probléme (1) est équivalent
au probléme suivant: trouver ue K, ={veH§(Q); |v(x)| <5(x) p.p. sur Q} tel que

?_u (ﬂj——-—aj—) dx<0 Vvek,
0x;

2 g(f—lu)(v—u)dx—i;g ax,  ox;

(on notera que (2) admet aussi une solution unique).

On indique au § II diverses techniques permettant de calculer la solution de (2).
I1 est clair qu’en analyse numérique les contraintes de type K, sont plus simples a
représenter que celles de type K ; d’ou I'intérét de cette méthode pour la résolution
de (1).
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I. Equivalence des Problémes (1) et (2)
Plus précisément on a le

Théoréme 1. Si fe H ©(Q) et A2 || fl;, o alors la solution de (1) coincide avec
la solution de (2).

Remarques (A). 1) Les conditions du Théoréme 1 sont en particulier vérifiées
si f est constante et A=0. Dans ce cas précis (correspondant au probléme de la
torsion élasto-plastique) un résultat remblable a été prouvé par T. W. TING [11]
lorsque Q est un polygone régulier de IR? mais la démonstration exposée ici est
totalement différente.

2) Si l'on suppose que fe H>*(Q), f20 sur Q et 12| f|, ., alors la solution
de (1) est aussi caractérisée par

ueK;={veHy(Q); 0<v(x)£5(x) p.p. sur Q}
et

" ou (9o du
O COLEE) ja_(a—xi'a—xi

i=102 0X;

) dx<0 Vvek;.

Le Théoréme 1 sera démontré & partir du résultat suivant:
Théoréme 2. Soient ¥, ¥,e HE*®(Q) tels que ¥, W, sur Q et soit
K,={veHy(Q); ¥,<v<¥, p.p. sur Q}.
On suppose que fe H'* ®(Q) et que A>0.,
Soit ue K, la solution de Iinéquation

@) !{(f—zu)(u—u)dx_i y%(av ou

i=19Q

- = <
o, ax,-) dx=<0 Vvek,.

Alors ue Hy ® () et

®) llull1, » =Max {IIY’llll,w, 1?11, % "f“l,oo}-

Démonstration du Théordme 2. On utilise ici une méthode analogue a celle de

1
P. HARTMAN & G. STAMPACCHIA [6]. Soit C=Max{|| Pilli, s [ Pall1, s T "f”l,oo}
et soit heR"; on pose

~ooy_Ju(x) si xeQ
"(")‘{0 si xeR", x¢ Q

uy (x)=Max {i(x—h)—C|hl,u(x)}, u, (x)=Min{a(x+h)+C|h|,a(x)}
Ef ={xeR*; u(x—h)—C|h|>u(x)}, E, ={xeR*;u(x+h)+C|h|<ii(x)}.
On vérifie sans difficultés que

P (0)=Suy (D=Su@x)=uy ()S¥(x)  p.p.sur Q
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et comme uyjq €t U4 o appartiennent a H}(Q), on en déduit que U0 et uyp sont
dans K,. De plus E;f =Q, E; <Q et E;f =E; +h. Enfin on a p.p. sur Q

: +

ou 6x si xeE,
Oxi ) Ou X si xeQ, x¢E;
axi X y X h

ou . -
—(,E(x+h) si xeE,

6;: (x) si xeQ, x¢E, .

6u,,

(x) \

Reportant v=ugjp puis v=uj dans (4) il vient
Ej; (f(x)—iu(x))(u(x—h)-Clhl—u(x))dx
©) E; 209 (fE - -E ) a0

et

Ef-(f(x)—lu(x))(u(x+h)+C|h]—u(x))dx
@ —Ej_ T2 ) (e (e by =g () dx 0.

Apres le changement de variable x — x — A dans (7) on obtient

) (—f(x—h)+lu(x—h))(u(x—h)—C|h|—u(x))dx
E+

® + [ o) (S - =g () dx 0.
£y 0%;
On déduit de (6) et (8) par addition
).j'(u(x h)—u(x))(u(x—h)—C|h|—u(x))dx
®) j"(f(x h)—f(x))(u(x—h)—C|h|—u(x))dx.
Donc
Af (uGx—h—u(x)—C|h])*dx
(10) &

éE[(f(x—h)—f(x)—CIhl)(u(x—h)—c|h|—u(x))dx.

Or f(x—h)—f(x)—AC|h| =0 et u(x—h)—u(x) — C|h|>0 sur E};" . Par conséquent
mes (E;t)=0 et
ja(x—h)—u(x)|£C|h| V heR"etp.p. xeR".

D’ou [Jull,, - = C, ce qui prouve (5).
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Démonstration du Théoréme 1. On suppose d’abord que A>0. Soit u la
solution du probléme (2). Il résulte du Théoréme 2 que

Juls, o <Max (1315, 5 111, <1

et par suite e K;. On achéve la démonstration en notant que K; < K, et que les
problémes (1) et (2) admettent une solution unique. Supposons maintenant que
A=0 et soit A,> 0 une suite tendant vers 0. Les inéquations (1) et (2) correspondant
a A=J1,admettent la méme solution ¥ =u, d’aprés ce qui précéde. Lorsquen— + oo,
u, —u dans H(Q) et u est solution de (1) et (2) d’aprés un argument classique.

Remarque (B). Les Théorémes 1 et 2 sont valables sans changement si 'on
2

remplace I'opérateur A par Y a;; 0x,0 X;

Zaz,- ¢ fjéalélz, a>0.

ol les a;; sont des constantes telles que

I1. Résolution Numérique du Probléme (2)
On se propose maintenant de résoudre numériquement le probléme: trouver
uek, tel que
(11) (Au,v—u)=(f,v—u) V vek,

pour f donné dans H':*(Q), avec

Au=—Adu+iu, AZ[fl4,
K,={veH)(Q); [v(x)|<5(x) p.p. sur Q}.

Une premiére méthode consiste a ramener le probléme (11) 3 un probléme de
minimisation d’une fonctionnelle sur le convexe fermé K,, probléme pour lequel
on peut appliquer la méthode de résolution directe introduite dans M. SiBony [9].
Une deuxiéme méthode consiste a résoudre (11) au moyen d’un procédé itératif
basé sur la projection sur le convexe K, (plus simple que K;) que nous savons
calculer explicitement (cf. J. L. LioNs & G. STAMPACCHIA [8], M. Siony [10]).

I1.1. Méthode Directe: Minimisation d’une Fonctionnelle sur K,

On se donne un paramétre A=(hy, ..., h,)e#"% destiné a tendre vers 0. Nous
désignerons par £, le réseau régulier des points M de la forme M=(m, 4,,...,m,h,),
meZ, hy=h;=h, i,j=1, ..., n. Posons

w%q= H I:(mi—qTH) h;, (mi+£;i) h,-] , gqentier=0
Ry ={MeR,| vy, cQ}.

Soit N(#) le nombre d’éléments de %3 ; N(k) - + oo quand s —0.

A Tespace V=H2(Q) nous associons comme dans [3] et [9] 'espace V, des
suites de nombres réels (#p")ycq1. Si X€Q on pose u,(X)=up’, u,€V,,. V, est donc

18 Arch. Rational Mech, Anal,, Vol. 41
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identifié & ’espace des fonctions
Up= Z uy 0
MR}
ol 8 est la fonction caractéristique de wpfy.
Posons
w, (x + hyf2)—u, (x — hyf2)

Frin (x) = ;

avec

x+&—(x +~}Ei- x)
2— 1,...,355 2,--., nl-

On munit ¥, du produit scalaire (,),=(,)r2(0). On sait cf. [1] qu’il existe un
prolongement injectif p,e Z(V,, V). Nous associons maintenant au probléme (11)
son discrétisé:

(12) w,eKyn,  (Apug, =2y, o=y V 0,€Ky,
avec

(Apuy, vy = _Zl(Vi Uy, Viogy+ A0, )y, YV 04e¥

(fus vw=(fs pwvn) ¥ 0,6V,
Ky u={v,eV, l [uy(x) | £8,(x) p.p-}
ol §,(x)=distance (x, I), I,=Q2 N %,. On démontre alors la proposition ci-aprés.
Proposition 1. 1) 1/ existe u,e K, , unique solution de (12).
2) p,, uy— u dans H(Q) fort quand h—> 0 u étant la solution de (11).
3) Toute solution de (12) est solution de
(13) ueKyy, Fu)sF(@,) V 0,eKy,

avee
Fy(v)= %_Zl | 7 04 }2;2{52) + [joff }2.2(9) —(f5>tn)

et réciproquement.

Résultats Numériques pour la Premiére Méthode

Soit 2=(0, 1) x(0, 1). On se propose de résoudre le probléme (13) & 'aide de
Ia méthode de la mire (cf. M. SBONY [9]). On pose hy=h,=h et on note par
{u;;} les valeurs de u,(x, y) aux points M;;=(x, y), i,j=1, ..., N+1, du réseau
A, correspondant 3 Pouvert Q et au pas h de discrétisation. Il s’agit alors de
minimiser la fonction de (N+1)? variables F({r;;}), i,j=1, ..., N+1, avec les
conditions

v;=0 pour i=0 et i=N+1VYj

(14 v;;=0 pour j=0 et j=N+1 Vi

[v;1<8.
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Nous pouvons rendre la méthode de la mire plus performante du point de
vue du temps d’exécution sur ordinateur en opérant comme suit: Au lieu de
calculer la valeur de F(uyy, ..., ty; 41, ..., tyy) aux extrémités d’une mire (de
type I ou II) 4 I'aide de la formule (13), on peut la calculer 4 Paide d’une formule
approchée de 1a forme:

Fugg, oo w1, oo, uyy) =F({u )+ Ry,

olt F({uy}) est la valeur de la fonctionnelle au centre de la mire M, , et R, est
le reste exact ou approché; ce qui permet de calculer F({u;,}) de proche en proche
pour tous les points du réseau £, (cf. M. SiBoNY [9]).

lére Expérience Numérigue. On pose dans (11), Au= —Au, f=c*=5.

Pour un pas de discrétisation #=1/10 la méthode de Ia mire se stabilise quand
le rayon d’une mire de type IT est p=9,7 - 107>, La solution u,, , Ne varie plus
si on poursit les itérations. Le Tableau n° 1 donne la répartition de |grad 4, ,|
aux points (7, j) du réseau %, associé a 'ouvert Q.

Tableaun® 1. du= —du; f=ct*=35; h=10"Y, Ici . signifie que |grad u,,,pl <1 au point (i,}),
et 1 signifie que |grad u;, » |=1 au point (i, /)

1111111
11111

[ N
bk ek
[ Ny

e e T g

[
Pk i o
Sk oty
Yot ot +

2éme Expérience Numérique. Au= —Au; f=c*=10; h=10"1,

Le Tableau n° 2 donne la répartition des contraintes |grad «, ,| aux points
(#,7). Quand p=3,1-10"3 on obtient la stabilisation des résultats. Le temps
d’exécution des calculs en C.D.C. 3600 est de 1 mn.

Tableaun® 2, Au= —du; f=ct*=10; A=10"1

.111111111.
1 1111111 1
11 11111 11
111 111 . 111
1111 . . . 1111
1111 .. .1111
1111 .. .1111
111 111 .111
11 11111 11
1 1111111 1
111111111

18+
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3éme Expérience. Au= —Au+iu; f=e>*™, 1=15 h=10"1,

Le Tableau n° 3 donne la répartition des contraintes |grad u, ,| aux points
G, /), i,j=1, ..., N. On obtient la stabilisation des résultats & partir de p=2,5-1072.
Le temps d’exécution des calculs en C.D.C. 3600 est de 105 s.

Tableau n°® 3. Au=—du+Aiu; A=15; f=e3&+y); h=10"1

. 111111111 .
1 1111111 1
11 11111 1 1.
111 .111 . 111
1111 .1 .1111
11111 .11111
1111 .1 .11171
111 . 111 .111
11 11111 11
1 1111111 1
111111111

Nous savons que sous certaines hypothéses le probléme (11) est équivalent
au probléme
(Au,v—u)=(f,v—u) V vek,

(15) Au=—Au+2iI

K,={ueH}y(Q)||gradu|<1-p.p.}.
La méthode de la mire permet aussi de résoudre directement ce probléme. Mais
pour atteindre une précision analogue & celle que nous avons obtenue pour la

formulation (11), nous avons besoin d’un temps d’exécution prohibitif. Sur ce
point au moins la formulation (11) semble nettement supérieure.

I1.2. Résolution du Probléme (11) a I’ Aide d’une Méthode Itérative
Nous avons la proposition ci-aprés (cf. M. SiBoNy [10]).

Propeosition 2, La suite définie pour les itérations

(16) un+1=PK2(un_'pn(Aun_f))

avec uy=0 et
_ (A Un > vn)

n—w (On=up—t,_,)
converge fortement dans HY(Q) quand n— oo, vers u solution de (11).

Pratiquement nous opérons de la maniére suivante: Soit #>0 un paramétre de
discrétisation, destiné a tendre vers 0. Au probléme (11) nous associons le probléme
discrétisé

12 (Apuy, vy—u)y Z(fr, vy—up)y,  V 0,€K5,
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avec

(Apuy, v)= -Zl(Vi Uy, Vo) +A(uy, vp)y Y 0,€V,

Kyn={vseV, l |up(x}] <d4(x) p.p-}-

Nous résolvons (12) a I'aide des itérations

17) “ZH=PK2h(u:—PZ(Ah“;:—'fh)) avec uy; =0

et*

n [4] 2 + '1 r
Pr=pPp= CLET) pour n<#y, n, étant un nombre

d’itérations fixe dépendant de I'expérience.

- (Ah UZ ’ U:)

oh 1A ouvi=ul—ul"! pour n>n,.
#Uh

D’aprés le Propositions 3 et 4 nous avons alors Uy Uy dans ¥y fort, u,

étant la solution de (12), et p, u,--5u dans H}(Q) fort, u étant la solution
de (11).

Résultats Numériques pour la Deuxiéme Méthode

Pour Q=(0, 1) x(0, 1) on pose h;=h,=h®=1/10 (ce qui correspond a un
réseau de 121 points). On calcule lim ujo)=u#,0) & Paide de (17), en itérant
jusqu’a stabilisation des résultats. *~<

Ensuite on fait ) =A®/2=1/20 (ce qui correspond & un réseau de 441 points).
On pose alors ufu =1, dans (17) ol @, est le résultat d’une interpolation
linéaire pour un réseau double de lim ¢y =1y .

Puis on recommence le procédé pour A =A1Y2=1/40 (ce qui correspond a
un réseau de 1681 points); ce qui conduit a la solution finale

Up2) = lim u;:(z) =lim (hm u;:(o)) .

n—ow h—0 n— o

Cet tableau ci-dessous résume les expériences faites pour f=c'®.

Nombre d’itérations Nombre d’itérations Nombre d’itérations
pour A(®=1/10 pour A1=1/20 pour A =1/40
f=5 70 150 530
=10 30 70 210
f=15 10 50 110

Le temps d’exécution des itérations (17) est beaucoup plus avantageux que pour
la méthode de la mire.

* On vérifie (cf. M. Srony [10]) que 51 A4, U u = klw)|? et (A, uy, v) S Cllag| oyl
alors les itérations (17) convergent pour p= p®=kjC2.
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Pour les pas A =1/10, A1 =1/20 et h‘®>=1/40 avec interpolation 1’exécution
du programme est de I'ordre de 1 mn en C.D.C. 3600. La deuxiéeme méthode
itérative est donc nettement plus opérationnelle que la méthode de la mire quand
le pas de discrétisation devient petit (4=1/40).

lére Expérience Numérique. Pour 2=0, f=C*=10 les Tableauxn°4, 5, 6
donnent les répartitions des contraintes. Quand u;, (x) = 6 (x) nous avons marqué (1)
et quand u,(x)<é(x) nous avons marqué (.).

2éme Expérience Numérique. Pour A=1, f=C*=10, le Tableau n° 7 donne la
répartition des contraintes |u,(x)| <8(x) pour un pas de discrétisation 2t =1/20.
Ce tableau est identique au tableau des contraintes {grad u,| < 1.

3éme Expérience Numérigue. Pour 1=0, f= C*=1500 et un pas de discrétisation
#Y =1/20 on constate que ’on a partout u(x)=35(x) et |grad u]=1.

Tableaun® 4. A/=1/10, f=c*=10, Au= —Au

11111111111
1 1111111 1
11 11111 11
111 . 111 1 11
11 11 1111
1111 1111
t11 1. . .1111
1 +r1 . 111 . 111
11 11111 11
1 1111111 1
11111111111

Tableau n° 5. /=1/20, f=c*=10, Au=—A4u

t{ft1r11111131111111111111
1 t111111111111111 1
1 1111111111111 1
11 . 11111111111 .11
111 . 111111111 .1 11
1111 . 1111111 .11 11
11111 . 11111 .11 111
111111 . 1 111111
11111 11. 1111111
11111 11. 1111111
11111111 11111111
1111111 . i1 11111
11t 1111 . . 1 11111 1
111111 A 111111
11111 11111 . 11111
1111 .11 11111 . 11 11
1 11 .11t 111 111 . 111
11 t 1111111111 . 11
1 . 1111111111111 1
1 .1 1111111111111 1. 1
t 1111111111111 1111111
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En examinant les divers tableaux on remarque que:

=8(x)} coincide avec I’ensemble

1) L’ensemble {xeQ; u(x)

{xeQ,|gradu(x)|=1}.

=4(y) pour tout y ap-

4(x), alors u(y)

partenant au segment joignant x & la projection de x sur I'.

2) Si xeQ est un point tel que u(x)

8(x)} croit avec la fonction f (A fixé).

Nous retrouvons donc numériquement des résultats démontrés théoriquement

(cf. 121, [73, [11]).

3) La région plastique {xeQ; u(x)

Tableau n° 6. h=1/40, f=ct*=10, Au=—Au

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

11111111111 11111111111111111111111111111
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Tableau n® 7. h=1/40, f=ct*=15, Au=—Adu

11111111111 1111111¢1113111111111111111111

-

T v v v e v v e oyl v v v v v v v vt e v v v vl v v oyl v T vt v v vl vt vyl vow v poml vl v
v e v v v gl v e v e e W v e e w v v p e w v e T e vl el v et e e oyt
O v et e v g v vem vt v v vl vy v b v v e v e ] gy T wed v v v e v e ey
P e T T et v we v v v vt w v v g e v | ey T vl v v v e v
e s s e v g v v v v v e v v v vl vl vl yen v e g o T e el vl e v v . e 4 s v
e e n e v e vl ot e e vl v e el e vl vl wl e v e ] g T vt vl v v v . e e b et et
e n e ¢ et v el v vt vl wd vl v e v W v e e e gy T we v v v e 0 o b b e oy et
— e 6 4 e n e v v vt v oyl vl v v v o vl ] vl W v e par T vt vd W v e 0 o e e et v
e g

o v v v e v e vl vl v o ot v T el o T = e

T e v v v f v v v vt v vy oy ymel ) vl v v g gami T e e o v v

v v v e e v v v v vl vesd v el v v ] g T o vt v o v = ]
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