
Das Spektrum von Operatorscharen 
mit verallgemeinerten Rayleighquotienten 

BODO WERNER 

Vorgelegt yon L. COLLATZ 

Einleitung 
Ein Spektrum kann ganz allgemein fiir Scharen T von linearen Operatoren 

T(2) definiert werden; so heiBt z.B. 2 ein Eigenwert von T, falls ein x4:0 mit 
T(2) x=O existiert. Die Frage nach Eigenwerten bei nichtlinear auftretendem 
Parameter 2 stellt sich bei einigen physikalisch-technischen Problemen (s. [1], 
[7], [12]), z.B. fiihrt die Bestimmung der Kipplast eines Stabes (s. [7]) auf die 
quadratische Eigenwertaufgabe 

(1) - y " = ( 2 2 a x 2 + 2 b x + c ) y ,  y(1 )=y ' (0 )=0 .  

In dieser Arbeit werden Untersuchungen fiir eine yon ROGERS [9] eingefiihrte 
Klasse von Scharen beschr/inkter, symmetrischer Operatoren durchgefiihrt, die 
einen verallgemeinerten Rayleighquotienten - ein Rayleighfunktional p(x) - 
besitzen. Dieses ist im wesentlichen durch 

(T(p(x)) x, x) = 0 

charakterisiert (weitere Bedingungen s. w 1). Neben der linearen Schar 

(2) T(2) = 2 E -  A, A symmetrisch und beschrankt, 

geh6ren ihr die nichtlinearen Scharen in [2], [3], [5], [9], [10], [12] und [13] an. 
Sind die T(;t) in einem endlich-dimensionalen Hilbertraum definiert, so be- 

steht eine fast vollstandige Analogie zwischen dem Spektrum einer Rogersschen 
Schar und dem Spektrum einer hermiteschen Matrix ([2], [9]). 

Eine /ihnliche Analogie zwischen linearer und nichtlinearer Theorie wird in 
dieser Arbeit bei unendlicher Raumdimension aufgezeigt. Das Hauptergebnis ist 
die Charakterisierung eines Teilintervalls Go des Wertebereiehs W(T) des Ray- 
leighfunktionals der Art, dab sich das Spektrum a(T) auBerhalb Go wie alas von 
Null versehiedene Spektrum eines symmetrischen, vollstetigen Operators verhiilt: 
a(T)-Go besteht namlich aus abz~ihlbar vielen Eigenwerten endlieher Vielfach- 
heit, die sieh durch ein verallgemeinertes Ritzsches Maximum-Minimum-Prinzip 
kennzeiehnen lassen und deren endliehe H/iufungspunkte in Go liegen und zu 
a(T) geh6ren (w 

15" 
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Im linearen Fall (2) enth/ilt Go alle Zahlen zwischen dem kleinsten und grSBten 
H~iufungspunkt von a(A) (ftir vollstetiges A ist Go ={0)); Die max-min-Darstel- 
lung der Eigenwerte yon A auBerhalb Go ist bekannt und wird neben neuen Be- 
ziehungen zwisehen den sup-min-Werten des Rayleighquotienten von A und dem 
Spektrum von A (Satz 3.7) ganz wesentlich zum Beweis der nichtlinearen Theorie 
verwendet. 

Ergebnisse der Arbelten [5], [6], [12] und [13] fiber das Spektrum spezieller 
Polynombtischel ordnen sich unseren Ergebnissen unter (w ebenfalls die von 
[3] und [10], in denen eine Vollstetigkeitsbedingung gestellt wird: die T(2) sollen 
sich nur um ein Vielfaches v (2) des Einheitsoperators E yon vollstetigen Operatoren 
unterscheiden. In Analogie zu (2) bei vollstetigem A (dort ist v(2)=2)  zeigen wir, 
dab Go gerade die Menge No der im Inneren von W(T) liegenden Nullstellen yon 
v(2) ist. Daraus ergibt sich, dab No zusammenh/ingend sein muB, wenn die 
Schar TO.) Rogerssch ist. In der Regel enth/ilt Go h6chstens eine Zahl, z. B., wenn 
v (2) analytiseh ist. 

1. Operatorenscharen mit Rayleighftmktionalen 

H sei ein Hilbertraum tiber dem KSrper C der komplexen Zahlen, ~ (H) der 
Banachraum aller linearen, symmetrischen und beschdinkten Operatoren von H 
in sich. Ftir B c C sei durch 

T: B ~ ~ ( n )  

eine Schar symmetrischer Operatoren T(2) gegeben. Analog zur linearen Schar 

(1.1) T~(2) .=  2E - A ,  A ~ ~ ( H ) ,  E Einheitsoperator, 

nennt man 2e B  regular, falls T(2) -1 existiert und beschr~inkt ist. Das Komple- 
ment a (T)  dieser regul/iren Zahlen in B heil3t Spektrum von T. Es setzt sich aus 
dem Punktspektrum ap(T) - den Eigenwerten von T - und dem kontinuierlichen 
Spektrum at(T) zusammen. Dabei gehOrt 2 zu crp(T), falls T(2)-1 nicht existiert, 
und zu ac(T), falls T(2) -1 existiert, aber nicht beschr~inkt ist.* Ftir die lineare 
Schar (1.1) gilt dann 

a(gl)=a(A) und ap(Tt)=ap(A). 

Es besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Spektrum einer Schar T 
und dem Spektrum der linearen Operatoren T(2): 

2 e a ( T )  ,~ 0 e a(T(2)) 
(1.2) 

2 ~ ap(r) .r 0 ~ ap(W(2)). 

In dieser Arbeit wird das Spektrum einer speziellen, yon ROGERS [9] einge- 
ftihrten Klasse nichtlinearer Operatorenscharen untersucht: 

Definition. Es sei 11 ein reelles, offenes Intervall und 

T: 11 --* ~ ( H )  

* Das Residuenspektrum eines symmetrischen, beschr~inkten Operators ist leer. 
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eine bezfiglich der Operatornorm in @(H) stetig-differenzierbare Abbildung, 
deren Ableitung mit T' (2) bezeichnet werde. Es gebe ein reelles, stetiges Funktional 

p: H~ I1 

rnit folgenden Eigenschaften (H ~ = H -  {0}): 

(R1) p - ~ I  1 

(R2) p(cx)=p(x) fiJr ceC und cx=~O, 

(R3) (r(p(x))x, 
x)=0~ ftir alle x E n  ~ 

(R 4) (T' (p (x)) x, x) > 0J 

Dann werde die Operatorenschar T(2) Rogerssch und das zugeh6rige Funktional 
p(x) Rayleighfunktional genannt. Der Wertebereich yon p werde mit IV(T) be- 
zeichnet und auch Wertebereich yon T genannt. 

Das Rayleighfunkfional kann als verallgemeinerter Rayleighquotient aufge- 
fal3t werden, da die lineare Schar (1.1) mit (Ax, x)/(x, x) als Rayleighfunktional 
Rogerssch ist. Der Wertebereich W(T) tritt an die Stelle des numerischen Werte- 
bereichs W(A). 

Aus (R3) und (R4) folgt, dab die Gleichung 

(1.3) (T(2) x, x) = 0 

in 2=p(x)  eine einfache Nullstelle besitzt. Nach folgendem Lernma ist diese 
sogar die einzige Lfsung yon (1.3) in ganz W(T): 

Lemma 1.1 (ROGERS [91). Sei 2~ W(T) und x4=O. Dann gilt 

(1.4) 2 > p(x) ~ ( T( 2) x, x) > 0 

(1.5) 2 =p(x) ~ (T(2) x, x) =0  

(1.6) 2 <p(x) ,~ (T(2) x, x) < 0. 

2. Supremum-Minimum-Werte des Rayleighfunktionals 

Im folgenden werde stets 

(2.1) dim H = oo 

vorausgesetzt, auch wenn vMe S~itze fiir endlich-dimensionales H gelten. 
Ist A~ ~ ( H )  vollstetig, so lassen sich die (abz/ihlbar vielen) positiven und 

negativen Eigenwerte von A durch Extremalprinzipien von RAYLEIGn, RITZ- 
POmC~Rg und COURaNT darstellen, insbesondere ist nach RITZ 

(2.2) # j . =  max min(Ax, x)/(x,x) 
dim M = j  x ~ M  ~ 

der j-te positive Eigenwert yon A (mit M ~ = M-{0}).  
Da wit ~ihnliche Aussagen auch von dem Spektrum einer Rogersschen Schar 

machen wollen, gehen wir yon den supmin-Werten des Rayleighfunktionals p(x) 
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a U S :  

(2.3) 2j .  = sup min p(x), j = 1, 2, . . . .  
dim M = j  x e M  o 

Die 2j entsprechen den #~ in (2.2) und sind wegen (2.1) ffir a l l e j=  1, 2 . . . .  definiert. 
(2j = oo werde nicht ausgeschlossen.) 

Lemma 1.1 l~il3t sich auf die supmin-Werte 2j und 

(2.4) # j (2 ) .=  sup min ( - T ( 2 ) x , x )  
d i m M = j  x E M r a S  

iibertragen: (S sei die Einheitssph~ire von H.) 

Lemma 2.1. 

(2.5) 

Ist 2~ W(T), so gilt 

(2.6) 

(2.7) 

2j < o0 ~ #j (2j) = 0. 

Lemma 2.1 und das nachfolgende Lemma 2.2 sind die wichtigsten Hilfss~itze 
fiir die Hauptresultate in w da in ihnen die supmin-Werte des Rayleighfunktionals 
dutch supmin-Werte yon Rayleighquotienten erfal3t werden kSnnen. Da zwischen 
den #j(2) und a(T(;O) ein Zusammenhang besteht (w sind auf Grund dieser 
Lemmata und (1.2) Rfickschliisse auf die Beziehung der 2g zu a(T) m6glich. 

Beweis yon Lemma 2.1. 1. Zeige (2.5): Nach (2.3) gibt es zu jedem j-dimen- 
sionalen Teilraum M ein xM~Mc~ S mit 

21=>p(xM). 

Aus Lemma 1.1 und 2fi14/(T) folgt 

( -  T(2j) xM, x~)_-< 0. 
Nach (2.4) ist daher 

~j .=  ~j(2j)=<o, 

und zu jedem M existiert ein yMeMc~ S mit 

(2.8) ( -  T0.j) YM, YM) <--<- Pj <= O. 

ES ist 43 e W(T) oder 2j = sup W(T). In beiden F~Ulen folgt aus (2.8) und Lemma 1.1 

2j >_- p (yM). 
Definition (2.3) zufolge ist dann 

(2.9) 2 j=  sup P(YM)" 
d i m M = j  

Man erh~ilt aus (R 3) und der Schwarzschen Ungleichung 

(-- T(2j) YM, YM) = ([T(P (YM))-- T(2j)] YM, YM) > -- II T(p(yM))-- T(2j) II, 
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aus (2.8), (2.9) und der Stetigkeit von T(2) in W(T)  folgt 

# j = 0 .  

2. Zeige (2.6): Es is t /~j(2)>0 genau dann, wenn es ein M gibt mit (T(2) x, x) 
< 0  fiir alle x~ M r~S .  Nach Lemma 1.1 (2eW(T)!)  ist dies genau dann der 
Fall, wenn 2 < p ( x )  fiir alle x ~ M r ~ S ,  bzw. wenn 2 < 2 j .  

3. (2.7) folgt aus (2.5) und (2.6). 
Aus /zj(2)=0 folgt 2=2~, wenn max statt sup stehen daft:  (In diesem Fall 

nennen wir den betreffenden Wert einen maxmin-Wert.) 

Lemma 2.2. Wenn 2j ein maxmin-V/ert ist, dann ist /ti(2j) ein maxmin-Wert, 
und es ist pj(2/)=0.  Wenn #j(2) far  ein 2e W(T)  ein maxmin-Wert ist und wenn 
#j (2) = 0 ist, dann ist 2j ein maxrnin- Weft und 2 = 2j. 

Der Beweis folgt sofort aus den Definitionen (2.3) und (2.4) sowie aus 
Lemma 1.1. 

3. Supremum-Minimum-Werte yon Rayleighquotienten 

Lemma 2.1 und 2.2 legen es nahe, fiir symmetrische, beschr~inkte Operatoren A 
eines Hilbertraumes H in sich die Beziehung der supmin-Werte 

(3.1) # j . =  sup min (Ax,  x) 
d i m M = j  xcMr~S 

zum Spektrum a(A) zu untersuchen. Ist A vollstetig, so gibt das maxmin-Prinzip 
yon RITZ (s. (2.2)) eine umfassende Antwort. Ffir (nicht notwendig vollstetige) 
selbstadjungierte Operatoren A hat STENGER [11] gezeigt, dab pj mit max statt 
sup der j-te Eigenwert von A ist, falls {212e o-(A), 2 >/ t  j} aus lauter Eigenwerten 
endlicher Vielfachheit besteht. In diesem Fall ist #~ also grSBer als der grSBte 
H~iufungspunkt z des Spektrums a(A). (Per Definition geh6rt ein Hiiufungspunkt 
von a(A) zu at(A) oder ist ein H~iufungspunkt von Eigenwerten oder ist ein Eigen- 
wert unendlicher Vielfachheit.) 

Wir ben6tigen Aussagen fiber die/~j in (3.1), ohne dab wie in [11] etwas fiber 
a (A) bekannt ist. 

Ist ah(A) die Menge aller H~iufungspunkte von a(A), so gilt 

/.,emma 3.1. Sei A symmetrisch und beschriinkt und l~j wie in (3.1) definiert. 
Dann gilt 

#j ~ z.  = max ah (A) fi~r j = 1, 2 . . . . .  

Beweis. Man gehe v o n d e r  zu A geh6renden Spektralschar Ex und der Be- 
ziehung 

R 

(3.2) (Ax,  x )=  ~ 2(dExx, x) 
r -  

aus (s. [8], S. 260). r und R sind hierbei reelle Zahlen, ffir die 

r < ( A x ,  x )<  R ffir alle x ~ S  
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gilt. Da Z~an(A), ist nach einem Satz in [8], S. 347, fiJr jedes e > 0  

d i m E ( e ) H = ~  mit E ( e ) . =  E,+~-E~_e.  

Daher ist E(e) eine Projektion auf einen unendlich-dimensionalen Unterraum H e. 
Es ist 

E~+ex=x  und E~_ex=O ftiralle x ~ H e ,  

und aus der Definition des Stieltjes-Integrals folgt fiir alle x e H e :  

(a  x, x) = I '~(dE~ x, x)_>_ ( ~ -  ~) I (d& x, x) = (~ -  ~) (x, x )  

Also gilt 

(3.3) ( A x ,  x ) > r - ~  fiir alle x e H ,  n S .  

Da dim He = m, gibt es zu jedem j einen j-dimensionalen Teilraum M von He, 
und aus (3.1) und (3.3) folgt 

# j > v - e  fiir aUe 5 >0 .  

Unser Ziel ist es u . a .  ~j~O'(z~) zn zeigen. Bekannt ist 

Satz 3.2 (s. [4]). Es ist #leu(A) . /~ i  ist Eigenwert yon A genau dann, wenn 

Pl = max (A x, x).  
x ~ S  

Hieraus folgt 

Korollar 3.3. 1st l~l kein max-Wert ,  so ist ~ =1~ 1. 

Angenommen, /~1 ist ein max-Wert und somit ein Eigenwert von A. Ist xl 
ein zugeh6riger Eigenvektor und H 1 das orthogonale Komplement von x 1 in H, 
so gilt 

Lemma 3.4. Es ist 

/~j + l = ~ .  = sup min (A x, x).  
dim M = j  x ~ M n S  

M=H1 

Izj+ 1 ist genau dann ein maxmin-Wert ,  wenn ~j einer ist. 

Beweis. a) Sei d i m M = j +  1 und I V I . = M c ~ H  1. Dann ist d i m A l > j  und 

min (A x, x) > min (A x, x).  
x e ~ l n S  x e M ~ S  

Es folgt 

~j>=l~j+ l . 

b) Sei A~ =H 1 und d imAl=j .  Sei M der von ~r und x 1 aufgespannte ( j +  1)- 
dimensionale Teilraum von H. Dann ist 

min (A x, x) = min (A x, x),  
x E ~ l o S  x E M o S  

da xl  Eigenvektor zum gr613ten Eigenwert von A ist. Es folgt 

~tj < Itj + l . 
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c) Zusammen ergeben a) und b) 

~j=~j+l. 
Ist einer der beiden Werte ein maxmin-Wert, so liefert a) oder b) denjenigen Teil- 
raum, fiir den der andere Weft sein Supremum annimmt. 

/~j sind die supmin-Werte von 

A1 .=  ResA: H1 ~ H 1 .  
H/HI 

Es existiert genau dann 
~1 = max (A 1 x, x) ,  

x~Hle~S 

wenn #2 ein maxmin-Wert ist (Lemma 3.4). Nach Satz 3.2 ist dies gleichwertig 
damit, dab p2=~1 Eigenwert von .41, also auch yon .4 ist. Ist x 2 e H  I ein zuge- 
h6riger Eigenvektor, so kann man Lemma 3.4 auf .41 statt auf .4 anwenden. 
Hierbei muB man H 1 durch das orthogonale Komplement H 2 von xl  und x2 
in H ersetzen. Ffihrt man auf diese Weise fort, so erh~ilt man das 

Lemma 3.5. Sind p k, k =  1 . . . .  , m, maxmin-Werte, so sind sie Eigenwerte yon A. 
1st Hm das orthogonale Komplement yon zugehSrigen Eigenvektoren Xl . . . .  , xm und 

Am. = Res A : Hm --* Hm, 
H/Hm 

so gilt 

insbesondere ( j=  1) 

/z~+m=~j.= sup min (Amx, x) ,  
dim M = j  x E M n S  
M c H m  

Pro+ 1 = sup (An, x, X). 
x~Hmc~S 

~j ist genau dann ein maxmin-Wert, wenn Pj+m einer ist. 

Eine Verallgemeinerung von Korollar 3.3 ist das hieraus folgende 

Lemma 3.6. Fiir ein j e N  sei pj kein maxmin-Wert. Dann gilt 

�9 =#k fiir k > j .  

Beweis. Ohne Einschrfinkung sei j der kleinste Index, fiir den #j kein maxmin- 
Wert ist. Aus Lemma 3.5 folgt 

/~j= sup ( A j _ l x ,  x) ,  
xeH~- lc~S  

wobei sup nicht dutch max ersetzt werden kann. (Wenn j =  1, dann setze A o . =.4 
und H o . =  11.) Korollar 3.3, angewendet auf `4j_ 1, liefert 

/Aj ~ O" h ( . 4 j _  1) = O'h (A). 
Es folgt 

z ~ # j .  

Wegen #j ~ #k ffir k ~ j  folgt aus Lemma 3.1 dann die Behauptung. 
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Jetzt erh/ilt man sofort den umfassenden 

Satz 3.7. Sei A symmetrisch und beschriinkt, z. =max  ah(A) und #j wie in (3.1) 
definiert. Dann gilt 

a) Ist #j ein maxmin-Wert, so auch #1, . . . ,P j -1 ,  und #1 . . . . .  #~ sind Eigen- 
werte yon A. Ist #j kein maxmin-Wert, so ist #j~ah(A ) und #k=Z fiir k >=j. 

b) Ist z < p j ,  so ist #j Eigenwert yon A und maxmin-Wert. 

c) Es gilt z = lira pj. 
j--* ~ 

d) Ist #> z aus a(A), so ist #=p j f i i r  ein j. 

Beweis. Es muB nur noch c) und d) gezeigt werden: 

c) Da pj ftir a l le j  zum Spektrum von A geh6rt, ist zl.  =l im #j ein H~tufungs- 
j o Q e  

punkt des Spektrums von A. Aus z < # j  (Lemma 3.1) folgt daher z =  zl. 

d) Wegen # > z ist # Eigenwert endlicher Vielfachheit von A. Wegen c) gibt 
es ein j mit 

pj+ l <-_#<=#j. 
Angenommen, es ist 

# / + 1  < # ( # j  �9 

Dann ist nach b) #j ein maxmin-Wert und nach Lemma 3.5 

(3.4) # j + l =  sup (Ax ,  x) .  
x~Hjc~S  

Ist y ~ S  ein zu # geh6render Eigenvektor, so ist y ~ H j n S  und (Ay, y ) = #  im 
Widerspruch zu (3.4) und #j+l <#.  

Die H~iufungspunkte yon a(A) sind nach WEYL (s. [8], S. 348) dutch folgende 
Eigenschaft eharakterisiert: 

Lemma 3.8. Es ist #6ah(A ) genau dann, wenn es eine schwache Nullfolge x,  
aus S gibt (x,---~O) mit ( A - # E )  x , ~  O. 

Von Nutzen sein wird das folgende 

Lemma 3.9. x,  sei eine schwache Nullfolge aus S und 

# = lira (A x , ,  x,) .  
n--+ oo 

Dann ist 
#<=z<pj fi~r j = l , 2  . . . . .  

Beweis. Nach Satz 3.7 geniigt es, # < # j + l  zu zeigen, wenn pj ein maxmin- 
Wert ist. Nach Lemma 3.5 ist 

(3.5) # j + l =  sup (Ax ,  x) .  
x ~ H I n S  

Sei P die orthogonale Projektion auf Hy und Q. = E - P .  Dann ist 

x,,= P x. + Q x,, . 
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Aus x,---~O folgt Px,--~O und Qx~---~O. Da Q(H) endlich-dimensional ist, kon- 
vergiert Qx~ stark gegen 0. Daher gilt 

[IPx, l l= l t x , -Qx ,  ll ~ l ,  ( A P x . , P x n ) ~  #. 

P x . e H  i u n d  (3.5) liefern dann/~<Pi+1. 

Alle Sgtze und Lemmata enthalten eine duale Aussage, wenn man sup durch 
inf, min durch max und z durch z ' .=min  an(A) ersetzt. Ist A vollstetig, so ist 
v= z' =0,  und Satz 3.7 ist bekannt. 

4. Das Spektrum von Operatorenscharen mit Rayleighfunktionalen 

Jetzt liege wieder eine Rogerssche Schar T(2) vor. Die 2j seien durch (2.3), 
die #j(2) durch (2.4) definiert. Als erstes Ergebnis erh/ilt man sofort: 

Satz 4.1. Ist ~ <  oo, so ist ~j~a(T). 1st ~ ein maxmin-Wert, so ist 2j Eigen- 
wert yon T. 

Beweis. (2.5) zufolge ist 
~ j ( ~ j ) ~ - - O  . 

Satz 3.7 a liefert 
0 ~ a ( -  T(2j)) = - ~ (T(2j)). 

2iea(T) folgt dann aus (1.2). 
Ist 2j ein maxmin-Wert, so ist pi(2j) ein maxmin-Wert (Lemma 2.2) und nach 

Satz 3.7 a 
0 ap(T( j)) 

und somit 2j~ap(T). 

In w 3 haben wir gesehen, dab sich das Spektrum eines symmetrischen Opera- 
tors A auBerhalb I o . =  [T', ~] wie das Spektrum eines vollstetigen Operators ver- 
halt. Lemma 3.9 legt es nahe, im nichtlinearen Fall an die Stelle von I o die Menge 

(4.1) G.  = {2 [ 2 = lim p(x,) fi.ir eine schwache Nullfolge x, ~ S} 
n - 4 o o  

zu setzen. Hierbei werde 
+ o o e G  und - o o ~ G  

nicht ausgeschlossen. Es wird sich zeigen, dab sich a(T) in 

(4.2) Gp.= {212eW(T),  2>supG} ,  G,.= {2[2eW(T) ,  2<infG} 

wie a(A) in {g[#>z} und {#]g<z'} verhfilt. (W(T) sei der AbschluB yon W(T) 
in der gew6hnlichen Topologie der reellen Zahlen.) 

Einen in Gp, bzw. in G, liegenden Eigenwert yon T nennen wit einen P-Eigen- 
wert, bzw. einen N-Eigenwert. P und N sollen auf die Begriffe positiv und negativ 
Bezug haben, da im linearen Fall (1.1) fiir vollstetiges .4 G={0) ist und Gp aus 
dem positiven und G~ aus dem negativen Teil des Wertebereichs yon .4 besteht. 

Setzt man 
Go .=  G - { + ~ ,  - o o } ,  
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so zeigt das nachfolgende Lemma:  

W(T) = G. u G o w Gp. 

Lemma 4.2. Gis t  nichtleer, konvex und in R w { + oo, - c o }  abgeschloasen. 

Beweis. 1. Da es in H wegen dim H =  oo stets eine schwache Nullfolge aus S 
gibt, ist G 4= 0. 

2. Seien x. und y.  schwache Nullfolgen aus S und 

p (x.) < c < p (y.) ftir a l l en .  

Zu zeigen ist ceG. Aus der Stetigkeit yon p folgt die Existenz yon a. ,  b.eR,  so 
dab 

z . . = a . x n + b . y . e S  und p(z . )=c .  

Da man wegen der schwachen Null-Konvergenz (x~, y . ) 4 0  annehmen kann, 
sind die a.  und b. beschriinkt, und es gilt 

z.--~0 und c e G .  

3. Sei g~ eine Folge aus G, die gegen e inge  [ - 0 %  + oo] konvergiert. Zu zeigen 
ist: geG. Nach Definition von G gibt es Folgen ( 4 )  aus S mit 

x~,--~ 0 und p(x~) --* g. fiir k --* c~. 

Wegen der schwachen Null-Konvergenz gibt es zu jedem n ein k(n), so dab fiir 
die Folge 

y . . =  x~,(.) 

(4.3) p(y.)  ~ g 

(4.4) [(Y., Ym)[ <--<- 1/n fiir m = 1 . . . . .  n--  1 

gilt. Wegen der schwachen Kompakthei t  von S kann 

y . - ~ y  

angenommen werden. Aus (4.4)folgt y =  0 und aus (4 .3)ge G. 

Hit Hilfe von 
z (2). = max ah (-- T(2)) 

kann Gp charakterisiert werden: 

Lemma 4.3. Sei 2 < 21. Dann gilt 

2~ Gp ~ z(2) < 0 .  

Bewels. 1. Sei z (2) < 0. Falls 2 6 Gp, gibt es eine schwache Nullfolge x, aus S mit 

(4.5) p(x.)  --. g, g__>2. 

Indem man zu einer geeigneten Teilfolge von x. iibergeht, sichert man die Existenz 
v o n  

a .  = lim ( -  T(2) x . ,  x.) .  
n ~ o o  

Aus (4.5) und Lemma 1.1 folgt a > 0  im Widerspruch zu z (2 )<0  und Lemma 3.9. 
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2. Sei 2e Gp. Nach Lemma 3.8 gibt es eine schwache Nulffolge x, aus S mit 

(4.6) ( -  T(2) x . ,  x.) ~ z(2). 

a) Angenommen, es ist z(2)> 0. Dann schliel3t man aus (4.6) und Lemma 1.1 
2 <p(x.)  ffir hinreichend groBe n. Geht man zu einer Teilfolge yon x. fiber, so 
dab p(x.) konvergiert, so erhalt man einen Widerspruch zu 2~Gp. 

b) Sei z(2)=0. Wegen 2 < 2  x ist nach Lemma 2,1 

~1(~)>0=T(2), 

und nach Satz 3.7b gibt es ein y+O mit 

- T( ) . )  y = #1 (4 )  y .  

#l (4)>0 und (4.6) sichern die Existenz einer reellen Folge e, mit 

e. ~O, (-T(2)[x.+e.y],x~+e.y)>O. 

Lemma 1.1 liefert 2 <p  (z.) fiir die schwache Nullfolge z. .  = x. + e. y im Wider- 
spruch zu 2 e Gp. 

Die sup-min-Werte des Rayleighquotienten eines vollstetigen Operators sind 
bei unendlicher Raumdimension stets nichtnegativ. Entsprechend gilt 

Lemma 4.4. 2j(EG, fiir j= 1, 2,.... 

Beweis. Da es zu jedem j-dimensionalen Teilraum M von H ein xMsMc~ S 
mit p(x~)<2j gibt und H abzahlbar unendlich viele zueinander orthogonale 
j-dimensionale Teilraume enthalt, existiert ein Orthonormalsystem x, mit 
p (x,)< 2j. x, ist eine schwache Nullfolge, folglich ist 2j > inf G, und die Behauptung 
ist bewiesen. 

Ist 0=#j(2j)  ein maxmin-Wert, so ist zwar 2j Eigenwert von T, da nach 
Satz 3.7/~=0 Eigenwert von T(2j) ist, aber nicht notwendig ist 2j selbst ein max- 
min-Wert. Hinreichend und notwendig ware nach Lemma 2.2, dal3 2j zu W(T) 
geh6rt. Wir zeigen: 

Satz 4.5. Ist Gp:~, so ist W(T) nach oben beschriinkt und abgeschlossen 
(d.h. ks< oo und 2j~ W(T) fi~r j= 1, 2 .... ). 

Beweis. Es geniigt, 21 e W(T) zu zeigen. Es gibt eine Folge y.  aus S mit 

(4.7) p(y.) ~ 21 . 

Da S schwach kompakt ist, kann man 

(4.8) y, -~ y 

ffir ein y~H annehmen. Wegen Gp~O ist 2xeGp und daher y~=O. Folglich ist 
~ . = p ( y )  definiert. Wenn y,  stark gegen y konvergiert, ist ~=21, und wir sind 
fertig. Bleibt der Fall 

~<21,  z, .=  (Y,-Y)/IIY,-Y[I--~0 

zu untersuchen. Da Gp nichtleer und often ist, gibt es ein 2~Gp mit 

~ < 2 < 2 a .  
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Dann folgt aus (4.7) und (4.8) mit Hilfe von Lemma 1.1 

( -  T()~) [-Yn - Y], Yn- Y) = ( -  T(2) yn, Yn)- (T(2) y, y) + 2 Re (T(2) y, yn) > 0 

fiir hinreichend grol3e n. 
Folglich ist l im(-T(2)zn,  zn)>0. Nach Lemma3.9 ist daher z(2)>0 im 

Widerspruch zu 2eG~ und 2<21 (Lemma 4.3). 

Analog zu Lemma 3.6 gilt 

Lemma 4.6. Wenn 2j kein maxmin-Wert ist, geh6rt 2j zu G. 

Beweis. Wenn 2j~Gp, so ist 2jEG, da Gn nach Lemma4.4 nicht in Frage 
kommt. Sei also 2jeGp. Nach Satz 4.5 liegt 2j in W(T), und nach Lemma 2.2 
ist 0=#j(2~) kein maxmin-Wert. Lemma3.6 ergibt z(2j)=0 und Lemma4.3 
2j=21. 

Ohne Einschr~inkung seien ).1 = ~-k, k = 1 . . . . .  j -  1, maxmin-Werte. Somit ist 21 
(j-1)-facher Eigenwert von T (Satz 4.1). Sei Hj das orthogonale Komplement 
des Eigenraurns. Zu jedem j-dimensionalen Teilraum M von H gibt es ein 
y u e M n H j c ~ S  mit 

Aj>p(yM)> rain p(x). 
x ~ M n S  

Nach Definition von 2j gibt es daher eine Folge yn~Hj mit 

(4.9) p(y,) ~ 2j. 

Man kann wegen der schwachen Kompaktheit von S c~ Hj 

(4.10) y~-~y fiir ein y s H j  

annehmen. Im Beweis von Satz 4.5 haben wir gesehen, dab aus (4.7) und (4.8) 
p(y)=21 folgt. Genauso folgt aus (4.9) und (4.10) 

p (y)=2 j=21 .  

Da yEHj,  gibt es nach Lemma 1.1 einen j-dimensionalen Teilraum M mit 

( -  T(2j) x, x) = 0 fiJr alle x ~ M 

im Widerspruch dazu, dab #j(,~y) kein maxmin-Wert ist. 

Jetzt k6nnen wir beweisen, dab sich das Spektrum von T aul3erhalb G (und 
innerhalb W(T)) wie das Spektrum eines vollstetigen Operators verhiilt: 

Hauptsatz. T(2) sei Rogerssch mit dem Rayleighfunktional p(x) und dem Werte- 
bereich W(T). Die Mengen G, Gp und G, seien durch (4.1) und (4.2) und die supmin- 
Werte 2j dutch (2.3) definiert. Dann gilt: 

a) Wenn 2j~Gp, dann ist 2j Eigenwert yon T und maxmin-Wert. 
b) a(T)c~ Gp besteht aus h6chstens abz?ihlbar unendlich vielen P-Eigenwerten. 
c) Alle P-Eigenwerte haben endlich-dimensionale Eigenr?iume. 
d) Die P-Eigenwerte lassen sich zu ~1 > ~2 >"" anordnen, und es gilt das verall- 

gemeinerte Ritzsche Extremalprinzip : 

(4.11) ~j=Aj= max minp(x), j = l , 2  . . . . .  
dimM=j x E M  ~ 
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e) Es gelten die zu a ) -d )  dualen Aussagen, wenn man Gp durch G, ersetzt und 
max und rain vertauscht. 

f )  1st a ein (nicht notwendig endlicher) Hiiufungspunkt yon Eigenwerten yon T 
in W(T), so liegt a in G. Ist lal <oo, so ist aea(T). 

Beweis. a) Sei 2i~G p. Nach Lemma 4.6 ist 2j maxmin-Wert und nach Satz 4.1 
Eigenwert. 

b) Sei 2~a(T)c~Gp. Wegen a) geniigt es, 2=2 j  ffir e in j  zu zeigen. Ohne Ein- 
schr~inkung sei 2<21. Nach Lemma4.3 ist z(2)<0. Da 0 e a ( - T ( 2 ) ) ,  gibt es 
daher nach Satz 3.7 e in j  mit 0=#j(2),  und pj(2) ist ein maxmin-Wert. Da 2~Gp, 
ist Gp nichtleer, und nach Satz 4.5 ist 2~ W(T). Aus Lemma 2.2 folgt dann 2=2 j .  

c) Sei 
T(2) x = 0 ffir x ~ M,  dim M = oo. 

Nach Lemma 1.1 ist dann 2=p(x)  fiir alle x ~ M  ~ Da M unendlich-dimensional 
ist, enth/ilt Mc~ Seine schwache Nullfolge x,.  Fiir sie gilt 

2 = p (x,), n = 1, 2 . . . . .  
Dann ist 2eG. 

d) Aus dem Beweis von b) folgt: Jeder P-Eigenwert ist gleich einem 2j. Aus a) 
folgt dann d). 

e) ist klar. 

f )  Sei a = m, ohne Einschr/inkung sei a = + oo. Nach Satz 4.5 ist Gp leer. Da 
G stets nichtleer ist (Lemma 4.2), gilt a~G. 

Sei I a l < ~ und 
T(~.) x. = 0, x. ~ S, ~. ~ a .  

Dann folgt 

II T(a)x, [I <-[[(T(a)- T(, , ) )x ,  I[ + l[ T(a,)x, 1[ < II T(a) -  T(,,)II --, 0 .  

Danach geh6rt Null zu tr(T(a)) und naeh (1.2) ist a~a(T). Angenommen, es ist 
aCG. Ohne Einschr/inkung gelte aeGp; dann ist a=2j ffir einj ,  und es gibt ein k 
mit 2k<2j=a. Dann k a n n a  aber kein H~iufungspunkt von Eigenwerten sein. 

Natfirlich sind die Aussagen des Hauptsatzes um so weitreichender, je kleiner 
das Intervall G ist. Das Giinstigste w~ire 

G={a} fiir ein a ~ [ - o o ,  +oo] ,  

wie z.B. im linearen Fall 

(4.12) T(2) = 2 E -  A, A vollstetig. 

(Dort ist G=  {0}.) 

5. Eiae Vollstetigkeitsbediagtmg 

Eine natiirliche VeraUgemeinerung der Vollstetigkeit von A in (4.12) ist: 

Zu jedem 2~ W(T) gibt es eine reelle Zahl v(2), 
(V) so dab V(2). = v(2) E -  T(2) vollstetig ist. 
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Mit v()`)=2 ist die Vollstetigkeitsbedingung (V) fiir (4.12) erfiillt. Ist (V) fiir eine 
Operatorenschar T()`) erfiillt, so ist offensichtlich v(2) der einzige H~iufungspunkt 
des Spektrums von T()`) und daher 

r()`)= -v()`). 
Aus Lemma 4.3 folgt sofort 

Satz 5.1. Die Rogerssche Schar T()`) erfiille die Vollstetigkeitsbedingung (V). 
Sei )  ̀ein innerer Punkt yon W(T). Dann gilt: 

Ferner gilt: 

) ` e G p ~  v()`)>0 

)`e Go ~ v()`) =0  

)`eG, r162 v()`) <0 .  

)`eRd W( T) c3 Go => v(2) =0 .  

Beweis. Wegen Lemma 4.3 geniigt es, 

)`eGo ~ v()`)=0 

zu zeigen. Zu ),eG o gibt es eine schwache Nullfolge x. aus S mit 

Aus Lemma 1.1 folgt 

und aus (V) und V()`)x,~ 0 

p ( x . )  --, )`. 

Xn) --' O, 

v()`)=o. 

Das wichtigste Ergebnis von Satz 5.1 ist, dab die fiir den Hauptsatz wichtigen 
Bereiche Gp, Go = G - { - 0 %  + oo} und G, durch v(2) bestimmt sind. 

Aus Satz 5.1 ergibt sich weiterhin, dab v()`) eine charakteristische Gestalt 
haben mu8, wenn T(2) Rogerssch ist: Im Intervall Go verschwindet v()`), rechts 
von Go ist v()`) positiv, links yon Go negativ - mit eventueller Ausnahme der 
Randpunkte yon W(T). Go wird in der Regel aus hSchstens einer Zahl bestehen, 
z.B., wenn v()`) analytisch ist. 

Ist v 0 0 > 0  fiir alle 2e W(T), so schliel3t man sofort aus Satz 5.1: G, und Go 
sind leer, w~ihrend Gp = W(T) ist. Nach Satz 4.5 ist W(T) nach oben beschr~nkt, 
dagegen kann W(T) nicht nach unten beschr~inkt sein, da wegen G:~0 (Lemma 4.2) 
G = { - o o }  sein muB. Der Hauptsatz sagt dann u.a. aus, dab es abz~ihlbar unend- 
lich viele Eigenwerte (4.11) gibt, die sich bei - o o  h~iufen. Die Ergebnisse von [10] 
ftir v()`)-1 ordnen sich damit den Aussagen des Hauptsatzes unter. 

In [3] sind ebenfalls Rogerssche Scharen, die (V) erfiillen, unter allerdings 
etwas st~irkeren Voraussetzungen als in dieser Arbeit untersucht worden. Dort 
sind auch Extremalprinzipien fiir Eigenwerte angegeben worden, doch ohne eine 
Satz 5.1 entsprechende Charakterisierung yon Bereichen Gp und G,, in denen die 
Extremalprinzipien gelten. 
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6. Anwendungen 
Die Ergebnisse der Arbeiten [5], [6], [12] und [13] fiber quadratische Scharen 

und Polynombfischel lassen sich zum groBen Teil aus dem Hauptsatz ableiten: 
1. In [12] wird das Spektrum der Schar 

T(2). = t 2 B - 2 E - A  
(6.1) 

A, B symmetrisch, positiv-definit und vollstetig 

untersucht. T(2), bzw. T(2 ) .= -T(2)  sind Rogerssch mit der positiven Wurzel 
p+ (x), bzw. der negativen Wurzel p_ (x) yon (T(2) x, x)= 0 als Rayleighfunktional. 
Im ersten Fall ist W(T)~(0, oo), (V) ist erffillt mit v ( 2 ) = - 2  und daher nach 
Satz 5.1 

Go=O, Go=O, G,,=W(T) und G = { + ~ } .  

Im zweiten Fall ist W(T)c(-oo,  0), v(A)=g und deshalb 

G=G0={0 }, G~=fl und Gn=W(T). 

2. In [5] wird das Spektrurn der Schar 

T(2).= 22 E + 2 B +  C 

(6.2) B, C symmetrisch, positiv-definit, C voUstetig 

(Bx, x)2>4(x,x)(Cx, x) ftir x*O 

untersucht. Das Rayleighfunktional p(x) ist die gr6Bere der beiden Wurzeln yon 
(TO.) x, x) = 0. Es ist W(T) c ( -  oo, 0), jedoch ist (V) nicht erffillt. Dennoch l~Bt 
sich leicht berechnen: 

G=Go={0}, Gp=O und Gn=W(T). 
3. Sei 

T(2)=Q(2)-A 
(6.3) A, Q(2) symmetdsch, A vollstetig und positiv-definit 

(Q(2) x, x) > k 2 fOr eine Konstante k > 0, alle x E S und 2 >= 0. 

Dann ist T(2) Rogerssch mit der eindeutig bestimmten positiven L6sung p(x) 
yon (T(2)x, x)=O als Rayleighfunktional. (Das Polynombiischel in [13] geh6rt 
zur Klasse (6.3).) Sei x, eine schwache Nullfolge aus S. Dann gilt 

(Ax,,, x,,) "-", 0 

( -  T(2)x~, x,,)< - k  2 +(Ax,, xn). 

Es folgt aus Lemma 3.9: 
�9 ( 2 ) < - k 2 < 0  ffir 2>0  

und aus Lemma 4.3 und G4~4~: 

G n=W(T) und G=G 0={0}. 

FOr die Scharen (6.1)-(6.3) ergeben sich also die Aussagen a)- f )  des Haupt- 
satzes. In allen F/illen ist G={a} fiir ein a e [ - o o ,  +oo]. 

16 Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 42 
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7. SchluBbemerkungen 
A n w e n d u n g e n  des Hauptsa tzes  auf  Rande igenwer taufgaben  bei gew6hnlichen 

Different ia lgle ichungen mi t  n icht l inear  auf t re tendem Eigenwer tparamete r  (wie z. B. 
die Rande igenwer tau fgabe  (1)), die sich in eine Aufgabe  T ( 2 ) x = O  mit  einer 
Rogersschen  Schar  T(2) i iberf / ihren lassen, sind m6gl ich  und sollen nebst  numer i -  
scher Durchf i ih rung  im einzelnen an  andere r  Stelle erfolgen. 
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