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Introduzione 

In questo lavoro, si estendono i risultati di esistenza e regolarit/l, otte.nuti da 
E. DE GIORGI in [4] per le frontiere orientate di misura minima, al caso di frontiere 
di insiemi the minimizzano un tipo di funzionale pi0 generale di quell0 dell'area. 
Questo nuovo funzionale, oltre al termine riguardante l 'area, ne contiene anche 
un altro the coinvolge la curvatura media. 

Con pi0 precisione, il problema considerato ~ il seguente, Sia K un compatto 
di R" (n > 2), A (x) una funzione integrabile su K ed M un insieme di perimetro 
localmente finito in R" (vedi [7], paragrafo 3). Indicata con q~E la funzione carat- 
teristica dell'insieme E e, per un insieme di perimetro localmente finito F, con 
I D tpp I la variazione totale della misura vettoriale avente per componenti le derivate 
misure D~tp r della funzione caratteristica di F, noi ci proponiamo di minimizzare 
il funzionale 

~ ( F )  = ~ IDq~ e I+~ qgr(x) A(x) dx 
K K 

nella classe degli insiemi di perimetro localemente finito the, fuori d i K ,  sono 
uguali ad M. 

Per comprendere meglio la natura del funzionale Ja(F)  ed il modo con cui, 
in esso, interviene la <<curvatura media>>, ~ utile considerare il seguente caso 
particolare. Sia K =  ~ x [ -  r, r], dove t2 ~ un aperto limitato di R "-  ~ con frontiera 
lipschitziana ed r ~ una costante positiva, A (x) una funzione continua su K ed M 
il semispazio {x~R"; x,<0}.  Suppongo che l'insieme E minimizzi il funzionale 
Ja(F)  e the esista una funzione f ,  definita in t2 e di classe C a, tale che, posto 
y=(xl,  x2 . . . . .  x,-  l), sia 

- r< f ( y )<r  per ogni y~I2 
e 

EnK={x~R~; yet2, --r< xn<<-f(y)}. 

Allora il funzionale assume la seguente forma: 

f(y) 
J a ( F ) =  SVI+IDf(y)I2dy+ Sdy ~ A(y,x,)dx,+ ~ Ifl dH,_a 

D ~ - r O~  

2 5 *  
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Ora, f minimizza il funzionale costituito dai primi due integrali deU'espressione 
precedente nella classe delle funzioni regolari che sulla frontiera di 12 coincidono 
con f ,  allora f verifica in 12 l'equazione di Eulero associata a tale funzionale 

�9 = 1/1 + IDf (y )  l 2 

the  ~ proprio l'equazione delle superfici con curvatura media assegnata. PiO 
in generale, se E minimizza ~ (F), con A (x) continua e se la frontiera di E all'in- 
terno di K ~ una ipersuperficie di classe C 2, allora la curvatura media in senso 
classico di tale frontiera coincide con A (x). 

Nella prima parte di questo lavoro (paragrafo 1) dimostrerb un teorema di 
esistenza; nella seconda (paragrafi 2, 3, 4, e 5), con 1o stesso metodo usato da 
DE GIORGI per gli insiemi di frontiera minima, studierb la regolarifft della frontiera 
di una soluzione del problema, nel caso particolare in cui sia I A (x) l~  costante. 

I teoremi fondamentali sono nei paragrafi 4 e 5, nei quali dimostro che, se E 
realizza il minimo per il funzionale considerato in un aperto 12, allora esiste un 
aperto 12o contenuto in 12, tale che la parte della frontiera di E in 120 e una iper- 
superficie di classe C 1'', per un opportuno ,t: 0<~,< 1, e l'eventuale insieme dei 
punti singolari ha Hs misura nulla per ogni s > n - 8  (dove H s ~ la misura di Haus- 
dorff s-dimensionale). 

W. K. ALLARD in [1], considera il problema della regolaritA di ~<varifolds~, 
le quali verificano una ipotesi relativa alia curvatura media. I risultati di [1] sono 
tuttavia difficilmente confrontabili con quelli della presente nota. 

1. Teorema di Esistenza 

Riconsideriamo il problema formulato nelrintroduzione. Sia M ~ R  ~ (n>2)  
un dato insieme di perimetro localmente finito, K un compatto di R ", ed A (x) 
una assegnata funzione, definita e sommabile su K. Presa la seguente classe di 
insiemi 

#" = {F~ R" di perimetro localmente finito con F - K =  M - K } ,  

su di essa considero il funzionale 

or = S ID r + S r  
K K 

Teorema 1.1. Nella classe ~ esiste un insieme E tale che 

(1.1) ~ ( E )  = m = in f  { ~ ( F ) ;  Fe,~'}.  

Dimostrazione. Questo teorema si prova con metodo diretto, sfruttando il 
teorema di compattezza per gli insiemi di perimetro localmente finito e la semi- 
continuit/~ del funzionale Ja  (F). Osservo prima di tutto che 

(1.2) - 0 3 < m < + 0 3 .  

Infatti, l'insieme M sta in ~-, allora: 

m < J A ( M )  < ~ IDq~MI + ~ IA(x)l d x <  + 03. 
K K 

D'altra parte, per ogni FE~ ' ,  risulta ~ ( F ) >  - S IA(x)l d x  e quindi m >  - 0 3 .  
K 
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Sia allora {Fs} una successione minimizzante, ciod una successione di elementi 
di ~" tale che 

(1.3) m= lim -Ca (Fh). 
h"* oo 

Esister/t ora una costante C tale che I.fa(Fh)l<C e quindi, se I2 6 un aperto 
limitato contenente K, si ha 

(1.4) [.IDg~ IDtPF,[+ [. IDq~MI<C+SIA(x)I dx +  S IDq~MI=C'(~) �9 
K ~ - K  K ~ - K  

Ne segue che alia successione Fh posso applicare il teorema di compattezza per 
gli insiemi di perimetro localmente finito (vedi Teorema 1.6 di [7]), allora esiste 
una sottosuccessione della successione data, che io indico ancora con Fh, tale the 

(1.5) tpF ~ -~ tp~ in /~o~(Rn), 

dove E ~ un insieme di perimetro localmente finito. Siccome E risulta uguale ad M 
fuori di K, E sta nella classe ~ ' .  

Se vale (1.5) si ha, per ogni aperto limitato f2 di R' ,  

(1.6) S [D q~ I --< min lira S ]D tpF~ l, 
f /  h--* oo 

e quindi, se K c  ~, si ottiene 

SID~~ - S IDCPEI 
K F~ . Q - K  

(1.7) <minl im(~lDtPe~[-  ~ [DcpF~l)----minlim SIDtpr~[. 
h ~ o v  $~ ~ - K  h ~  K 

D'altra parte, il secondo termine del nostro funzionale ~ continuo rispetto alla 
convergenza in L~oc (R~), ciod vale la relazione 

(1.8) S <PE(x) A (x) dx  = lim S CPF~ (X) A (x) dx. 
K h--b oo K 

Allora da (1.7) e (1.8), ottengo 

�9 fa (E) __< min lira ~ [D tpr~ [ + lim ~ ~Pfh (x) A (x) d x 
h - ~  K h--*r K 

(1.9) =min  lim ~(Fh)  = m. 
h--~ o0 

Da quest'ultima relazione e dal fatto che E e l ' ,  ne segue che deve valere 
-fa (E)=  m. Il teorema resta cosi dimostrato. 

Osservazione. Nella  formulazione del problema di Plateau da noi data, non 
a caso l'insieme K ~ stato scelto chiuso, infatti se, per esempio, si prendesse un 
insieme K aperto, allora non avrebbe senso considerare il problema al contorno, 
perchd in questo caso il primo membro del funzionale non terrebbe conto della 
massa concentrata sulla frontiera di K. 

Qualora .4(x) sia identicamente zero, il funzionale considerato si riduce a 
quello dell'area. In questo caso sono noti risultati di regolarit~t per la frontiera di E. 
In particolare DE GIOROI in [4] ha d imost ra to  che, se E ha frontiera orientata 
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di misura minima in un aperto A di R', allora esiste un sottinsieme aperto della 
frontiera di E in A, che ~ una ipersuperficie analitica (n-1)-dimensionale. H. 
FEt)ERER ha poi studiato l'insieme degli eventuali punti singolari, dimostrando in 
[6] che tale insieme ha H~ misura nulla, per ogni numero reale s maggiore di n -  8. 
Quindi, se n < 7, non esistono punti singolari. Si prover~ qui un risultato analogo 
nel caso in cui E minimizza il funzionale Jr A (F), dove la funzione A (x) si suppone 
limitata. 

In primo luogo, dimostrerb nel paragrafo 2 alcune diseguagiianze utili per 
ottenere i lemmi del paragrafo 3, che sono i risultati che mi permetteranno di 
effettuare la regolarizzazione della frontiera di E. 

2. Alcnne DiseguagHanze 

Indicher6 con Bo(x)={yER"; ly-xl <p}, con Bo=Bp(0 ) e con ~o, la misura 
della sfera unith n-dimensionale. Ancora, dato un insieme E, indicher6 con F, 
la sua chiusura, con OE la sua ((frontiera essenziale>>, cio~ l'insieme di quei punti 
di R" tali che ogni loro intorno interseca sia E the il complementare di E in insiemi 
di misura n-dimensionale positiva, e, se E ha perimetro localemente finito, con 
O*E la sua ((frontiera ridotta>>, cio6 l'insieme dei punti di OE, per i quali esiste il 
limite 

S D~PE 
lim ~o(x) =v(x) e [v(x)[=l.  

r .o+ S ID~0EI 
Bp (X) 

Osservo che, per il teorema di Lebesgue-Vitali, il limite considerato esiste e il 
suo modulo vale 1 quasi ovunque rispetto alia misura I D~oEI. 

Se E ~ un insieme di perimetro localmente finito e C ~ un compatto di R", 
poniamo 

(2.1) O(E, C)=inf{  ~ ID~prl; F - C = E - C } ,  
c 

(2.2) ~(E,  C)= [ ID~o~ I - O ( E ,  C). 
c 

Per brevit~t scriveremo O (E, p) = O (E, Bp (0)) e ~P(E, p) = ~ (E, Bp (0)). In seguito 
ci saranno utili le seguenti diseguaglianze: 

Teorema 2.1. Se E e L sono due insiemi di perimetro localmente finito, x e R  ~, 
n > 2, r > O, p > O, p < r ; allora 

(2.3) lO(E, Bp(x ) ) -O(L ,  Bp(x))l<= ~ I~o~(y)-~o,(y)ldHn-1 
l y -x l  =p 

�9 [ [. ~ p E ( x + r ( y - x ) ) - q ~ ( x + p ( y - x ) ) l d H , - 1 - I  2 
l y - x l = l  

(2.4) ~ 2  S l y - x I ~ - ' I D ~ P E I ' ( r X - ' S  ID~PEI--P x-" $ ID~PEI 
p < lY -  xl  ~_ r ~ . (x)  j p ( x )  

�9 ) 
+(n - 11I t-" ~'(~, B,(x)) a t .  

o 

Per la dimostrazione di questo teorema, vedere [9], Teoremi 2.3 e 2.5. 
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Definizione 2.1. Dir6 che un insieme E minimizza il funzionale ~ ( F )  in un 
aperto f2 di R ~, se E minimizza --~A (F) nel senso del Teorema 1.1 su ogni compatto 
K contenuto in f2. 

Lemma 2.1. Sia E un insieme che minimizza il funzionale d a (F) su di un aperto 
g2 di Rn, n>=2, e sia 1,4(x)l__<A. Se x~R ~ e, per p>0 ,  Bo(x)=g2 , allora valgono 
le relazioni 

< nOJn n - - t - - - -  n 
(2.5) S tD~p~I = T p  ~.,a r p 

l ip (x) 
e 

(2.6) ,L (x)) __< A p". 

D i m o s t r a z i o n e .  Indico con Ep un insieme tale che 

(2.7) ~ IDgE, I=O(E, Bp(X)) 
lip(x) 

(con un ragionamento simile a quello tenmo nel Teorema 1.1, si pub dimostrare 
che un tale insieme esiste). Allora posso scrivere 

(2.8) ~ IOq~El+ ~ ~pe(y)a(y)dy~_ j IO~0e, l+ ~(pep(y)a(y)dy .  
~p(x) ep(X) lip(x) ep(x) 

D'altra parte, per l'insieme Ep vale la seguente maggiorazione: 

n~ pn- l 
(2.9) S ID~pzpl < T 

lip(x) 

come si vede confrontando E a con gli insiemi Ep u B a (x) e Ep-Bp (x) (Teorema VII, 
paragrafo 2 di [4]). Da (2.8) e (2.9), si ottengono subito le (2.5) e (2.6). 

Lemma 2.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale ~ (F) su di un aperto 
[2 di R ~, n~  2, con [A (x)[ < A. Se xeR' ,e ,  perr>O,B,(x)=f2,alloraseO< pl < p 2 < r  
ottengo 

1 - n  (2.10) P~-* j IDcPE-Pl J ID~PeI+(n-1)Aco,(P2-Pl)~-O. 
np2 (x) ep i (x) 

Dimostrazione. Da (2.4), deriva che 
pz 

(2.11) p~-" ~ IO~l-ai-" f IDq,nl+(n-1)~t-'~e(E,B,(x))dt~_O. 
~p2(x) lip,(x) p, 

D'altra parte, tenendo presente (2.6), ottengo 

P2 

(2.12) S t-" ~(E, B,(x))dt< Aog.(pz-pt  ). 
P t  

Questa, assieme alla (2.11), mi fornisce la relazione iniziale per la sfere chiuse. 
Per completare la dimostrazione, basta osservare the, per ogni e : 0 < e < p z - p t ,  
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risulta 

Bp2 (x) BP2 -- e,(x) 

>Pt~-"[(P2--e)n-lP~-" ~ IDq~el 
no~(:,) 

- ( p 2 -  e)"- 1 (n - 1) A o,(p2 - e -  px)] 

e quindi, per l'arbitrarieth di r, si ottiene la relazione cercata. 

Lemma 2.3. Sia E un insieme che minimizza il funzionale ~ ( F )  si di un aperto 
t2 di R*,n~_2, con [A(x)I<=A. Se x~OE e se, per p>0 ,  Ba(x)ct2;  allora vale la 
relazione 

(2,13) pl-, ,  ~ iDtpEl+(n+l)Aw,,p>t.o,,_l. 
Bp(X) 

Dimostraz ione .  Suppongo dapprima the xed*E.  Allora, per una proprietor 
nota della frontiera ridotta di un insieme (vedi Teorema III di [3]), risulta 

(2,14) lira p l - .  j- iDtPBl=tO._l" 
p-.O + Bp(x)  

Quindi, dalla relazione (2.10), scritta per 0 < p ,  <p ,  facendo tendere p, a zero, si 
ottiene la relazione cercata. D'altra parte, se xeOE, basta osservare che vale 
questa semplice uguaglianza 

(2.15) tgE=d*E 

(vedi anche [11], Teorema XIV). 

Quindi, per ogni e>0,  esiste ye~3*E con l y - x l  <e, allora 

p ' -*  ~ ID~p~.I>p 1-" ~ ID~pel 
ap(x)  Bp-  c(Y) 

>p'-"((p-e)"-' to._, - ( n -  1) A o~,,(p- s)"). 

Questa relazione, data l'arbitrariet~ di e, mi assicura la validit~ della (2.13). 

Lemma 2.4. Sia E un insieme che minimizza il funzionale ~r (F) su di un aperto f2 
di R', n>=2, con l A (x)l <=A. Se xe  R" e se, per r>O, B,(x)=t2, allora seO< p, < p2 <r 
ottengo 

~p2(x) Bo~(x) ~', / 
(2.16) "(p~-" ~ IDq~l -p~-"  ~ ID~pEI+(n-1)Ato, p2). 

Jp2(~) ~m(x) 

Dimostraz ione .  Osservo che per t > 0, vale la relazione 

~Pr.(Y) ~ dH,_ x. (2.17) _S DtPE= 
Bt(x) f y -x[  =t 

Ovvero 

(2.18) tx-"_I  D(pE= ~ q~r(x+t(y--x)) y - - x  
at(x) ly-xl = 1 ~ dH._ l, 
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e quindi 

(2.19) [p~-" ~ Dq~n-p]-" ~ D~onl< j itpr.(x-bp2(y-x)) 
Bpz(x) ~pl(x) ly-xl = 1 

-tpe,(x + pl ( y -  x))l aH~_I. 

Ricordando ora (2.4) e (2.12), resta da provare che rintegrale 

2 ~ ly-xlX-~lDq~r,I 
p~ < l y - x l  ~_pz 

si pub maggiorare col primo fattore a secondo membro di (2.16). Comincio 
coll'osservare che 

p,  < ly - xl ~- pz i p z  (x)  8p i (x)  
(2.20) p, 

q - ( n - - 1 ) ~ t - ' (  ~ IDtp~[)dt. 
p~ jr(x) 

Per una funzione regolare f ,  questa relazione si ottiene con una integrazione per 
parti, infatti: 

P2 

l y - x l l - " l D f ( y ) l d y = S ( t  1-" j" IDf(y) ldH._l)dt  
pl < l y - x l  _-<p2 p~ l y - x l  = t  

(2.21) p2 

= [ t  1-" ~ [Df ( y ) l dy ]~+(n -1 )~ ( t - "  ~ IDf(Y)ldy)dt.  
l y - x l 6 t  pl  ly-xl~_ t 

Per tp n, (2.21) si ottiene con un opportuno processo di approssimazione (vedi 
parte finale del Teorema 2.5 di [9]). Dalle (2.5) e (2.20), ottengo 

[y-xlI-"IDq~I<P~ -" $ [Dq~EI 
pl < l y - x l  ~_p2 ~p2(X) 

(2.22) + ( n - 1 ) I  t -1 n----~"+Ao~t dt  
.or 

< n~ ( l + 2Ap2 + (n-1) log ~ ) .  
= 2 

3. Due Lemmi Fondamentali nello Studio della Regolarizzazione 

Lemma 3.1. Per ogni numero naturale n, n>=2, e per ogni costante positiva A, 
esistono un numero 6A (n)> 0 ed una funzione reale 2A (e), definita in (0, 6a (n)) ed 
infinitesima nello zero, tali che, se E minimizza il funzionale Jr, t (F) su di un aperto I2 
di R", con IA(x)I__<A, se BI =O, e se 

(3.1) SIDtP~[- SD~tPE<e per 0<e<t~a(n),  

allora, posto 
E - 4 n  

(3.2) f ( x ) =  n! to~ Itl~--l~_ e-lX-tl:4tPE(t)dt' 
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risulta 

(3.3) inf D . f ( x ) .  ixl_<l_282(.:_l) 8 2 < f ( x ) < l _ 8 2  =>_1-23(8). 
IOf(x) l' 

Dimostrazione. In primo luogo, proverb l'esistenza di una costante positiva 
6a(n), tale che, se 0<8<6a(n)  e se x verifica le condizioni richieste in (3.3), 
allora D11f(x) > 0. Per far questo, comincio coll'osservare the, se pongo E 1 = Ec~ BI, 
allora 

Dnf(x)= 8-4n Ix tie 4 D. tpEt (Z) (3.4) 

e 

(3.5) 
8 - 4 n  

IDf(x)l <= n! co. S e-lX-'le-" lDq~r'l(t)" 

Da (3.4) si ha la seguente maggiorazione, per 0 < cr < 1, 

I 8_4n D.f(x)  4 e-lX-tl t-4 ([D cpE[ ( t ) -  Dn qgs 
1"r 

(3.6) 8-4n 
J 

I 2e-4" ~ e-lX-'le-'lDq~e,[(t). n! co11 ~e-lX-'le-4lDq'e'l(t) ~- n! con I,l>l-~ 

Da (3.6) si ricava subito che 

--4It 
D.f(x)> enV--7--~ [~e-lx-'l"-41Dcpr~](t)-2 ~ e-lx-tle-'lDcpr, l(t) 

I t l > l - a  

(3.7) _ ~ e_lX_tl.-4(lDcpzl(t)_D.cpz(t))]. 
I t l ~ l - r  

Studiamo ora il secondo membro di (3.7). 
Fissato 8: 0 < e < 1, considero ~r tale che 84 < tr < 1. E'  possible allora determinate 

un numero finito di punti y~ di aEc~ {xr Ix I=< 1 -a} ,  con le seguenti propriet/t: 

(3 .8)  c~E n {x z R n; I x I < 1 - a}  ~ U Be4 (y,) ,  
i 

(3.9) Be~la(yi)nBe4/a(yj)=O per i#j .  

Per la scelta da noi fatta di 8 e a, le sfere B~,la (y~) sono tutte contenutr nella sfera 
unit/t e quindi, ricordando anche la (2.13), ottengo 

~e-lX-q'-'lDq~E,l(t)>=~ ~ e-lX-'le-'lDcpEl(t) 
i I t - rd  <,e4/3 

(3.10) ~ ~ e_lX_yde-4_ll 3 3_n e4(11_l)(3(.On_x_(n_ l) A(.on84)" 

Se suppongo ora di aver fissato 8 in partenza in modo che 

8<6I(n)  = (  2co11_ 1 .~1/4 
(n- 1)a co. / ' 

ottengo da (3.10) 
ella a n 84(1 --n) 

(3.11) ~, e-ix-r,i e-4< ~e-lX-tl e-, IDq~e, [(t). 
i O')n-- 1 
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D'altra parte, per (3.8), posso scrivere 

(3.12) 

e-IX-'l ~-" (IOcpEl ( t ) -  O, cpe(t)) 
Itl~ 1-~r 

~-~ ~ e-I~-tl~-'(lDcPel(t)-D.q~n(t)) 
i It-y d < e  4 

<~e- tX-Y ' l : '+ l (  ~ IDq~l-  ~ D.q~r). 
l Be4(y~) Be4(y~) 

Poichd e4<a, dalla (2.10), ho 

j" [Oq~l-  S D, q0n<e'("-l)[a 1-" j" IOq~nl-o x-" j" D.cpE 

+al-. ~" D,,q~E_e'~(I-') ~ D.q~E+(n-l)Aog.o]. 
],, (r~) J]e40'D 

(3.13) 

Dalla ipotesi (3.1) del lemma, tenendo presente chela  misura [Dope I --D.q~E 
non negativa e quindi monotona rispetto alia inclusione insiemistica, ottengo 

(3.14) ~ ~ ID~~ -~rl-* S DnCPF,~ fOl-n" 

Mentre dalla relazione (2.16), risulta 

0 I-" ~ Dn~oe-e 4(1-") S Dn~e 
Jo (Y~) Je'*(Y0 

(3.15) -<V-n-~(l + 2Au +(n- l)log n-4a)I/z(a 1-" ~ IDCEI 
L (y,) 

--e 4(1-") ~ ID~oEI+(n--1)Aco.o) 1/2. 
Be4(Yl) 

Da (2.18) si ottiene 

(3.16) 0 " 1 - "  J' D,,tpe_<o.),_t 
]oO,0 

e da questa, da (2.13) e (3,14), si ha 

0 I-" ~ iDgoEl--8 4"-") $ IDq~BI 
.Be, (Yl) Be4 (Y|) 

(3.17) <=01-" S IDcPel -~  $ DnqgE+(n-1)ac~ 84 

<eal -"+(n- - l )Aco.e  ". 

Infine dalle (3.12), (3.11), (3.13), (3.14), (3.15), e (3.17), ottengo per 0<e<fi~(n) 

I e-I~'-'I'-'(IDcpEI(O--D.~pE(t)) 
I : l$1-a  

e a/3 3" (3.18) ~ [eo,_.+V-~-~.(l+2Aa+(n_l)loge_,~o)l/2 
COn- 1 

�9 ((n-1)Aco.(o+e4)+eal-")l/2+(n - 1)A co, a] ~e - Ix-,l'-" tD ~o~11 (t). 
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Dalla (2.5) e dal Teorema 2.6 di [7], relativo alle tracce sulle superfici sferiche delle 
funzioni aventi derivate misure, ottengo la seguente maggiorazione: 

3 l'tfO n 
(3.19) ~ ID~oE, I(t)=< J'IDq~BI+ j" Iq~e ldH,_~<=~+Ato , .  

I t l > l - a  BI I t l = l  

Dalla quale, supposto I xl =< 1 - 2tr, si ricava 

(3.20) ~ e-I~-t l ' - ' lDq~,l( t )<--~-e-"- ' (3n+2A ). 
I t l > l - r  

D'altra parte, ~ facile verificare la validit~t del seguente enunciato: 
Per ogni intero n, esiste una costante positiva e(n)tale che, se E ~ un sot- 

tinsieme misurabile di R n, x~R ~, e vale la relazione 

- 4 n  

52< ~! o~. ~e-I~-tl~-'tPn(t)dt< 1-52 

con 0<~<~(n),  altora 

OEn{y~R~; ly-xl<52}~--r 

Quindi, nel nostro caso, se 5 in partenza ~ scelto in modo che O<5<e(n), se 
xeR  ~ ~ tale che 52<f(x)< 1--52, allora esiste un yedE con ]y-x[<52, perci6 
ottengo, supponendo anche I xl _-< 1 - 2a, 

(3.21) 
e s e  

allora 

(3.22) 

S~-Ix-tle -4 Irt.. ,~.~/E, 1 (t)> ~ e-I"-'l~-'lDq~El(t) 
I t - y l  <e 2 

:~> e-  2"-2e2fn- l)(oJn_ l - - (n--1)  A og.52), 

0<5<6~(n)=min {5(n), ( o 9 . _ i  .]1/2~ 
2(n-1)Ato . ]  j '  

Se -Ix-tl ~-' ID ~on, I (t) ~ - ~  -:--L e -2~-2. 5 2~ 

Ora osservo che a fissato all'inizio pub essere preso in questo modo 
1 

a = 5  2,,-1). Con tale scelta, l'espressione tra parentesi quadre a secondo membro 
di (3.18), diventa 

q~(5) = e 1/2 + ] /n -~  -(1 + 2A5 2,)-- 1) + ( n -  1)log 5 2'nx- 1) 4) 1/z- 

(3.23) .(51/2_]_(n_l)Af.on(e4+52(nl__l)))1/2+(n_l)Ao.)ne2(nl_l)." 
La funzione q~ ~ infinitesima nell'origine, allora esiste una costante positiva ~lIl(/2~A J 

e 4 / 3  3 n 
tale che, se 0<e<6m(n) ,  allora - - q ~ ( e ) <  1/2. Quindi, per 0 < e < m i n  {6~(n), 

(-On- 1 
1 

6n (n), 6~I(n)}, I xl < 1 - 2 e  2,n- 1), e e 2 <f(x)  < 1 --e z, ottengo da (3.7), (3.18), (3.22) 
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e (3.20), 

e-'" [/re_~l~_,,,-, D,f (X)> n~--ff-~, t 2 J IDcpr~l(t)-2 ~ e-I~-'l '- ' lDq)n,l(t)] 
(3.24) I,I >~ ~ - �9 

g - 4 n  I-o3n_ 1 e - e  -4+  2(n~l) ] e -2~-2B 2(n- l )  
> o,.(3, + 2A) e_2~_~ 2(._~) 
= n[r  

Indico ora con ~(e) il secondo termine in parentesi di (3.24). Siccome 

1 
4 -  >2,  

2 ( n - l )  

~(~) ~ una funzione infinitesima nello zero, quindi riesco a trovare una costante 

positiva fi~tV(n), tale chese 0<e<~V(n) ,  allora q~(~)< t~ 
8 

Finalmente, posto ~,t (n) = min { ~  (n), ~ (n ) ,  ~ l  (n), ~v (n)}, per 0 < ~ < ~ (n), 
ottengo 

--4. 
s e~2~-2 ~2(n-- 1) > 0 .  

(3.25) D , f ( x ) >  8n! co, 

1 
Infine, sempre per 0 < e < 6 a (n), I x I ~_ 1 - 2 e 2 (,-  1), ez <f(x)  < 1 - e 2, ricordando 
(3.4), (3.5), (3.18), (3.20) e (3.22), ottengo 

1 - D . f ( x )  < ~e - I~- ' l ' - ' ( IDq ,  e, I ( t ) - D . q , ~ , ( t ) )  
IDf(x)l = ~e-I~-'l'-'lD~pn, l(t ) 

(3.26) e 4/3 3" 2 
< ~(~)+ ~(8)=L~(~), 

('On- 1 ('On- I 

e da questa, si ottiene la (3.3). 

Lemma 3.2. Sia {Eh} una successione di sottinsiemi d!.::'R", n ~ 2, verificante le 
seguenti propriet~: 

a) Eh minimizza il funzionale ~ h ( F )  su di un aperto Oh contemente la sfera 
unitd chiusa, con I Ah (x) I < A ; 

b) valgono le relazioni 

(3.27) IlD~PEhl--lO, q~eh<sh; eh>0; ~ ~n<+oo;  
] l  ~1 h = 1 

e 

(3.28) lim eft i W (Eh, 1) = 0. 
h~oo 

Allora, per ogni numero reale ~, 0 < ~ <  1, esiste un insieme N~, contenuto in (0.1) 
di misura lineare nulla, tale che, se t ~ (0.1) - N~, ~ possibile trovare una successione di 
insiemi {Lh}, per cui 

(3.29) lime;" 1 ~v (Lh, t) = 0 
h-~oo 
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(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

lim eh X (S ID~PL~ I -  ~ IDcPE~I)=0 
h ~ ao J t  B~ 

l ime ; I [  j" D~p~-  I D~PE~[ =0  
h ~ co ~ t  B t  

maxlimeh-x( I ID~oe~l-lj DcPe~l)_--<maxlim~21( f ID~PL,[-- U DqT~D 

(3.33) per ogni intero h la funzione di x 
D qTLh 

vL,(x)= lim e~(x) 
p-.o§ j" ID~pL~I 

Bp (x) 

continua su 3L h c~ B t e vale la relazione 

lim inf { vL~ (x); ] x [ < t, x e dLh} = 1. 
h--~ + oo 

D i m o s t r a z i o n e .  P o n g o  

eh4n ~ e-lX-tl~ff4q~zh(t)dt 
(3.34) fh(X)= n! 09, ifl_<l 

e indico con Eh = Eh n B1, allora posso scrivere 

(3.35) j l f h (x ) - -q Je . (x ) l dx~  Ie I ' l "" ' ( I  [~pe~(x-y)-~pn~(x)ldx)dy. 
BI B~ 

D'altra parte, si vede facilmente che 

(3.36) ~ I~pe~(x-y)-cpe~(x)ldx<n lyl S IDcpEAI 

e quindi, da (3.35), ottengo 

(3.37) ~ [fh(x)--~Pe~(x)ldx<-~ ~ e-lyldy+ne 3 ~ ID~pE~[. 
~l  n .  l y l > e ~  t R ~ 

Ora da (2.5) e dall'ipotesi a), risulta 

~ ID~pr~[-- S [Dqgghl+ ~ l(PEh' dHn-1 <o9~ ( - ~ + A ) ,  
R~ B: Ixl = 1 

max lim e ;  a( S Ifh(X)--'P~,(X)I dx)< + ~ .  
oo 

Essendo ~ en< + ~ ,  per il teorema di B. LEVI sulla integrazione delle serie a 
h = l  

termini positivi, esiste un insieme N 1 ~(0,1) di misura lineare nulla, tale che 

(3.40) lime~ -2 S [~peh- fh [dn ,_ l=0  per t e (0 ,1 ) -N1 .  
h-.~o I x l = t  

Se indico con p la misura g =  ~ eh I Dq~nA[, per la derivabilith delle funzioni 
h = l  

monotone,  esiste un insieme N2 =(0,1), pure di misura lineare nulla, tale che 

(3.41) l imeh 3 ~ d p <  + ~  per te(0, 1)-N2, 

(3.38) 

e quindi 

(3.39) 
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e allora 

(3.42) max lims~ "2 S ID~p~gl < + oo per tr 1 ) - N  2. 
~ - * ~  t <  Ixl__.t+e~ 

Da (3.5), integrando su B t si ottiene 
F~--4n Se_lX_,l,~4dx ~ 

(3.43) j" IDfh(x) I dx <~ ID(PEA I (Y):\ n! 09. i ,  ] 

(gli integrali a secondo membro si possono invertire grazie alia continuit/t di 

e-Ix-Yl~ff" [D~PEg I (y)). Scomponendo ora il primo integrale a secondo membro 

di (3.43), nella somma dell'integrale su Bt+~, dove si suppone che tWe~ < 1, e di 

quello sul complementare, ho, ricordando la (3.38), 

3 n + 2 A  j ,  _lyldy (3.44) SIDA(x)ldx< ~ I D q ~ n , l - ~ - -  e . 
~, Jt+~ 2n! lyl ~-~ 

Quindi, da (3.42) e (3.44), ottengo 

(3.45) maxl imsh ~(S ]Dfn(x)l d x -  ~ IO~.l)<0, t~(o, 1)-gz .  
h-~ oo ~ t  Bt 

Ora pongo N o = N  1 w N 2 e c0nsidero l'insieme N'-={te(0,1); ~teNo}, siccome 
mis (No)= 0, allora anche mis (N-')=0, e quindi, se indico con N~ = N O u N'~, ottengo 
un insieme di misura lineare nulla. L'insieme N, b quello richiesto dal lemma 
Sia, infatti, te (0 ,1)-N~ e sia t <  1 : indico con 

(3.46) s,O.) ={x ~ R"; fh (X) > 3.}. 

In primo luogo, osservo che risulta 
1 

(3.47) ~ I~PE~-AIdH~-~=[d2 S IcPe,-CPs~(~)ldH~-,, 
I x l = t  0 I x l = t  

e quindi, da (3.40), si ricavano 
1 

(3.48) lim ~- 2 ~ d2 S ] ~Pn~- ~Ps,~) ] dH,_ 1 = O, 
h - ~  o Ixl = t  

1 

(3.49) l imeh2~d2 S IcpE~-~ps~(a)ldH,_ 1=0. 
h-*oo o Ixl = ~ t  

Allora, per il gih ricordato teorema di B. LEvi, esistono due insiemi M ,  M 2 
contenuti in (0.1) di misura lineare nulla, tali che 

(3.50) lime~ -1 ]" [~pe~-~ps~(~)ldH,_1=O per 2 e ( 0 , 1 ) - M l ,  
~ ' - ' ~  Ixl = t  

(3.51) lime~ "1 ~ ]~pe~--Cps~(a)] dH~_l=O per At(0, 1)- -M 2. 
h-**o Ixl = ~ t  

Sia ora M = M  x u M2, allora m i s ( M ) = 0  e per 2 ~ ( 0 , 1 ) - M ,  valgono entrambe le 
relazioni precedenti. D'altra parte, per il Teorema 1.6 di [9], ottengo 

1 

(3.52) $ ]Dfh(x)[ dx = ~ d). ~ ID~ps~<a) I ; 
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da cui si ha 
! - - ~  

(3.53) J (S ID~~ ~ IDfh(x)ldx 

Allora, esiste un 2he(e 2, 1--a2)--M, tale che 

(3.54) ( 1 - 2 e  2) I ID~~ < j IDfh(x) ldx. 
B~ Bt 

Ora pongo Lh= Sk(2h), aUora (3.50) e (3.51) si possono riscrivere 

(3.55) limeh "1 S [q~n.-gLhldn.-t =0, 
h-- .~ Ixl = t  

(3.56) l i m ~  ~ I Iq~e~-q~L~ldH._l=O. 
t t ~  lxl =r 

Dalla (3.54), supponendo h sufficientemente grande in modo che sia 1 -  2e~ >0,  
ottengo 
(3.57) e~(j'lOq~L"l- f lDq~e"l)<e;~(I IDf"(x)ldx- I lOq~r'l) 

2e, 
+,-----w~_ I IDfh(x)l dx. 

l - -  Z~, h Bt 

Da (3.43) e (3.38), risulta ehe l 'ultimo integrale di (3.57) ~ limitato indipenden- 
temente da h, quindi, ricordando (3.45), ottengo 

(3.58) max lim e~-' ( I  ID~0L. I -  I IOq~e.I) <0- 
h-*~  ~c J t  

Ora da (2.3), ottengo la maggiorazione 

(3.59) IlOq~F..I-- IIDqJL~l<~l'(E.,t) + I Iq~E.--q~L.Idn.-t, 
~t J t  Ixl = t  

e quindi, ricordando (3.55), l'ipotesi (3.28) e il fatto c h e l a  funzione q'(E, t) 
monotona  rispetto alia variabile t, ottengo 

(3.60) max lim e~ "~ ( I  IDq~E, l-- I [DqTs I ) N 0  
h- .  ~ Bt ~t 

the, assieme alia (3.58), mi da la (3.30). 
D'altra parte, da (2.17), ho 

(3.61) lJoo .- oo ,l- -< I I~~ 
~t a t  Ixl = t  

(3.62) [j  DOt..- f O~oe.I < ~. I~ot.,-q~E.ldn.-. 
Bffit ~=t Ixl =~ t  

e quindi, da (3.55) e (3.61), ricavo la (3.31). D'altra parte, per la (2.3), ho 

(3.63) I~'(La, t)--W(Es, t)l<lJlOq~t..[ - IlOq~E.I[+ I Iq~L~--~Oe. ldH.-x 
Bt ~t Ixl = t  

dalla quale si recava subito la (3.29). 
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Infinite da (3.59), scritta per B~t, da (3.28), (3.56) e (3.62), ottengo 

(3.64) maxlimefl( S IDtpe~l-l~! Dgn~l - I ID L l+l !D , l)zo 
Da cui si ha la (3.32). 

Suppongo ora che x~aLhnBt ,  allora sar~t Ixl < t <  1 efh(X)  =,~, h. Per la scelta 
di 2h, si ha eh 2 <fh (X)< 1 -  e2; d'altra parte, siccome la successione e h tende a zero, 

1 

esiste un indice hoeN, tale che per h>ho risulta t < l - 2 e  2(~-1) e 8h<6a(n), 
dove la costante 6a (n) ~ quella che compare nel Lemma 3.1 ; quindi posso con- 
cludere che 

. . ( D . A ( x )  ! x), Xec~Lh}_~ 1 (3.65) m I ) - ~  ; I x l < l - - 2 e h  2("- --2a(eh). 

Essendo D~fh (x) > 0 e ricordando che Lh = {x~R"; fh (x)_--__ 2h}, si ottiene 

Dfh(x) 
VL~(X) = IDA(x) I 

(vedi Lemma 5.4 di [9] e osservazione 5.7 di [7]). Quindi, per h > ho, la funzione 
yr,(x) risulta continua su dLncaB ~. Da (3.65), si ottiene la relazione finale 
di (3.33). 

4. Lemma di De Giorgi e Regolarit~t 

DE GIORGI in [4] dimostra, per gli insiemi di frontiera minima, un Lemma the 
gli sara poi utile nello studio della regolarizzazione, noi ora proveremo un risul- 
tato analogo. 

Per un insieme di perimetro localmente finito E e un Borel-limitato B ~ R ' ,  
pongo 

(4.1) F(E, B)= S ID  l- I 
B B 

Per brevitb, scriveremo poi F(E, p)=F(E, Bp). Allora vale il seguente lemma: 

Lemma 4.1. (DE GIORGI). Per ogni intero n, n > 2, per ogni numero reale A > 0 
e per ogni r 0 < ~ <  I, esiste una costante reale positiva oa(n, ct), tale che, se E 
minimizza il funzionale ~r su di un aperto fl di R ~ con IA(x)I< A, se x ~ R  ~, 
p > 0 ,  Bp(x)ct2  e se 

(4.2) F (E, Bp (x)) < e pn- 1 < tr a (n, ~) pn- 1 

allora 

(4.3) 

per p ~ e 2, 

r ( r ,  ~,,(x))__<V~(~p) ~-~ 

Dimostrazione. Ragiono per assurdo e suppongo che esistano n~N, n=>2, 
una costante reale A > 0  e un ct, 0<c t<  1, per i quali non esiste la costante aa(n, c~). 

Allora, ~ possibile trovare una successione di insiemi Eh, di aperti ~2 n, di sfere 

Bp~ (xh), di numeri eh, con eh > 0 e s e h < + ~ ,  e di funzioni Ah (x), con ] A h (x) ] < A, 
h = l  

26a Arch. Rat. Mech. Anal., Vol. 55 
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tali che Eh minimizza il funzionale JA~(F) su Oh, Bp~(xh)= tJh, e 

(4.4) F(Eh, Bph(X)h)~_~BhPh n-1 p e r  ph~Sh 2 

(4.5) F (E h, B, ph (Xn)) > ~ en (~ Ph) n-1- 

Considero ora in R n una traslazione che porti Xh nell'origine, una rotazione 
che porti il vettore ~ D(pE ~ nella direzione dell'asse x n e d  nna omotetia di 

Bph(xh _) 
rapporto Ph. Indico con F l'insieme che si ottiene da F mediante tali operazioni e 
con Zh(X ) il trasformato del punto x mediante le prime due. Allora valgono le 
relazioni 

(4.6) j ID~oE~l =PT, -11 IOq~l, 
Bh Ba 

(4.7) I D (Peh = P7,-1 ~ D (pg~, 
B. Bh 

(4.8) ~ ~oE, (x) Ah (x) d x = p;~ (p~ (x) ah (Z; '  (Ph X)) d x, 

dove Bn 6 un Borel-limitato contenuto in Oh e z~ 1 ~ l'inversa dell'applicazione x n. 
Da (4.6) e (4.7), ricordando le ipotesi (4.4) e (4.5), si ottiene 

(4.9) F(E h, 1)= I I O q ~ l -  IOnfP~.s~h, 

(4.10) F(En, ~) > th Ct n- 1/2. 

Ancora da (4.6) e (4.8), risulta che l'insieme Eh minimizza il funzionale J i~(F)  
su ~h, dove con Ah ho indicato la f u n z i o n e  ah(X)=ph Ah(T ~- 1 (phX))" Ora, siccome 
B1 ~ h ,  ricordando la (2.6) e la seconda di (4.4), ottengo 

(4.11) ~e(Eh, ])<:PhO3na~e2h ('On A, 
da cui si ha 

(4.12) lim eh -1 kU (E, 1) = 0. 
h"*~ 

Quindi la successione /~h, minimizzando ocjh(F ) su g~, con Iftn(x)l<psA, veri- 
ficando (4.9) e (4.12), soddisfa alle ipotesi del Lemma 3.2. Ne applichiamo i risul- 
tati con 

n -  1/2 
(4.13) fl=~r dove n+------~<?<I" 

Siccome a </3, posso trovare t e(0,1 ) -  Na, tale che ~ < t/3. Per/3, t cosi prefissati, 
mi costruisco la successione {Lh} con le proprietor elencate nel Lemma 3.2. 

D'altra parte, confrontando le superfici approssimanti frontiere orientate di 
misura minima con le funzioni armoniche, si ottiene il seguente risultato (vedi 
Teorema 4.4 di [9] e Teorema III, paragrafo 3 di [4]): 

Sia {Nh} u n a  successione di insiemi misurabili di R n, n > 2, e eh una successione 
di numeri reali positivi. Per t > 0, valgano le relazioni 

(4.14) max lim e~- 1F(Nh, t)< 1, 
h--* oo 
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(4.15) limeh 1 ~(Nh, 0 = 0 ,  
h"* oo 

(4.16) per ogni heN, VNh (X) sia una funzione continua su aNh c~ {x ~ R", I x I < t } e valga 

lim inf {VNh (X); IX I < t, X e ONh} = 1. 
h--+ + oo 

Allora per ogni ct, 0 < ~ <  1, vale che 

(4.17) max lim e~: F(Nh, ~ t) < ~n + 1. 
h--* oo 

Per le (3.29) e (3.33), basta provare che vale (4.14). Questo si vede dalla 
relazione 

(4.18) F(Lh, 0 =  SIDCPL.I-- S IDcPE. I+ ~IDq~g,I-~D.~P~+SDn~Pgh-I~_Dq~L~[. 
~ t  ~ t  ~ t  Bt  Bt  B t  

e da (3.30), (4.9) e (3.31). 

Quindi, nel mio caso, ricordando anche la (3.32), ottengo 

(4.19) max lim e~ -I (F (Eh, flt)) < p" § 
h--~ o0 

D'altra parte, la funzione di insieme ~ IDcpEI--] ~D~PEI ~ monotona rispetto 
A A 

alia inclusione insiemistica e quindi, ricordando che or<fit, da (4.19) e (4.10), 
ottengo 

(4.20) ~n- 1/2 < max lim eh 1 (F (Eh, ~)) < fl" +1 
h"~ oo 

Mentre per la nostra scelta di fl 

(4.21) fin+ 1 < ~n- 1/2 

Questa contraddizione mi assicura la validit~t del lemma di DE GIORGI. 

Osservazione. I1 lemma di DB GIORGI si pub applicare ripetutamente. Cio6, 
se tutte le ipotesi del lemma sono verificate da F(E, Bp(x))<ep "-1, p<eZ, si 
ricava che F(E,B~p(x))<V-de(~p) "-1. Ora osservo che ~p<(l,/-de) z e V~e< 
a,~ (n, ~t), e quindi il lemma si pub applicare di nuovo, allora ottengo 

r(E, B~p(x))<~e(~2 p) ~-~ 

e ancora ~2p < (~e)2 e ~e < e < a a (n, ~). Quindi, il lemma si pub riapplicare. 

Si vede facilmente the, dopo h passi si ottiene la relazione 

(4.22) F(E,  B~np(X)) <= o~ h/2 8(o~h p) n- 1. 

I1 Lemma 4.1 ci fornisce uno strumento di notevole utilith neUo studio della rego- 
laridt della frontiera di E. 

Un primo passo ~ lo studio delle proprietor della funzione v(x). Comincio 
col dimostrare la seguente maggiorazione: 
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Se tpeL~or e tp ha derivate misure, allora se A e B sono due Borel-limitati 
con A = B, allora vale 

(4.23) ~ IDcP[ ! [DcPl < 2  [DcPl ~ [D~P I 

Infatti siano u e v i due vettori che compaino nel primo membro della relazione 
precedente, allora I u l < 1 e I v l < 1 e quindi 

(4.24) 

D'altra parte, 

l u - v l 2  < 2 - 2 u v = 2 ( 1 - u v ) .  

SDcp .SD~P 
(4.25) S l D ~ o l . O _ u v ) =  [. lD~ol A B 

A a SID~pl 
B 

La misura a secondo membro di (4.25), dove suppongo B fissato, 6 non negativa 
e quindi monotona rispetto alla inclusione insiemistica, allora 

So .SD  ISD I 2 
(4.26) SlO~ol-  ~ ~ < flDq>l B 

A SlO~ol  B S ID~ol ' 
B B 

da cui, ricordando (4.24), (4.25) e il fatto che IS Dq>l < S I Dcp [, si ricava (4.23). 
B B 

Dimostriamo ora il seguente lemma: 

Lemma 4.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale JCa(F) su di un aperto 
f2 di Rn, n>2,  con IA(x)I<A. Se x~aEc~f2 e se esistono p , e > 0  e ~ , 0 < ~ < 1  
tali che Bp (x) c 0 e 

(4.27) F(E, Bp(x))<ep "-x <aa(n,  ot)p "-1, p<e2, 

allora x~O* Ec~f2. 

Dimostrazione. Osservo, prima di tutto, che posso supporre 

1 
(4.28) P <  2 ( n -  l) Aton" 

1 
Infatti, se cosi non fosse, basta considerare heN,  tale che pl = ahp < 2(n--1)A to," 
Allora per il lemma di DE GIORGI risulta 

F(E, Bp, (x) )<~h/2ep"l - l<ep]- l<a(n ,a)p~ -1 e p l < p < e 2 ;  

cio6 Pl verifica tutte le ipotesi fatte s u p  e, in pill, verifica (4.28). 
Devo dunque provare che esiste il vettore v(x) e che I v(x) l=  1. Dimostro 

in primo luogo chela  successione 
S D~Pe 

(4.29) Vh(X)= sp~r 
S IDq,~l 

n~,,,hCx) 
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una successione di Cauchy. Infatti, tenendo presente la (4.23), posso scrivere 
la seguente maggiorazione: 

k - I  

I vh +gX)-- Vh (x) [<  ~, I vh+~-j- 1 (x) - oh + k-j(x)  I 
j = 0  

(4.30) 
<_Y, 2 

Bp=h + lc- J(x) 

Ora, ricordando (4.22), (2.13) e (4.28), ottengo 

(28~- ,+1/2)x/2  ~tt/4 
(4.31) IVh+k(X)--Vh(X)l<2 " - -  ~h/4=C(n,e, Ct)~ hI4 

\ co.-x 1 --a 1/a 

Quindi la successione (4.29) convergergt ad un certo limite, che io chiamo v(x). 
Proviamo ora che Iv(x)l = 1. Sempre da (4.22) e (2.13), ho 

(4.32) F(E, Bp~n(x)) < 2e ct h/Z, 
f ID~oEI = o~.-x 

Bp an (x) 

dalla quale si ottiene subito che [v (x)[= 1. 
Per concludere la dimostrazione, basta provare the, qualunque sia la suc- 

cessione Ph tendente a zero, si ha che 

D (PE 

(4.33) lim ~P"(~) = v(x). 
h-+| [ ID~EI 

epn (~) 

Posso supporre ph~p  per ogni heN,  quindi posso trovare una successione di 
naturali nh con lim nh= + oo, tali the 

h-~oo 
(4.34) p =nh + 1 ~ Ph <= P o:nn" 

Da (4.23), (2.5), (2.13) e (4.32), si ottiene 

(4.35) Be"(x) Vn~(X ) <=2 

Ban (x) 

relazione ehe prova la (4,33), 
Infine, dalla (4.31), passando al limite per k + + o o ,  si ottiene la seguente 

interessante maggiorazione: 

(4.36) Iv(x)-vn(x)l<C(n,e,a)a hI4, per ogni heN .  

Teorema 4.1. Sia E un insieme che minimizza il funzionale Ja (F) su di un aperto 
t2 di R" ,n>2 ,  con [A(x) I<A.  Suppongo che xeOE e che esistano p, 8>0 e a, 
0 < ~ < 1, tali che Bp (x) ~ t2 e valga la relazione 

(4.37) F(g,  Bp(x))<sp.-X<=aa(n,~)p.-1,  p<=ez, 

26b Arch. Rat. Mech. Anal., Vol. $5 
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Allora esiste un ~ > 0, per cui risulta 

~E c~ B~ (x) = 0" E c~ B6 (x) 

poi v(x) ~ holderiana in aEnB~(x). 

Dimostrazione. In primo luogo, vediamo che ~ possibile determinare un t5 > 0 
con la seguente proprietor: per ogni y e OEc~ B6 (x) esiste py, 0 < py ~ e2, tale che 

(4.38) Bp~(y)cI2 e r(E,  Bp~(y))<sp~-~<oA(n, oOp~ -~. 

Infatti sia 0 <  t5 < t, tenendo presente c h e l a  funzione F(E, K) ~ monotona 
rispetto aUa inclusione insiemistica, posso scdvere F(E, Bt_6(y))<F(E, Bt(x)), se 
yeaE e I x - y l  <6. Se prendiamo 

(4.39) t=pct 2n-2, t~ =(1 -ct)p~t 2"-2 e p y = t - ~ = p ~  2"-1, 

aUora, ricordando (4.22), otteniamo le (4.38). Quindi, per il Lemma 4.2, si ha che 
yea* E c~ B6(x ). 

Siano ora y, z e ~E c~ Bt ~ _ ~) p ~ . -  ~ (x) e sia k e N, allora posso scrivere la seguente 
maggiorazione: 

(4.40) Iv(y)--V(Z)]~_Iv(y)--Vh(Y)I+Ivh(y)--Vh+k(Z)[+IV~+k(Z)--V(Z)I. 

Ora suppongo che Bp ~+ ~ (z) ~ B, ~h (y), questo implica che 

(4.41) [ y _  z ] < pcth(1 __~k). 

E quindi, ricordando (4.23), (4.32), (4.36) e supponendo valida la (4.28), ottengo 

(4.42) I v ( y ) -  v(z) I < C'k(n, e, ~, p, A) ~/4. 

D'altra parte il keN,  fissato in partenza, pub essere scelto in modo che valgano 
le relazioni 

(4.43) 2p ~t2 n- 2 (1 - ~) < p ~ (1 - ~t~), 

(4.44) poth+ l < po~h(1--o~k). 

Ne deriva c h e s e  y, zeaEnBtl_~)p~.-~(x) e se y=~z, allora posso trovare un 
h eN, tale che 

(4.45) P O~h+ 2 < I Y -  Z [ <--<-Po~h( 1 --Gtk) �9 

Infine da (4.42) e (4.45), dove ormai k ~ da pensarsi come una costante dipendente 
d a n  e da ct, ottengo 

(4.46) [v(y)-  v(z) l < C" (n, ~, ~, p, A ) l y - z l  ~/4. 

Quindi, se xeaE verifica le ipotesi del Teorema 4.1, allora possiamo dire the 
esiste una sfera B~(x), tale c h e l a  funzione v(x) ~ holderiana in 8Ec~B~(x) e 
quindi, per il Teorema 5.8 di [7], dEc~B~(x) ~ una ipersuperficie di classe C ~, 
cio6 dEc~ B~(x) ammette una rappresentazione cartesiana mediante una funzione 
f d i  classe C~; per di pif~, da (4.46), deriva che le derivate d i f s o n o  holderiane. 
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Osservazione. Tutti i punti xea*  E n  12 sono punti regolari della frontiera di E, 
infatti essi verificano le ipotesi del Teorema 4.1, in quanto per essi risulta 

(4.47) lira F(E, Bp(x)) =0. 
a~o+ ~ ID~PEI 

Bp (x) 

Gli eventuali punti singolari sono dunque contenuti nelHnsieme ( d E - a ' E ) c ~  12, 
e quindi, per il Teorema di Lebesgue-Vitali, ho 

~lDq~lffi0. 

(4.48) ( ~ E -  a 'E )  r~ 12. 

5. Stndio delle Singolarit~t delia Yronfiera di E 

Come conseguenza dei risultati ottenuti da SIMONS in [10], possiamo enunciare 
il primo seguente teorema: 

Teorema 5.1. Sia E un insieme che minimizza il funzionale ~r su di un 
aperto 12 di R", n> 2, con IA(x)I<A. Se n~7,  allora tutti i punti di aEc~12 sono 
regolari. 

Dimostrazione. Suppongo the esista un punto singolare x~aEc~ 12. A meno di 
operate una traslazione, posso supporre che x = 0 .  Per il Teorema 4.1, dovr~t 
essere per ogni ~, 0 < ~ <  1, se p<=a~(n, ~) e Bp=12, 

(5.1) F(E,p )>oa(n ,=) f  -1. 

Considero ora una successione Ph, con 0<ph<d=d i s t (0 ,  a12) e tendente a zero 
decrescendo. Indico con Eh={X~R ~, phX~E}. Come si ~ gi~t visto nella dimo- 
strazione del lemma di DE GIORGI, gli insiemi Eh minimizzano il funzionale oCah(F) 
sulraperto 12h = {X e R n, Ph X = 12}, con Ah (x) = Ph A (Ph x). 

Ora, fissato p>0 ,  ottengo da (4.6) e (2.5), per pph<d, 

1Jp npm ' - ' ~ +  ACOnpph ~_C(n, p,A). 

Allora, per il teorema di compattezza, esiste una sottosuccessione della successione 
data: E~, tale the 

(5.3) r ''} ~PM in L~or 

con M insieme di perimetro localmente finito (vedi anche [12]). D'altra parte, 
per (5.3), esiste una sottosuccessione di E~, the indico ancora con Eh, tale che 

(5.4) lim S IrP~z~--rPMIdHn-I=O 
h-~r Ixl=p 

per quasi tutti i p > 0. Ancora, per la proprietor di minimo di E~, se Bp = 12h, ottengo 

fl ID~oe~l+ j ph~ni,(x)A(phx)dx 
(5.5) s, ~, 

< $ ID~~ J PhrPu(X)a(phx) dx+ ~ lePM--q~E~]dnn-1, 
~p ~p Ixl = p  
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e quindi, da (5.4), ho per quasi tutti i p > 0, 

(5.6) maxlim S [Dq~E;,I <= j IDtPMI. 
h~oo Bp Bp 

Ora, detto N i l  sottinisieme di R + di misura lineare nulla tale che, per ogni 
pER + - N ,  valga la (5.4), la relazione 

(5.7) S ID~oMI =0, 
0Bp 

e ricordando (1.6), (5.6), (5.7); aUora ottengo 

(5.8) ~ ID~oM]= lim ~ ID~oE;,I perogni pER +-N .  
.~p h-*oo ~p 

Vediamo ora che l'insieme M ha frontiera minima in Bp, per ogni pER + - N .  
Sia infatti L un insieme tale che L = M in R " -  B a, allora 

I IO ~0E~ I + I ph ~0~(x) a (ph x) d x 

(5.9) 
< S ID~OLl+ ~phq~,(x)A(phx)dx+ ~ I~oM--q~E;,ldn,,-1 

ffp ~p Ixl =p 

se h 6 sufficientemente grande in modo the .Bp~g2 h. Da (5.9) e (5.8), per h ~ + 0% 
supposto pER + - N ,  ottengo 

(5.10) S ID~~ < S ID~~ 
l~p Bp 

Quindi M ha fronfiera di misura minima in R ". D'altra parte M 6 un cono col 
vertice nell'origine. Infatti da (2.4) e dal fatto the M ha fontiera minima, ottengo, 
se 0<pa  < P 2 ,  

[ ~ Iq~M(P2X)--q~M(plx)IdH,-1] 2 
[xl=l 

(5.11) <2[  I IxlI-"ID~~ [0 ~-" I ID~~ -" I ID~OMI]. 
pl < Ixl ~p2 '8p2 ~px 

Ora, per pER + - N ,  posso scrivere 

(5.12) Pa-" S IDioM] = limp ~-~ ~ IDq~E~l = lim(pph) 1-'_ S ID~o~l. 
Bp h ~ oo Bp h -> oo Bp Ph 

Per la (2.10), la funzione g(p)=pl-,.~ IDq~EI+(n--1) Aog, p ~ monotona non 
Bp 

decrescente in p, e quindi ha limite per p ~ 0. Allora esiste anehe il limite 

(5.13) limp 1-" ~ ID~oEI =b.  
p~O ~p 

Per di pifl, dalle (2.13) e (2.5), ho the 

(5.14) 0<o) ,_1< b nco, ____-T-< + oo. 
Quindi da (5.12), ottengo 

(5.15) ~ ID~oMl=bp "-~ per ogni p E R + - N .  
~p 
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E da questa relazione, rieordando la (5.11), si ottiene the M ~ equivalente ad un 
cono col vertice nell'origine. 

Dalla (5.14), si ricava pure ehe 0e0M. Infine da (5.4), (5.8) e (5.1), ottengo, 
per p e R  + - N  e 0 < g < l ,  

(5.16) p l - , F ( M ,  p)=p~-"limF(E'h,  p)=lim(pph)  x -"F(E,  pph)>=aa(n, ~t). 
h"* oo 

Infatti, se h ~ sufficientemente grande, p ph<=~](n, ~). Ne deriva the lo zero 
un punto singolare della frontiera di M e quindi M non ~ un iperpiano. Questo 
in contrasto con il risultato ottenuto da SIMONS in [10], secondo il quale in di- 
mensioni minori o uguali a 7 non possono esistere coni di frontiera minima the 
non siano dei semispazi. Questo prova il teorema. 

Osservazione. Per n >  8, il discorso non si pub ripetere, perch6, per n =  8, 
E. BOMBIERI, DE GIOR61 e E. GtUSTI in [2] hanno provato l'esistenza di un cono 
di frontiera minima in R s, il quale perb non si riduce ad un semispazio. 

S e n  ~ qualunque, si possono estendere a questo easo, i risultati ottenuti da 
H. FEDERER in [6], per gfi insiemi di frontiera minima. I1 risultato finale ~ contenuto 
nel Teorema 5.2; per dimostrarlo premettiamo i seguenti lemmi: 

Lemma 5.1. Sia {Eh} una successione di insiemi minimizzanti il funzinale ~ (F) 
su di un aperto t2 di R ~, n>_2, con [Ah(x)l <=A h. Suppongo inoltre che 

(5.17) q~Eh -'* q~E in L]oo(R") e Ah ~ 0 per h ~ + oo. 

Allora, posto per X c R "  e O<k~R,  

(5.18) q~ (X) = inf ( ~ o~k 2-  k (diam B) k} 
B e G  

(inf fatto rispetto a tutti i ricoprimenti aperti numerabiB G di X),  risulta, per ogni 
compatto K contenuto in s 

(5.19) ~ok ((OE-O*E)c~K>maxlim~o~((OEn-O*Eh)c~K).  
h"* oo 

Dimostrazione. Basta provare ehe se V ~ un aperto eontente (OE-O'E)c~  K, 
allora (0 En - O* Eh) c~ K ~- V per h abbastanza grande. Se questo non fosse, riuscirei 
a trovare una sottosuccessione E~ di Ene  una sueeessione di punti xn, tali ehe 
x h ~ (OE~ - O* E'h) c~ K e eonvergente ad un punto x e K -  V. 

Sia ora d--dist(x, 0 f l )>0  e siano O < s < r < d ,  allora 

(5.20) Bs(xh)cB,(x)  se h ~ sufficientemente grande. 

Poieh6 xh e (OE'n - O* E'h) c~ K, allora per ogni 0 < ~ < 1, se s ~ ira 2 (n, ~) 0 < s < d, deve 
e s s e r e  

(5.21) F (E~, Bs (xh)) > aa (n, a) s"- x. 

D'altra parte, per quasi tutti gli r, 

(5.22) F (E, B, (x)) = lim F (E~, B, (x)), 
h'-'~ o0 
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e quindi, per O<r<o2a(n, ~) e 0 < s < r ,  ottengo da (5.22), (5.21) e (5.20), 

(5.23) F(E, B,(x))> max lim F(E~, Bs(xh))~_oa(n, ~t)s n-1. 
h'-* oo 

Siccome (5.23) vale per ogni s<r,  allora posso scrivere 

(5.24) F ( E , B , ( x ) ) ~ o a ( n , ~ ) r  n-1 per ogni O<r~_a](n, cO. 

Ne deriva che x ~ ( a E - O * E ) c ~ ( K - V ) ,  mentre dalle ipotesi fatte tale insieme 
vuoto. 

Lemma 5.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale ~ (F) su di un aperto 
f2 di R',  n ~ 2 ,  con IA(x ) I<A.  Se x e O E n t 2  e se 

(5.25) 0 *k (tp k L(OE-a*E),  x)=max  lim ~p~((aE-(9*E)nBp(x))  >0, 
p.-,O (O K pk 

allora esiste un cono M, tangente ad E in x, tale che 

(5.26) Hk((gM-O* M)>O. 

Dimostrazione. Posso supporre x=0 .  Per (5.25), riesco a trovare una suc- 
cessione Ph > 0, tendente a zero decrescendo e tale che 

(5.27) tp~ (((gE - (9 * E) c~ Bph (x)) > C co~ p~, 

dove C ~ una costante positiva. 
Considero ora in R", una omotetia di rapporto Ph, si ottiene aUora una suc- 

cessione di insiemi Eh che minimizzano il funzionale ~r (F) su di un aperto Oh, 
che si pub supporre contenga la sfera B2, qualunque sia h. Inoltre possiamo pure 
supporre the la successione r converga in L,**o (R") alla funzione caratteristica di 
un cono M. Ora da (5.18) e (5.27), si ha 

(5.28) r ((dEh--d*Eh)nBz)=ph~(pk (((gE--(9*E)nBph)>=C~o k. 

Ora da (2-10-2) di [5] si ricava la seguente relazione generale, valida per un 
qualunque Borel-limitato A, 

(5.29) <pk (A) = 0 see solo se Hk(A) = 0. 

La quale, assieme alia (5.19), completa la dimonstrazione del lemma. 

Teorema 5.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale Ja (F) su di un aperto 
t2 di R',  n> 8, con IA(x)I < A. Allora esiste un aperto W contenuto in I2, tale che 
(g E c~ W ~ una varietd (n - 1 )-dimensionale di classe C 2 . ~ per un opportuno ~, 0 < ct < 1, 
e 

(5.30) Hk(12-- W)=0 pereogni  k ~ R ,  k > n - 8 .  

Dimostrazione. In vista del Teorema 4.1, ~ sufficiente provare che 

(5.31) Hk(((gE-O*E)nf2)=O perogni k e R ,  k > n - 8 .  
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Suppongo dunque che sia possibile scegliere k > n - 8 ,  per cui non sia valida la 
relazione (5.31). Da (2-10-19, (2)) di [5] si ricava the 

(5.32) r *k (cp k I.A, x )>2  -k H~-quasi ovunque su A. 

AUora posso trovare a ~ ( d E - a * E ) n  I2 tale the 

(5.33) 0 *k (tp k L(aE-a*  E), a )>0 .  

Dal Lemma 5.2 posso trovare un cono tangente M a d  E in a, eonfrontiera orien- 
tata di misura minima in R ~, tale che Hk(aM-~*M)>O. Siccome Hk({a})=0, 
aUora posso scegliere be tgM-~*M,  b~=a, in modo tale che 

(5.34) O.k (~k L (t3M-d*M), b)>0. 

Ripetendo il ragionamento precedente, posso costruire un cono tangente D a d  M 
in b di frontiera minima in R" e tale the Hk(aD-a*D)>O. In questo caso perb 
D risulta un cilindro con generatrici paraUele a b - a  (vedi [12], Teorema XI). 
Possiamo supporre che le generatrici siano parallele all'asse x,, poich6 ci si pub 
sempre ricondurre a questo caso con una rotazione. Sia Q l'intersezione di D con 
l'iperpiano x, = 0. 

L'insieme Q ~ un insieme che ha frontiera orientata di misura minima inR"-1. 
Infatti se cib non fosse vero, troverei un insieme Q ' c  R"-1 ed una sfera Bt ( n -  1)- 
dimensionale, tali the 

QA Q' = (Q - Q') u (Q' - Q) ~ B,, 

(5.35) S ID~a.I < ~ ID ~P~I. 
Bt gt 

Sia ora a un numero reale con 

(5.36) (~ ID~p~I- ~ IO~o,I)a>mis.-x(QAQ'). 
Bt Bt 

Ora pongo F = Q ' x  [ - a ,  a]w(D--Btx  [ - a ,  a]). Se 0 < a < b ,  risulta che 

(5.37) FAD C B, x ( - b ,  b). 

D'altra parte, ricordando la relazione (3.13) di [8], si ottiene 

b 

ID~poI= ~ (S ID~I)d2=2b~ID~QI  
B t x ( - b , b )  - b  Bt Bt 

(5.38) 

e 

(5.39) 
b 

[D~oFI S(~lD~oa'l)d2+2 S (~lDcpr 'A = I(Q Q) 
B t x ( - b , b )  - a  Bt a Bt 

=2a ~ ID~oa, I + 2 ( b - a )  ~ ID~pol +2mi%_1 'A (Q Q). 
Bt Bt 

Infine da (5.38), (5.39) e (5.36), ottengo 

(5.40) S [O tp r I < 
BtX(--b ,  b) B t x ( - b ,  b) 

IDcp~l, 
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e ques t ' u l t ima  re lazione va cont ro  la minimal i th  di D. Ora  conc lud iamo la di- 
mos t r az ione  per  induz ione  s u n .  

Se n =  8, a l lo ra  da l  Teo rema  5.1 r isul ta  che 8Q ~ una  varieth 6-dimensionale  
di classe C 1'~ su R 7. 

Se n > 9 ,  noi  poss i amo  t rovare ,  per  ipotesi  indut t iva ,  un aper to  W di R n-1 
tale che 8Q c~ W ~ una  variet~t ( n - 2 ) - d i m e n s i o n a l e  di classe C ~'~ in R n- ~ e 

(5.41) Hk_I(Rn-I-W)=O per  ogni  k > n - 8 .  

Se quindi ,  per  n =  8, pongo  W - - R  7, a l lora,  in en t r ambi  i casi, ( W x  R)c~ dD ~ una  
var ie t~ ( n - 1 ) - d i m e n s i o n a l e  di classe C 1,* di R ~ e r i co rdando  la (2-10-45) di [5], 
o t tengo  

(5.42) Hk(R~-(Wx R))=Hk((R ~-1 - W) x R ) = 0 .  

Ora  s iccome in W x R la f ron t ie ra  di D ~ regolare,  si ha  che 

(5.43) aD - 0 * D c R ~ -  ( W x  R) 

e quindi  Hk(dD-d*D)=0. Questo  ~ in con t ras to  col  fa t to  che fosse 

Hk(aD-~* D)>O. 

Ringrazio il Prof. M. MIRANDA, the mi ha guidato in questa ricerca. 
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