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Introduzione

In questo lavoro, si estendono i risultati di esistenza e regolarita, ottenuti da
E. DE GIORGI in [4] per le frontiere orientate di misura minima, al caso di frontiere
di insiemi che minimizzano un tipo di funzionale pill generale di quello dell’area.
Questo nuovo funzionale, oltre al termine riguardante ’area, ne contiene anche
un altro. che coinvolge la curvatura media.

Con piu precisione, il problema considerato ¢& il seguente. Sia K un compatto
di R" (n=2), A(x) una funzione integrabile su K ed M un insieme di perimetro
localmente finito in R” (vedi [7], paragrafo 3). Indicata con ¢ la funzione carat-
teristica dell’insieme E e, per un insieme di perimetro localmente finito F, con
| D ¢p| 1a variazione totale della misura vettoriale avente per componenti le derivate
misure D¢y della funzione caratteristica di F, noi ci proponiamo di minimizzare
il funzionale '

F(F)= I{IDWH- IgcoF(x)A(x)dx

nella classe degli insiemi di perimetro localemente finito che, fuori di K, sono
uguali ad M.

Per comprendere meglio la natura del funzionale #,(F) ed il modo con cui,
in esso, interviene la «curvatura media», & utile considerare il seguente caso
particolare. Sia K=Q x [—r, r], dove 2 & un aperto limitato di R*~! con frontiera
lipschitziana ed r & una costante positiva, 4 (x) una funzione continua su X ed M
il semispazio {xeR"; x,<0}. Suppongo che I'insieme E minimizzi il funzionale
J,(F) e che esista una funzione f, definita in Q e di classe C?, tale che, posto
Y=(X1, X35 -vs Xy—1), SiQ

—r<f(y)<r perogni yeQ
EnK={xeR"; yeQ, —r<x,=f(y)}.
Allora il funzionale assume la seguente forma:
e
J‘A(F)=I]/1+IDf(y)l7dy+£dy § A(y,xn)dxn+a£)lf|dﬂ..-x
Q -r
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Ora, f minimizza il funzionale costituito dai primi due integrali dell’espressione
precedente nella classe delle funzioni regolari che sulla frontiera di 2 coincidono
con f, allora f verifica in Q I’equazione di Eulero associata a tale funzionale

n—1

Dif(y)
D (—-———‘—————) =A(y, .
.; N\ or (. f(»)
che ¢ proprio I'’equazione delle superfici con curvatura media assegnata. Pil
in generale, se £ minimizza £, (F), con 4(x) continua e se la frontiera di E all’in-
terno di K & una ipersuperficie di classe C2, allora la curvatura media in senso
classico di tale frontiera coincide con A4 (x).

Nella prima parte di questo lavoro (paragrafo 1) dimostrerd un teorema di
esistenza; nella seconda (paragrafi 2, 3, 4, e 5), con lo stesso metodo usato da
De GI0RGI per gli insiemi di frontiera minima, studiero la regolarita della frontiera
di una soluzione del problema, nel caso particolare in cui sia | 4(x)| < costante.

I teoremi fondamentali sono nei paragrafi 4 e 5, nei quali dimostro che, se E
realizza il minimo per il funzionale considerato in un aperto £, allora esiste un
aperto Q, contenuto in £, tale che la parte della frontiera di £ in 2, & una iper-
superficie di classe C**%, per un opportuno a: O0<a<1, ¢ I'eventuale insieme dei
punti singolari ha H, misura nulla per ogni s>n—8 (dove H, ¢ la misura di Haus-
dorff s-dimensionale).

W. K. ALLARD in [1], considera il problema della regolarita di «varifolds»,
le quali verificano una ipotesi relativa alla curvatura media. I risultati di [1] sono
tuttavia difficilmente confrontabili con quelli della presente nota.

1. Teorema di Esistenza

Riconsideriamo il problema formulato nell’introduzione. Sia McR" (n22)
un dato insieme di perimetro localmente finito, K un compatto di R?, ed A(x)
una assegnata funzione, definita e sommabile su K. Presa la seguente classe di
insiemi

& ={Fc< R" di perimetro localmente finito con F—K=M—K},

su di essa considero il funzionale
fA(F)=£ [D @l +£¢r(X)A(x)dx

Teorema 1.1. Nella classe F esiste un insieme E tale che
(1.1) F(E)=m=inf {F (F); FeF}.

Dimostrazione. Questo teorema si prova con metodo diretto, sfruttando il
teorema di compattezza per gli insiemi di perimetro localmente finito e la semi-
continuitd del funzionale £, (F). Osservo prima di tutto che

(1.2) —o<m< + .
Infatti, I'insieme M sta in &, allora:
m= S (M)E [IDoy |+ [lA(x)|dx< + 0.
K K

Draitra parte, per ogni Fe %, risulta S, (F)2 — | |A(x)| dx e quindi m> — co.
K
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Sia allora {F,} una successione minimizzante, cioé una successione di elementi
di & tale che

(1.3) m=lim £(F,).

h— o
Esistera ora una costante C tale che [£,(F,)|<C e quindi, se Q & un aperto
limitato contenente K, si ha

(14)  [IDopl=[IDog,I+ | IDoy|SC+ [lA(x)]dx+ [ [Doy|=C(Q).
2 K QK K 2 kK

Ne segue che alla successione F, posso applicare il teorema di compattezza per
gli insiemi di perimetro localmente finito (vedi Teorema 1.6 di [7]), allora esiste
una sottosuccessione della successione data, che io indico ancora con F,, tale che

@1.5) Qp,— @g in L}oc(Rn)5

dove E & un insieme di perimetro localmente finito. Siccome FE risulta uguale ad M
fuori di K, E sta nella classe &#.

Se vale (1.5) si ha, per ogni aperto limitato Q di R",
(1.6) {IDpg] <min :im [ID o5, I,
2

o 2

e quindi, se K< Q, si ottiene

{IDogl=fI1Dog|— | ID@gl
K Q2 Q-K

‘W) . .1 ’
Sminlim(f|Dog,l— § 1Dog,|)=minlim {|Deg,].
h— o Q2-K h—+o K
D’altra parte, il secondo termine del nostro funzionale ¢ continuo rispetto alla
convergenza in L\ (R"), cioé vale la relazione

1.8) foe(x)A(x)dx=1im [@g(x) A(x)dx.
K h— o K

Allora da (1.7) e (1.8), ottengo
F(E)sminlim [|Deg, |+1im [@f (x) A(x)dx
h— oo K h=+oo K :

(1.9) =min lim £, (F,)=m.

h— o

Da quest’ultima relazione e dal fatto che Ee#, ne segue che deve valere
F,(E)=m. Il teorema resta cosi dimostrato.

Osservazione. Nella formulazione del problema di Plateau da noi data, non
a caso l'insieme K & stato scelto chiuso, infatti se, per esempio, si prendesse un
insieme K aperto, allora non avrebbe senso considerare il problema al contorno,
perché in questo caso il primo membro del funzionale non terrebbe conto della
massa concentrata sulla frontiera di X.

Qualora A(x) sia identicamente zero, il funzionale considerato si riduce a
quello dell’area. In questo caso sono noti risultati di regolarit per la frontiera di E.
In particolare DE GioRralI in [4] ha dimostrato che, se £ ha frontiera orientata
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di misura minima in un aperto 4 di R", allora esiste un sottinsieme aperto della
frontiera di E in A4, che & una ipersuperficie analitica (n— 1)-dimensionale. H.
FEDERER ha poi studiato I'insieme degli eventuali punti singolari, dimostrando in
[6] che tale insieme ha H, misura nulla, per ogni numero reale s maggiore di n—8.
Quindi, se n<7, non esistono punti singolari. Si provera qui un risultato analogo
nel caso in cui E minimizza il funzionale £, (F), dove la funzione 4(x) si suppone
limitata.

In primo luogo, dimostrerd nel paragrafo 2 alcune diseguaglianze utili per
ottenere i lemmi del paragrafo 3, che sono i risultati che mi permetteranno di
effettuare la regolarizzazione della frontiera di E.

2. Alcune Diseguaglianze

Indicherd con B,(x)={yeR"; |y—x|<p}, con B,=B,(0) e con w, la misura
della sfera unitd n-dimensionale. Ancora, dato un insieme E, indicherd con E
la sua chiusura, con JF la sua «frontiera essenziale», cioé I'insieme di quei punti
di R" tali che ogni loro intorno interseca sia E che il complementare di £ in insiemi
di misura n-dimensionale positiva, e, se E ha perimetro localemente finito, con
0* E la sua «frontiera ridotta», cioé I'insieme dei punti di 0 E, per i quali esiste il
limite

R _!. )D‘PE
] pix — —_—
,,1.1.1(1,1+~_—j' Do) =v(x) e |v(x)|=1.
By (x)
Osservo che, per il teorema di Lebesgue-Vitali, il limite considerato esiste e il
suo modulo vale 1 quasi ovunque rispetto alla misura | Dog|.

Se E ¢ un insieme di perimetro localmente finito e C & un compatto di R",

poniamo

2.1 O(E, C)=inf{[|D@s|; F~-C=E-C},
¢
(2.2) Y (E, C)=£ID¢EI—9(E, 0.
Per brevita scriveremo O (E, p)=0(E, B,(0)) e ¥(E, p)=¥(E, B,(0)). In seguito
ci saranno utili le seguenti diseguaglianze:

Teorema 2.1. Se E e L sono due insiemi di perimetro localmente finito, xe R®,
nz2,r>0,p>0, p<r; allora

23 I@(E,E,,(X))—@(L,17,,(x))léI } _ les0 =i, -,

"I]

-[I ] I</>;1;(x+r(y—x))—qog(xho(y—x))laYH,.-l]2

y—x|=

@4 =2 | ly—xll'"wm-(r‘""§§)|D¢E|—p""jwqosl

p<|y—x|<r Bo(x)

+(n- l)ft“” Y(E, B,(x))dt).

Per la dimostrazione di questo teorema, vedere [9)], Teoremi 2.3 e 2.5.
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Definizione 2.1. Dird che un insieme F minimizza il funzionale J,(F) in un
aperto Q di R", se E minimizza #, (F) nel senso del Teorema 1.1 su ogni compatto
K contenuto in Q.

Lemma 2.1. Sia E un insieme che minimizza il Junzionale S,(F) su di un aperto
Qdi R, n=2, e sia |A(x)|£A. Se xeR" e, per p>0, Ep(x)cﬂ, allora valgono
le relazioni

@.5) [ IDeslS™S% 0" + Ao, p"
Ep(x)

€

2.6) ¥(E, B,(x))<S Adw, p".

Dimostrazione. Indico con E, un insieme tale che

@7) [ 1Dos,|=0(E, B,(x))

ﬁp(x)

(con un ragionamento simile a quello tenuto nel Teorema 1.1, si pud dimostrare
che un tale insieme esiste). Allora posso scrivere

28 |D¢.E|+B g )«ps(y)A(y)d‘yg i { 1oz, I+ {_,) ?e,() A()dy.
p (% Bo(x) - p (%

Bo(x)

Draltra parte, per I'insieme E, vale la seguente maggiorazione:

(29) [ IDpg |2 ot
Ep(x) 2

come si vede confrontando E, con gli insiemi E, U B,(x) ¢ E, — B, (x) (Teorema VII,
paragrafo 2 di [4]). Da (2.8) e (2.9), si ottengono subito le (2.5) e (2.6).

Lemma 2.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale #,(F) su di un aperto
QdiR", nz2,con|A(x)| L A. SexeR" e,perr>0,B.(x)=Q,allorase0<p;<p,<r
ottengo

(210)  p37" | Desl—pi" | |IDegl+(n—1)Aw,(p;—p))20.

02(%} By, (%)
Dimostrazione. Da (2.4), deriva che
P2 :
@11) pb™ [ IDegl—pi™" [ IDegl+(n—1) " WE, B(x))dt20.
By, (x) By (x) P1

Draltra parte, tenendo presente (2.6), ottengo
P2

(2.12) [ " (E, B,(x)dtS A0,(p,—py).
P1

Questa, assieme alla (2.11), mi fornisce la relazione iniziale per la sfere chiuse.
Per completare la dimostrazione, basta osservare che, per ogni £:0<e<pg,—py,
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risulta
pr " | IDoglzpi™ | |D@gl

By, (x) Bpy—e(®)

2p; "[(p2—8)""'pi ™" | D@l
Bﬂl(‘)

—(p2—&)" ' (n—1) Aw,(p,—¢ —-p1)]
e quindi, per I'arbitrarieta di e, si ottiene la relazione cercata.

Lemma 2.3. Sia E un insieme che minimizza il funzionale $,(F) si di un aperto
Q di R",n22, con |A(x)| S A. Se xedE e se, per p>0, B,(x)c=Q; allora vale la
relazione

(2913) pl-—n ,‘. ID(pEl+(n+1)Awnpgwn—l'
B, (x)

Dimeostrazione. Suppongo dapprima che xed* E. Allora, per una proprieta
nota della frontiera ridotta di un insieme (vedi Teorema III di [3]), risulta

(2.14) lim p'™" | |Dogl=0,-,.

po0+ Bo(x)
Quindi, dalla relazione (2.10), scritta per 0<p, <p, facendo tendere p, a zero, si
ottiene la relazione cercata. D’altra parte, se xedE, basta osservare che vale
questa semplice uguaglianza
(2.15) FE=0"E
(vedi anche [11], Teorema XIV).
Quindi, per ogni £>0, esiste yed* E con |y—x|<e, allora

P’ [ IDeelZp'™" f |IDggl
Bo(x) Bp-c(y)
; ((p s)n l @y 1 (n I)A(D,,(p s)n)
Questa relazione, data ’arbitrarieta di ¢, mi assicura la validita della (2.13).

Lemma 2.4. Sia E un insieme che minimizza il funzionale #,(F) su di un aperto Q
diR",nz2,con|A(x)|<A. SexeR"ese,perr>0, B,(x)=Q, allorase0<p,<p,<r
ottengo

197" § Dos=pi™ | DosPsna, (1+24p,+(n1-1)log 2)
2.16) Bp,(® Bp, (x) Py
' (027" | ID@gl—p1™" | ID@gl+(n—1)Aw,p,).
By, () By (0 »

Dimostrazione. Osservo che per >0, vale la relazione

(2.17) _I D= j q’E(.Y) dH,_,.
Be(®) fy—x|=t | I
Ovvero
(2.18) 17" | Dog= I (ps(x+t(y x)) 2% _an, ,,

Be(x) Iv— —x|
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e quindi

(219)  1p3™" | Dog—pi™" [ DoglS | ies(x+p(y—x)

By, () By, (x) ly—x|=1
_¢E(X+P1(y—x))| dH,_,.
Ricordando ora (2.4) e (2.12), resta da provare che I'integrale
2 ly=x"""|Dogl
p1<|y—x[Sp2

si pud maggiorare col primo fattore a secondo membro di (2.16). Comincio
coll’osservare che

§ o ly=xI"""IDogl=p3"" | ID@el=pi"" | Dol

p1<ly—x|2p2 Bp,(x) B, (x)

(2.20) 2
+(m—1)ft7( ) )|D¢El)dt.

Be

Per una funzione regolare f, questa relazione si ottiene con una integrazione per
parti, infatti:

Iy—XIl""IDf(y)Id.V=fz(t"” | IDf(»)|dH,_,)dt

p1<|y—x[Zp2 ly—x|=¢

ST [ IDOILH+a=D T [ DIO)Idy)dr

ly~x|se ly~x|=

(2.21)

Per ¢g, (2.21) si ottiene con un opportuno processo di approssimazione (vedi
parte finale del Teorema 2.5 di [9]). Dalle (2.5) e (2.20), ottengo

§  ly=xI""Degl=p™" | Dogl

p1<|y—x|Zp2 By, (%)

P2
2.22) +(n—1)f ¢ (1’—2‘91+Aw,,t) dt
P1

s"_“l':-(1+2Ap2+(n-1)1og£2—).
2 P1

3. Due Lemmi Fondamentali nello Studio della Regolarizzazione

Lemma 3.1. Per ogni numero naturale n,n=2, e per ogni costante positiva A,
esistono un numero 8 ,(n)>0 ed una funzione reale A ,(€), definita in (0, 3 ,(n)) ed
infinitesima nello zero, tali che, se E minimizza il funzionale #,(F) su di un aperto Q
di R*, con |A(x)|< A4, se B,c=Q, e se

3.0 [ID@sl— [Dy0s<e  per 0<e<dy(n),
Bt B

allora, posto

(3.2 f(x)=

—-4n

e -
—|x-tje-*4

e oe(ndt

n!w, lrl'Ll ’
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risulta

. D, f(x) T('l——'ﬁ 2 2}
3.3 inf{="s x| S1-2e°"7 0 e <f(x)<1 ="} 21— 1,(e).

Dimostrazione. In primo luogo, provero 'esistenza di una costante positiva
04(n), tale che, se 0<g<d, (n) e se x verifica le condizioni richieste in (3.3),
allora D, f(x)>0. Per far questo, comincio coll’osservare che, se pongo £, =En B,
allora

(3.4) D, f(x)= :,—w fe =1 D o, ()
[

—4n
(3.5) DS [ 1Dy, | 1),

Da (3.4) si ha la seguente maggiorazione, per 0<o <1,

—4n

DS+ | e =1 (1Dgg| (1) D, o)

3.6) n! n [t|<1-0
. 8"'4" gl e-4 28—4"

n! o |tl>j;— e-lx-tlr‘ID(pExl(t)'

n! w,

Da (3.6) si ricava subito che

4n
Duf 2o 1 Dosl0=2 [ 1" IDgg |
G I (TN IO X0

Studiamo ora il secondo membro di (3.7).

Fissato e:0<¢g< 1, considero o tale che ¢* <o < 1. E’ possible allora determinare
un numero finito di punti y; di JEn{xeR"; | x| £1—0}, con le seguenti proprieta:

(3.8) BEn{xeR"|x|S1—a}c UBu(y),

3.9 Bo;s(¥) N Ba3(y;)=9 per i%j.

Per la scelta da noi fatta di ¢ e o, le sfere B,«;3(y;) sono tutte contenute nella sfera
unitd e quindi, ricordando anche la (2.13), ottengo

fe 1 Do 1ZY e Dol ()
T |t—yi<ed/3

(3.10) gze—lx—yll £-4-1/3 3—n84(n—1)(3a)n_1 —(n—- NAow, 84)-

Se suppongo ora di aver fissato ¢ in partenza in modo che

1/4
s<5;(n)=((72_“-;1'):j5—) ,

ottengo da (3.10)

Gip  Feoieigt R T

—|x—tle-4
S—fe ID e, | 2.
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Draltra parte, per (3.8), posso scrivere

e "1 (1D gg| (1) —D, 9£ ()

It1£1~0

(3.12) Y [ e (1Dggl (- D, 0x(1)

i ft—yil<ed

ége“"“"‘““““( | IDosl—= [ D,og).

Bga(3:) Bya(yi)

Poiché &* <o, dalla (2.10), ho

j [Dogl— j an’Eéa“n_l)[al—" _f quoE]-a'l_" I D, g

Bea(yi) Bea() Bo(31) Ba(y1)
3.13 _ - '
(3.13) +0'™ | D,pg—e**™ | D,pp+(n—1)Aw,s].
Bo(y1) Bea(yd

Dalla ipotesi (3.1) del lemma, tenendo presente che la misura |Dog|—D,of &
non negativa e quindi monotona rispetto alla inclusione insiemistica, ottengo

(3.14) '™ | |Dogl—c'"" | D,pp<ed ™.
Bo(y) Bo(y0)

Mentre dalla relazione (2.16), risulta

ot " j Dn(PE_64(1_") .‘- D, g

Bo(y) Bpa0)
(3.15) SYno,(1+240+(n~-Dloge *a)"*(¢' ™" [ [Dogl
Ba(y0)
—*@™ | IDgg|+(n—1) Aw,0)'>.
Bea(y)
Da (2.18) si ottiene
(3.16) '™ | D,¢r<o,,
Bo(y1)
e da questa, da (2.13) e (3.14), si ha
a'" | Degl—e*T [ Doyl
Bo(v1) Bgs (90
(3.17) <o'™ [ IDggl—0'™ | D,op+(n—1)Aw,s*
Bo(y1) Ba(y1)

Seo' "+ (n—1)Aw, .

Infine dalle (3.12), (3.11), (3.13), (3.14), (3.15), e (3.17), ottengo per 0<e<dy ()

e~ 1=l !—‘(|D(PEI (0—D, (PE(t))

s1-a

4/3 an J—
(3.18) é—-———ew 3 [ee' "+)/nw,(1+246+(n—1)loge™ *o)'?

n—-1

(r—1 Aw,(e+e)+80' ") 2 +(n—1D Aw,0]fe™* 1" Do, | @),



366 U. MAssARI

Dalla (2.5) e dal Teorema 2.6 di [7], relativo alle tracce sulle superfici sferiche delle
funzioni aventi derivate misure, ottengo la seguente maggiorazione:

3now,

(3.19) [ IDes|(S [IDosl+ | |0eldH, 1 S22+ A,
t|>1-a By lt]=1

Dalla quale, supposto [x|<1—2a, si ricava

(3.20) f e*'*-""‘|nlp,_.,|(t)g-‘gl e (3n+24).

[t|>1~0o

Draltra parte, ¢ facile verificare la validita del seguente enunciato:

Per ogni intero n, esiste una costante positiva £(n). tale che, se E & un sot-
tinsieme misurabile di R”, xe R*, e vale la relazione

-4n

2 € —lx—t[e—4 2
< e dt<l—g

con O<g<e(n), allora
JEn{yeR"; |y—x|<&’}+0.

Quindi, nel nostro caso, se ¢ in partenza & scelto in modo che O<e<e(n), se
x€eR" & tale che 2 <f(x)<1—¢?, allora esiste un yedE con |y—x|<&?, percid
ottengo, supponendo anche |x|<1-20,

Jer = Do 1(0z [ T IDog| (1)

lt—yl<e?
(3.21) 2e 220" (@, ~(n—1) dw,s?),
€ s¢
n . Wy—y 12
0<e<d4(n)=min {8(")’ (W) ’
allora
(3.22) fe ™1 Doy | (D22t e 200,

Ora osservo che o fissato all'inizio pud essere preso in questo modo
1

o=¢2"1_Con tale scelta, ’espressione tra parentesi quadre a secondo membro
di (3.18), diventa

_ 1 1 _ 2
(p(a)=s”2+l/nw,,(1+2A82("_1) +(n—1)loge?*"~1 )
(3'23) 1 1/2 1
-(8”2+(n—1)Aw,,(84+8 2(”_”)) +(n—1)Aw,e?™ D,

La funzione ¢ ¢& infinitesima nell’origine, allora esiste una costante positiva 6% (n)
4/3 n

tale che, se 0<e< 8% (n), allora @(e)<1/2. Quindi, per 0<e<min {'(n),

n—1

1
M (m), 85}, 1x]1=1-2620-D e g2 <f(x)<1—¢?, ottengo da (3.7), (3.18), (3.22)
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e (3.20),
8—4" 1 —x|x—=t]e=4 —-|x=~t]e~
DSz [ 31T IDoRI0=2 | P gy 1)
nlow, |2 >1-a
(3.24) I
>__5_“ On-t 3n+24 e’ Hem D ~2e-2 2(n—1)
=n!w" 7] —C!),,( n+ )—e—_—z?j—-az(n_-l—)— e & .

Indico ora con ¥(¢) il secondo termine in parentesi di (3.24). Siccome

1
& —
=D >
¥(¢) ¢ una funzione infinitesima nello zero, quindi riesco a trovare una costante
positiva 8% (n), tale che se 0<e <Y (n), allora ‘I’(z»:)<-———m"8'1 .

Finalmente, posto &, (n)=min {8 (n), 6% (n), 6''(n), 8% (n)}, per 0<e<d (n),
ottengo

(3.25) D,f(x)z

~4n
Dy & g2t 2= g
8n! w,

1
Infine, sempre per 0<e<d,(n), |x|S1—-2620"1D, g2 <f(x)<1—¢?, ricordando
(3.9), (3.5), (3.18), (3.20) e (3.22), ottengo

1-Daf@® _fe " (1D gy, | ()= D, 05, (1)
IDfCAT= " e P Doy, 1)

(3.26) 4/3 2n
s 0@+ ¥O=1,0)

Oy y n—

e da questa, si ottiene la (3.3).

Lemma 3.2. Sia {E,} una successione di sottinsiemi di:R", n=2, verificante le
seguenti proprieta:

a) E, minimizza il funzionale %, (F) su di un aperto Q, contemente la sfera
unitd chiusa, con | A,(x)|<A4;

b) valgono le relazioni

(3.27) J |D(PE,.|‘J D,pp, <&  &>0; h218h< +0;
B Bi =
e
(3.28) lime; ! ¥(E,, 1)=0.
h— o

Allora, per ogni numero reale a, 0<a<1, esiste un insieme N,, contenuto in (0.1)
di misura lineare nulla, tale che, se te(0.1)— N,, é possibile trovare una successione di
insiemi {L,}, per cui

(3.29) lime;* ¥(L,, )=0

h—+ o
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(3.30) lime, *(f D@y, | = [I1D@g,[)=0
h—> o B: Be
(3.31) lima, | ID<er_ID<Psh|=0

(3.32) maxllme,, l(f IDog,|—| B D<p£h|)<mathe"( I [Dog, 1| _f Do)

Be:

(3.33) per ogni intero h la funzione di x

Bj(')Dgo,_,_

vy (x)= lim =%

e R T
By (x)

é continua su 0L, n B, e vale la relazione

lim inf {v, (x); [x]<t, xedL,}=1.
h+ .

Dimostrazione. Pongo

(3.34) Ju(x)=

4n

—lx=t]eg*
@g,(Ddt
'wn |x|'£1 "

e indico con E; = E, n B, allora posso scrivere

(3.35) Ilf;.(x) lps,.(x)ldx< fe en (II(PE,,(X V= (x)]dx)dy.

D’altra parte, si vede facilmente che

(3.36) _Il%,;(x—Y)—(PE,;(X)IdX§nIyIRI [Dog;|
B: "
e quindi, da (3.35), ottengo
2
(3.37) § If;.(X)—(P;s,;(X)Idxé—nTl | § e Mdytns f [D@g;|.
Bt Sy >lhl
Ora da (2.5) e dall’ipotesi a), risulta’
3n

638 [IDogl=[1Denl+ [ losldH, 1S, (5+4),
e quindi
(3.39) max limeg; 3(]‘ | £ () — g, (x) | dx) < + 0.

h—> oo

Essendo ) &,<+ o0, per il teorema di B. LEvi sulla integrazione delle serie a

h=1
termini positivi, esiste un insieme N, < (0,1) di misura lineare nulla, tale che
(3.40) lime;? | |@g,—fuldH,.;=0 per te(0,1)—N,.
h— o [xj=t

e s]
Se indico con p la misura p=) ¢, | Dog,;|, per la derivabilita delle funzioni
' k=1
monotone, esiste un insieme N, <(0,1), pure di misura lineare nulla, tale che

(3.41) lime;®> [ du<+o per te(0, 1)—N,,

h— oo t<|x|St+ep
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e allora

(3.42) maxlime; > |  [Degl<+o  per te(0,1)— N,.

h—= o t<|x|St+ed

Da (3.5), integrando su B, si ottiene

G4)  [IDA@Idxs[IDer 0) (5
Bt

R
Ie"""y"“4dx)
w’l B

(gli integrali a secondo membro si possono invertire grazie alla continuita di
[ e lxvler ‘1 D(pE;‘l(y)). Scomponendo ora il primo integrale a secondo membro
di (3.43), nella somma dell’integrale su E,J,ai, dove si suppone che t+&2 <1, e di
quello sul complementare, ho, ricordando la (3.38),

In+24
§

~lrlg
y.
2n! Iy} >e;?

(3.44) f IDA(IdxS | IDog,|+

§t+eg

Quindi, da (3.42) e (3.44), ottengo
(3.45) max lime, ' ([ IDf,(x)|dx— [ |Dog,1)<O,  te(0,1)—N,.
h=+ B ) B

Ora pongo N,=N, U N, e considero I'insieme N,={te(0,1); aze N,}, siccome
mis(N;)=0, allora anche mis(N,)=0, e quindi, se indico con N,= N, u N;; ottengo
un insieme di misura lineare nulla. L’insieme N, & quello richiesto dal lemma.
Sia, infatti, te(0,1)— N, e sia < 1; indico con

(3.46) S, (A ={xeR"; f,(x)=1}.
In primo luogo, osservo che risulta
1
(3.47) | If I(PEh_f;.IvdHn—l:gdll II |08, — Ospay| dH - 15
x|=t x| =t .

e quindi, da (3.40), si ricavano

(3.48) hhms,, ng/llj | @, — Ps,y| dHp—1=0,
-+ xj=t

(3.49) hhme,,z_fd/ll lj | @5, — D5, | dHy—; =0.
-0 x at

Allora, per il gia ricordato teorema di B. LEvi, esistono due insiemi' M;, M,
contenuti in (0.1) di misura lineare nulla, tali che

(3.50) lime; ' | l@g—@s,nldH,—1=0 per 1e(0,1)~M,,

h— Ix|=t
(3.51) :ims,,'ll II | @g, — @s,y] dHp—1 =0  per 1€(0, 1)—M,.
— 0 x| =at

Sia ora M =M, U M,, allora mis(M)=0 e per 1e(0,1)— M, valgono entrambe le
relazioni precedenti. D’altra parte, per il Teorema 1.6 di [9], ottengo

1
(3.52) JIDf()dx= 6[‘”__[ IDos, 13
Bt Be
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da cui si ha
t—e

(3.53) (I |D¢sh(1)|)d}~§ I IDfy(x)|dx
& B B

Allora, esiste un 1,e(eZ, 1 —&)— M, tale che

(3.54) (1-2¢) [ ID@s, 3| < S IDA(X) 1 dx.

B Be

Ora pongo L,=S,(4,), allora (3.50) e (3.51) si possono riscrivere

(3.55) lime; | |9z,~@,|dH, =0,
h— o |x|=t¢

(3.56) J.limz»:,:l‘ Ij |@g,—@p,|dH,_,=0.
= xi=at

Dalla (3.54), supponendo # sufficientemente grande in modo che sia 1—2¢Z>0,
ottengo

(3.57) ah_l(ﬁ‘;ID(Pth_ jID(thI)éah_l(E{lth(x)ldx—ijtlD(thl)

Be

2¢,
a3 | AQILES

t

Da (3.43) e (3.38), risulta che I'ultimo integrale di (3.57) & limitato indipenden-
temente da A, quindi, ricordando (3.45), ottengo

(3.58) max lime, *([|1Do.,|— [ IDog,|)<0.
h—v o Be

Be
Ora da (2.3), ottengo la maggiorazione

(3.59) JIDog, |~ [IDo |SY(E, t)+' § log,~ouldH,_,,
B: Be

x|=t

e quindi, ricordando (3.55), I'ipotesi (3.28) e il fatto che la funzione Y(E,1¢) &
monotona rispetto alla variabile ¢, ottengo

(3.60) max lime, ' (§|D@g, |~ [ ID@L,[)<O
h—= oo B B

che, assieme alla (3.58), mi da la (3.30).
Draltra parte, da (2.17), ho

(3’61) l_j‘D(pr.—__’.D(pE,.lé j I(pLh—qDE;.ldHn—l,
B: Be {x| =t

(3.62) |J Do I Donls [ 1on=puldH,
Bae Ba: x|=at

e quindi, da (3.55) e (3.61), ricavo la (3.31). D’altra parte, per la (2.3), ho

(3.63) IY’(L;.,I)~‘P(E;.,t)léI_IIDthl—_leprhl|+lII | @1, —¢g,1dH,
Bt Bt x[=t

dalla quale si recava subito la (3.29).
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Infinite da (3.59), scritta per B,,, da (3.28), (3.56) e (3.62), ottengo
(3.64) maxhlims:." Y(§ 1Pog,|—| | Dog,|~ § IDoLl+]| | DoL,|)<0.
-0 Bat Bat Baxt Bac

Da cui si ha Ia (3.32).

Suppongo ora che xedL,n B,, allora sard |x|<t<1 e f,(x)=4,. Per la scelta
di A, si ha &2 <f, (x)<1—e¢?; d’altra parte, siccome la successione g, tende a zero,
1

esiste un indice #,eN, tale che per A>h, risulta t<1-2¢2?"D e g,<d,(n),
dove la costante d,(n) & quella che compare nel Lemma 3.1; quindi posso con-
cludere che

- Dy fulx oD
(3.65) lnf{Wﬁi))T; [x]<1-2g2¢ ”,xeaL,,}gl—/lA(e,,).
Essendo D, f,(x)>0 e ricordando che L,={xeR"; f,(x)= 4,}, si ottiene
_ Dfi(x)
AT TR

(vedi Lemma 5.4 di [9] e osservazione 5.7 di [7]). Quindi, per 4> h,, la funzione
Vg, (x) risulta continua su 0L,NB;. Da (3.65), si ottiene la relazione finale
di (3.33).

4. Lemma di De Giorgi e Regolarita

DE GIORGI in {4] dimostra, per gli insiemi di frontiera minima, un Lemma che
gli sard poi utile nello studio della regolarizzazione, noi ora proveremo un risul-
tato analogo.

Per un insieme di perimetro localmente finito £ e un Borel-limitato B< R",
pongo

(4.1) F(EsB)=£|D§DEI_|£D(PEI'

Per brevitd scriveremo poi I'(E, p)=I'(E, B,). Allora vale il seguente lemma:

Lemma 4.1. (DE GIORGI). Per ogni intero n, n=2, per ogni numero reale A>0
e per ogni o, 0<oa<1, esiste una costante reale positiva o ,(n, o), tale che, se E
minimizza il funzionale F(F) su di un aperto Q di R" con |A(x)| <A, se xeR",
p>0, B,(x)=Q e se

4.2) I'(E,B,(x))<ep" 'Sa,(n,0)p""" per psé?,
allora
4.3) I'(E, B,,(x)<)ae(@p)y™".

Dimostrazione. Ragiono per assurdo e suppongo che esistano neN, n=2,
una costante reale A>0e un «, 0<a<1, per i quali non esiste la costante g ,(n, «).
Allora, & possibile trovare una successione di insiemi E,, di aperti £, di sfere

o0
B, (x;), di numeri g, cong,>0¢ hzle,,< + 0, e di funzioni 4, (x), con | A,(x)| = 4,

26a Arch. Rat. Mech. Anal,, Vol. 55



372 U. MASSARI

tali che E, minimizza il funzionale 4, (F) su @,, B, (x,)<=Q;, ¢
(44) r (Em Bp,.(x)h)éeh py "l per p= shs
(4.5) I (Ey, By, (xp) >V 2 en(xp) ™"

Considero ora in R" una traslazione che porti x, nell’origine, una rotazione

che porti il vettore | Dy, nella direzione dell’asse x, ed una omotetia di
By, (xn)

rapporto p,. Indico con F I'insieme che si ottiene da F mediante tali operazioni e
con 7,(x) il trasformato del punto x mediante le prime due. Allora valgono le
relazioni

4.6 IID(thI_ph ' [IDog,l,
By
4.7) {Dog,=pi" ' | Dog,,
By §h
4.8) J @) 4(x) dx=pp [ 05,0 445" (2rx) dx,
h By

dove B, & un Borel-limitato contenuto in €, e 7; ! ¢ I'inversa dell’applicazione .

Da (4.6) e (4.7), ricordando le ipotesi (4.4) € (4.5), si ottiene
4.9) I(E, 1)= | IDog,|— | D05, o
B B

(4.10) I(E,, 0)>¢g,o 12,

Ancora da (4.6) e (4.8), risulta che l'insieme E, minimizza il funzionale JA;. (F)
su Q,,, dove con 4, ho indicato la funzione 4, (x)=p, 4,(t; 1 (p,x)). Ora, siccome
B, =@, ricordando la (2.6) e la seconda di (4.4), ottengo

(4.11) Y(E, D<p,0,ASel 0, 4,

da cui si ha

(4.12) lime, ' ¥ (E, 1)=0.
h—w

Quindi la successione E,,, minimizzando £, (F) su Q,,, con I;l,,(x){g prA, veri-
ficando (4.9) e (4.12), soddisfa alle ipotesi del Lemma 3.2. Ne applichiamo i risul-
tati con

{4.13) f=oa’ dove n-—-+1{2

Siccome a < f, posso trovare t€(0,1)—N;, tale che a<¢p. Per B, ¢ cosi prefissati,
mi costruisco la successione {L,} con le proprieta elencate nel Lemma 3.2.
Draltra parte, confrontando le superfici approssimanti frontiere orientate di
misura minima con le funzioni armoniche, si ottiene il seguente risultato (vedi
Teorema 4.4 di [9] e Teorema III, paragrafo 3 di [4]):
Sia {N,} una successione di insiemi misurabili di R", n=2, € g, una successione
di numeri reali positivi. Per >0, valgano le relazioni
(4.14) max lime, ' (N, )1,

h— o

<y<l1.
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(4.15) lime; ' ¥(N,, £)=0,

h—

(4.16) per ogni ke N, vy, (x) sia una funzione continua su dN, n {xe R", | x| <t} e valga

lim inf {vy, (x); |x]<t,x€dN,}=1.
h=> 4+ o0

Allora per ogni o, 0<a<1, vale che

4.17) max lime, ! T(N,, af) <ot 1.

h— o

Per le (3.29) e (3.33), basta provare che vale (4.14). Questo si vede dalla
relazione

(4.18) T'(Ly, )= [IDoy, |- [I1Dos, |+ [IDog,|— [ D,08,+ [ D.og,—| [ Doy,|-
B Be B Be Be Be

e da (3.30), (4.9) e (3.31).
Quindi, nel mio caso, ricordando anche la (3.32), ottengo

(4.19) max lime; * (T'(E,, B)) S "+
h— o0

Draltra parte, la funzione di insieme ||Dgg|—|f Dog| & monotona rispetto
A A

alla inclusione insiemistica e quindi, ricordando che a<ft, da (4.19) e (4.10),
ottengo

(4.20) "~ V2 <max lime, (I (Ey @) <" 1.
h— o0

Mentre per la nostra scelta di § &
(4.21) i< 12

Questa contraddizione mi assicura la validita del lemma di DE GIORGI.

Osservazione. Il lemma di DE GIORGI si pud applicare ripetutamente. Cioé,
se tutte le ipotesi del lemma sono verificate da I'(E, B,(x))Sep" ™!, p<é?, si
ricava che I'(E, B, ,(x))S)/ae(ap)*~". Ora osservo che ap=(}/ae)® e ae=<
6 4(n, o), e quindi il lemma si pud applicare di nuovo, allora ottengo

F(E, Bazp(x))é dS(azp)"‘l

e ancora a2 p < (xe)? e ae<e< 0 ,(n, o). Quindi, il lemma si pud riapplicare.
Si vede facilmente che, dopo 4 passi si ottiene la relazione

(4.22) T'(E, By ,(x))<o? e(o p)" 1.

1l Lemma 4.1 ci fornisce uno strumento di notevole utilita nello studio della rego-
larita della frontiera di E.

Un primo passo & lo studio delle proprieta della funzione v(x). Comincio
col dimostrare la seguente maggiorazione:
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Se peLl.(R") e ¢ ha derivate misure, allora se 4 ¢ B sono due Borel-limitati
con A< B, allora vale

JD(P ngp ngfpl £ID¢I—|§WD¢I 1z
(423) Dol [ Dol =2 (ol ~ {1Do]

Infatti siano u e v i due vettori che compaino nel primo membro della relazione
precedente, allora |u|<1e |v|=1 e quindi

(4.24) lu—v?L2-2uv=2(1—uv).
D’altra parte,

£D¢£D¢
4.25 Do|l-(1—=uv)=\||Do|—"——+—"——.

La misura a secondo membro di (4.25), dove suppongo B fissato, ¢ non negativa
¢ quindi monotona rispetto alla inclusione insiemistica, allora

{Po-{Do |[Do|*
(4.26) JIDW—Wé;ID(pI— (Dol

da cui, ricordando (4.24), (4.25) e il fatto che | | Do|< [ | Do, si ricava (4.23).
B B
Dimostriamo ora il seguente lemma:

Lemma 4.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale #,(F) su di un aperto
Qdi R\, n=2, con |[Ax)|£A. Se xeOENQ e se esistono p,e>0 e a,0<a<]
tali che B,(x)cQ e
(4.27) I'(E,B,(x)sep" 'S0, p"!, p=ed,
allora xed0*En Q.

Dimostrazione. Osservo, prima di tutto, che posso supporre

1
(4.28) P <2—(’1'_T)25;.

Infatti, se cosi non fosse, basta considerare hc N, tale che p, =a*p <m.

Allora per il lemma di DE GIORGI risulta
I'(E, B, (x))sa"*ep} ' Sepi '<o(n, ) pi ™" e pySp=el;

cioé p, verifica tutte le ipotesi fatte su p e, in piu, verifica (4.28).
Devo dunque provare che esiste il vettore v(x) e che |v(x)|=1. Dimostro
in primo luogo che la successione

B j( )D(pE
4.29 v, (x)=—2220
(4.29) (X) Dol

B, o0 (%)
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€ una successione di Cauchy. Infatti, tenendo presente la (4.23), posso scrivere

la seguente maggiorazione:
k—1

[Vh4x(X)—0,(X)| = Z l"h+k-—j—1(x)“'vh+k—j(x)|
4.30 _
( ) Sk 12(F(E, Bpahﬂc—.i—l(x)) )1/2.
- I |D @g|
By an+i- 1 (%)

Ora, ricordando (4.22), (2.13) e (4.28), ottengo

28¢Z_"+1/2 1/2 d1/4
73 oMt =C(n, e, ) o,
wn—l l_a

4.31) Iv;.+k(x)—v;.(x)lé2(

Quindi la successione (4.29) convergera ad un certo limite, che io chiamo v(x).

Proviamo ora che |v(x)|=1. Sempre da (4.22) e (2.13), ho

F(E, Bpah(X)) < 2¢
j IDog| = @,

B qh(x)

hi2

(4.32) a2,

dalla quale si ottiene subito che |v(x)|=1.

Per concludere la dimostrazione, basta provare che, qualunque sia la suc-
cessione p, tendente a zero, si ha che

I Doy

. B, (x)
4.33 lim =22 ——=y(x).
( ) A I lD(pEl ( )

Bp,, (¥)

Posso supporre p,<p per ogni AeN, quindi posso trovare una successione di
naturali s, con lim n,= + 00, tali che

h—= o
(4.34) pa™ i< p < pa™,
Da (4.23), (2.5), (2.13) e (4.32), si ottiene
f Dog
B, (%) no +2Aw,,p)”2(2sa""'2)1/2
4.35 B —e" sz( it ,
(4339 | Dokl ()= @,_ ot 1
By (2

relazione che prova la (4.33).

Infine, dalla (4.31), passando al limite per k— + o0, si ottiecne la seguente
interessante maggiorazione:

(4.36) [v(x)—v,(x)|[SC(n, &, 0)c*,  perogni heN.

Teorema 4.1. Sia E un insieme che minimizza il funzionale #,(F) su di un aperto
Q di R, n=2, con |A(x)|£A. Suppongo che xedE e che esistano p,e>0 e a,
O<a<1, tali che B,(x)=Q e valga la relazione
4.37) I'(E,B,(0))<ep" 'Soma)p"™t, pse?,
26b  Arch. Rat. Mech, Anal., Vol. 55
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Allora esiste un 6 >0, per cui risulta
OE N B;(x)=0" E N B;(x)
poi v(x) & holderiana in OF r B;(X).

Dimostrazione. In primo luogo, vediamo che & possibile determinare un 6>0
con la seguente proprieta: per ogni yedE N B;(x) esiste p,, 0< py§az, tale che

(4.38) B, ()<=Q e I'(E,B,(»)<ep, 'So,(n,a)p,~".

Infatti sia 0<d<1#, tenendo presente che la funzione I'(E, K) ¢ monotona
rispetto alla inclusione insiemistica, posso scrivere I'(E, B,—;(3))<I'(E, B,(x)), se
yedE e | x—y|<d. Se prendiamo

(4.39) t=pa®"" %, S=(1-a)pa?""? e p,=t—6=pa®"},

allora, ricordando (4.22), otteniamo le (4.38). Quindi, per il Lemma 4.2, si ha che
ye€o* En Bs(x).

Siano ora y, z€0EN By _4) pa2n-2(X) € sia ke N, allora posso scrivere la seguente
maggiorazione:

4.40) v v — v +10a(0) = Vpr (D + [ 0442 (2) =V (D) |.
Ora suppongo che B, n+x(2) = B, (), questo implica che

(4.41) ly—z|<pa’(1—a").
E quindi, ricordando (4.23), (4.32), (4.36) e supponendo valida la (4.28), ottengo
(4.42) V() —v(2)| 2 Ciln, & a, p, Ao

Dr’altra parte il ke N, fissato in partenza, pud essere scelto in modo che valgano
le relazioni

(4.43) 2pa*" (1—-a)<pa(l—a"),
(4.44) patl<pat(1—ab).

Ne deriva che se y, ze0EN B(y_4) pa2n-2(x) € se y+2z, allora posso trovare un
heN, tale che

(4.45) pati<|y—z|Zpa"(1—-a").

Infine da (4.42) e (4.45), dove ormai k & da pensarsi come una costante dipendente
da n e da a, ottengo

(4.46) V) =v(@)|SC"(n, &, 0 p, A)|y—2z|'*.

Quindi, se xedE verifica le ipotesi del Teorema 4.1, allora possiamo dire che
esiste una sfera B;(x), tale che la funzione v(x) ¢ holderiana in GEN B;(x) e
quindi, per il Teorema 5.8 di [7], dEn By(x) & una ipersuperficie di classe C*,
cioé OE N B;(x) ammette una rappresentazione cartesiana mediante una funzione
fdi classe C1; per di pit, da (4.46), deriva che le derivate di f sono holderiane.
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Osservazione. Tutti i punti xed* En Q sono punti regolari della frontiera di E,
infatti essi verificano le ipotesi del Teorema 4.1, in quanto per essi risulta

(4.47) tim LE B, _

p0+ 5 ID gl
By (x)

Gli eventuali punti singolari sono dunque contenuti nell’insieme (CE—8* E)n Q,
e quindi, per il Teorema di Lebesgue-Vitali, ho

{ID@g|=0.

(4.48) (GE-3*E)n Q.

5. Studio delle Singolarita della Frontiera di E

Come conseguenza dei risultati ottenuti da SiMoNs in [10], possiamo enunciare
il primo seguente teorema:

Teorema 5.1. Sia E un insieme che minimizza il funzionale S,(F) su di un
aperto Q di R, n=2, con |A(x)|<A. Se n<7, allora tutti i punti di 0En Q sono
regolari.

Dimostrazione. Suppongo che esista un punto singolare xedEN Q. A meno di
operare una traslazione, posso supporre che x=0. Per il Teorema 4.1, dovra
essere per ogni «, 0<a<1, se p<oZ(n, o) e Ech,

(5.1) I'(E, p)>04(n,a)p""".

Considero ora una successione p,, con 0<p,<d=dist(0, Q) e tendente a zero

decrescendo. Indico con E,={xeR", p,xeE}. Come si ¢ gia visto nella dimo-
strazione del lemma di DE GIORG], gli insiemi £, minimizzano il funzionale %, (F)
sull’aperto Q,={xeR", p,x=Q}, con 4,(x)=p, A(p,X).

Ora, fissato p>0, ottengo da (4.6) e (2.5), per pp,<d,

-n n-— nw’l
(52 [IDonl=pi"" | Dosise (222 +40,00) SCm,p. A).

By o

Allora, per il teorema di compattezza, esiste una sottosuccessione della successione
data: Ej;, tale che

(5.3) @5~ 0y in Lig(R),

con M insieme di perimetro localmente finito (vedi anche [12]). D’altra parte,
per (5.3), esiste una sottosuccessione di E;, che indico ancora con Ej, tale che

(5.4) lim ,f |5, —ouldH, =0

b= |x|=p

per quasi tutti i p>0. Ancora, per la proprieta di minimo di £j, se B, = Q,, ottengo
S IDogl+ § pros;(x) A(pyx)dx
By

55 7
(5:3) S [1Poul+ [ Aou(IAGdx+ [ 10u=0sl dHys,
Bp x

o |=p
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e quindi, da (5.4), ho per quasi tutti i p>0,
(5.6) maxlim [ [Dog|< _( D@l

h— Bp
Ora, detto N il sottinisieme di R* di misura lineare nulla tale che, per ogni
peR' —N, valga la (5.4), la relazione

(5.7 | IDpy|=0,
0B,
¢ ricordando (1.6), (5.6), (5.7); allora ottengo
(5.8) j ID@y|=1lim [|Dgpg]| perogni peR*—N.
k= By,

Vediamo ora che I'insieme M ha frontiera minima in B, per ogni peR*—N.
Sia infatti L un insieme tale che L= M in R"—-E,,, allora

§ IDog |+ fph(pxh(x)A(phx)dx
Bn
5.9
(59) < 1D¢L|+_fp,.<pL(x)A(p,.x)dx+|5 | 03— 0z, dH,
B Bp

x|=p
se h & sufficientemente grande in modo che B, ©,. Da (5.9) € (5.8), per A — + o,
supposto pe Rt — N, ottengo

(5.10) [ IDoyl< [ IDoL]
Bp Bp

Quindi M ha frontiera di misura minima in R". D’altra parte M ¢ un cono col
vertice nell’origine. Infatti da (2.4) e dal fatto che M ha fontiera minima, ottengo,
se 0<p; <pa,

I [@m(p2%)— @ (pyX)| dHn—-l]Z

<20 1x1PIDul1- 100" § 1D @al—pi " | ID@ul].

p1<|x|=p2 Bp, Bp,

(5.11)

Ora, per pe Rt — N, posso scrivere
p

(512)  p'7" [ IDoy|=1limp'” IID(PE,,I—hm(pph)1 " § IDogl.

Bo b= Bo By py,
Per la (2.10), la funzione g(p)=p! "'j |Dpg|l+(n—1) Aw,p € monotona non

Bp
decrescente in p, e quindi ha limite per p — 0. Allora esiste anche il limite

(5.13) limp' ™" [ |Dpg|=b.
p=0 Bo
Per di pit, dalle (2.13) e (2.5), ho che
(5.149) O<w,_ <
Quindi da (5.12), ottengo
(5.15) J ID@y|=bp""" perogni peR*—N.

Bp
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E da questa relazione, ricordando la (5.11), si ottiene che M & equivalente ad un
cono col vertice nell’origine.

Dalla (5.14), si ricava pure che 0cdM. Infine da (5.4), (5.8) e (5.1), ottengo,
per peR* —NeO<a<l,

(5.16) p“”F(M,p)=p""hlimF(E§,,p)=1im(pp,.)‘"”F(E,pph)za,;(n,oc)-

Infatti, se & & sufficientemente grande, pp,<o63(n, o). Ne deriva che lo zero &
un punto singolare della frontiera di M e quindi M non & un iperpiano. Questo &
in contrasto con il risultato ottenuto da Simons in {10], secondo il quale in di-
mensioni minori o uguali a 7 non possono esistere coni di frontiera minima che
non siano dei semispazi. Questo prova il teorema.

Osservazione. Per n=8, il discorso non si pud ripetere, perché, per n=3,
E. Bomeier1, DE GIORGI ¢ E. GIUSTI in [2] hanno provato I'esistenza di un cono
di frontiera minima in R®, il quale perd non si riduce ad un semispazio.

Se n & qualunque, si possono estendere a questo caso, i risultati ottenuti da
H. FEDERER in [6], per gli insiemi di frontiera minima. Il risultato finale & contenuto
nel Teorema 5.2; per dimostrarlo premettiamo i seguenti lemmi:

Lemma 5.1. Sia {E,} una successione di insiemi minimizzanti il funzinale %, (F)
su di un aperto Q di R", n22, con | A,(x)| £ A,. Suppongo inoltre che

G.17) @z, =@ in L, (R e 4,0 per h—+co.
Allora, posto per X< R" e 0<keR,
(5.18) % (X)=inf{ Y w,27*(diam B)*}

BeG

(inf fatto rispetto a tutti i ricoprimenti aperti numerabili G di X), risulta, per ogni
compatto K contenuto in €,

(5.19) ¢% ((0E—0* E) n K 2 max lim ¢% ((3E,— 0 *E,) n K).

h— o0

Dimostrazione. Basta provare che se V & un aperto contente (0E—0*E)n K,
allora (0 E, —0* E,) n K< V per 4 abbastanza grande. Se questo non fosse, riuscirei
a trovare una sottosuccessione Z, di E, e una successione di punti x,, tali che
x,e(0E;, —0* E;) n K e convergente ad un punto xeK—V.

Sia ora d=dist(x, 6Q2)>0 e siano 0<s<r<d, allora
(5.20) - B(xp<B,(x) se h e sufficientemente grande.

Poiché x,e(dE;, —8* E;) n K, allora per ogni 0<a<1, se s<63(n, ) 0<s<d, deve
essere

(5.21) I(E;, By(xp)>0,(n,a)s" .

Draltra parte, per quasi tutti gli 7,

(5.22) I'(E, B,(x))= limI'(E;, B,(x)),
h—
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e quindi, per 0<r<02(n, o) e 0<s<r, ottengo da (5.22), (5.21) e (5.20),
(5.23) I'(E, B,(x))=max lim I' (E;, B,(x,))20 4(n, a)s" 1.
h= 0

Siccome (5.23) vale per ogni s<r, allora posso scrivere
(5.24) I'(E,B,(x))20,(n,a)r"" '  perogni 0<r=<oci(n,x).

Ne deriva che xe(@E—0*E)n(K—V), mentre dalle ipotesi fatte tale insieme &
vuoto.

Lemma 5.2, Sia E un insieme che minimizza il funzionale $,(F) su di un aperto
QdiR*, nz2, con|A(x)|SA. Se xedENQ e se

k % n
(525) 6% (gk LOE—0"E), x)=maxlim 2=(CE=I" B0 B,0)
p—0 Wk p

allora esiste un cono M, tangente ad E in x, tale che
(5.26) H,(0M —3*M)>0.

Dimeostrazione. Posso supporre x=0. Per (5.25), riesco a trovare una suc-
cessione p,>0, tendente a zero decrescendo e tale che

(5.27) ¢% ((GE—0*E) 1 B,,,(x))> Cay, pf,

dove C & una costante positiva.

Considero ora in R", una omotetia di rapporto p,, si ottiene allora una suc-
cessione di insiemi E, che minimizzano il funzionale J, (F) su di un aperto Q,,
che si puo supporre contenga la sfera B,, qualunque sia 4. Inoltre possiamo pure
supporre che la successione ¢, converga in Li, (R") alla funzione caratteristica di
un cono M. Ora da (5.18) e (5.27), si ha

(5.28) ¢ ((0E,—3*E)nB))=p; * 9%, (FE—8*E)n B,,)2 C,.

Ora da (2-10-2) di [5] si ricava la seguente relazione generale, valida per un
qualunque Borel-limitato A4,

(5.29) o* (A)=0 seesolose H,(4)=0.

La quale, assieme alla (5.19), completa la dimonstrazione del lemma.

Teorema 5.2. Sia E un insieme che minimizza il funzionale S,(F) su di un aperto
Q di R", n=8, con |A(x)| < A. Allora esiste un aperto W contenuto in , tale che
OE N W & una varieta (n— 1)-dimensionale di classe C** per un opportuno o, 0<a <1,
e

(5.30) H,(Q2—W)=0 percogni keR, k>n-8.
Dimestrazione. In vista del Teorema 4.1, ¢ sufficiente provare che

(5.31) H((CE—0*E)nQ)=0 perogni keR, k>n-38.
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Suppongo dunque che sia possibile scegliere k>#n—8, per cui non sia valida la
relazione (5.31). Da (2-10-19, (2)) di [5] si ricava che

(5.32) 0**(¢* LA, x)=27*  H,-quasi ovunque su 4.
Allora posso trovare ac(0E—6* E)n Q tale che
(5.33) 0** (¢*, L(GE— 0% E), a)>0.

Dal Lemma 5.2 posso trovare un cono tangente M ad E in a, confrontiera orien-
tata di misura minima in R, tale che H,(0M—0* M)>0. Siccome H,({a})=0,
allora posso scegliere bedM —d* M, b=*a, in modo tale che

(5.34) 0** (¢*,L(6M —5* M), b)>0.

Ripetendo il ragionamento precedente, posso costruire un cono tangente D ad M
in b di frontiera minima in R" e tale che H, (0D —d*D)>0. In questo caso perd
D risulta un cilindro con generatrici parallele a b—a (vedi [12], Teorema XI).
Possiamo supporre che le generatrici siano parallele all’asse x,, poiché ci si pud
sempre ricondurre a questo caso con una rotazione. Sia Q Pintersezione di D con
Piperpiano x,=0.

L’insieme Q & un insieme che ha frontiera orientata di misura minima in R"~ !,
Infatti se cid non fosse vero, troverei un insieme Q’ = R"~! ed una sfera B, (n—1)-
dimensionale, tali che

Q49'=(Q-QYv(Q' - € B,

5.35
(535 JIDoel< [ IDgql.

Sia ora a un numero reale con
(5.36) (J1D@o] = [ IDgg 1) a>mis, (Q4Q).

Ora pongo F=Q'x[—a, alu(D—B,x [—a, a]). Se 0<a<b, risulta che

(5.37) FAD € B,x(~b, b).
Draltra parte, ricordando la relazione (3.13) di [8], si ottiene
b
(5.38) § IDopl= [ (§ID@ql)di=2b{|Dgyl
Bex(—b, b) —b B: B:
e
a b
(5.39) i (jb , IDog|= § (,;f Doy [)dA+2 § (Bj |D@gl)dA+2mis,_;(Q'4Q)

=2aj|' ID g | +2(b—a)§[ ID@g|+2 mis,_; (Q'4Q).
Infine da (5.38), (5.39) e (5.36), ottengo

(5.40) § IDoel< | Doy,

Bex(—b, b) Bex(—b,b)
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¢ quest’ultima relazione va contro la minimalitd di D. Ora concludiamo la di-
mostrazione per induzione su n.

Se n=8, allora dal Teorema 5.1 risulta che dQ & una varietd 6-dimensionale
di classe C!** su R".

Se n=9, noi possiamo trovare, per ipotesi induttiva, un aperto W di R*™!
tale che Q N W & una varietd (n—2)-dimensionale di classe C**in R" ! e

(5.41) H,_{(R"'=W)=0 perogni k>n—-38.

Se quindi, per n=8, pongo W=R7, allora, in entrambi i casi, (W x R)n 3D & una
varietd (n— 1)-dimensionale di classe C¥-* di R” e ricordando la (2-10-45) di [5],
ottengo

(5.42) H,(R"—-(Wx R))=H,((R""'—W)x R)=0.
Ora siccome in W x R la frontiera di D & regolare, si ha che
(5.43) dD—0*DcR"—(WxR)

e quindi H, (0D —d* D)=0. Questo & in contrasto col fatto che fosse
H,(6D—8*D)>0.

Ringrazio il Prof. M. MIRANDA, che mi ha guidato in questa ricerca.
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