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Introduction

Nous nous intéressons ici 4 un probléme hyperbolique non linéaire proposé
par T. CARLEMAN comme un modéle mathématique pour I’étude de I’équation
intégro-différentielle de Boltzman (cf. (1.1} —(1.9)). Une particularité de ce probléme
est la suivante: les fonctions u et v cherchées doivent étre positives ou nulles et il
est probable que le probléme considéré serait mal posé (au sens de J. HADAMARD)
si ces conditions n’étaient pas imposées.

Un résultat d’existence de solutions faibles de ce probléme est démontré par
KOLODNER [3] qui utilise pour cela un théoréme de point fixe. Utilisant ici la
méthode des pas fractionnaires (cf. [4, 5, 6, 7]) nous démontrons I’existence et
I'unicité de solutions plus régulieres que celles considérées par KOLODNER, et
nous obtenons par la méme occasion un procédé d’approximation de ces solutions.
Comme la méthode de Galerkin, qui n’était & I’origine qu'une méthode d’approx-
imation, la méthode des pas fractionnaires classique en Analyse Numérique,
est utilisée ici pour ’obtention d’un résultat d’existence. Sans étre peut-étre le
seul moyen de parvenir au résultat, la méthode des pas fractionnaires facilite
ici la construction d’une solution approchée et ’obtention d’estimations & priori.
Signalons que DEMIDOV et MARCHOUK [2] ont également démontré 4 I'aide de la
méthode des pas fractionnaires des résultats d’existence pour certains problémes
aux limites.

Le plan est le suivant:
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1. Enoncé du théoréme d’existence et d’unicité

Soit Q=]a, b[ x ]c, d[ un pavé borné de R* dont nous notons x={x, y} le point
courant. Nous appelons H*(Q) I’espace de Sobolev

{ulueLZ(Q),%;—, Z—zeﬁ(m},

qui est de Hilbert pour le produit scalaire

(N =G0+ (G 52) + (50 5)
ol
(u,v)=fu(x)v(x)dx
2

désigne le produit scalaire de L2(Q).
Nous avons principalement en vue de démontrer le

Théoréme 1. Etant donné u,={u,, v} tel que

(1.1) Uy, Vo€ H (Q)NL*(Q),
(1.2) up20 p.p., v,20 p.p.,
(13) “o(a,J’)=Uo(x,C)=0,

alors il existe une fonction w={u, v} unique qui vérifie

(1.4 u,vel” (0, T; Ifl(.Q))ﬁL00 Q),

(1.5) uz0 p.p., v=0 p.p.,

(1.6) u(a, y,t)=v(x,c, )=0,

(17) u(x, 0)=MO(X), U(xs 0)=U0(x),
du Ju 2 2

(1.8) W-{-W*_u v°=0,
du av 22

(1.9) _67+ 2y +v°—u*=0.

Remarque 1.1. En modifiant convenablement (1.3) et (1.6) on peut étendre le
Théoréme 1 au cas ou Q est un polyedre de R? de c6tés paralléles aux axes. On peut
aussi considérer le cas ou Q n’est pas borné en imposant des conditions de décrois-
sance 4 Iinfini des fonctions.

Pour des résultats en dimension d’espace supérieure a 2 se reporter au §8.
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2. Démonstration de 1’unicité dans le Théoréme 1

Soient w, ={u;,v;} et w,={u,,v,}, deux solutions du probléme vérifiant
(1.4)—(1.9) et soit u=u; —u, ={u, v}. On a:

du Ou ,

2

2.1) Sty Tui—u =00,
dv  Ov
2.2) F['*'K'H)f“v;:“f_“%'

Si 'on multiplie (2.1) par u et que I’on intégre en x, on obtient

d 0
(@) g2 (G, u) + 20— ud) (s —un) dx=2{ 03 —oD () d,
Q2 2

ot |+ || =)/(-, *) désigne la norme dans L*(Q).
Grice 2 (1.6), on voit que

(2.4) (ﬁ u)

iV

b 0 b
ox
et, en raison de (1.5)

(Ul —u3)(uy —uy)=(uy +u) (u, —u,)* 20,
en sorte que

2.5) § (3 —ud) (u, — ;) dx20.
n

Soit g un nombre qui majore les normes dans L*°(Q) de u,, u,, v, et v,. Ona

(07— 03) (uy — )| = (01 +05) (0 = v2) (uy —u2) | S 2] 0 —va | |uy —uz | =2p 0] u]

et donc
g(vf—vi)(ul—uz)dxéw lull floff .

L’égalité (2.3) donne alors
d
(2.6) o lul2 < 4p ul o

On obtient de méme a partir de (2.2):
@7 & ol S 4y Jud ol
Ajoutant (2.6) et (2.7), on trouve
% {lul®+ 1017} <8 ull ol = 4p {lul®+{o)*}.

Puisque [u(0)|| =[|v(0)|| =0, on en conclut avec le lemme de GRONWALL que
lu@li*+lv@®I*=0, 0st<T,
c’est-a-dire
Uy —u,=v,—v,=0 p.p.
25 Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 35
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3. La solution approchée
En vue de démontrer I’existence d’une solution de (1.4)—(1.9) nous allons
construire avec la méthode des pas fractionnaires, une solution approchée de ce
probléme.
Soit N un entier et k=T/N. Nous allons définir ci-aprés deux familles d’élé-
ments positifs de L*°(Q), u"*¥2, v"*¥2, 0<n<N—-1, 1 £i<2. Nous posons, pour
commencer,

[&R)) u’=u,, 1°=v,,

qui appartiennent & L () et sont positifs par hypothése. Lorsque {«", v"} sont
connus (appartenant & L*(Q) et positifs), on définit {u"*%, v"*¥} et {u"*!, "1}
comme suit:

a) Définition de {u"**, v"*¥}; u"*%, v"** sont définis comme suit:

(3.2) u" ) —u" () + k(" (X)) =k(v" H(x))?,

(3.3) 0" H(x) —0"(x) + k(0" (x)) =k (1" (x))%
Puisque par hypothése,

(3.4 o"(x)=u"(x)+0v"(x)=0,

un calcul explicite montre que les équations (3.3) et (3.4) définissent u"*#(x) et
v"*#(x) de maniére unique:

u"(x)+ k(a"(x))?
v"(x)+k(a"(x))?
-t
D’aprés ces expressions, et puisque #"(x)=0 p.p., v"(x)=0 p.p., on a
3.7 u" ¥ (x)=0 p.p., v"*¥x)=0 p.p.
Par ailleurs, puisque ¥"€L*(Q), v"eL*(£2), on a bien
(3.8) uttel(Q), "ttel”(Q).
b) Définition de {u"**,v"*1}; u"*! et v”*! sont ensuite définis comme suit:
n+l___n+d out? _ n+1 -
(3.9) Wt —u ik ———=0, u""(a,y)=0,
avn+l

=0, ov"*!(x,c)=0.

(3.10) otk

Un calcul explicite montre que la solution de (3.9) (3.10) (qui est unique)
s’écrit

G311 W @)= [ e (S7F) de,

(3.12) v"“(x)=%fv"+*(x, 1) exp (—"-;l) dn.
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Il en résulte facilement avec (3.7) et (3.8) que

(3.13) u"t'z0 p.p., v"*'=0 p.p.,
et que
(3.14) wtlel®(Q), "Tel”(Q).

Le processus de construction des {u"**¥2, y"*¥2} peut donc étre poursuivi.

4. Estimations a priori (I)
Lemme 4.1,

n+ i n+ i
4.1) lu" 2z @+ 0" e @S o>
0<n<N-1,i=1,2, oit
4.2) o= |ltollL= (@) + Vol L () -
Démonstration. Posons

n+% n+£— n+2i- n+2i-
“4.3) VA U PR TREE Ui s
Nous allons démontrer les inégalités suivantes qui impliquent (4.1):

4.4) ARt <,
(45) l"+l§ﬂ."+‘}, #n+1§ﬂn+«} (OénéN—l).

D’aprés (3.5) et (3.6) on a,

ad(x)=A"+u" p.p.,

et
W ()< u" (%) + k(A" + ")
T 14 2k(A"+ )
v"+*(x)_<. v"(x)+k()."+y")2 1-
T4 2k(A"+pM
D’ou

nii o A HE@ ")
T 14 2k(Am+y)

nti o P+ k(A" 4" )
T 142k + )

1 On utilise le fait que la fonction s+ est croissante pour s= a2 0.

a+ks?
14+2ks
25+

355
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On obtient aisément (4.4) en ajoutant ces deux derniéres inégalités. Pour (4.5) on
a simplement avec (3.11) et (3.12):

un+1(x)§ln+ij%_exp( ;x) dééln'i'&’

nt1 nesf 1 n—y nti
") s pt T [ —exp dnsp"tt.
I X
5. Estimations a priori (II)
Nous allons donner ici des estimations 4 priori sur les dérivées des u"*¥2,
l)"+i/2.

Lemme 5.1. Soit feL*(Q) et soit peL*(Q) la solution de

.1 (p+k%%= ,
(5.2) o(a, y)=0.
Sife H'(Q), alors pe H'(Q) et 'on a

do af

il
af
(54) ax Fx +T
ol
d

(5.5) A=[(f@a,y))dy.

Démonstration. 11 est clair que le probleme (5.1) (5.2) admet une solution
unique dans L?(Q). Prenant le produit scalaire dans L2(Q) de (5.1) avec ¢ et
utilisant (5.2) on trouve

(5.6) lel2<1f12.

Si fe H' (), alors 3 ¢/dy est solution du méme probléme (5.1) (5.2) avec f remplacé
par df/0y; I'inégalité (5.6) appliquée a ce probléme donne précisément (5.3).
Pour obtenir (5.4), on dérive (5.1) par rapport 4 x, on multiplie par d¢@/dy et

I’on intégre sur Q
2 _r(of o9\ k¢
§<3}—,-5';)+ ;f( (a, .V))

k92 (@, y)=f(a, »,

0

Jx

D’aprés (5.1) et (5.2),
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et le résultat suit.

1
Lemme 5.2, Si k est assez petit (k <F) , alors
0
i i i i
aun+7 ” aun+2' avn'l-'z‘ lavn+2-
ax » l ay s ax ’ I ay

sont majorés par une constante ¢, indépendante de k et n.
Démonstration. @) D’apres (3.2), on a
Du"tt=Dy" 2ku"t Du"t 2k o™ Dyt E,

ou D est I'un des opérateurs d/0x ou 6/0y; c, désignant la constante définie en
(4.2), on en déduit

IDu* 3| 22k col|Du | + 2k co| Do 2| + | Du”].
On a, de méme,
IDv"* ¥ <2k co|Du" | +2k co| D" ¥+ | Dv"] .

Aprés, un calcul élémentaire, ces inégalités donnent

. . 1+2ke n "
57 {IDwTH DY P S T (D" + Do)
4]
b) D’aprés (3.2) et le Lemme 5.1, on a
aun+1 aun+a}
<
(5-8) dy =1 ox
De maniére analogue
0U"+1 I aun+1
(59) ax | = ay
¢) Avec (3.9) et (3.10) et le Lemme 5.1, on voit que
aun+l 2 aun+<} 2 1 d "
(5.10) — = ||t [ e P dy.
D’apreés (3.5) et puisque
u"(a, y)=0,

ona
k[v"(a, y)]*
un+‘} a, = 10N n+t , <k 2
= ke, ¢ @ske,
d
—,t‘f[u"”(a,y)]zdyék(d—c)cf;.

Dans ces conditions, (5.10) donne

aun+1”2
ox || T

2

n+4
U2\ k(d—c)ct.

A
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On démontrerait de méme que

avn+1

dy

2 2

n+4
0 N k(b—a)ct,

oy

et il résultate de ces deux derniéres inégalités que

2
+

2
+

avn+1

dy

aun+1

ax

avn+4}
dy

aun+§-
0x

(5.11) {

2
}ék(b+d-—a—c)c$+{

)
Avec (5.7), (5.8), (5.9) et le lemme de GRONWALL discret, on conclut aisément
que les normes

avn-i-l

oy

aun+l
0x

avn+«}
dy

aun+4}
0x

2 k4 2

sont majorées indépendamment de k et # et le lemme est démontré.

6. Estimations a priori (IIT)
Considérons les fonctions u;,, v;;, définies sur [0, T'[, A valeurs dans H*(Q)n
k ik
L*(Q), et telles que
6.1 uik(t)=un+7: Uik(t)=v"+7;

pour te[nk, (n+1)k[, 0Sn<N-1,i=1,2.

Soit aussi i, 0, les applications de [0, #]— H'(Q)nL"(Q), linéaires sur
chaque intervalle Jnk, (n+ 1)k[, et telles que
(6.2) u,(nk)=u", v(nk)=0v", O0=Zn=N.

D’aprés les Lemmes 4.1 et 5.1 on a

Lemme 6.1. Les fonctions u;;, v (i=1, 2), i, ¥, demeurent dans des ensembles
bornés de L*(0, T; H'(RQ)) et de L*(Q).

Nous allons établir d’autres estimations & priori pour ces fonctions. L’égalité
(3.9) s’écrit
Ouyi(x,1)

u2k(x, t)_ulk(x’ t)+k ox Os
et d’aprés le Lemme 5.2 on a donc
(6.3) luzx—u1kll Lo, 1; L2y S k2 s

oll ¢, est une constante indépendante de k. De méme
6.4) loge— U1k”Lm(o, T; L2 = key.
Ajoutant les égalités (3.2) et (3.9), on trouve

aun+1
0x

(6.5) utt—utt+k +h@" ) —k(@" )’ =0
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ce qui s’écrit

du, Oou
(6.6) _atl-l- 6;,‘ +(uy)* —(v,)*=0.
On a de méme

n+1
6.7 STk 35 + k(@) — k@t =0,
ce qui signifie
ov, Ov

(6.8) —ati'i‘—é—;i'l'(”m)z"(“m)z:o .

11 résulte de (6.6), (6.8) et du Lemme 6.1 que
iy _di,

6.9) dt’ dt
L°(0, T; I*(Q)).

demeurent, lorsque k — 0, dans des ensembles bornés de

Par définition des fonctions #, et u,,, U, et v,,, on vérifie que

||ﬁk'—u2k”Lw(o,T;L2(n))§ Sup "unﬂ'—u"”
0snsN-1

et avec (6.5) et le Lemme 6.1, on en conclut que

(6.10) ”ﬁk—uzk”m(o, T; Lz(g))écs k,

ol ¢; est indépendant de k; et de méme

(6.11) 10~ v21llL=co, 7 L2@py S €3 K -

7. Passage 4 la limite et théoréme d’approximation

D’aprés le Lemme 6.1, on peut extraire de la suite k, une sous suite (encore
notée k pour simplifier) telle que

(7.1) Uy > Uy, Vi —0;, i=1,2,

dans L (0, T; H'(Q)) faible-étoile et dans L*(Q) faible-étoile. D’aprés (6.3) et
(6.4), on a nécessairement

(7.2) u;=u, (notéu), v,=v,(notév).

D’aprés le Lemme 6.1 et (6.3), la famille &, (resp. 7,) est une famille bornée
équicontinue dans % ([0, 7']; L?>(2)) et on peut donc choisir la suite extraite de
maniére que la suite i, (resp. 7,) soit convergente dans % ([0, T]; L>(Q)). D’aprés
(6.10) (resp. (6.11)), (7.1) et (7.2) la limite de cette suite ne peut étre que u (resp. v)
et donc

(7.3) i, —>u, 5,—v dans ¢([0, T]; L*(Q)).
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Grice a (7.1), (7.2) et (7.3) on peut passer a la limite. Les égalités (6.6) et (6.7)
donnent 3 la limite (1.8) et (1.9); les conditions (1.4)—(1.7) sont par ailleurs
aisément vérifiées et on a donc montré que u ={u, v} vérifie (1.4) (1.9). L’existence,
dans le Théoréme 1 est démontrée.

Notons que, puisque la solution de (1.4) (1.9) est unique, c’est la suite k toute
entiére et non une suite extraite qui donne lieu aux convergences (7.1) et (7.3).

Outre le Théoréme 1, nous avons donc démontré le

Théoréme 2. Les fonctions uyy, ty,, iy (resp. vy, vy, Uy) défines par (3.2),
(3.3),(3.9), (3.10), (6.1), et (6.2) convergent lorsque k —0 vers la fonction u (resp. v)
définie par le Théoréme 1, dans €([0, T]; L*(Q)) fort, dans L*(0, T; H*(Q)) et
L>(Q) faible-étoile.

8. Remarques diverses

Les méthodes employées aux paragraphes précédents s’appliquent a ’étude
d’un probléme analogue en dimension d’espace / quelconque. Précisons cela pour
=3,

Soit Q=1a, b[ x Jc, d[ x Je, f[ un pavé borné de R, et soit x ={x, y, z} le point
courant de R®.

Théoréme 3. Etant donné u,={u,, vy, wo} tel que

(8.1) Ug, vy, WoE H(Q)NL*(Q),
(8.2 Ug, Vg, W20 p.p.,
(8.3) uo(a, y, 2)=v4{x, ¢, z2)=wy(x, y, €)=0,

alors il existe une fonction u={u, v, w} unique telle que

X)) u,v, weL*(0, T; H(2))n L (Q),
(8.5) u,0,w20 p.p.,
(8.6) ua,y, z,t)=v(x,c, z,t)=w(x, y, e,1)=0,
(8.7) u(x,0)=uo(x), v(x,0)=0o(x), w(x,0)=wy(x),
(8.8) —a—t+ﬁ+2u v°—w =0,
av aU 2,2 2
(89) T, +€;‘+20 u w =0,
ow Ow 2_ 2 2
(810) -67+5;+2W u v°=0.

Le schéma de pas fractionnaires qui permet de construire une solution appro-
chée du probléme et de démontrer le résultat d’existence est le suivant: on construit
des u" U4 prtiA yrtid 0<nSN—1, 1SiZ4.
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On part de
u=uy, °=v,, wl=w,.

Lorsque ", v", w" sont connus, on procéde comme suit
a) Définition de {u"*%, ", w'ti}:
un+-1-___un+ k(un+})2 _k(vn+-})2 =0
vn+-1r___vn+k(vn+})2_k(un+§)2=0
wtE_w=0.
b) Définition de {1"*%, v"*%, wh*1}:
un+*}___un+i}+k(un+4})2_k(wn+<})2=0
Dn+§-_vn+-}=0
wn+§-_wn+-}+k(wn+~;-)2_k(un+§-)2=0 .
c) Définition de {u"*1, v"*¥, w'*1}:
uu+%_un+4~=0
vn+%_vn+i~+k(vn+%)2 __k(wn+§-)2 =0
wn+%_wn+3-+k(wn+i-)2_k(vn+-})2 =0.

d) Définition de {u"*1, v**1, w**1}:

n+1_ nt3 out! _ n+1 _

utt U 1+ k T =0, u""'(a,y,2)=0
nt+1

vn+1_vn+3-+k ov -0, v"“(x, c, Z)=0
n+1

wn+1_wn+%+kawaz =0’ w"+1(x,y,e)=0.

On a des résultats de convergence du type de ceux démontrés au §7.

Remarque 8.1. On peut démontrer par des méthodes analogues, des résultats
d’existence et d’approximation pour des problémes paraboliques non lineaires
«coercifs dans des ensembles» i.e. bien posés quand on astreint la fonction inconnue
a satisfaire des conditions autres que les conditions initiales et aux limites usuelles
(par exemple ici u=0, v=0).
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