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Introduction 

Nous nous int~ressons ici ~t un probl~me hyperbolique non linraire propos6 
par T. CARLE~AN comme un module mathrmatique pour l'~tude de l ' rquation 
intrgro-diff&entielle de Boltzman (cf. (1.1) - (I.9)). Une par ticularit6 de ce probl~me 
est la suivante: les fonctions u et v cherchres doivent &re positives ou nulles et il 
est probable que le probl~me considrr6 serait mal pos~ (au sens de J. HADAMARD) 
si ces conditions n'&aient pas imposres. 

Un rrsultat d'existence de solutions faibles de ce probl~me est drmontr6 par 
KOLOONER [3] qui utilise pour cela un th~orrme de point fixe. Utilisant ici la 
m&hode des pas fractionnaires (cf. [4, 5, 6, 7]) nous drmontrons l'existence et 
l'unicit6 de solutions plus rrguli~res que celles considrrres par KOLODNER, et 
nous obtenons par la m~me occasion un procrd6 d 'approximafion de ces solutions. 
Comme la m&hode de Galerkin, qui n 'r tai t  g l'origine qu'une mrthode d 'approx- 
imation, la mrthode des pas fractionnaires classique en Analyse Numrrique, 
est utilisre ici pour l 'obtention d 'un rrsultat d'existence. Sans ~tre peut-~tre le 
seul moyen de parvenir au rrsultat, la mrthode des pas fractionnaires facilite 
ici la construction d'une solution approchre et l 'obtention d'estimations ~t priori. 
Signalons que DEmDOV et MARCHOUK [2] ont 6galement drmontr6 h l 'aide de la 
mrthode des pas fractionnaires des rrsultats d'existence pour certains problrmes 
aux limites. 

Le plan est le suivant: 
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1. Enonc~ du th~or~me d'existence et d'unicit~ 

Soit f2 =]a, b[ x ]c, d[ un pavd bornd de U 2 dont nous notons x ={x, y} le point 
courant. Nous appelons H 1 (f2) l'espace de Sobolev 

{ 63u au~L2(Q)} ' uIu~L2(O)' a x '  ay 

qui est de Hilbert pour le produit scalaire 

((u,v))=(u,v)+ ~-~,  ff-~ + ' B y ] '  

off 
(u, v) = ~ u (x) v(x) ax  

t2 

ddsigne le produit scalaire de L 2 (f2). 

Nous avons principalement en vue de ddmontrer le 

Th6or~me 1. Etant donn~ Uo ={Uo, Vo} tel que 

(1.1) Uo , Vo ~ n  1 (f2)c~L ~ (I2), 

(1.2) uo>O p.p.,  vo>O p.p. ,  

(1.3) uo(a, y)=vo(x, c )=0 ,  

alors il existe une fonction u ={u, v} unique qui v~rifie 

(1.4) u, v~L ~176 (0, T; H 1 (f2))nL ~ (Q), 

(1.5) u>=O p.p. ,  v>=O p.p. ,  

(1.6) u(a, y, t)=v(x,  c, t)=O, 

(1.7) u(x, 0) = Uo(X), v(x, 0) = Vo(X), 

(1.8) au  au  2 2 at  4- - f f~-+u-v  = 0 ,  

(1.9) au av a--t - '+ ay  @/)2--U2=0" 

Remarque 1.1. En modifiant convenablement (1.3) et (1.6) on peut &endre le 
Thdor~me 1 au cas o/1 t2 est un poly~dre de R 2 de c6tds parall~les aux axes. On peut 
aussi considdrer le cas off f2 n'est pas bornd en imposant des conditions de ddcrois- 
sance/~ l'infini des fonctions. 

Pour des rdsultats en dimension d'espace supdrieure ~t 2 se reporter au w 
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2. D~monstration de l'unicit~ dans le Th~orb.me 1 

Soient ul={Ul, Vl} e t  1~2={ t /2 , / 32} ,  deux solutions du probl~me vdrifiant 
(1 .4 ) - (1 .9 )  et soit u = u  I - u 2  ={u, v}. On a:  

(2.1) Ou OU 2 2 2 2 
0 t  "[- "-~-X "1- u 1 - u 2  "~-"/)1 - / ) 2  ' 

(2.2) 0v 0v 2 2 2 2 
o t  "[" " - ~  --1- UI - / 3 2  = u l  - u2  " 

Si l ' on  multiplie (2.1) pa r  u et que l ' on  int~gre en x, on obtient  

(2.3) -arll.ll2+2  oxd l ~  , 

o{t II" II = 1 / ~  ddsigne la no rme  dans L2(12). 

Grace  ~t (1.6), on volt  que 

(2.4) \ OU ' u) _> O, 

et, en raison de (1.5) 

(u12- u22) (u~ - u2) = (ul + u2) ( u ~ -  u~) 2____ 0,  
en sorte que 

(2.5) j (u~-u~)(ul-u~)dx>=O. 
t l  

Soit # un n o m b r e  qui majore  les normes  dans L | (Q) de u 1, u2, vl et v 2 . On a 

( v ~ -  v2~) (ux - u 2 )  l = I(vl + v2) (Vx - v2) (ux - u 2 )  l < 2/~ I vx - v 2  II ux -u21=21~lvllu I 
et done  

J ' ( v ~ - v ~ ) ( u x - u 2 ) d x < 2 ~  Ilull Ilvll �9 

L'dgalitd (2.3) donne  alors 
d 

(2.6) dt IlulI2---<4/~ Ilull Ilvll. 

On obtient  de m~me h par t i r  de (2.2): 

d 
(2.7) dt llvll2<4/z Ilull Ilvll. 

A jou tan t  (2.6) et (2.7), on t rouve 

d 
d--t- {[lul12 + Ilvl12} < 8~ Ilull Ilvll < 4 #  {llull2 + Ilvll2}. 

Puisque  Ilu(0)ll = IIv(0)ll =0 ,  on en eonelut  avee le l emme de GRONWALL que 

Ilu(t)ll2+llv(t)ll 2 = 0 ,  0 < t <  T, 
e'est4t-dire 

Ul-U2=Vx-v2=O p.p. 
25 Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 35 
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3. La solution approeh~e 

En vue de d6montrer l'existence d'une solution de (1.4)-(1.9) nous allons 
construire avec la m&hode des pas fractionnaires, une solution approch6e de ce 
probl6me. 

Soit N un entier et k=T/N.  Nous allons d6finir ci-apr6s deux families d'616- 
ments positifs de L~176 (f2), u "+il~, v "+~12, O < n < N - 1 ,  1 <i_<2. Nous posons, pour 

commencer, 

(3.1) u~  v~ 

qui appartiennent h L ~176 (s et sont positifs par hypoth6se. Lorsque (u n, v"} sont 
connus (appartenant ~t L ~~ (f2) et positifs), on d6finit (u "+~, v "+~} et (u "+ l, v,+l} 
comme suit: 

a) Ddfinition de (u "+~, v"+~}; u "+�89 v "+~ sont d6finis comme suit: 

(3.2) u" + ~ (x) - u" (x)  + k (u" + ~ (x))~ = k (v" + ~ (x))2, 

(3.3) v" + ~(x) - v"(x) + k if" + ~ (x)) = k (u" + ~ (,,))2. 

Puisque par hypoth6se, 

(3.4) ~r" (x) = u"(x) + v"(x) > O, 

un calcul explicite montre que les 6quations (3.3) et (3.4) d6finissent u"+�89 et 
v"+~(x) de mani6re unique: 

(3.5) u"+~(x) = 

(3.6) v"+~(x) = 

u"(x)+k(a"(x)) 2 

l + 2ktr"(x) ' 

o"(x) + k(a"(x))  2 

1 +2ko'"(x) 

D'apr~s ces expressions, et puisque u"(x)>O p.p., v"(x)>_O p.p., on a 

(3.7) un+�89 p.p. ,  Vn+�89 p.p. 

Par ailleurs, puisque u"~L ~176 (f2), v"~L~(f2), on a bien 

(3.8) u"+�89176176 v"+~eL~ 

b) D~finition de {u "+a, v"+l}; u "+x et v "+1 sont ensuite d6finis comme suit: 
Ou .+1 

(3.9) u "+1 -u"+~+k = 0 ,  u"+ x (a, y ) = 0 ,  
Ox 

0 / )  n + l  

(3.10) v"+l-v"+~+k o ~ - O ,  v"+a(x,c)=O. 

Un calcul explicite montre que la solution de (3.9) (3.10) (qui est unique) 
s'6crit 

x 

(3.12) v (x) =--~- [ v (x, q) exp dr/. 
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I1 en rdsulte facilement avec (3.7) et (3.8) que 

u"+~>0 p.p. ,  Vn+l>0 p.p. ,  (3.13) 

et que 

(3.14) u~+XeL~~ v"+~L~176 

Le proeessus de construction des {u n+i/2, v "+vz} peut donc &re poursuivi. 

355 

Lemme 4.1. 

(4.1) 

O<n<_N-1, i=1,  2, o~ 

4. Estimations ~t priori (I) 

i i 
n+] [  n +  

(4.2) Co = ]1Uo [IL~ (o) + [I ~ I[L~ (x~). 

D~monstration. Posons 

i i i i 
(4.3) 2n+~ n+~ n+~r , n+~,, 

Nous allons ddmontrer les indgalitds suivantes qui impliquent (4.1): 

(4.4) 

(4.5) 

An+'~ + Iztn+~ ~ An+# n, 

2n+l<=An+�89 itn+l<=#n+~ ( 0 = < n < N - 1 ) .  

D'apr~s (3.5) et (3.6) on a, 

et  

D'oh 

o ' (x)< 2"+#" p.p. ,  

un+~(x)<= 

:§ 

Un(X)-F k(2n + #n) 2 

l + 2 k ( , r  +K') 

v" (x) + g (~n + #n)2 

1 +2k(,~"+~") 

Xn+�89 ),n+ k(An+#n)2 
1 +2k(An+#n) ' 

/~n+~__</~"+ k(An+/~") 2 
1 +2k(An+/z ~ ) 

a+ ks a 
1 On utilise le fait que la fonction s~--~ ~ est croissante pour s -  > a_> 0. 

25* 



356 R. TEMAM: 

On obtient ais6ment (4.4) en ajoutant ees deux derni~res in6galit6s. Pour (4.5) on 
a simplement avec (3.11) et (3.12): 

u"+l(x)<2n+~Slexp- o k ( k 2.+�89 ' 

v*+' (x )<F'+ ' f - -~exp( -~)dr l<# "+*. 

5. Estimations ~t priori (II)  

Nous allons donner ici des estimations ~t priori sur les d6riv6es des u ~+i/z, 
/)n + 1/2. 

Lemme 5.1. Soit f E L  2 ([2) et soit tp ~L 2 ([2) la solution de 

(5.1) qJ + k ~ x  -- f , 

(5.2) go(a, y ) = 0 .  

Si f~Hl([2), alors tp~Ht ([2) et l'on a 

+-V 
o~ 

d 
(5.5) 22= i (f(a, y))2 d y. 

r 

lMmonstration. I1 est clair que le probl~me (5.1) (5.2) admet une solution 
unique dans L2([2). Prenant le produit sealaire dans L2([2) de (5.1) avec q~ et 
utilisant (5.2) on trouve 

(5.6) IlcPll 2~ ilfllZ. 

S i fe  H ~ (fl), alors d cp[d y est solution du mSme probl6me (5.1) (5.2) aveef  remplac6 
par df/dy; l'in6galit6 (5.6) appliqu6e/t ce probl6me donne pr6cis6ment (5.3). 

Pour obtenir (5.4), on d&ive (5.1) par rapport/ t  x, on multiplie par cgcp/ay et 
l'on int~gre sur [2 

a#7 2< 

lieU ( 
D'apr~s (5.1) et (5.2), 

k-~x (a, y) =f(a, y), 
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et le r6sultat suit. 

Lemme 5.2. Si k est assez petit (k < 4-~o ) , alors 

Ou "+�89 Ou "+~ Ov "+~ O v ~  
I Ox ' 3y  ' 3x ' l  Oy 

sont majords par une constante cl inddpendante de k et n. 

D6monstration. a) D'apr6s (3.2), on a 

Dun+~=Dun-2ku~+~ Du"+ ~ + 2kv"+~ Dv~+~, 

ofl D est l 'un des op6rateurs O/ax ou a/Oy; co d6signant la constante d6finie en 
(4.2), on en d6duit 

IlOu"+~ll < 2kcollOu"+~ll + 2 k  collOo"+~l I + llOu"ll. 

On a, de mSme, 

IIDv'+*ll ~ 2k collDu~+ ~ll + 2k collDv"+~ll + IIDv"ll. 

Apr~s, un calcul 616mentaire, ces in6galit6s donnent 

(5.7) {llOu,+~ll2+llDv,+~ll2}< l + 2 k c o  {llOu, ll2+llOo, ll2}. 
= l _ 4 k c o  

b) D'apr6s (3.2) et le Lemme 5.1, on a 

b un+l < 0U n+'t" 
(5.8) • = ~ " 

De manibre analogue 
bv.+i 0~+I 

(5.9) Ox < Oy " 

e) Avec (3.9) et (3.10) et le Lemme 5.1, on voit que 

0u,+l  2 <  6qttn+-~ 2 1 a n+~, 2 
+-~-/ [u  (a, y)] dy (5.10) ~ = 

D'apr6s (3.5) et puisque 

on  a 
u*(a, y) = O, 

u"+~(a, y ) =  k[vn(a,Y)] 2 
l + 2kv"(a, y) ' u"+~(a' y)< kc~' 

l f[u,+~(a, y)]2 d y < k (a - c )  C4o . 

Dans ces conditions, (5.10) donne 

aun+l 2 aun+~ 2 

---Us <=--TU- +k(d-c)c~. 



358 R. TEMAM: 

On d6montrerait de mSme que 

~un-I-I 2<  ,q/)n+~ 2 
= - ~ y  +k(b-a)c~,  ~y 

et il r6sultate de ces deux derni~res in6galit6s que 

fll ~U n+l II z av,,+x 2)  4. ~un+-l~ 2 ~13n+~ 2 

Avec (5.7), (5.8), (5.9) et le lemme de GRONWALL diseret, on conelut ais6ment 
que les normes 

OUn+~ OVn+�89 Oun+~ Ovn+l 

a x  ' ' - T Z y  

sont major6es ind6pendamment de k et n e t  le lemme est d6montr6. 

6. Estimations ~t priori (HI) 

Consid6rons les fonctions U~k, Vik, d6finies sur [0, T[, ~t valeurs dans H 1 (f2)n 
L ~176 (O), et telles que 

i i 
(6.1) Uik(t)=u n+~r, Vik(t)=v n+7, 

pour te[nk, (n+ 1)k[, O<n<N-1,  i=1 ,  2. 

Soit aussi Uk, Vk, les applications de [0, t]~,Hl(g2)c~L~(f2), lin6aires sur 
chaque intervalle Ink, (n+ 1)k[, et telles que 

(6.2) uk(nk)=u n , vk(nk)=v n , O<n< N. 

D'apr~s les Lemmes 4.1 et 5.1 on a 

Lemme 6.1. Les fonctions Utk, Uik (i = 1, 2), UR, ~k demeurent dans des ensembles 
born~s de L~(O, T; H~(f2)) et de L~(Q). 

Nous allons 6tablir d'autres estimations ~t priori pour ces fonctions. L'6galit6 
(3.9) s'6crit 

~u2 ~(x, 0=0  ' 
u2k(x, t ) - u ~ ( x ,  t )+k  Ox 

et d'apr~s le Lemme 5.2 on a done 

(6.3) I[u2 k-- UXRIIL~<O, r; Lz<~)) < k e2, 

o/1 c2 est une constante ind6pendante de k. De mSme 

(6.4) IIv2~--v~klIL| T; L=<~)) < k C2. 

Ajoutant les 6galit6s (3.2) et (3.9), on trouve 

(6.5) un+ 1_ u~ + k ~ +  k(un+*) 2 -  k(vn+�89 2 =0 
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ce qui s'6crit 

(6.6) 

On a de m8me 

(6.7) 

ce qui signifie 

~Ik .[_~Xk +(Ulk)2__(Vlh)2=O. 
dt 

v n+l _v,+k_L~__+k(vn+~)2_k(un+~)2=O, 

(6.8) Ob'k ~ y k  t~t ~- +(Vlk)2--(Ulk)2=O" 

II r6sulte de (6.6), (6.8) et du Lemme 6.1 que 

d?zk dVk demeurent, lorsque k ~ 0, dans des ensembles born6s de 
(6.9) d t '  dt  

L ~176 (0, T; L 2 (~)). 

Par d~finition des fonctions uk et u2 k, vk et v2 k, on v6rifie que 

Ilffk--U2~IIL~<0, T;L~<O))=< Sup Ilu~+l-u~ll 
O < n ~ N - 1  

et avec (6.5) et le Lemme 6.1, on en conclut que 

(6.10) l[ f fk-  u2 ~ II ,:<o, r; L~CO)) ----< C3 k,  

off c 3 est ind6pendant de k,  et de mSme 

(6.11) l[ b'k-- v2 k [1L| T; L~<O)) < Ca k.  

7. Passage/t la limite et ths d'approximation 

D'apr~s le Lemme 6.1, on peut extraire de la suite k, une sous suite (encore 
not6e k pour simplifier) telle que 

(7.1) U~k~Ui, V~k~V~, i = 1 , 2 ,  

dans L~176 T; Hi(O)) faible-&oile et dans L~~ faible-6toile. D'apr~s (6.3) et 
(6.4), on a n6cessairement 

(7.2) u 1 = u2 (not6 u), vl = v2 (not6 v). 

D'apr~s le Lemme 6.1 et (6.3), la famille ~k(resp. ~k) est une famille born6e 
6quicontinue dans (g([0, T]; L2(f2)) et on peut done choisir la suite extraite de 
mani6re que la suite fik(resp, vk) soit convergente dans (g([0, T]; L2(f2)). D'apr~s 
(6.10) (resp. (6.1 I)), (7.1) et (7.2) la limite de cette suite ne peut &re que u (resp. v) 
et done 

(7.3) ~k--~U, ~k---~l.) dans c~([0, T]; L 2 (O)). 
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Grfice fi (7.1), (7.2) et (7.3) on peut passer/t la limite. Les 6galit6s (6.6) et (6.7) 
donnent h la limite (1.8) et (1.9); les conditions (1.4)-(1.7) sont par ailleurs 
ais6ment v6dfi6es et on a done montr6 que u ={u, v} v6rifie (1.4) (1.9). L'existence, 
dans le Th6or~me 1 est d6montr6e. 

Notons que, puisque la solution de (1.4) (1.9) est unique, c'est la suite k route 
enti~re et non une suite extraite qui donne lieu aux eonvergences (7.1) et (7.3). 

Outre le Th6or~me 1, nous avons done d6montr6 le 

Th~or~me 2. Les fonctions Uxk, UZk, fik (resp. Vlk, V2k , Vk) d~fines par (3.2), 
(3.3), (3.9), (3.10), (6.1), et (6.2) convergent lorsque k ~ 0 vers la fonction u (resp. v) 
d~finie par le Thdor~me 1, dans c~([0, T];L2(f2)) fort, dans L~~ T; Ha(O)) et 
L~ (Q ) f aible-Otoile. 

8. Remarques diverses 

Les m&hodes employ6es aux paragraphes pr6c6dents s'appliquent ~t l '&ude 
d'un probl~me analogue en dimension d'espace l quelconque. Pr6cisons cela pour 
1=3. 

Soit t2 =]a, b[ x ]c, d[ x ]e,f[ un pav6 born6 de R 3, et soit x ={x, y, z} le point 
eourant de R 3. 

Th~or~me 3. Etant donn~ u o ={Uo, Vo, Wo} tel que 

(8.1) 

(8.2) 

(8.3) 

Uo, Vo, wo~HX(f2)caL~~ 

Uo, Vo, Wo>O p.p. ,  

Uo(a, y, z)=Vo(X, e, z)=Wo(X, y, e ) = 0 ,  

alors il existe une fonction u =(u, v, w} unique telle que 

(8.4) 

(8.5) 

(8.6) 

(8.7) 

(8.8) 

u, V, w~ L~176 (O, T; Hi(Q)) n L~~ (Q), 

u, v, w~O p.;p., 

u(a, y, z, t )=v(x,  c, z, t )=w(x,  y, e, t ) = 0 ,  

u(x, O)=uo(x), v(x, O)=vo(x), w(x, O)=wo(x), 

Ou Ou 2 
t3t I---~-x + 2 u - v 2 - w Z = O '  

(8.9) 0v 0v 2 2 2 dt t---~y + 2 v - u - w  = 0 ,  

(8.10) ~w ~ _  O---~-- - ~ -t--2W2-- U2-- V2 = 0 .  

Le sch6ma de pas fractionnaires qui permet de construire une solution appro- 
ch6e du problSme et de d6montrer le r6sultat d'existence est le suivant: on construit 
des u n+i14, v "+~/4, w "+tl4, O<n< N -  1, 1 <i<_4. 
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On par t  de 
uO~Uo, 1)0~1)0, wO~Wo. 

Lorsque  u ~, v", w ~ sont connus,  on proc6de c o m m e  suit 

a) D~finition de {u n+~, v "+E, wn+i} : 

u'+§ + k(u"*§ 

v~+*-v"+k(v"*~)2-k(u"+~)2=O 

wn+~-- Wn~o. 

b) D~finition de {u "+*, v "+�89 w n+~} : 

u.+�89 + k(u.+~)Z_k(w.+~)2=O 

Vn+�89 =O 

w'* �89 w "+~ + k(w"+�89 

c) D~finition de {u "+t, v n+t, w~+t} : 

U'+§ =O 

v"+§ +k(v"+~)e_k(w"+t)2= 0 

d)D~finition de {u "+1, v ~+1, wn+l}  : 

au  ~+1 
u"+l-u"+§ =0, u"+l(a,y,z)=O 

3x 

vn+l_vn+§ OV n+1 
3y  = 0 ,  v"+l(x,c,z)=O 

w"+l-w'+~+k Ow"+l = 0 ,  w"+l(x,y,e)=O. 
OZ 

On a des r6sultats de convergence du type de eeux d6montr6s au w 

Remarque 8.1. On peut  d6montrer  par  des m6thodes analogues,  des r6sultats 
d 'existence et d ' app rox ima t ion  pour  des probl6mes parabol iques  non  lineaires 
~ coercifs dans des ensembles >> i.e. bien pos6s quand on astreint la fonct ion inconnue 
~t satisfaire des condit ions autres que les condit ions initiales et aux limites usuelles 
(par  exemple ici u > 0, v >__ 0). 
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