
Rudolf Carnap 
Wien 

Bericht Uber Untersuchungen zur allgemeinen Axiomatik 

I. Grunddisziplin 

Die ,,allgemeine Axiomatik" ist die Theorie der ASe (Axiomen- 
systeme) beliebiger Form. 

Jede axiomatische Untersuchung, aueh schon das Ziehen yon 
Folgerungen aus einem einzelnen AS, setzt eine , ,Grunddisz ip l i t t "  
voraus: Logik, Arithmetik und Mengenlehre (diese als ,,absolute" 
Theorien, im Unterschied zu einer axiomatischen Arithmetik und 
axiomatischen Mengenlehre). 

Die sog. ,,Grundbegriffe" eines AS (z. B. in der Geometrie 
die Klassen der Punkte, der Geraden, der Ebenen, die Relationen 
Inzidenz, Zwischen, Kongruenz) sind nicht bestimmte Begriffe, 
sondem Variable, ftir die bei der Anwendung des AS in verschiedenen 
F~illen versehiedene Begriffe eingesetzt werden. Ein Axiom und 
ebenso aueh ein ganzes AS (als Konjunktion seiner Axiome) ist 
somit nicht ein Satz, sondern eine Satzfunktion. Ein AS mit den 
Grundrelationen P, Q, R k6nnen wit daher bezeichnen mitf(P, Q,R), 
abgeldirzt: f~R oder f. Aui3er den Variabeln kommen in einem 
AS nur logische Konstanten (d. h. solche der Grunddisziplin) vor, 
z. B. logische Zeichen im engeren Sinne und Zahlen. 

II. Modelle und Folfferunffen 

Wird f~R durch die Konstante ~R 1 befriedigt, wobei ~1 Ab- 
kfirzung fiir ein System yon Relationen P1, Qx, ..  ist, so heit3t 
~R1 , ,Modell" yon f. Ein Modell ist ein System yon Begriffen der 
Grunddisziplin, meist ein System yon Zahlen (Zahlklassen, Rela- 
tionen u. dergl.). 

1) Da die Untersuehungen an anderer SteUe in ausfiihrlicher DarsteUung ver- 
~ffentlicht werden sollen, seien hier nur die wichfigsten Definitionen und Ergebnisse 
ohne Angabe der Beweise zusammengesteUt. 
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g heit3t , ,Fo lge rung"  yon f ,  wenn f g generell impliziert: 
(~R) (f~R--~- g ~R), abgekfirzt: f -~ -  g. Die Folgerung ist also, ebenso 
wie das AS, kein Satz, sondern eine Satzfunktion; nur die zu- 
geh6rige Implikation f - ~ -  g is t  ein Satz, und zwar ein rein logischer, 
also eine Tautologie, da keine nichtlogischen Konstanten vorkommen. 

Gilt f---~ g und g --~ f, so heit3en f u n d  g ,,fiquivalent" (f~-~ g); 
f und g besitzen dann die gleichen Folgerungen, sie sind nur ver- 
schiedene Formulierungen desselben AS. 

f heit3t , ,erff i l l t" ,  wenn es ein Modell hat; andernfalls , ,leer". 
Die Konjunktion einer Satzfunktion und ihres Negates (z. B. 

h & ~) heit3t " " " , , k o n t r a d l k t o r l s c h  . Ein AS heigt ,,wider- 
s p r u c h s v o l l " ,  wenn es eine kontradiktorische Folgerung besitzt; 
andernfalls , ,widersp  r u c h s f r e i " .  

Lehrs~itze.  I. Widerspruchsvoll , ~  teer (d. h.: jedes wider- 
spruchsvolle AS ist leer, und umgekehrt). 

2. Widerspruchsfrei N erfiillt. 

IH. Unabh~ngigkett 

f und g heit3en , , ve r t r~g l i ch" ,  wenn ihre Konjunktion 
( f&  g) erffiUt ist; andernfaUs , ,unver t r~ ig l ieh" .  

�9 " i ~ ,~" g heit3t , , abhang  g yon f ,  wenn g oder g Folgerung yon f;  
bh'" " " andernfalls , ,una ang lg  . 

Ein AS erf0.11t~die' , , U n a b h ~ i n g i g k e i t s f o r d e r u n g " ,  wenn 
jedes Axiom des AS unabh~ingig ist yon der Konjunktion der fibrigen 
Axiome. Diese Foi'derung kann nach zwei verschiedenen Richtungen 
hin verseh~irft werden. 

I. f u n d  g heit3en , ; i n h a l t s f r e m d " ,  wenn sie keine gemein- 
samen nieht-tautologischen Folgerungen haben, f erffillt die 
, , F o r d e r u n g  de r  I n h a l t s f r e m d h e i t " ,  wenn jedes Axiom 
inhaltsfremd ist zur Konjunktion der fibrigen Axiome. Dies i s t  
gleiehbedeutend mit der Forderung: je zwei Axiome sind inhalts- 
fremd. 

2. f u n d  g heit3en ,Tr unabh~ing ig"  voneinander, 
wenn f & g, f & g,  f & g, J & g erffillt sind. f erftillt die 
, , F o r d e r u n g  d e r  vo l l s t~ ind igen  U n a b h ~ i n g i g k e i t "  (Moore), 
wenn jede Konjunktion irgendweleher Axiome yon f vertriiglieh 
ist mit dem Negat der Konjunktion der fibrigen Axiome. 

Lehrs~itze.  I. DaB g unabh~ingig yon f i s t ,  ist ~iquivalent 
damit (d. h. : gleichbedeutend damit; notwendige und hinreichende 
Bedingung daffir), dab f sowohl mit g wie mit g vertr~iglich ist. 
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2. Daft f und g inhaltsfremd sind, ist ~quivalent damit, dab 
] und g unvertrliglich sind. 

3- Die Forderungen der Inhaltsfremdheit and der vollst~ndigen 
Unabh~ingigkeit sind unvereinbar (d. h. kOnnen nieht zugleieh 
erfiillt werden). 

IV. Isomorphie dot ~rodelle 

Der Begriff der , ,mehrs tu f igen  I somorph ie"  zwischen 
ModeUen wird aufgesteUt. Die Definition kann bier nicht angegeben 
werden; die Bildung des Begriffes erfolgt mit Benutzung ver, 
schiedener Hilfsbegriffe: ,,Individuen yon K inbezug auf die q-te 
Stufe", ,,Individuenkorrelator", ,,induzierte Korrelation", ,,q- 
stufiger Korrelator", ,,q-stufig isomorph". Zwei bekannte Begriffe 
ergeben sich als Spezialf~ille der mehrstufigen Isomorphie: die 
Isomorphie (oder fi~hnlichkeit) im fiblichen (z. B. Russellschen) 
Sinne, die nut fiir homogene Relationen definiert ist, ergibt sich 
als gleichbedeutend mit der einstufigen Isomorphie; die Gleich- 
miiehtigkeit zwischen Klassen ist gleichbedeutend mit der 
einstufigen Isomorphie ftir einstellige Relationen. Die mehrstufige 
Isomorphie ist der grundlegende Begriff fiir die weiteren Unter- 
suchungen. 

Gilt fg/ ,  so heiBt ~ , ,Nich tmodel l "  yon f. Die Modelle und 
Nichtmodelle yon f (also -,file zul~issigen, d. h. typenm~iBig passenden 
Werte der Modellvariabeln ~R in f~R) heiBen ,,zul~issige Modelle" 
yon f. f heiflt , , formal",  wenn jedes zul~issige Modell yon f ,  das 
mit einem Modell yon f isomorph (genauer: ,,q-stufig isomorph", 
so aueh stets im folgenden) ist, aueh Modell yon f i s t ;  andernfalls 
, ,mater ia l" .  Die in der Mathematik gewOhnlich vorkommenden 
ASe sind formal. 

Wir sagen yon zwei isomorphen Modellen: sie haben dieselbe 
(q-stufige) , ,S t ruk tu r" .  Die Struktur F ,,gehOrt z u "  f ,  wenn f 
ein Modell mit der Struktur r besitzt; -r , ,geh6rt  vollst~indig zu"  
f, wenn r zu f geh6rt und jedes zul~issige Modell yon f, das die 
Struktur r hat, ModeU yon f i s t ;  F , ,geh6rt  unvo l l s t l ind ig  zu "  
f, wenn F zu f geh0rt, aber nieht vollstiindig. 

Lehrsa tz .  Ist f formal, so geh6rt jede zu ihm gel~Orende 
Struktur vollstiindig zu ibm; und umgekehrt. 

V. Monomorphie mad ~belbarkoit  
Der Begriff der Vol l s t i ind igke i t  eines AS (wohl zu unter- 

scheiden yon der Vollstiindigkeit des im AS genannten Elemente- 
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systems, von der z. B. das Hi lber tsche Vollst/indigkeitsaxiom 
handelt) kann auf dreierlei Weise definiert werden; wir verwenden 
die drei Termini ,monomorph", ,,nichtgabelbar", ,,entseheidungs- 
definit". 

Die , , S t r u k t u r z a h l "  eines AS ist die Anzahl der zu ihm 
geh6renden Strukturen. f heit3t , ,monomorph" ,  wenn seine 
Strukturzahl gleich I; , , po lymorph" ,  wenn sie gr6i3er als I i s t .  

f heiBt , ,gabelbar  an" g, wenn f mit g und mit g vertr/iglich 
ist und g formal ist. f heit3t , ,gabelbar" ,  wenn es ein g gibt derart, 
dab f an g gabelbar ist. f heiflt , , n i ch tgabe lba r" ,  wenn f erfOUt 
und nicht gabelbar ist. 

Lehrs i i tze .  I. G a b e l b a r k e i t s s a t z .  Polymorph ~ gabelbar. 
2. M0nomorph ~ nichtgabelbar. 

Andeutung des Beweises  for den Gabelbarkeitssatz. a) f sei 
polymorph. Dann hat f zwei nieht-isomorphe Modelle, etwa ~, ~.  
Wir bezeichnen die Funktion ,,~ ist isomorph mit ~I" mit g~R. 
Dann ist g formal. ~ ist Modell for f &  g, ~ for f & g .  Also ist 
f an g gabelbar. 

b) f sei gabelbar. Dann gibt es ein formales Axiom g derart, 
dab f & g efftillt ist, etwa durch 9~, und f & g erf011t ist, etwa 
durch ~.  9.I und ~3 k6nnen nun nicht isomorph sein, da sonst, 
well g formal, aus g~ folgen wtirde: g~; es gibt abet ~ .  f besitzt 
somit zwei nicht-isomorphe Modelle, ist also polymorph. 

A n w e n d u n g  auf bekannte ASe. I. Das (z. B. Hilbertsehe)  
AS der e u k l i d i s c h e n  Geome t r i e  ist monomorph; also nicht. 
gabelbar. 

2. Das Peano~che  AS der  n a t 0 r l i c h e n  Z a h l e n  (in der 
yon Russe l l  vereinfachten Form mit 6iner Grundrelation) ist, 
wie Russe l l  gezeigt hat, monomorph; also nichtgabelbar. Eine 
Gabelung der Ari~hmetik etwa am Fermatschen  oder am Gold- 
b achschen Satz (analog der Gabelung der Geometrie am Parallelen- 
axiom) ist also nieht m6glieh. 

f heiBt , , e n t s c h e i d u n g s d e f i n i t " ,  wenn f erfOllt ist und 
wenn for jedes formale g (mit derselben Variabeln) entweder g 
oder g Folgerung yon f i s t .  

Lehrsa tz .  Entscheidungsdefinit ~ nichtgabelbar. 
f heiBe ,,k-entscheidungsdefinit" (d. h. im konstruktivisti- 

schen Sinne), wenn ein Modell von f aufgewiesen werden und ein 
Veffahren angegeben werden kann, nach dem bei jedem vorge- 
legten formalen g (mit derselben Variabeln) entweder der Beweis 
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ffir f--~- g oder der Beweis ffir f - +  ~ geffihrt werden kann. Ffir 
die Beurteilung dieses Begriffes sind zwei Stadien der EntwiCklung 
der Logik zu unterscheiden: 

I. Wenn das allgemeine Entseheidungsproblem der Logik 
einmal gelOst sein wird (es ist urnstritten, ob das jemals geschehen 
kann), so wird jedes monomorphe AS k-entscheidungsdefinit. 
(Das Umgekehrte gilt auch jetzt schon). 

2. Solange das Entseheidungsproblem der Logik noch nicht 
gel6st ist, gibt es kein k-entseheidungsdefinites AS. Wit haben 
also nicht flit jedes AS ein eigenes Entscheidungsproblem, sondern 
nut das 6ine der Logik. 

Es ist allgemein eine Konsequenz unserer Grundauffassung 
yon den ASen, dab durch die einzelnen ASe nicht einzelne Gebiete 
abgetrennt werden, sondern jede Frage in bezug auf irgend ein AS 
zu dem 6inen Gesarntgebiet der Logik geh6rt; denn jeder Satz 
yon der Form f - -~  gist  ein Satz der reinen Logik, eine Tautologie. 

VI. Maximal- und minim~laxiome 

Man hat in solchen Axiomen, wie dem Hilbertschen ,,Voll- 
st~indigkeitsaxiom" und dem Fraenkelschen ,,Besehfiinktheits- 
axiom" besondere Sehwierigkeiten gefunden, weil diese Axiome 
sich scheinbar nicht, wie die fibrigen, auf die Grundbegriffe des 
AS beziehen, sondern auf die tibrigen Axiome. Diese Schwierig- 
keiten versehwinden jedoch bei geeigneter Formulierung der Axiome. 

Wit unterscheiden: , ,Maximalmodel l -Axiom inbezug auf f "  
(Beispieh Hi lbe r t s  Vollst~indigkeitsaxiom); , ,Maximals t ruk tu r -  
Axiom" (Beispiel: Peanos  Induktionsaxiom); , ,Minimalmodell-  
Axiom" (Beispiel: F raenke l s  Beschriinktheitsaxiom); ,,Minimal- 
s t r u k t u r - A x i o m " .  Die Definitionerl k6nnen hier nicht gegeben 
werden. 

Mit Hilfe gewisser Einteilungen der Strukturen eines AS 
(,,teilige", ,,unteilige" StrukturerI; ,,isolierte", ,,Anfangs-", ,,End-" 
Strttkturen des AS) werdert jedem AS 4 eharakterisfisehe Zab.letx 
zugeschrieben. Aus den vier Zahlwerten fiir das AS f i s t  zu er- 
sehen, ob f leer, monomorph oder polymorph ist und welcher der 
folgenden drei m6glichen Fiille bei Hinzufiigung irgendeines der 
vier genannten Axiome zu f eintritt: I) die Hinzuffigung ist nicht 
widerspruchsfrei m6glich, 2) f wird dutch Hinzuffigung des Axioms 
monomorph, 3) f bleibt auch nach Hinzufiigung polymorph. 


