
WOLFGANG LENZEN 

E P I S T E M O L O G I S C H E  B E T R A C H T U N G E N  Z U  [ $ 4 , $ 5 ]  

ZUSAMMENFASSUNG. Die zahlreichen modallogischen Systeme zwischen den 
Standardkalktilen $4 und $5 werden vom epistemologischen Standpunkt aus unter- 
sucht, indem 'Notwendigkeit' wahlweise als 'Wissen' bzw. als 'Oberzeugt-sein' ge- 
deutet wird. Dabei stellt sich heraus, dab - unter gewissen andernorts begriindeten 
Voraussetzungen fiber epistemische Logik-  $4.4 als Logik der wahren l]berzeugungen 
aufgefaflt werden kann, wiihrend die Systeme $4.3.2 und $4.2 als Logiken for solche 
Leute erscheinen, die das Schema 'Wissen = wahre Oberzeugung' nur eingeschriinkt 
fiir ganz spezielle rein doxastische bzw. rein epistemische Siitze akzeptieren. $4.2 ist 
dabei allem Anschein nach die Logik des Wissens. 

ABSTRACT. The numerous modal systems between $4 and $5 are investigated 
from an epistemological point of view by interpreting 'necessity' either as 'knowledge' 
or as '(strong) belief'. It is shown that - granted some assumptions about epistemic 
logic for which the author has argued elsewhere - the system $4.4 may be interpreted 
as the logic of true belief, while $4.3.2 and $4.2 may be taken to represent epistemic 
logic systems for individuals who accept the scheme 'knowledge = true belief' only 
for certain special instances. There is strong evidence in favor of the assumption that 
$4.2 is the logic of knowledge. 

I 

In den vergangenen zwei Jahrzehnten  ist das Fe ld  der  modal logischen 

Systeme zwischen $4 und $5, kurz  [$4, $5], sowohl  vom syntakt ischen als 

auch vom semantischen Ges ich t spunkt  aus in Ausfi ihr l ichkei t  untersucht  

worden.  1 Mehrere  Kalki i le  wurden dabei  sogar  als "ad~iquat" nach-  

gewiesen, d .h .  als widerspruchsfrei  und vollst~indig relativ zu einer yon 

Fal l  zu Fa l l  passend definierten Semant ik .  Eine inhaltliche Deutung  der  

durch  die jeweil igen Systeme charakter is ier ten  Modalit~iten steht j edoch  

noch wei tgehend aus. M a n  weil3 zwar z .B. ,  daI3 der  Pr iorsche Kalkt i l  D 

(=$4 .3 .1 )  denjenigen Notwendigkei t sbegr i f f  charakter is ier t ,  demzufolge 

eine Aussage bzw. Propos i t ion  genau dann  notwendigerweise wahr  ist, wenn 

sie je tz t  wahr  ist und in Zukunf t  immer  wahr  sein wird - vorausgesetzt  die 

S t ruk tur  der  Zei t  ist d iskre t  (ira Fal le  einer kont inuier l ichen Zeit  w~tre das 

System $4.3 einschl~igig); und verwandte  Ze i t -Deutungen  haben  Pr ior  und 

Z e m a n  in [19] bzw. [25] auch den Modalit~iten von $5, $4, $4.2 und $4.4 

beizulegen versucht .  Von einer  intui t iv  befr iedigenden In te rpre ta t ion  kann  
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man in den drei letztgenannten F~illen jedoch kaum reden. $4.4 wird bei- 
spielsweise so als "logic of the end of the world" charakterisiert: 

One pictures an angel appearing, golden horn in hand, and announcing, " I  am about 
to blow this horn, and when I do, the world will end; time will pass into eternity, and 
at that instant all eternal truths will be realized ; . . . "  The angel lifts the horn to his lips, 
and the instant just before he blows it is the instant for which $4.4 is expressive of the 
time sequence. 

Das heiBt: 

"~ is necessary" (i.e. L~) means "If the instant for which La is being evaluated is the 
one instant in time then a is true at that instant and at every instant in eternity as well; 
if the instant for which La is being evaluated is one of the instants of eternity, then a 
is true at every instant of eternity". 2 

So pittoresk diese Beschreibung auch ist, zu einem tieferen, intuitiven Ver- 
st~indnis des Kalkiils $4.4 tr~igt sie wohl wenig bei. Deshalb ist es sicher 
angebracht, dem Kalkiil $4.4 ebenso wie einigen anderen Systemen aus 
[$4, $5] eine neue inhaltliche Deutung zu verleihen. Als erster Schritt dazu 
sollen die alethischen Modalit~iten epistemisch, genauer: 'Notwendigkeit' 
als 'Wissen' interpretiert werden. An die Stelle des sonst iiblichen Not- 

wendigkeitsoperators [] bzw. L soll deshalb der (ohne Personenindex ver- 
sehene) Operator W treten, so dab 'Wp' den Sachverhalt symbolisiert, dab 
eine gewisse nicht n~iher festgelegte und im Folgenden stets konstant ge- 

haltene Bezugsperson a weifl, daft p. Das Ausgangssystem $4 enth~ilt dann 
- neben einer Standard-Axiomatisierung der Aussagenlogik - die nach- 
stehenden Axiome(nschemata) und Regeln: 

A5 Wp D p 
A6 W(p D q) D (Wp D Wq) 
A7 Wp D WWp 
RN p b Wp 

A5 besagt bei der intendierten Deutung, dab nur Wahres gewuBt werden 
kann, was trivial ist. A6 entspricht einem Konjunktionsprinzip der Art, 
dab jemand, der sowohl weiB, dab p, als auch weiB, dab q, damit zugleich 
weiB, dab p und q. Auch dieses Prinzip diirfte intuitiv aufer  Frage stehen. 
Das Iterationsaxiom A7: Wer weiB, dab p, weiB auch, dab er dies weifi - 
ist dagegen in der einschl~igigen Literatur ebenso heftig umstritten wie die 
(epistemisch gedeutete) "rule of Necessitation", RN, die der Bezugsperson 
a eine Art logischer Allwissenheit in der Form aufedegt, dab a v o n  jedem 
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tautologischen Sachverhalt (z. B., dab es jetzt regnet oder nicht regnet) 
wissen muB, dab er besteht. Die Obernahme von A7 und vor allem yon 
RN involviert eine Idealisierung des "normalen" Wissensbegriffs, fiber 
deren Rechtfertigung ich mich im Rahmen dieser Arbeit nicht n~her 
auslassen kann. Ich habe andernorts (vgl. [16], Abschnitt 3.2) daffir argu- 
mentiert, dab eine solche Idealisierung unum#inglich ist, wenn man iiber- 
haupt so etwas wie epistemische Logik betreiben will. Deshalb setze ich 

fiirs Folgende mit Hintikka voraus, "daft die Logik des Wissens mindestens so 

stark ist wie Lewis' S4".a Andererseits muB sie sicher schw/icher sein als der 
Kalkiil $5, der aus $4 durch Ersetzen yon A7 durch 

A8 ---n Wp ~ W--n Wp 

entsteht. Dieses zweite Iterationsprinzip ist im Gegensatz zum ersteren 
n~tmlich unhaltbar: als z.B. Kolumbus die West-"indischen" Inseln er- 
reichte, wuftte er nicht, dab er in Indien gelandet war, denn Indien hatte er 
ja gar nicht erreicht. Angesichts seiner 1Dberzeugung, er h~itte Indien er- 
reicht, darf man freilich nicht erwarten, er h~itte gewuBt, dab er nicht 
wuBte, in Indien zu sein. 

Die potentiellen Kalkiile fiir eine epistemische Aussagenlogik sind also 
irgendwo zwischen $4 und $5 ~ zu suchen - aber wo genau ? Bis dato sind 
nicht weniger als ein Viertel Hundert verschiedener Systeme aus [$4, $5] 
bekannt, die aus $4 durch Hinzuffigen eines oder mehrerer Axiome der 
nachstehenden Liste entstehen: 

r l  --nW--nWp = (W---~W---np = WTW---nWp) 
�9 1 W ( W ( p  = Wp) = p) = (W~W---nWp = p) 

N1 W ( W ( p  = Wp) = p)  = (---nW---nWp = p) 

L1 p ~ ( W ~ W - T W p  ~ Wp) 
L1.2 (Wp D Wq) = (W---nW-~W(Wp = Wq) = W(Wp = Wq)) 
G1 ---nW--nWp D W---nW---lp 

D2 W(Wp = Wq) v W(q = Wp) 
F1 W( Wp = q) v (---nW~Wq = p)  

RI p ~ (---nW~Wp = Wp) 

Z l  W---nW--np = (W--nW'-nq = ( ~ W ~ ( p  A q) = 
W--nW--7(p A q))) 

Angesichts der Komplexit~it der meisten Axiome 1/iBt sich ohne weiteres 
wohl kaum entscheiden, welche davon als epistemologische Prinzipien 
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akzeptierbar sind und welche nicht, r l ,  L1, N1, L1.2, und Z1 sind der- 
mal3en uniibersichtlich, dab es schwerf~llt, sie iiberhaupt in die Umgangs- 
sprache zu "iibersetzen". Aber selbst die einfacheren Axiome L1, G1, F1 
und R1 widersetzen sich einer direkten, nur vom "gesunden Menschenver- 
stand" geleiteten Analyse, weil die Wahrheitsbedingungen fiJr '-7 W ~  Wp' 

und fiir ' W ~  W ~  Wp', also dafiir, dab (a weiB, daB) a nicht weiB, dab a 
nicht weil3, daI3 p, mehr als vage erscheinen. Der folgende Exkurs soll un- 
serer diesbeziiglichen Intuition auf die Spriinge helfen. 

I I  

Epistemische Logik wird im Allgemeinen als die Logik der beiden Begriffe 
'wissen' und 'glauben' - 'episteme' und 'doxa' - aufgefal3t. Von daher liegt 
es nahe, neben den obigen Wissenslogiken auch Glaubenslogiken in Be- 
tracht zu ziehen. Da eine ausfiihrliche Diskussion der Probleme doxa- 
stischer Logik den Rahmen dieser Arbeit sprengen wtirde, muB ich reich 
freilich mit den folgenden knappen Hinweisen begntigen, die ich in [14], 
[16] und [17] - vgl. auch die verwandte Darstellung in [13] - detailliert 
begriindet babe: 

Anders als im epistemischen Fall hat man es in der doxastischen Logik 
nicht nur mit einem Grundbegriff zu tun. Das weite Feld doxastischer 
Ausdriicke enth~It u.a. die Terme 'glauben', 'fiir m/Sglich halten', 'iiber- 
zeugt sein' und 'fiir ausgeschlossen halten', zwischen denen offenkundig 
die folgenden Beziehungen bestehen: es fiir ausgeschlossen zu halten, dab 
p, bedeutet dasselbe wie davon iiberzeugt sein, dab nicht-p; es fiir m6glich 
zu halten, dab p, bedeutet dasselbe wie es nicht fiir ausgeschlossen zu 
halten, dab p; wer davon iiberzeugt ist, dab p, der glaubt auch, dab p, aber 
man kann umgekehrt glauben, dab p, ohne davon iiberzeugt zu sein, dab p. 
Symbolisiert Ap, Np, Mp, Gp - in dieser Reihenfolge - den Sachverhalt,, 
dab unsere Bezugsperson a es fiir ausgeschlossen h/ilt, dab p, davon 
iiberzeugt ist, dab p, es fiir m/bglich h~tlt, dab p, bzw. glaubt, dab p, so gilt 
also: Ap - N a p ,  Mp - --TN---~p und Np D Gp, nicht aber Gp D Np. 
Obwohl die auch 'G'  und 'N'  erfaSten doxastischen Einstellungen dutch 
subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriffe definiert werden k6nnen (vgl. dazu 
[13], [14] und [16]), so sind sie doch im Rahmen einer doxastischen Logik 
als irreduzible Grundbegriffe aufzufassen, fiir die auch jeweils verschiedene 
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logische Gesetze gelten. Uns soil hier jedoch nur die N-Logik interessieren, 
die im folgenden Kalktil DS5 ~ zusammengefaBt ist: 

DA5 ~ Np D Mp 
DA6 N(p  = q) = (Np = Nq) 

DA7 Np ~ NNp 
DA8 Mp D NMp 
DRN p ~ Np 

Das doxastische Pendant zu A5, das "Unfehlbarkeitsprinzip" 

DA5 Np D p 

'Wenn jemand davon iiberzeugt ist, dab p, so gilt auch p', wird also zu dem 
unproblematischen Prinzip DA5 ~ abgeschw~icht, demzufolge niemand 
etwas zugleich fiir sicher und fiir ausgeschlossen halten kann. DA6 ent- 
spricht wiederum einem Konjunktionsprinzip der Art, dab jemand, der 
sowohl von p als auch yon q iiberzeugt ist, damit zugleich auch iiberzeugt 
ist, dab p und q.5 Und in den Iterationsgesetzen DA7 und DAB kommt 
schlieBlich zum Ausdruck, dab man sich seiner jeweiligen doxastischen 
Einstellung stets sicher ist, dab man also, wenn man etwas fiir m6glich 
bzw. fiir sicher hMt, zugleich davon iiberzeugt ist, dab man es fiir m6glich 
bzw. fiir sicher hMt. Diese Prinzipien scheinen intuitiv au6er Frage zu 
stehen, w~ihrend beziiglich der Regel DRN wiederum gilt, dab die dadurch 
erzielte Idealisierung des umgangssprachlich vorgegebenen Begriffs des 
"0berzeugtseins unerl~i61ich ist, wenn man iiberhaupt so etwas wie doxa- 
stische Logik betreiben will. Fiirs Folgende setze ich jedenfalls voraus, daft 
DS5 ~ der adiiquate Kalkiil fiir die Logik der (Jberzeugungen ist. 

Doxastische Logik kann unsere Probleme epistemischer Logik selbstver- 
stiindlich erst dann Ibsen helfen, wenn geeignete "Briickenprinzipien" 
zwischen 'wissen' und 'tiberzeugt sein' zur Verfiigung stehen. In der ein- 
schliigigen - zumeist angels/ichsischen - Literatur wird z.B. die "entail- 
ment thesis" diskutiert, derzufolge aus 'wissen, dab p' folgt 'glauben, dab 
p'. In der Form Wp ~ Gp hat sie zu einigen MiBverst/indnissen Anla6 
gegeben (vgl. [16], Abschnitt 2.2), auf die ich hier jedoch nicht n/iher ein- 
gehen m6chte, da bei niiherer Betrachtung sich sogar die logisch stiirkere 
Variante 

B1 Wp ~ Np 

als intuitiv unproblematisch erweist. In der Tat k6nnte doch ein Zeit- 
genosse, der uns weismachen wollte, er wiiBte, dab p, sei sich aber nicht 
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sicher, dab p, nur das gleiche mitleidige Kopfschiitteln erwarten wie eine 
Frau, die behauptete, sie sei mit einem Junggesellen verheiratet. BI sollte 
wirklich auBer Frage stehen, so daft wir im Folgenden EDS4.5 ~ ~- $4 + 
DS5 ~ + B1 als intuitiv unproblematisches Basissystem fiir eine gemischt 
epistemisch/doxastische Logik voraussetzen k6nnen. 

Die im Theiithet diskutierte (und zuriickgewiesene) Bestimmung von 
'episteme' als 'alethes doxa' gewinnt nun im Lichte von B1 neues Interesse. 
Zwar wird man Sokrates darin Recht geben, dab ein x-beliebiger wahrer 
Glaube - z.B. dab es morgen schneien wird - noch l/ingst kein Wissen 
darstellt, dab also p ~ (Gp D Wp) inakzeptabel ist; aber die versch/irfte 
Konzeption von Wissen als wahrer 1]berzeugung, 

B2 p ~ (Np D Wp), 

ist durchaus ernsthafterer Erw~igung wert, ja in neuerer Zeit von verschie- 
denen Autoren akzeptiert worden. (Vgl. etwa [2] und [13].) 

Es gibt allerdings mindestens zwei Griinde, die ernsthaft gegen B2 
sprechen. Zum einen z/ihlt eine wahre 1]berzeugung im Allgemeinen dann 
nicht als Wissen, wenn sie "objektiv" nicht hinreichend begriindet war: 
wer etwa davon iiberzeugt ist, am n~ichsten Samstag im Lotto zu gewinnen, 
weil eine Wahrsagerin ihm dies prophezeit hat, dem wiirden wir normaler- 
weise selbst dann ein Wissen absprechen, wenn die Prophezeiung sich 
bewahrheiten sollte, denn eine Wahrsagung ist objektiv, d.h. statistisch 
gesehen kein verl~iBlicher Grund fiir das Wahrgesagte. Zum zweiten ist 
aber selbst eine begriindete wahre 1]berzeugung nicht automatisch schon 
ein Wissen, wie E. Gettier in seinem beriihmt gewordenen Aufsatz "Is 
Justified True Belief Knowledge ?" nachdrficklich klargemacht hat. 6 Ange- 
sichts dieser Bedenken ist es vielleicht nicht unpassend, die Verfechter von 
]32 radikale Erkenntnistheoretiker zu nennen. Im n~ichsten Abschnitt 
wollen wir untersuchen, welcher epistemische Kalkiil ffir sie maBgeschnei- 
dert ist. 

III 

Ein radikaler Erkenntnistheoretiker - so wie er gerade getauft wurde - ak- 
zeptiert neben B2 natiirlich auch B1 und .4,5, also die folgende Definition: 

DEF. 1. Wp ~ p A Np. 
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Seine epistemische Logik ergibt sich deshalb aus der doxastischen Logik in 

dem Sinne, dab er solche und nur solche epistemischen Prinzipien akzep- 

tiert, die sich in DS5 ~ mit Hilfe von Def. 1 ableiten lassen. "Ubersetzt" 
man nun die weiter oben aufgelisteten 10 Erweiterungsaxiome von $4 in 
doxastische Prinzipien, so ergibt sich: 

SATZ 1. In DS5 ~ zusammen mit der Definition 1 sind die Axiome r l ,  
~,1, N1, L1, L1.2, G1, D2, F1, und R1 beweisbar. 

Beweis. Da das charakteristische Axiom von $4.4, R1, bekanntlich 7 
jedes andere der in Satz 1 aufgefiihrten Axiome logisch impliziert, reicht es 
aus, die Herleitbarkeit von R1 in DS5 ~ + Def. 1 zu zeigen. Eliminiert man 
in R1 s~tmtliche Vorkommnisse von 'W'  gem/iB Def. 1, so ergibt sich die 
Formel p ~ (--n(-7(p ^ Np) /x N(-n(p ^ Np))) ~ p ^ Np), die man 

nach einigen einfachen aussagenlogischen Umformungen als /iquivalent 
mit M(p ^ Np) ~ Np erkennt. Nach DAB gilt aber -~Np ~ N--nNp, also 
-~N--nNp D Np, d.h. MNp D Np, und damit erst recht M(p ^ Np) 

Np. Ein radikaler Erkenntnistheoretiker wird somit einen KalkiJl epistemi- 

scher Logik akzeptieren, der mindestens so stark ist wie $4.4. 
Um nun dariiber hinausgehend zu zeigen, dab $4.4 tats/ichlich die Logik 

fiir radikale Erkenntnistheoretiker ist, muB noch nachgewiesen werden, 
dab sich aus DS5 ~ mit Hilfe von Def. 1 tats/ichlich nur solche epistemischen 
Prinzipien herleiten lassen, die zugleich Theoreme von $4.4 sind. Ein sol- 
cher Nachweis setzt freilich die "Definierbarkeit" von 'N '  durch 'W'  im 
Rahmen von DS5 ~ voraus, d.h. genauer: die Existenz einer dort beweis- 
baren ~quivalenz von 'Np' mit einem Ausdruck, der doxastische Terme 
nur in der Kombination 'q ^ Nq' (d. h. 'Wq') enth~ilt. Nun gibt es leider 
keine "logische Subtraktion", die es allgemein gestatten wiirde, eine 

logische ,~quivalenz der Form A -- B ^ C wie eine arithmetische Glei- 
chung nach einem der Konjunktionsglieder "aufzul6sen"; speziell kann man 
Def. 1 nicht dazu beniitzen, tAberzeugt-sein umgekehrt als Wissen "minus" 
Wahrheit zu definieren a. Es gilt jedoch, gliicklicherweise: 

SATZ 2. In DS5 ~ ist Np beweisbar /iquivalent mit (p ^ Np) v ~ N - n  
(p ^ Np), d. h. in DS5 ~ + Def. 1 gilt Np -- -7 W--n Wp. 

Beweis. Aus der Tautologie p D (Np ~ (p ^ Np)) gewinnt man mit 
DRN und DA6 Np D (NNp ~ N(p ^ Np)), also mit DA7 auch Np 

N(p ^ Np), und daraus mit DA5 ~ Np ~ M(p ^ Np), (*); aus der 
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Tautologie --nNp D -~(p A Np) erh~dt man analog mit DRN und DA6 
N-nNp  D N-~(p A Np),  also aussagenlogisch M ( p  A Np) D MNp,  (**); 
aus DAB gewinnt man unmittelbar M N p  D Np, zusammen mit (**) 
also M ( p  A Np)  ~ Np, mit (*) deshalb aussagenlogisch das gewiinschte 
Np -- (p ^ Np) V M ( p  A Np). 

Definiert man nun (im Rahmen epistemischer Logik), 

DEF. 2. Np ~ ~ W---n Wp ~ 

so l~iBt sich zeigen: 

SATZ 3. DS5 ~ + Def. 1 ist deduktiv ~iquivalent mit $4.4 + Def. 2. 
Beweis. :~ A) Aus Satz 1 und Satz 2 ergibt sich unmittelbar, dab das 

$4.4 Axiom R1 sowie die Definition 2 in DS5 ~ + Def. 1 beweisbar sind; 
die iibrigen epistemischen Axiome AS, A6 und .4,7 erh~ilt man sofort aus 
Def. 1, aus DA6 und aus DAT. Also gilt DS5 ~ + Def. 1 --~ $4.4 + Def. 2. 
B) Umgekehrt ergibt sich: i) Gem/i8 A5 gilt Wp D p; ebenfalls aufgrund 
von A5 gilt aber auch Wp ~ --7 W---n Wp, also Wp D p A Np; p ^ Np D 

Wp folgt unmittelbar aus R1. Also ist Def. 1 in $4.4 + Def. 2 herleitbar. 
ii) Aus R1 folgt bekanntlich :1 das charakteristische Axiom von $4.2, 
GI:  -7 W---n Wp ~ W---~ W---rip, also die Formel Np ~ Mp, d.h. das doxa- 
stische Axiom DA5 ~ iii) Nach G1 gilt (*): -7 W---nW--n Wp ~ W---n W---n--n 

Wp; aus A7, A6 und RN ergibt sich ---nW-n-nWp D ---nWp, mit RN also 
W(~W---n-nWp D ---nWp), und daraus mit A6 (**): W--nW---n--nWp 

14/7 Wp ; aus (*) und (**) folgt aussagenlogisch -7 W--n Wp D W---n W---n Wp, 

d.h.  Np D WNp, also gem~iB i) erst recht Np D NNp, d.h. DA7. iv) Aus 
A7 folgt unmittelbar W--n W-rip ~ WW---~W-~p, also Mp D WMp, und 
daraus mit i) erst recht Mp D NMp,  d.h. DAB. v) Aus .4,6 folgt Wp ^ 

Wq ~ ---1W(p D q), daraus mit RN, A6 und A7 Wp ^ Wrn Wq D 

W---nW(p D q), also aussagenlogisch -nW---nW(p D q) D ( W ~ W q  D 

--7 Wp ), und daraus mit RN und A6 schlieBlich (+):  W---n W---n W (p ~ q) D 
(WW--nWq D W ~ W p ) ;  nach iii) gilt allgemein Np ~ WNp, also ins- 
besondere N(p  ~ q) ~ W N ( p  ~ q), d. h. N (p  ~ q) D W---n W--~ W(p  
q); zusammen mit ( + )  und ,4,7 folgt also N ( p  ~ q) D (W---nWq ~ W---n 

Wp) also aussagenlogisch N(p  D q) ~ (Np D Nq) d.h. DA6. vi) Die 
Giiltigkeit der Regel DRN ergibt sich unmittelbar aus i) und RN. Also gilt 
$4.4 + Def. 2 ~ DS5 ~ + Def. 1. 

Die Bedeutung des hiermit bewiesenen Satzes 12 liBt sich knapp auch so 
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ausdriicken: wenn DS5 ~ den adiiquaten Kalkiil fiir die Logik der f)ber- 
zeugungen darstellt, so stellt $4.4 den adiiquaten Kalkiil fiir die Logik der 
wahren fJberzeugungen dar. Damit hat neben den "Zeit" logiken $4.3.1 und 
S4.3 zumindest schon einmal ein weiterer Kalktil aus [$4, $5] eine intuitiv 
befriedigende Deutung gefunden, und mit Satz 3 best~.tigt sich zudem die 
von Hintikka in [11] geS.uBerte Vermutung: "the logic of true belief is not 
that of $4" (O.c., p. 83). Seine weitere Annahme: "the logic of 'real' 
knowledge.. . is,  as far as I can see, exactly tantamount to $4" (ibid.) wird 
dagenen im n[ichsten Abschnitt widerlegt werden, wo zwei Kalkiile 
schw~icher als $4.4 aber jedenfalls starker als $4 sich als Logiken fiir 
weniger radikale Erkenntnistheoretiker herausstellen werden, und wo 
einer offenbar den Kalktil fiir "'wirkliches' Wissen" darstellt, la 

IV 

Der Beweis dieser Behauptungen kann selbstverstiindlich nicht in der Weise 
erfolgen, dab die fraglichen Kalktile zusammen mit Def. 2 als iiquivalent 
mit gewissen Abschwiichungen von DS5 ~ + Def. 1 nachgewiesen werden, 
denn die Definition 1 stem fiir weniger radikale So-und-so-Erkenntnis- 
theoretiker ja gerade nicht mehr zur Verfiigung. Diese miissen 'wissen' und 
'iiberzeugt sein' zuniichst anscheinend als nicht aufeinander reduzierbare 
Grundbegriffe hinnehmen, die lediglich mittels des Briickenprinzips B1 
miteinander verbunden sind. Doch wer - als Nicht-Radikaler - die 
Definition yon 'Wissen' als 'wahre t0berzeugung' ablehnt, braucht noch 
lange nicht die umgekehrte Definition yon 'iiberzeugt sein' als 'nicht 
wissen, dab man nicht weiB' zuriickzuweisen. Denn es wird sich weiter 
unten zeigen, dab letztere Definition aus gewissen epistemologischen 
Prinzipien ableitbar ist, die wesentlich schw~cher sind als B2 bzw. Def. 1, 
und die mir insgesamt fiir jeden noch so skrupulfsen Erkenntnistheoretiker 
akzeptabel erscheinen. 

Man beachte nun, dab gem~B Satz 3 der epistemische Kalkiil $4.4 + 
Def. 2 nicht nut mit dem doxastischen System DS5 ~ plus der kritischen 
Definition 1 deduktiv Aquivalent ist, sondern auch mit der Erweiterung des 
in Abschnitt II eingefiihrten doxastisch/epistemischen Basissystems 
EDS4.5 ~  das - genau so kritische - Briickenprinzip B2: 

$4.4 + Def. 2 ~ EDS4.5 ~ + B2 
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Die gesuchte Charakterisierung gewisser Teilkalkiile S4.x von $4.4 als 

Logiken fiir So-und-so-Erkenntnistheoretiker wird deshalb auf ent- 
sprechende ~,quivalenzbeweise der Form S4.x + Def. 2~-~EDS4.5~ + 
B2.x hinauslaufen, wobei die B2.x Abschw~ichungen von B2 darstellen, die 
genau die jeweilige So-und-so-Eigenschaft charakterisieren. 

Hierfiir kommen nun offensichtlich nur solche Kalkiile S4.x in Frage, 
in denen tats/ichlich 'N '  definierbar ist, d.h.  fiir die zusammen mit Def. 2 
die Theoreme von EDS4.5 ~ beweisbar werden. Dabei gilt: 

SATZ 4. Der doxastische Operator N ist in einem epistemischen Kalkiil 
S4.x genau dann "definierbar" in dem Sinn, dab S4.x + Def. 2 -~ EDS4.5 ~ 
wenn x/> 2.14 

Beweis. Eine Inspektion des Beweises von Satz 3 macht unmittelbar 

klar, dab das S4.4-Axiom, R1, nur dazu ben6tigt wurde, um Def. 1 her- 
zuleiten, w~ihrend die Ableitung der Theoreme von DS5 ~ sowie von B1 

in den Teilen i) bis vi) des Beweises mit dem schwacheren S4.2-Axiom G1 
auskam. Also gilt fiir jedes System S4.x mit x 1> 2, dab S4.x + Def. 2 --, 
EDS4.5 ~ Andererseits macht die Ableitung von DA5 ~ in Teil ii) des er- 
w/ihnten Beweises auch klar, dab man angesichts yon Def. 2 ohne G1 nicht 
auskommt, d.h. G1 ist tats/ichlich notwendig fiir die Herleitung von 
EDS4.5 ~ 

Die Kalkiile fiir So-und-so-Erkenntnistheoretiker werden also irgendwo 
in dem durch das nachstehende Diagramm illustrierten Bereich zwischen 

$4.2 und $4.4 

$4.4 ~ $4.3.1 ~ $4.2.1 

$4.3.2 ~ $4.3 ~ S4.2 

zu suchen sein, wobei definiert ist: $4.2.1 ~- $4.2 + N1; $4.3 ~- $4 + D2; 
$4.3.1 ~ $4.3 + N1 und $4.3.2 ~ $4 + F1. Um die durch diese Systeme 
bestimmten So-und-so-Eigenschaften handfest zu machen, betrachten wit 
zun~ichst einige besonders naheliegende Abschw~tchungen von B2. 

So wie im Rahmen doxastischer Logik zwar nicht das widerintuitive 
"Unfehlbarkeitsprinzip" DAS, wohl abet dessen Abschw~tchung N(DAS), 
d.h. N(Np D p) beweisbar ist 1B, so wird man zun~tchst 132 vielleicht durch 
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N(B2), d.h. durch N(p ~ (Np ~ Wp)) zu ersetzen geneigt sein. Dieses 
Prinzip ist doxastologisch ~quivalent mit dem kiirzeren Brtickenprinzip: 

132.1 Np D NWp, 

das besagt, dab jemand, der davon iiberzeugt ist, dab p, zugleich iiberzeugt 
ist, er wfiBte, dab p. B2.1 kann sicher eine gewisse intuitive Plausibilit~it 
fiir sich in Anspruch nehmen, wenngleich vom umgangssprachlichen 
Standpunkt aus das etwas schw~chere 

B2.2 Np ~ G Wp, 

'wenn jemand davon tiberzeugt ist, dab p, so glaubt er, dab er weiB, dab 
p', d.h. die Gleichsetzung von Oberzeugt-sein mit Zu-wissen-glauben le 
noch naheliegender erscheinen k6nnte. 17 Wie immer man sich beziiglich 
B2.1 und B2.2 entscheiden mag, auBer Frage steht jedenfalls das noch 
schw5chere Prinzip, dab jemand, der davon tiberzeugt ist, dab p, nicht 
davon iiberzeugt sein kann, dab er nicht weiB, dab p, 

B2.3 Np D MWp. 

Aus diesem Grunde m6chte ich jeden, der zumindest B2.3 akzeptiert, 
einen realistischen Erkenntnistheoretiker nennen. 

Von dieser "realistischen" Position unabh/ingig ist die im Folgenden 
nfiher erl~iuterte Position des "Vereinfachers", der zwar - als Nicht- 
"Radikaler" - die generelle Giiltigkeit von B2 bestreitet, dieses Prinzip je- 
doch fiir gewisse rein doxastische bzw. rein epistemische S/itze akzeptiert, 
fiir S~itze also, bei denen alle Satzkonstanten der zugrundeliegenden aus- 
sagenlogischen Sprache im Bereich eines epistemischen oder doxastischen 
Operators liegen. In einer ersten Form verschafft der "Vereinfacher" sich 
Reduktionsprinzipien fiir die Ausdrticke 'wissen, dab man iiberzeugt ist', 
'wissen, dab man fiir m6glich h/ilt' und 'wissen, dab man nicht weiB' durch 
die nachstehenden 3 Substitutionsinstanzen yon B2: 

Np D (NNp D WNp) 

Mp D (NMp ~ WMp) 
--~Wp D (N- ,Wp  D W--~Wp). 

Die ersten beiden sind doxastologisch mit den Prinzipien 

B2.4 Np ~ WNp bzw. 
B2.5 Mp D WMp 
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~iquivalent, die in Versch~irfung zu den Iterationsgesetzen DA7 und DAB 
besagen, dab wir stets Kennmis unserer eigenen doxastischen Einstellung 
haben, d. h. wenn wit etwas fiir m6glich bzw. fiir sicher halten, dann auch 
immer wissen, dab wir es fiir m6glich bzw. fiir sicher halten. Und das 
dritte aufgefiihrte Reduktionsgesetz ist unter der Voraussetzung von B2.3 
mit dem Prinzip 

B2.6 N-T Wp D W--~ Wp 

[iquivalent, demzufolge jemand, der davon iiberzeugt ist, er wiiBte nicht, 
dab p, auch wirklich weiB, dab er nicht weil3, dab p. Sowohl B2.4 als auch 
B2.5 als auch B2.6 scheinen intuitiv wieder aul3er Frage zu stehen. 

Verstehen wir deshalb unter einem realistischen Vereinfacher jemanden, 
der sowohl "Realist" als auch "Vereinfacher" im Sinne der obigen Fest- 
legungen ist, so gilt: 

SATZ 5. $4.2 ist die Logik fiir realistische Vereinfacher. 
Beweis. Man beachte zun~ichst, dab die fiir "realistische Vereinfacher" 

charakteristischen Briickenprinzipien B2.4, B2.5, B2.6 sowie entweder 
B2.1 oder B2.2 oder B2.3 sich im Rahmen von EDS4.5 ~ reduzieren lassen 
auf B2.3 und zum Beispiel B2.4. Unter der Voraussetzung von B2.3 folgen 
aus B2.4 n~imlich die beiden iibrigen "Vereinfachungsgesetze" B2.5 und 
B2.6, was man wie folgt einsieht: 

(i) nach DA8 gilt Mp D NMp, nach B2.4 NMp ~ WNMp, also Mp 
WNMp; ferner gewinnt man aus DA8 und DA5 ~ NMp D Mp, daraus mit 
RN und A6 WNMp D WMp, also insgesamt Mp ~ Whip, d.h. B2.5. 

(ii) Nach B2.3 gilt N---~ Wp D ---~Np, gem~tB RN und A6 also WN---~ Wp D 
W--~Np; aul3erdem gilt nach B2.4 N ~  Wp ~ W N ~  Wp, also N ~  Wp D 
W~Np;  ferner folgt aus BI, RN und A6 W~Np D W~Wp,  also insge- 
samt N ~  Wp D W ~  Wp, d.h. B2.6. 

Andererseits sind nun unter der Voraussetzung etwa des Vereinfachungs- 
prinzips B2.5 die verschiedenen "Realismusprinzipien" B2.3, B2.2 und 
B2.1 im Rahmen yon EDS4.5 ~ miteinander [iquivalent, denn B2.3 implizi- 
ert B2.1: aus --~NWp folgt mit B2.5 W---~NWp, daraus mit B1, RN und A6 
W---~ WWp, mit A7, RN und A6 also W--~ Wp, und daraus mit BI N ~  Wp; 
insgesamt haben wir somit ---~NWp D N---~ Wp, d. h. MWp D NWp, woraus 
sich unmittelbar die Behauptung ergibt. 

Die gemischt epistemisch/doxastische Logik eines realistischen Verein- 
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fachers ist demnach gleich EDS4.5 ~ + B2.3 + B2.4. Fiir den Nachweis 
von Satz 5 ist deshalb die ,~quivalenz dieses Systems mit dem rein epistemi- 

schen Kalkiil $4.2 zu zeigen. Nun enth~ilt nach Satz 4 $4.2 + Def. 2 das 
Basissystem EDS4.5~ ferner gehen die Briickenprinzipien B2.3 und B2.4 
mittels Def. 2 jeweils in das rein epistemische Gesetz G2: ~ W ~ W p  

W ~  W ~  Wp fiber, das bekanntlich (vgl. etwa [4]) mit dem charakteris- 
tischen Axiom von $4.2, G1, ~iquivalent ist. Also gilt: 

$4.2 + Def. 2 ~ EDS4.5 ~ + 132.3 + B2.4. 

Umgekehrt bleibt nur zu zeigen, dab sowohl Def. 2 als auch das Axiom 

G1 in EDS4.5 ~ + B2.3 + B2.4 herleitbar sind. Nun folgt aber aus B2.3 
unmittelbar Np D ~ N ~  Wp, mit B1 also Np ~ -7 W ~  Wp, und aus B2.4 
ergibt sich ~ N p  ~ W ~ N p ,  daraus mit B1, RN und A6 auch ~ N p  D 

W-~ Wp, d.h. --7 W ~  Wp ~ Np, also insgesamt Np = -7 W ~  Wp, d.h. 
Def. 2. Mit Def. 2 ergibt sich die Herleitbarkeit von G1, -7 W ~  Wp 
W-7 W ~ p ,  also von Np D Mp, trivialerweise aus DA5 ~ so dab Satz 5 
vollst~indig bewiesen ist. 

Da die den "realistischen Vereinfacher" auszeichnenden Prinzipien 
B2.3 und B2.4 intuitiv auBer Frage stehen, kann man auf Grund von Satz 5 
feststellen, dab die Logik des "wirklichen" Wissens nicht - wie Hintikka 
meint - genau gleich $4, sondern mindestens so stark sein mug wie $4.2. 
Ein weiteres Argument dafiir, daB $4.2 tats~ichlich die ("verniinftige") 
Logik des Wissens repr/isentiert, folgt am Ende des n~ichsten Abschnitts. 

V 

Kommen wir nun zum Kalkiil $4.3.2, der zwischen $4.4 und $4.2 ange- 
siedelt ist. Aus seinem charakteristischen Axiom FI:  W(Wp D q ) v  
(--7 W ~  Wq D p) l~iBt sich zun~ichst auch dann keine anschauliche, erkennt- 
nistheoretische Position herauslesen, wenn man es mittels (der dort 
"zul/issigen") Definition 2 in das gemischt epistemisch/doxastische Prinzip 
W(Wp ~ q) v (Nq ~ p) iibertr~igt. Was soil das schon heiBen, dab wenn 
a davon iiberzeugt ist, daB q, und wenn p auBerdem falsch ist, a dann 
wissen muB, dab q wahr ist oder daB er nicht weiB, dab p ? Da die erkennt- 
nistheoretische Relevanz dieses Prinzips alles andere als einsichtig ist, 
wollen wir uns lieber klar machen, was fiir inhaltlich wohlbestimmte Po- 
sitionen zwischen dem "radikalen" und dem "realistisch vereinfachenden" 
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Epistemologen iiberhaupt eingenommen werden kSnnen. Da der erstere 
das Schema B2 ftir siimtliche S~tze, der letztere dagegen nur ftir alle atoma- 

ren rein epistemischen bzw. rein doxastischen S~itze gelten l~iBt, bleiben 
theoretisch noch die folgenden sechs Positionen von Interesse: 

P1 B2 gilt ftir alle molekularen rein doxastischen S~tze; 
P2 B2 gilt ftir alle molekularen rein epistemischen S~tze; 
P3 B1 gilt ftir alle molekularen rein doxastischen und rein epi- 

stemischen S~itze; 
P4 132 gilt ftir alle doxastischen S~itze; 
P5 B2 gilt ftir alle epistemischen Sgttze; 
P6 132 gilt sowohl ftir alle doxastische als auch ftir alle epistemische 

S~itze. 

Diese Positionen sollen dabei als tiber B2.3 und B2.4 hinausgehende 
Zusatzforderungen verstanden werden, wie tiberhaupt die unproblema- 
tische Geltung der beiden letzteren Prinzipien w~ihrend dieses ganzen 
Abschnitts vorausgesetzt wird. 

Man erkennt nun leicht, dab gilt: 

SATZ 6. Die Position P1 ist mit der Einstellung des realistischen Verein- 
fachers, die Positionen P4-P6 mit der des radikalen Erkenntnistheoretikers 
~iquivalent. 

Beweis. A) Mit P4 gilt insbesondere ( ~ p  ~ Np)  ~ ( N ( ~ p  ~ Np)  

W ( ~ p  D Np))  und (--rip D --nNp) = (N( -np  = -~Np)  = W(--rip = 

--nNp)); da aus p aussagenlogisch (--rip D Np)  A (--rip ~ - n N p )  folgt, 
h~ittr man deshalb Np D N ( - T p  ~ N p )  A N ( ~ p  D --nNp), also insge- 
samt p D (Np D W(--rip D Np))  und p ~ (Np D W(--~p D --nNp)), wor- 
aus sich dann B2: p ~ (Np D Wp)  ergibt. B) ~hnlich kann man mit dem 
aus P5 folgenden Prinzip (--rip ~ Wp) D ( N ( - n p  D Wp)  D W(--rip D 

Wp))  wegen der aussagenlogischen Gtiltigkeit yon p ~ (--~p ~ Wp)  fol- 
gem, dab B2 dann ebenfalls gelten muB. C) Die Gtiltigkeit von I]2 unter 
der Voraussetzung von P6 ergibt sich aus A bzw. B trivialerweise. D) Ist a 
ein bcliebig komplexer rein doxastischer Satz, so lfiBt er sich zun~chst aus- 
sagenlogisch ~iquivalent in eine konjunktive Normalform a' der Gestalt 

(Cell V " ' "  V CClni) A (cr V ' ' "  V a2nz) A ' ' "  A (C~ml V ' ' "  V amnm) mit 
m >/ 1, nj /> 1 ftir alle j = 1 . . . . .  m transformieren, bc ider  die cqj nun 
samtlich atomare rein doxastische Siitze der Gestalt atj = N/3~j oder 
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atj = Ml,tj sind. Gem/iB den Reduktionsprinzipien fiir realistische Verein- 
facher B2.4 und B2.5 gilt also fiir alle i, j :  ~; D W~j. Deshalb folgt aus 
(utl v . - .  v a,~) fiir alle i = 1 . . . . .  m W~I v . . .  v W=t~, und daraus 
epistemisch-logisch W(~tl v . . -  v a~,,). Also folgt aus c~' entsprechend 
W(u~l v . - .  v =x,1) A ' "  ^ W(~m~ V . . .  v~m~,), und daraus wieder- 
um epistemisch-logisch Wc~'. Also gilt auch c, ~ Wc~, d.h. die Gtiltig- 
keit von P1 ergibt sich schon aus den "realistischen" Prinzipien B2.4 
und B2.5. 

Aus Teil D) des Beweises von Satz 6 folgt unmittelbar, dab die restlichen 
Positionen P3 und P2 zusammenfallen miissen. Es gilt jedoch nicht, dab 
P2 (=P3) ebenfalls zur Position des realistischen Vereinfachers oder des 
radikalen Erkenntnistheoretikers fiihrt. So kann man aus den "realisti- 
schen" Prinzipien B2.1-B2.6 beispielsweise nicht die Giiltigkeit von B2 fiir 
den rein epistemischen Satz (Wp ~ Wq) herleiten, was man sich folgender- 
magen klarmacht: mit (Wp D Wq) A N(Wp D Wq) hat man zun~tchst 
unmittelbar (-~Wp v Wq) ^ ( ~ N W p  v NWq); obwohl nun aus ~Nr 
keineswegs allgemein N~c~ folgt, so gilt doch unter Voraussetzung yon 
B2.5, wie beim Beweis yon Satz 5 gezeigt wurde, -nNWp D N ~  Wp; also 
hat man ( ~ W p  v Wq) ^ ( N ~ W p  v NWq) und damit ( ~ W p  A N 
~ W p )  V (Wq ^ NWq) V (Wq A N ~ W p )  v ( ~ W p  A NWq); im Fall 
des ersten Disjunktionsglieds folgt nach B2.6 W ~  Wp; im zweiten und 
dritten Fall ergibt sich nach .4,7 WWq; im letzten Fall: (---nWp ^ NWq) 
kann man jedoch mit den vorliegenden Prinzipien nicht auf die ge- 
wiinschte Konklusion W(--n Wp v Wq) schlieBen. Wer das Prinzip B2 fiir 
beliebige rein epistemische S~itze gelten lassen will, mul3 deshalb mindestens 

B2.7 (Wp = Wq) = (N(Wp = Wq) D W(Wp D Wq)) 

als zus~itzliches Reduktionsprinzip akzeptieren. Tats~ichlich gilt jedoch 
dab 132.7 auch das einzige zus~itzliche Prinzip ist, das man fiir die Position 
P2 (bzw. P3) ben6tigt: 

SATZ 7. Die Giiltigkeit von P2 (=P3) folgt aus den Prinzipien B2.3, 
B2.4 und B2.7. 

Beweis. Ist = ein beliebig komplexer rein epistemischer Satz, so kann 
man ihn zun~ichst wiederum in seine konjunktive Normalform ~' der 
Gestalt (~11 V . - .  v ~1,1) A (~2~ V . . .  V c~2~2) ^ . - .  A (~ml V ' ' '  V 
~m~,) iiberfiihren, bei der die ~j nun atomare rein epistemische S~itze der 



48  W O L F G A N G  L E N Z E N  

Form Wfltj bzw. --7 Wylj sind; betrachten wir nun ein beliebiges Konjunk- 

tionsglied der Normalform, (a~l v . . .  V a,~,): k dieser n, "Atome"  

werden dabei "positive" Modalit~iten der Form Wflj sein ( j  = 1 . . . . .  k; 

0 < k ~< n,); die fibrigen dagegen "negative" der Form --7 We, (i = 1 , . . . ,  
n ~ -  k); man kann die Disjunktion (~1 v - . .  v ( ~ )  also /iquivalent 

umordnen in (Will v . . .  v Wflk) v (---11417: v . . .  v ---nWe~,-k); nun ist 

(--1 We1 v - . .  v --1We~,-k) aussagenlogisch ~quivalent mit ---1(I4/7: A "-" 
A We~,-k), also epistemisch-logisch ~quivalent mit ~ W ( e t  ^ - . .  A 

e~-k)  = We ftir e ~ e: ^ �9 "" A e,a-te- 
Gilt nun sowohl a als auch Na, also insbesondere (Wfl: v . . .  v Wflte) 

V --nWe und N(Wfll V " ' "  V Write V --nWe) , so auch (Wfl: v . . .  v 

Wile) v ---nWy und NWfll v . . .  v NWfl~ v N---nWe, da aus --nNWflt 
gemfiB B2.5 wiederum N--n Wfl~ ffir alle i = 1 . . . . .  k folgt. Aus Wfl~ folgt 

mit A7 WWfl~, also erst recht W(Wfl~ v - . .  v Write v --nWe); im Falle 
--7 We und NWfl~ ergibt sich diese Konklusion mit B2.7, im Falle --1 I4/7 ^ 

N--n W7 dagegen mit B2.6. Insgesamt hat man also (Wfl~ v �9 �9 �9 v Write v 
we) A N(W#: v . . .  v W#~ v --1We) = W(W#~ v . . .  v W#te v 

--1 I417). Da dies analog ftir alle iibrigen Konjunktionsglieder der Normal-  

form gilt, folgt somit a '  ~ (Na' D Wa'), d.h.  die Giiltigkeit von P2. 

Nennt man einen Vertreter von Position 2 bzw. 3 einen starken Verein- 

facher, und beachtet man, dab - wie in [15] bewiesen wurde - das rein 

epistemisch geschriebene Prinzip B2.7, also 

R1.2 (Wp = Wq) = (~W---nW(Wp = Wq) D W(Wp = Wq)) 

mit dem charakteristischen Axiom von $4.3.2, F1, ~iquivalent ist, so folgt 

aus den S/itzen 5-7 unmittelbar der 

SATZ 8. Der Kalkiil $4.3.2 ist die Logik fiir starke Vereinfacher. 

Mit den Prinzipien B2.1-B2.7 scheinen wir alle "naheliegenden", intuitiv 
einigermaBen anschaulichen Abschw~tchungen von B2 schon ersch6pft zu 
haben. Deshalb lassen sich die tibrigen Kalkiile aus dem weiter oben 
graphisch illustrierten Bereich zwischen $4.2 und $4.4, die theoretisch 

ebenfalls Logiken fiir So-und-so-Erkenntnistheoretiker h~itten darstellen 
k6nnen, nicht n~ther inhaltlich charakterisieren. Zwar kann man z.B. 
sagen, dab die durch den (epistemisch betrachteten) Kalkiil $4.3 aus- 
gedrfickte "Vereinfachungshaltung" st~irker ist als die eines Realisten und 
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schwiicher als die des starken Vereinfachers, doch ist es offensichtlich nicht 
m6glich, diese Position inhaltlich konkret zu bestimmen. 

Dies gilt auch fiir die beiden restlichen Kalkiile S4.3.1 und $4.2.1; das 
dort neu hinzukommende Axiom N1, bzw. dessen doxastisch/epistemische 
Lesart: 

W(W(p D Wp) D p) D (Np D p), 

driiekt n~tmlich im Antezedens eine dermaBen undurehsehaubare Beding- 
ung aus, dab man auf ein intuitives Urteil fiber die hierin sieh ausdrfickende 
"epistemologisehe" Position wohl verzichten muB. Da die Systeme $4.3 
und $4.3.1 jedoeh die eingangs erw~ihnte alternative Deutung als "Zeit" 
logiken besitzen, ist dies kein weiterer Mangel. Vom epistemisehen Stand- 
punkt aus kann man lediglieh feststellen: da $4.3.2 + N1 bekanntlieh den 
vollen Kalkiil $4.4 ergibt (vgl. etwa [23]), ist N1 als "Differenz" zwischen 
B2 und B2.7 einzig ffir radikale Erkenntnistheoretiker akzeptierbar. 

Welehem Kalkfil diirfen wir nun letztendlich das Attribut 'die Logik des 
Wissens' zusehreiben ? Naeh den Ausffihrungen in Abschnitt IV muB es 
sieh um ein System zwisehen $4.2 und $4.4 handeln; naeh den Erkenntnis- 
sen in Absehnitt III ffillt S4.4 als zu stark aus; naeh dem gerade Ausgeffihrten 
kommen die Kalkiile $4.2.1 und S4.3.1 ebenfalls nieht in Frage. Also 
bleiben nur $4.2 und $4.3.2 fibrig. Nun zeigen aber die fJberlegungen zu 
P2, dab das den starken Vereinfaeher auszeiehnende Prinzip B2.7 lediglich 
dazu dient, den Schlul] yon (--1Wp ^ NWq) auf W(---n Wp v Wq) zu recht- 
fertigen. Da wir separat weder yon --1Wp auf W---n Wp noeh yon NWq auf 
WWq sehlieBen k6nnen, scheint aber B2.7 ein intuitiv wenig gereehtfer- 
tigtes Ad-hoc-Prinzip darzustellen, so dab insgesamt die Vermutung, daft 
$4.2 (und nieht S4.3.2) die Logik des Wissens darstellt, gut best~tigt ist. 

VI 

Ieh m6chte nun abschlieBend noch einige Betrachtungen zu den restlichen 
Kalkillen aus [$4, S5] und dessen Umfeld anstellen. Als einzige eehte 
Erweiterung von $4.4, die echt in $5 enthalten ist, haben wir den Kalkfil 
$4.6 bzw. $4.9, also $4.4 + Z1 bzw. S4.4 + 

(W---nW---nq ~ ---nW---nWq) V (--nW---nWp ~ Wp), 

(vgl. dazu [26]). Vom epistemiseh/doxastischen Standpunkt aus ist diese 
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Erweiterung intuitiv untragbar, denn die letztere Formel l~iBt rich ange- 
sichts der "Definierbarkeit" von 'N'  in $4.4 in das doxastische Prinzip 

(Mq D Nq) v (Np ~ p) 

"iibersetzen", alas als Disjunktion des "Unfehlbarkeitsprinzips" DA5 und 
des gleichermaBen unakzeptablen Prinzips der "Alliiberzeugtheit", 
(Nq v N~q), seinerseits unakzeptabel erscheinen muB. Die Inad~quat- 
heir dieses Prinzips wird alternativ auch klar, wenn man das mit ibm 
~quivalentr Axiom Z1 zun~chst in die gemischt epistemisch/doxastische 
Formel 

Mp A Mq A ----~W~(p A q) D M(p A q), 

und danach in das rein doxastische Gesetz transformiert: 

p Aq A hip A MqD M(p Aq), 

welches umgangssprachlich besagt: 'wenn jemand es sowohl fiir m6glich 
h~Ut, dab p, als auch fiir m6glich h~ilt, dab q, dann h~ilt er es auch fiir 
m~glich, dab p und q, vorausgesetzt, dab tats~tchlich p und q'. Nun gilt fiir 
den Begriff des Fiir-m6glich-haltens sicher kein aIlgemeines Konjunktions- 
gesetz tier Form Mp A Mq D M(p A q), was auf Grund der Tatsache 
evident ist, dab man es z. B. gleichzeitig fiir m6glich halten kann, dab es am 
n~ichsten Tag regnen wird, als auch fiir m6glich halten kann, dab das 
Gegenteil hiervon eintritt. Und das folgende Gegenbeispiel belegt, dab die 
obige Einschr~inkung dieses Konjunktionsprinzips immer noch intuitiv 
unhaltbar ist: Hans ist davon iiberzeugt, alle Schw~ine seien weiB. Er 
erf'~ihrt, dab sein Freund Max rich einen Vogel als Haustier zugelegt hat. 
Er glaubt (und h~ilt es deshalb afortiori fiir m6glich), dab es rich dabei um 
r Raben handelt; da er Maxens ausgefallenen Geschmack kennt, h~ilt 
er es abet auch fiir m6glich, dab dieser einen Schwan gekauft hat. Mit 
p ~ 'Maxens Vogel ist schwarz' und q ~ 'Maxens Vogel ist ein Schwan' 
gilt dann insbesondere hip A Mq A --~M(p A q). Der Zufall (sprich: der 
Konstrukteur des Beispiels) hat es aber so eingerichtet, dab p A q, d.h.  
dab Maxens Tier tats~chlich ein schwarzer Schwan ist. Also p A q A Alp A 
Mq A --~M(p A q)! Vom epistemischen Standpunkt aus muB das Axiom 
Z1 - und damit neben dem gerade besprochenen System $4.6 = $4.9 =Z9  
auch jeder weitere Kalkiil Z1-Z8 tier sogenannten .~-Familie-zuriick- 
gewiescn wcrdcn. ~8 
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~,hnlich schaut es in der benachbarten ~:-Familie (vgl. [20]) aus. Das 
schw~ichste K-System, K1, ist definiert als $4 plus, beispielsweise, 

Kb W~W-~p  ~ --nW~Wp. 

Wenn p z. B. die Aussage symbolisiert, dab beim n~ichsten Wurf mit einer 
vorliegenden Miinze " K o p f "  auftreten wird, so gilt aber - mit dem Autor 
als Bezugsperson - sowohl W-7 W-Tp als auch W---n Wp: ich weiB n~imlich, 
dab ich nicht weiB, ob " K o p f "  oder ob "Zahl"  kommt; da 'wissen, ob p' 
iiblicherweise durch W~ .~ Wp v W ~ p  formalisiert wird, gilt also mit 

W~W~ W ( ~ W p  A ~W-~p) ,  also W--,Wp A W-TW~p. Unter der 
vorliegenden epistemischen Deutung ist das System K1 also ebenso ab- 
zulehnen wie die iJbrigen Kalkiile der ~Y'-Familie, 1~ so dab nur noch jene 
Systeme aus [$4, $5] zu betrachten bleiben, die nicht gleichzeitig im 
Bereich zwischen $4.2 und $4.4 liegen. 

Da haben wit zum Beispiel den Kalkiil $4.04, der aus $4 durch Hin- 
zufiigen des Axioms 

L1 p ~ ( W ~ W ~ W p  ~ Wp) 

entsteht. Die strukturelle Analogie zwischen den Axiomen R1 und L1 
k6nnte die Vermutung nahelegen, dab das System $4.04 sich als Logik fiir 
jene "unorthodoxen" radikalen Erkenntnistheoretiker charakterisieren 
lieBe, die sich auf die in Anm. 8 erw/ihnte Alternativdefinition yon 'iiber- 
zeugt sein' als 'wissen, dab man nicht weiB, dab man nicht weiB' stiitzen: 

DEF. 2* Np := W ~  W'-'7 Wp. 

Angesichts der in [15] bewiesenen Beziehungen ware der Kalkiil $4.03 := 
$4 + L1.2 entsprechend die Logik f~ir "unorthodoxe" starke Vereinfacher, 
w/ihrend die "unorthodoxen" realistischen Vereinfacher lediglich $4 selber 
akzeptieren k6nnten. Doch diese Vermutungen sind nicht haltbar. Man 
kann sich zwar zun~ichst leicht klarmachen, dab in DS5 ~ (unter der Voraus- 
setzung von Definition 1) Def. 2* beweisbar ist, so dab - da $4.04 Teil- 
kalkiil yon $4.4 ist - gilt: DS5 ~ + Def. 1 ~ $4.04 + Def. 2*; und um- 
gekehrt kann man mit L1 und Def. 2* die Definition 1 sowie die Axiome 
DA5 ~ DAa und DA7 herleiten. FiJr den Beweis von DA8, das nunmehr die 
Gestalt annimmt: ~ W ~  W ~  Wp ~ W-7 W ~  W--n W--n W-~ Wp, ben6tigt 
man jedoch das charakteristische Axiom von $4.2, G1. Da $4.04 plus G1 
aber schon $4.4 ergibt, zeigt sich hier noch einmal, dab auch bei alternativer 
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Definition von ' N '  der Kalkiil $4.4 die Logik fiir radikale Erkenntnis- 

theoretiker bleibt. Au f  Grund  der Resultate von Zeman ([24], Abschnit t  3) 

kann man den Kalkiil $4.04 hSchstens irreal wie folgt charakterisieren: 

$4.04 wiire die Logik fiir radikale Erkenntnistheoretiker, wenn statt des 

zweiten doxastischen Iterationsprinzips DA8 lediglich die Abschw~ichung 

DA8*: Mp D MNMp gelten wiirde. Da  vom doxastologischen Stand- 

punkt  aus freilich keinerlei Veranlassung besteht, DA8 derart  einzu- 

schr~inken, ist $4.04 samt seiner Erweiterung $4.1.2 ~ $4.04 + N1 im 

Rahmen unserer Betrachtungen ohne Interesse. Dieses Urteil trifft schlieB- 

lich auch auf  die Kalkiile $4.02 ~ $4 + -El und $4.01 ~ $4 + r l  zu, die 

als Subsysteme von $4.1 ~ $4 + N1 fiir epistemisch-logische Zwecke 
irrelevant sind. 

Nach  so vielen negativen Befunden seien zum AbschluB die positiven 

Hauptresultate unserer Untersuchung noch einmal graphisch durch das 

folgende Diagramm illustriert: 

Epistemische 

Kalktile 

$4.4 + D e f .  2 < 

$4.3.2 + Def. 2 < 

S4.2 + D e f .  2 < 

Epistemisch/doxastische 

Kalkiile 

> E D S 4 . 5  ~  < > 

�9 E D S  4.5 ~ + B2.3  + B2.4  + B2.7  

) E D S  4.5 ~ + B2.3  + B2.4  

Doxastischer 

Kalkiil 

DS 5 ~ + Def. 1 

Philosophisches lnstitut 
Universit?it Regensburg 

ANMERKUNGEN 

x Die Literatur zu [$4, $5] hat sich im erw~ihnten Zeitraum so inflation~ir entwickelt, 
da6 das Erstellen einer vollsRindigen Bibliographic wahrscheinlich den Umfang dieses 
Aufsatzes annehmen wiirde. Ich m6chte deshalb nur die folgenden Arbeiten erw~ihnen, 
die semantische Untcrsuchungen zu Systemen aus [$4, $5] enthalten. Es liegen Seman- 
tiken vor fiir die Systeme $4.01 in [7], for $4.04 in [8] und [5], fiir $4.2 in [10l, fiir 
$4.3.2 in [27], [8] und [5]. Definitionen der jeweiligen Kalkiile werden im Laufe dieser 
Arbeit nachgereicht. Ich setze voraus, daft der Leser mit den Grundzfigen der Modal- 
logik vertraut ist. 
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2 [25], S.342. Charakteristisch far den bedauerlichen Zustand, dab moderne possible- 
world-Semantiken normalerweise keine intuitive Deutung der zu "interpret ierenden" 
Modalbegriffe liefern, ist auch die folgende Bemerkung A. Hazens, mit der er seine 
neugefundene S4.2-Semantik vorstellte: " I  leave to more imaginative members of the 
philosophical community the task of finding an intuitive interpretation for this sys- 
tem".  ([10], S.528) Ich werde dieser Aufforderung im Folgenden nachkommen.  
a [11], S.83; in neuerer Zeit scheint Hint ikka jedoch zu der Ansicht zu neigen, dab 
die epistemische Logik iiberhaupt nicht den Charakter  einer Lewis-Modallogik hat, 
da die Regel RN ihm inakzeptabel erscheint. Vgl. dazu die Diskussion in [16], Ab- 
schnitt 3.2. 
4 Genauer  miJBte man hier sagen, dab der ad~iquate KalkiJl epistemischer Logik eine 
Erweiterung von $4 sein muB, die jedenfalls schwacher ist als $5. Gegenfiber den 
Systemen die echt zwischen $5 und $4 liegen, w/iren deshalb eigentlich auch die 
sogenannten .Yg'-Systeme in Betracht zu ziehen, die nicht in $5 enthalten sind. Es wird 
sich weiter unten jedoch herausstellen, dab diese Kalkfile unter  der hier vorgenom- 
menen epistemischen Deutung ohne Interesse sind. 
5 Dieses Konjunktionsgesetz gilt nicht f/Jr den "schwachen" Glaubensbegriff 'Gp'. 
Vgl. dazu [13], [14], [16] und [17]. 
6 Siehe [6]; in [16], Abschnit t  2.3 wird eine Obersicht fiber die ~iuBerst umfangreiche 
neuere Literatur zum Gettier-Problem gegeben. Vgl. auch F. v. Kutschera's Aus- 
ftihrungen in [13], Abschnitt  4.1, wo allerdings das durch Gettier 's  Beispiele verdeut- 
lichte Scheitern der "klassischen" Definition des Wissens als Argument fiir eine "True 
Belief" Analyse gewertet wird. 
7 Dies ist ein Wissen, das sich erst nach und nach im Laufe der vergangenen 2 Jahr- 
zehnte akkumuliert  hat, und dessen Erwerb somit ausgedehntes Literaturstudium 
erfordert. Die wichtigsten Arbeiten dazu sind [12], [21], [24], und - ftir die neuesten 
Entwick lungen-  [7] und [15]. 
a Ein /ihnlicher Definitionsversuch findet sich in [1], S.189, wo sinngem/iB gesetzt 
wird 

Np ".= W(V V p). 

V sei dabei eine ausgezeichnete Satzkonstante, die intuitiv als 'a irrt sich' ( 'x is mis- 
taken') zu deuten ist. Nach dieser Festlegung ist a also genau davon iiberzeugt, daBp, 
wenn a weiB, dab - wenn er sich nicht irrt - p  der Fall ist. Bacon erg/inzt diese Defini- 
tion durch die umgekehrte Festlegung von 'a weiB, daB p '  durch 'a ist davon fiber- 
zeugt, dab p und a irrt sich nicht '  : 

Wp :----- ~ V  ^ Np. 

Dies f/.ihrt aber zu Ungereimtheiten. Erstens sind in den von Bacon zugrundegelegten 
epistemischen bzw. doxastischen Systemen die aus beiden Definitionen folgenden 
~quivalenzen Wp - ~ V  A W(V V p)  bzw. Np =- ~ V  ^ N(V v p)  nicht beweis- 
bar. Zweitens folgt im Rahmen der hier betrachteten Kalkiile $4 und DS5 ~ (die Bacon 
als "idealistisch" abtut) aus der Beweisbarkeit yon N(p  v ~ p )  und W(p v ~ p )  die 
Beweisbarkeit von ~ V, also auch die beweisbare A.quivalenz von Wp und Np! Aber 
auch unabh/ingig yon der zweiten Definition bleibt die erste ffir sich genommen 
wenig plausibel. Bacons Er6rterungen machen nfimlich klar, dab die fragliche Kon- 
stante V i m  Sinne yon 'a irrt sich nie', d.h.  im Sinne des "Unfehlbarkeitsprinzips" 
Nq ~ q, verstanden werden muff. Deshalb liegt inhaltlich (nicht formal) eine zirku- 
l~re Definition, d .h .  eben keine Definition vor. 
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9 Man k6nnte alternativ auch setzen 
DEF. 2*. Alp ~ W 7  W ~  Wp. 
Satz 2 und Satz 3 wfirden dann entsprechend gelten. Die Bedeutung dieses Ergebnisses 
fiir die Kalktile $4.04 und $4.03 wird welter unten in Abschnitt  VI diskutiert. Eine 
weitere Altemativdefinition yon N ist: 

DEF.  2**. Np ~ W(p ~ Wp) A -7 W-7p. 

Auch hierftir wtirden Satz 2 und 3 entsprechend gelten; der weiter unten folgende 
Satz 4 wird ffir Def. 2** jedoch falsch. 
10 Satz 3 ist in einer iihnlichen, nicht epistemisierten Form schon in [24], SS.252-3, 
als ,~quivalenz zwischen $4.4 und einem Kalktii bewiesen worden, der bei Zeman 
'QS4.4' heiBt und unserem DS5 ~ entspricht. 
11 Dies ergibt sich z. B. unmittelbar aus der in [15] bewiesenen .~quivalenz zwischen 
GI und der Substitutionsinstanz RI.1: ~. Wp ~ (-7 W ~  W ~  Wp ~ W-7 Wp) von RI.  
12 Auf Grund  yon Satz 3 kann man auch eine neue, einfache Semantik ftir $4.4 
angeben, die sich unmittelbar aus der DS5 ~ Semantik ergibt, die yon Kutschera in 
[13] wie folgt konstruiert:  DS5 ~ ist vollst/indig und widerspruchsfrei relativ zur Menge 
aller ModelI-Strukturen (W, R, V>, bei denen R eine (weder reflexive, noch sym- 
metrische, jedoch) transitive Relation auf W ist, fiir die zusiitzlich gilt: A ijk(iRj A 
iRk ~ jRk). Die $4.4 Modalitiit, die nun  voriibergehend durch ' n '  symbolisiert sei, 
mug also interpretiert werden durch die Bedingung: V~(D~) = gdw. V~(cz) = w und 
Vj(~) = w ftir alle j mit iRj. Diese Bestimmung ist wesentlich einfacher als jene von 
G. N. Georgacarakos, der in [5] die $4.4 Modell-Strukturen dadurch charakterisierte, 
dab R neben der Reflexivit/it und Transitivitiit die Bedingungen der "Konvergenz",  
A ijk(iRj A iRk ~ VI( jRI  ^ kR1)), sowie der "fernen Symmetrie", /k ijk(iRj ^ 
i R k  ~ (i = j v kRj))  effiillen muB. 
la M. E. Byrd hat in [3] behauptet,  dab - anders als Hintikka meint - wahrer Glaube 
und Wissen die gleiche "interne Logik" haben. Auch diese Behauptung wird natiirlich 
im Folgenden widerlegt. 
14 In $4 gibt es bekanntlich (vgl. [12], S.48) genau 14 verschiedene, d. h. nicht ~iquiva- 
lente Modalit/iten, nhmlich p, ~ p ,  Wp, W ~ p ,  W 7  W--n Wp, W--7 W--n W-~p, 
7 W - n W p ,  - 1 W ~ W ~ p ,  W - T W ~ p ,  W-nWp, 7 W ~ W - T W ~ p ,  7 W - 1 W - T W p ,  
-7 W-rip und ~ Wp. Legt man nun in Verallgemeinerung zu Satz 4 lest, dab der doxa- 
stische Operator N im Rahmen eines epistemischen Kalkiils S4.x "definierbar" ist, 
falls es eine Modalitfit Ygibt,  so dab in S4.x plus der Definition Np ~ Yalle Theo- 
reme von EDS4.5 ~ beweisbar werden, so gilt wiederum, dab x /> 2 sein muB. Es ist 
allerdings denkbar,  dab es komplexere epistemische Ausdrficke (wie z. B das Definiens 
von Def. 2** weiter oben) gibt, ffir die N in einem System schw/icher als $4.2 "deft- 
n ierbar"  wtirde. Eine systematische Untersuchung dieser Frage wird durch die Tatsache 
stark behindert,  dab es in den Kalkfilen unterhalb von $4.2 bekanntlich unendlich 
viele verschiedene Modalausdriicke (einer einzigen Satzkonstanten p)  gibt. Vgl. dazu 
[18]. 
is Aus ~ N ( N p  D p),  d .h .  M(Np A -Tp), folgt nfimlich einerseits M ~ p ,  d.h  -1Np, 
andererseits aber auch MNp, also mit DA8 Np, insgesamt also ein Widerspruch. 
16 Die Umkehrung von B2.2 folgt mit dem zusfitzlichen Prinzipien Gp D -~G-Tp und 
Np ~ Gp wie folgt: mit GWp hat man GNp, also -~G-TNp, also auch ~ N - T N p ,  d. h. 
MNp, aus dem Np mit DA8 folgt. 
iv Wenn man von jemandem behauptet,  er glaube zu wissen, dab p, so behauptet  
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man sicher, dab er davon iJberzeugt ist, dab p. Man benutzt diese Wendung freilich 
meistens in Situationen, wo man gleichzeitig zum Ausdruck bringen will, dab man 
selber weiB, dab der Betroffene nicht weifl, dab p, weil p eben nicht der Fall ist. 'Zu 
wissen glauben' ist also oft im Sinne von 'iiberzeugt sein, aber nicht wissen' zu ver- 
stehen. 
x8 Fiir eine Definition der verschiedenen -~-Systeme siehe [22]. Unsere Untersuchung 
hat streng genommen nur jene .~-Systeme als inad~iquat erwiesen, in denen N "defi- 
nierbar" ist, also nur die Kalkiile Z4--Z9, die $4.2 als Subkalkiil enthalten, sowie die 
Erweiterungen V1 und V2 von Z9 (vgl. [21], Abschnitt 2.3). Auf Grund der Unter- 
suchungen in [9] daft man jedoch die drei restlichen Systeme Z1-Z3 unter der vor- 
liegenden epistemischen Deutung ebenfalls als unakzeptabel verwerfen. 
19 Man kann sich leicht klarmachen, dab z.B. das st~irkste ,~-System K4 ~ $4.4 + 
Kb im Sinne yon Satz 3 aquivalent mit jenem doxastischen Kalkiil ist, der fiber DS5 ~ 
hinausgehend noch das Axiom der "Alliiberzeugtheit": Np v N~p ,  enth~lt. Dies 
erhellt noch einmal die doxastisch/epistemische Inad~quatheit der .,'r 
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