
PETER KLOPSCH 

A L G E B R A I S C H E  K E N N Z E I C H N U N G  A N G E O R D N E T E R  

B A C H M A N N - R , ~ U M E  

Gegenstand dieser Untersuchung sind die metrischen R~iume der 
n-dimensionalen absoluten Geometrie im Sinne von F~ Bachmann [1]. Diese 
Rfiume werden als Bachmann-Rfiume bezeichnet. Ein Bachmann-Raum 
heiBt angeordnet, wenn ffir seine Punktmenge eine Zwischenrelation 
erkl~irt ist, welche die Hilbertschen Anordnungsaxiome erfiillt. Von W. Pejas 
wurden in [6] alle angeordneten Bachmann-Ebenen mit nichteuklidischer 
Metrik algebraisch beschrieben. Ergebnisse und Beweise werden besonders 
durchsichtig, wenn man sich auf Hilbert-Ebenen, d.h. auf angeordnete 
Bachmann-Ebenen mit freier Beweglichkeit beschr~inkt (Pejas [5], 
Hessenberg und Diller [4], Bachmann [1]). Ziel dieser Abhandlung ist es zu 
zeigen, dab sich die Pejasschen Darstellungssfitze ffir Hilbert-Ebenen 
in natiirlicher Weise auf beliebige n-dimensionale angeordnete Bachmann- 
Rfiume verallgemeinern lassen, sofern die zugrunde liegende Metrik definit ist. 
Das Hauptergebnis der Arbeit steht in §3, Satz 3. 

1. G R U N D L A G E N  

1.1. Projektiv metrisierter affiner Raum 

Im folgenden sei K stets ein kommutativer K6rper yon Charakteristik # 2, 
V ein n-dimensionaler K-Vektorraum (n6~, n~>2), f eine anisotrope 
symmetrische Bilinearform auf V und k~K eine 'metrische Konstante'. Den 
Formwert eines Vektors x~ V bezeichnen wir zur Abkfirzung mit Y:=f(x,x).  
D a f  anisotrop ist, gilt ~ ¢ 0 ffir alle x~ V\ {0}. Ffir jedes a~ V sei zEa: V ~  a K 

die Orthogonalprojektion von V auf aK, also die Abbildung x ~--,f(x, a)d- 1 a, 
fails a ¢ 0, und die Nullabbildung x~-~0, falls a = 0. 

Es sei ~¢ = ~¢(V,f,k) der gew6hnliche affine Raum fiber V, versehen mit 
einer Orthogonalitfitsrelation ffir Geraden, welche auf folgende Weise 
festgelegt ist: Ffir alle a, b, x, ye Vmit x, y ¢ 0 sei a + xK orthogonal zu b + yK, 
in Zeichen a + xK A_ b + yK, wenn 

f(a,b) f (a ,y)  k=O. 
f ( x , y )  + f (x ,b)  f ( x , y )  

d ist eine affine Spezialisierung eines n-dimensionalen projektivmetrischen 
Raumes und werde der projektiv metrisierte affine Raum fiber V,f, k genannt. 

Zwei Punkte a, be Vsind genau dann zueinander polar, wenn I +f(a, b)k -- 0 
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ist. Zu sich selbst polare Punkte werden selbstpolar genannt. Genau dann, 
wenn k = 0 ist, ist d ein euklidischer Raum (im Sinne von [1]). 

1.2. Thales-Punkte 

Sei d der projektiv metrisierte affine Raum fiber V,f, k. Seien a, be V. Dann 
heiBt ein Punkt ce V ein Thales-Punkt von a, b, wenn gilt (Abbildung 1): 

ce{a,b} oder (c¢{a,b} und a + ( a - c ) K _ L b + ( b - c ) K ) .  

Mit T(a,b) bezeichnen wir die Menge aller Thales-Punkte von a,b. 

C 0 C 

a b 0 b 

Abb. 1 Abb. 2 

Spezielle Thales-Punkte liefert 

LEMMA 1. Seien a, beV  mit 1 + f(a,b)k v~O und f(a,b) + dbk = O. Dann ist 
der Punkt 

l+b-k l + t i k  
c:= 1 + f ( a , b ~  a+ 1 + f(a,b)k b 

ein Thales-Punkt yon a, b. Ferner gelten die Gleichungen f(a,  c) = d, f(b,  c) = 
und (1 + Fk)(1 +f(a,b)k) = (1 + tik)(1 +/~k). 

Man beweist Lemma 1 durch einfaches Nachrechnen (vgl. Abbildung 2). 
Wir ben6tigen sp~iter ferner 

LEMMA 2. Sei T ~  V mit Oe T und 1 + f ( a ,  b)k ~ O fiir alle a, be T. Dann sind 
die folgenden zwei Aussagen ?iquivalent: 

TE 
TE' 

Far alle a, b e T  gilt T(a,b)~ T; 
(1) Fiir alle a e T  und x e V  gilt a~zxeTund 
(2) Fiir alle a, b e T  mit f(a,b) + abk = 0 gilt 

1 + b k  1 +dk 
c:= 1 +f(a,b)k a+ 1 +f(a,b)k beT" 
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Beweis. TE=~TE': Es gelte TE. Zu (1): Sei a e T  und x e K  Dann gilt 
ar~xeT(O,a)~ T. Zu (2): Seien a, b e T  mit f ( a , b )+  ti~k = 0. Nach Lemma 1 
gilt dann ceT(a,b), also ceT. 

T E ' ~ T E :  Es gelte TE'. Seien al ,b leT ,  und sei ceT(al ,b l ) \ {a~,b l} .  Zu 
zeigen ist ceT. Man betrachte die Vektoren a:= al -a~ztc_a,, y:= (1 + ?k)" 
a 1 - (1  +f(al,C)k)c und b:= b~zt r (siehe Abbildung 3). Wegen TE', (1) gilt 
a = a~rcaeT und beT. Ferner gilt f (a,b) + dbk = 0 und 

1 +b-k 1 +~k  
c -  1 +f(a ,b)k  a+ 1 +f (a ,b )k  b' 

was sich durch elementare Rechnungen best/itigen l~iBt. Wegen TE', (2) 
ist dann ceT. 

b 

0 

b, 

Abb. 3 

1.3. Vierter Spiegelungspunkt 

Sei ~¢ der projektiv metrisierte affine Raum tiber V,f,k. Seien a,b, c e V  drei 
kollineare, nicht selbstpolare Punkte yon d .  Nach dem Dreispiegelungssatz 
gibt es im projektivmetrischen AbschluB ~ yon ~1 genau einen nicht 
selbstpolaren Punkt v = v(a, b, c), den sog. vierten Spiegelungspunkt yon a, b, c, 
mit der Eigenschaft, daB das Produkt der Punktspiegelungen an a,b 
und c (in ~ )  gleich der Punktspiegelung an v ist. Wir setzen zur Abkiirzung: 

¢(a,b,c):= 1 + ( f ( b , c ) - f ( a , c ) +  f(a,b))k,  

w(a,b,c):= (1 + f(b,c)k)a - (1 + f(a,c)k)b + (1 + f(a,b)k)c. 
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Stets gilt (1 +~k)(1 +bk)(1 +?k) = e(a,b,c) 2-4-w(a,b,c)k. Der vierte 
Spiegelungspunkt v(a, b,c) ist genau dann ein Punkt von d ,  wenn e(a, b,c) ¢ 0 
ist. Ist dies der Fall, so gilt v(a,b,c)= e(a,b,c)-lw(a,b,c). 

1.4. Anordnungskonvexe metrische Teilriiume 

Sei d = ~(V, f ,  k) der projektiv metrisierte affine Raum fiber V, fi  k. 

DEFINITION. Eine Teilmenge T~_ V von Punkten von ~¢ (eigentlich 
zusammen mit allen Geraden, Ebenen . . . . .  Hyperebenen von d ,  welche mit 
wenigstens einem Punkt aus T inzidieren) heiBe ein metrischer Teilraum 
von ~¢, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

TO T enth/ilt den Nullpunkt (Nullvektor) und mindestens einen 
weiteren Punkt; 

T1 T enth/ilt keine zueinander polaren Punkte; 
T2 Tenth/lit mit zwei Punkten stets alle zugehSrigen Thales-Punkte; 
T3 T enth/ilt mit drei kollinearen (nicht selbstpolaren) Punkten stets 

deren vierten Spiegelungspunkt. 

Auf Grund von Lemma 2 ist eine Teilmenge T___ V genau dann ein 
metrischer Teilraum von s¢ (V, f ,  k), wenn ffir jeden 2-dimensionalen Teilraum 
U von V die Punktmenge T ~  U eine metrische Teilebene der Ebene 
~¢(U,f[ U x U,k) ist. 

Nach dem Hauptsatz der absoluten Geometrie ([1,Section20]) sind die 
metrischen Teilri~ume projektiv metrisierter affiner R6ume his auf Isomorphie 
genau die nichtelliptischen Bachmann-Rgiume. 

Ein metrischer Teilraum T von ~ '  heiBt anordnungskonvex, wenn der 
zugrunde liegende K6rper K eine Anordnung besitzt, bezfiglich der T konvex 
in V ist. Der Hauptsatz der absoluten Geometrie ergibt: Die anordnungs- 
konvexen metrischen Teilr~tume projektiv metrisierter affiner Riiume sind bis auf 
Isomorphie genau die angeordneten (nichtelliptischen) Bachmann-Ri~ume. 

2. D A R S T E L L U N G  METRISCHER TEILR,~UME 

DURCH FORMWERTE 

Seien K, V,f,k wie in §1 gegeben, und sei ~¢=s4(V,f,k) der zugeh6rige 
projektiv metrisierte affine Raum. 

BEMERKUNG. Zu jedem metrischen Teilraum T yon ~¢ gibt es eine 
Teilmenge M yon K mit T= {x~ V I ~ M } .  

Beweis. Sei T ein metrischer Teilraum yon ~¢. Wir behaupten: Ffir M:= 
{~ila~T} gilt T= { x ~ V [ ~ M } .  _~: Trivial. ~_: Seien xeV, acT mit ~ = d .  
Dann gilt b:= ana+xeT und folglich x = v(b,a,b)~T. 
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Metrische Teilr/iume lassen sich also grunds/itzlich durch gewisse 
Teilmengen des zugrunde liegenden K6rpers beschreiben. Wir wollen auf 
diese Weise im n/ichsten Paragraphen fiir jede Anordnung von K, fiir die f 
definit ist, alle konvexen metrischen TeiMiume von ~/(V,f ,  k) bestimmen. Die 
dafiir ben6tigten Teilmengen des K6rpers sind mit den 'Abszissenmengen' von 
Hilbert-Ebenen eng verwandt und lassen sich,/ihnlich wie diese, auf die im 
folgenden Satz 1 angegebenen zwei Weisen charakterisieren. (Man vergleiche 
[1,Section 20.13, Satz 13.2] oder [4, S/itze 67.3 und 67.43.) 

Es sei ~< eine Anordnung von K, I I der zugeh6rige Absolutbetrag, B der 
Bewertungsring der bezfiglich ~< ganzzahlig-einschlieBbaren Elemente 
von K und I das maximale Ideal von B. 

SATZ 1 (vgl. [4]). Eine Teilmenge M yon K erfiillt die Bedingungen 

(i) O~M und - M ~_ M; 

(ii) M i s t  konvex; 

(iii) far  alle 2~M: 12kl < 1 und 42/(1 - [21k)2~M 

genau dann, wenn eine der folgenden beiden Aussagen gilt: 

(a) M i s t  ein B-Untermodul yon K mit Mk  ~ I; 

(b) k < 0  und es gibt ein Primideal J ( # B )  yon B mit M =  

{2egl l2kl  < 1 + J } .  

Beweis. (A) Sei M eine Teilmenge von K, welche die Bedingungen (i), (ii) 
und (iii) erfiillt. Wir unterscheiden zwei F~ille. 

1. Fall: M i s t  eine Untergruppe von (K, + ). Dann ist M wegen (ii) ein B- 
Untermodul von K. Ferner gilt Mk c_ I; denn ffir alle 2~M und alle m~N 
( _c K) gilt m2eM,  also wegen (iii) 12kl < m -1. 

2. Fall: M i s t  keine Untergruppe yon (K, +). Wir behaupten: Dann ist 
k < 0  und J :=  {teKIV2eM: It[< 1 +121k} ein Primideal yon B 
mit der gewtinschten Eigenschaft. Wir beweisen der Reihe nach die folgenden 
sechs Aussagen: 

(1) Ffir alle p e Q  mit p >  1 ist p M  ~ M; 
(2) Vm~N 32~M: 1 + 1 2 ] k < m - 1 ;  
(3) k < 0; 
(4) Vz~K: 12eJ=>l~J; 
(5) J ist ein Primideal von B; 
(6) M = {2~K 112kl < 1 + J}. 

Ad (1): Klar wegen (ii). 

Ad(2): Angenommen, es gebe ein m~N mit 1 + ]21k ~> m -1 fiir alle 2~M. 
Dann gilt ffir alle 2~M auch l < p : = 2 m ( 2 m - 1 ) - l < ~ 2 ( 1 - 1 2 1 k )  -1 und 
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p21)l. ] ~< 4]21(1 --]2[k)-ZeM, folglich p22~M. Dies steht im Widerspruch zu 
(1). 

Ad(3): Nach (2) gibt es ein heM mit 1 + [2[k< 1. 
Ad(4): Sei t~K mit F~J. Dann gilt wegen (iii) und (3) fiir alle 2~M: 

12 < 1 +4121k(1 -[21k) -2 = (1 + [21k)2(1 -12lk) -2 ~<(1 + 12lk) 2, also Ill < 
1 +12lk. 

Ad (5): Wegen (2) gilt J _~ I. Ferner gilt 0E J, - J _ J, J ist konvex. Hieraus 
ergibt sich, zusammen mit (4), dab J ein Primideal yon B ist (vgl. [4, 
Satz 62.6]). 

Ad(6): ~ :  Seien 2~M und t~J. Dann gilt l l l< l+121k ,  wegen 
(3) also 1 2 k l = - 1 2 1 k < l - l t l - - . < l + l .  2 :  Sei 2~K mit 12kl< 
1 + J. Dann gilt 0 < 1 -12klCJ. Also existiert e i n / ~ M  mit 1 -12kl ~> 1 + 
I~tlk. Wegen (3) folgt daraus 12[ ~< I/~l, also 2EM. 

(B) Sei nun M eine Teilmenge yon K, die (a) oder (b) erfiillt. Ist M ein 
B-Untermodul von K mit Mk ~ I, so besitzt M offensichtlich die Eigen- 
schaften (i), (ii) und (iii). Es sei nun k < 0 und J ein Primideal von B mit 
M={2~KI I2k I<  1 + J } .  Klar ist, dab M die Bedingungen (i) und (ii) 
erffillt. Ad (iii): Sei 2~K mit 12kl < 1 + J. Dann gilt insbesondere 12kl < 1. 
Zu zeigen bleibt #:= 42(1 - 121 k) - z ~ M. Offensichtlich gilt 1 - 12k I ~B\  J und 
1 + ]2k[~B\I. Wegen 1 -[/~k[ = (1 - ]2k l )  2 (1 + 12k[) -2 gilt dann 1 - [ # k l e J  
und 1-1/~kl~>0. Das ergibt I / ~ k l < l + J ,  d.h. /~eM. Damit ist Satz 1 
vollst~indig bewiesen. 

Wir bemerken, dab die Eigenschaften (a) und (b) in Satz 1 sich gegenseitig 
ausschlieBen. Fiir sp/iter zeigen wir noch: 

LEMMA 3. Erffillt eine Teilmenge M yon K mit O~M und O<~M die 
Bedingung (iii), so erffillt der konvexe Abschlul3 yon M u -  M (in K) alle 
drei Bedingungen (i), (ii), (iii). 

Beweis. Sei M eine Teilmenge von K mit 0EM, 0 ~< M und (iii). Sei M' der 
konvexe AbschluB von M u - M .  Klar ist, dab M' die Bedingungen 
(i) und (ii) und den ersten Teil von (iii) erfiillt. Ad (iii), 2. Teil: Sei 2'~M'. Dann 
existiert ein heM mit 12'1 ~< 4. Man setze zur Abkiirzung/~:= 44(1 - 121k) -2 
und f f :=aA' (1- lA ' lk)  -2. Wegen /~eM und 1 # 1 - 1 # ' 1 =  4 (2 -12 '1 )  • 

(1 -12kl.12'kl)(1 -121k)-2(1 -12'lk) -2/> 0 gilt f feM' .  

3. ALGEBRAISCHE BESCHREIBUNG 
ANORDNUNGSKONVEXER METRISCHER TEILRAUME 

Seien K, V,f, k wie in Section 1 gegeben, und sei d = d (V , f ,  k) der zugeh6rige 
projektiv metrisierte affine Raum. Wir setzen zus/itzlich voraus, dab K 



ANGEORDNETE BACHMANN-RJ~UME 255 

eine Anordnung ~< besitzt und dab f beziiglich dieser Anordnung definit 
ist. Die zu ~< geh6rigen Gebilde: Absolutbetrag, Bewertungsring und 
maximales Ideal werden, wie in Section 2, mit I l, B und I bezeichnet. B* sei 
die Einheitengruppe yon B. Unser Ziel ist, alle metrischen Teilr/iume yon 
sg(V,f, k) zu beschreiben, welche beziiglich der gegebenen Anordnung ~ in 
V konvex sind. Da die metrischen Teilrgume yon ~4(V,f, k) mit denen yon 
d(V, - f ,  - k) iibereinstimmen, machen wir keine wesentliche Einschr/inkung, 
wenn wir zun/ichst f als positiv definit voraussetzen. 

SATZ 2. Sei K durch <. angeordnet, und sei f beziiglich dieser Anordnung 
positiv definit. Dann gilt: Fiir jede Teilmenge M yon K, welche die Bedingungen 

(i) OEM und - M c_ M; 
(ii) M ist konvex; 

(iii) fiir alle 2EM gilt: I;~kl < 1 und 42/(1 -IAIk)2eM 

erfiillt und mindestens zwei Elemente enthiilt, ist TM:={xEVI2EM } ein 
konvexer metrischer Teilraum yon sO. Jeder konvexe metrische Teilraum yon 
~ liil3t sich auf diese Weise darstellen. 

Beweis (ftir die 1. Aussage von Satz 2). Sei M eine Teilmenge von K mit 
den Eigenschaften (i), (ii), (iii) und I MI~>2. Zu zeigen ist, dab 
TM:= {xEVI~2EM} die Teilraum-Bedingungen TO, T1, T2, T3 erfiillt und 
konvex ist. Da f positiv definit ist, gelten fiJr alle x, yeV  die Schwarzschen 
Ungleichungen f(x,  y)2 <~ ,~ und If(x, Y) I ~ max (~, 17). Man erh/ilt damit 

(*) Fiir alle aET M und xEV: aTrxET M 

(**) Fiir alle a, bE T~:f(a,b)EM und 0 < 1 +f(a,b)k < 2. 

TM erftillt TO: Wegen 0EM gilt 0ETM. Wegen IMI ~ 2 gibt es ein 2EM 
mit 2 ~ 0 .  Man w/ihle ein xEV\{0}. Setzt man y:=;t~-lx,  so gilt £37=22, 

also ~ ~< 121 oder t7 ~< 121. Das ergibt xET~ oder yETM. 
T M erfiillt TI: Klar wegen (**). 
TM erfiillt T2: Nach Lemma 2 ist wegen (*) nur noch zu zeigen, dal3 

T M die Bedingung (2) in Lemma 2 erfiillt. Seien a, be T M mit f(a, b) + d~k = 0, 
und sei c:=(1 +/~k) (1 +f(a,b)k)-la+(1 +dk) (1 +f(a,b)k)-~b. Zu zeigen 
ist: cET M. Nach Satz 1 ist M vom Typ (a) oder vom Typ (b). Sei M zun/ichst 
vom Typ (a), also ein B-Untermodul von K mit Mk c I. Wegen (**) gilt 4, ~, 
f(a,b)EM und folglich 1 +dk, l +~k, l+f(a,b)  kE1 + I ~ B * .  Das ergibt 
gEM, also cETM. Sei nun M vom Typ (b). Dann ist k < 0 ,  undes  gibt ein 
Primideal J von B mit M = {2EK[ [2kl < 1 + J} = {2EKIJ < 1 + 121k}. Nach 
Lemma 1 gilt (1 +(k)(1 +f(a,b)k)=(1 +glk) (1 +~k). Nach (**) sind die 
Faktoren 1 +f(a,b)k, l + d k ,  l + ~ k  aus B und positiv. Also ist auch 
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(1 + ~k)> 0. Ferner gilt 1 -4-dk, 1 + ~kq~J. Da J ein Primideal ist, erhalten 
wir 1 +(k¢J .  Also gilt ?eM, d.h. ceTM. 

TM erf/illt T3: Seien a,b, ce TM kollineare Punkte. Mit den Bezeichnungen 

yon Section 1.3 setzen wire :=  e(a,b,c), w:= w(a,b,c) und v:= v(a,b,c). 1st M 
vom Typ (a), so gilt wieder f(a,b), f(a,c), f ( b , c ) e m  und l+f (a ,b)k ,  
1 +f(a,  c)k, 1 +f(b,c)k, e~B*. Das ergibt e 4:0 und 15~M, also v6T M. Sei nun 
M vom Typ (b). Dann ist k < 0  und M = { 2 ~ K I J < l + 1 2 l k  } f/ir ein 
geeignetes Primideal J yon B. Nach Section 1.3 gilt (1 + ~ik) (l + bk) (1 + (k) = 
e2 + ~k. Nach (**) sind die Elemente 1 + dk, 1 + ~k, 1 + (k,e aus B und die 
ersten drei positiv. Wegen ffk ~< 0 ist e :/: 0. Nach Section 1.3 gilt dannv = e- 1 w 
und daher (1 +dk) (1 +b-k) (1 +(k)=e2(1 +Ok). Die linke Seite dieser 
Gleichung ist positiv; folglich ist auch 1 + fk positiv. Ferner gilt 1 + dk, 
1 + ~k, 1 + ?kCJ. Da J ein Primideal ist, erhalten wir 1 + fkCJ. Also gilt 
~5~M, d.h. v e T  M. 

Tu ist konvex: Seien a,b~TM, und sei x ~ V  ein Punkt zwischen a und 
b. Dann gibt es 2,/~eK mit 0~<2,#, 2 + / ~ =  1 und x=2a+l~b.  Es gilt :~= 
22ei + 22#f(a, b) +/t2b ~< (2 +/~)2 max(~,/~) = max(& b)~M. Also gilt auch 
2eM, d.h. x E T  M. 

Fiir einen Beweis der 2. Aussage yon Satz 2 ben6tigen wir 

LEMMA 4 (Heilwig [3]). Es seien die Voraussetzungen yon Satz 2 erfiillt. 
Dann 9ilt fiir jeden konvexen metrischen Teilraum T yon s/:  T = { x ~ V I 3 a ~ T: 

Beweis. ~_: Trivial. _~: Seien a c T  und x~ V mit £ ~< d. Zu zeigen ist xe T. 
Wegen 0e T und - a = v(0, a, 0)e T diirfen wir o.B.d.A, voraussetzen: 
f(a,x) >>, O, x # O, x ¢ - a .  Es gilt der Reihe nach (siehe Abbildung 4): b:= 

a a+x 

0 x d 

Abb. 4 
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aXa+xET , c:=v(b,a,b)~T, d:=crcxeT. Eine einfache Rechnung ergibt 
d = ( l + 2 ) x  mit 2 :=(c i - f f )  ( f (a , x )+~)  ( a + x ) - t ~  -1. Offensichtlich gilt 
2>/0. Also liegt x zwischen 0 und d, und es gilt xeT.  

Beweis (fiir die 2. Aussage von Satz 2). Sei T ein konvexer metrischer 
Teilraum von sO. Man betrachte M := {cila ~ T}. Offensichtlich gilt 0 e M  und 
0 ~< M. Ferner erfiiUt M die Bedingung (iii). Denn sei ae  T. Angenommen, es 
w/ire I cik[ I> 1. Da T konvex ist, g/ilte b:= - ( ~ k ) - l a e T .  Dies wiirde wegen 
1 +f (a ,b)k=O der Teilraum-Eigenschaft T1 widersprechen. Es gilt also 
]cikl < 1. Nun betrachte man den Punkt c:= 2(1 - ~ k ) - X a  = v(a, O, a)e T. Wir 
erhalten 4 c i ( 1 - l a l k ) - 2 = ( e M .  - S e i  M' der konvexe AbschluB von 
M u - M. Nach Lemma 3 erfiillt M' die Bedingungen (i), (ii) und (iii). Nach 
Lemma 4 gilt T =  {xeVIY~eM'}. 

Die S/itze 1 und 2 lassen sich zusammenfassen. Man erh/ilt dann die folgende 
Verallgemeinerung der Pejasschen Darstellungss/itze fiir Hilbert-Ebenen 
([5,Theoreme 1 bis 4]): 

SATZ 3. Sei K durch <~ angeordnet, und sei f beziiglich dieser Anordnung 

definit. Dann gilt: 

(I) Fiir jeden B-Untermodul M yon K mit M #  {0} und Mk ~ l ist 
{xe VIY~M} ein konvexer metrischer Teilraum yon s/ .  

(II) Ist k f  <O (d.h. ~k < 0  ffir alle xeV\{0}),  so ist ffir jedes Primideal 
J( # B) yon B die Punktmenge {x~ Vll~kl < 1 + J} ein konvexer metri- 

scher Teilraum yon A. 
(III) Jeder konvexe metrische Teilraum yon ~/ lftBt sich gemffl3 (I) oder (II) 

darstellen. 

Die konvexen metrischen Teilr/iume vom Typ I sind verallgemeinerte 
DEHNsche Modelle, die vom Typ II verallgemeinerte KLEINsche Modelle. 

4. KONVEXE METRISCHE TEILRAUME FUR 

ARCHIMEDISCHE ANORDNUNGEN 

Mit Hilfe von Satz 3 lassen sich sehr einfach alle archimedisch angeordneten 
Bachmann-R/iume bestimmen. Seien K, V,f, k wie in Section 1 gegeben, und 
sei d d e r  projektiv metrisierte affine Raum fiber V,f, k. 

SATZ 4. Sei K durch % archimedisch angeordnet. Eine Teilmenge T yon V 
ist genau dann ein konvexer metrischer Teilraum yon ~/, wenn eine der 
folgenden beiden Aussagen gilt: 

(~) k = O und T= V; 
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(fl) k f  <O und T= {xeVl I~Zkl < 1}. 

T ist im Falle (~) ein voller euklidischer Raum, irn Falle (fl) ein KLEINsches 
Modell. Satz 4 lehrt: Jeder archimedisch angeordnete Bachmann-Raum ist 
ein euklidischer, hyperbolischer oder halbelliptischer Raum. 

Beweis (fiir Satz 4). Ist f definit, so braucht man nut Satz 3 anzuwenden. 
Sei nun f indefinit. Ist k = 0, so ist natiirlich Vein konvexer metrischer 
Teilraum yon ~¢. Es sei nun T ein konvexer metrischer Teilraum yon ~ .  
Zu zeigen ist: k = 0 und V~_ T. 

Angenommen, es sei k =~ 0. Dann lassen sich a, be Tmit  den Eigenschaften 
f(a,b)=O, ~k<0 ,  ~ k > 0  finden. Wfihlt man nel~ hinreichend groB, so 
gilt 0 < - ( ~ k ) - l ~ < ( 1  +~k)". Fiir alle x e T n a K  gilt (1 +~k)xeT (siehe 
Abbildung 5). Also gilt (1 + ~k)"ae T und wegen der Konvexit~it yon T auch 
a*:=- (Sk ) - laeT .  Ferner gilt 1 +f(a,a*)k=O. Dies widerspricht der 
Teilraum-Eigenschaft T1. Also ist k = 0. 

-] 

0 a x (l÷Ek,lx 

I b ÷aK 

Abb. 5 

Sei xeV. Man w~ihle ein a e T m i t  xeaK. Fiir alle nel~l gilt 2"a = v(2"- la,0, 
2"-1a) und folglich 2"acT. Da K archimedisch angeordnet und T konvex 
ist, gilt aK ~_ T, also xeT. 
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