PETER KLOPSCH

ALGEBRAISCHE KENNZEICHNUNG ANGEORDNETER
BACHMANN-RAUME

Gegenstand dieser Untersuchung sind die metrischen Rdume der
n-dimensionalen absoluten Geometrie im Sinne von F. Bachmann [1]. Diese
Riume werden als Bachmann-Rdume bezeichnet. Ein Bachmann-Raum
heiit angeordnet, wenn fiir seine Punktmenge eine Zwischenrelation
erklart ist, welche die Hilbertschen Anordnungsaxiome erfiillt. Von W. Pejas
wurden in [6] alle angeordneten Bachmann—Ebenen mit nichteuklidischer
Metrik algebraisch beschrieben. Ergebnisse und Beweise werden besonders
durchsichtig, wenn man sich auf Hilbert-Ebenen, d.h. auf angeordnete
Bachmann-Ebenen mit freier Beweglichkeit beschrinkt (Pejas [S],
Hessenberg und Diller [4], Bachmann [1]). Ziel dieser Abhandlung ist es zu
zeigen, daB sich die Pejasschen Darstellungssitze fiir Hilbert-Ebenen
in natiirlicher Weise auf beliebige n-dimensionale angeordnete Bachmann-
Raume verallgemeinern lassen, sofern die zugrunde liegende Metrik definit ist.
Das Hauptergebnis der Arbeit steht in §3, Satz 3.

1. GRUNDLAGEN

1.1. Projektiv metrisierter affiner Raum

Im folgenden sei K stets ein kommutativer Korper von Charakteristik # 2,
V ein n-dimensionaler K-Vektorraum (neN, n=2), f eine anisotrope
symmetrische Bilinearform auf V und keK eine ‘metrische Konstante’. Den
Formwert eines Vektors xeV bezeichnen wir zur Abkiirzung mit x:= f(x, x).
Da f anisotrop ist, gilt x # 0 fiir alle xeV\{0}. Fiir jedes aeV sei n,:V —»aK
die Orthogonalprojektion von V auf aK, also die Abbildung x— f(x,a)a 'a,
falls a # 0, und die Nullabbildung x+0, falls a = 0.

Es sei o = o/ (V, f, k) der gewohnliche affine Raum lber V, versehen mit
einer Orthogonalititsrelation fiir Geraden, welche auf folgende Weise
festgelegt ist: Fiir alle a, b, x, ye V mit x, y 0 sei a + xK orthogonal zu b + yK,
in Zeichen a + xK L b+ yK, wenn

a,b) ﬂmeZO

£
ﬂ*”*buﬁ>fmw

o/ ist eine affine Spezialisierung eines n-dimensionalen projektivmetrischen
Raumes und werde der projektiv metrisierte affine Raum tiber V, f, k genannt.
Zwei Punkte a,be Vsind genau dann zueinander polar, wenn ! + f(a, b)k =0
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ist. Zu sich selbst polare Punkte werden selbstpolar genannt. Genau dann,
wenn k = 0 ist, ist .« ein euklidischer Raum (im Sinne von [1]).

1.2. Thales-Punkte

Sei o der projektiv metrisierte affine Raum tiber V, f, k. Seien a,be V. Dann
heiBt ein Punkt ceV ein Thales-Punkt von a,b, wenn gilt (Abbildung 1):

ce{a,b} oder (c¢{a,b} und a+(a—c)KLb+(b—c)K).
Mit T(a,b) bezeichnen wir die Menge aller Thales-Punkte von a,b.

[ F] C

i L]

Abb. 1 Abb. 2

Spezielle Thales-Punkte liefert

LEMMA 1. Seien a,beV mit 1 + f(a,b)k #0 und f(a,b) + abk = 0. Dann ist
der Punkt

o 1+ bk at 1+ ak b
" 14f@@bk ' 1+f(ab)k
ein Thales-Punkt von a,b. Ferner gelten die Gleichungen f(a,c) = a, f(b,c)=b
und (1 + ck)(1 + f(a,byk) = (1 + ak)(1 + bk).

Man beweist Lemma 1 durch einfaches Nachrechnen (vgl. Abbildung 2).
Wir benétigen spéter ferner

LEMMA 2. Sei T< V mit 06 T und 1 + f(a, b)k # 0 fiir alle a,be T. Dann sind
die folgenden zwei Aussagen dquivalent:

TE Fiir alle a,beT gilt T(a,b)<T;
TE' (1) Fiir alle ae T und xeV gilt an,.e€Tund
(2) Fiir alle a,beT mit f(a,b)+ abk = 0 gilt
1 +bk 1+ ak

= beT.
v @bk T T @bk ©
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Beweis. TE=TE". Es gelte TE. Zu (1): Sei aeT und xeV. Dann gilt
arn,€T(0,a) = T. Zu (2): Seien a,beT mit f(a,b) + abk =0. Nach Lemma 1
gilt dann ceT(a,b), also ceT.

TE'=TE: Es gelte TE'. Seien a,,b, €T, und sei ceT(a;,b,)\{a,b,}. Zu
zeigen ist ce T. Man betrachte die Vektoren a:=a, —a;n,._,,, y:=(1 + ¢ck)-
a; — (1 +f(ay,c)k)c und b:=b,n, (siche Abbildung 3). Wegen TE/, (1) gilt
a=a,n,eT und beT. Ferner gilt f(a,b) + abk =0 und

1 + bk N 1 +ak b
C=—m-———— —_———
T+ f@hk’  T+f@bk

was sich durch elementare Rechnungen bestdtigen 1aBt. Wegen TE', (2)
ist dann ceT.

1.3. Vierter Spiegelungspunkt

Sei &7 der projektiv metrisierte affine Raum tiber V, f, k. Seien a,b,ceV drei
kollineare, nicht selbstpolare Punkte von «/. Nach dem Dreispiegelungssatz
gibt es im projektivmetrischen AbschluB .7 von ./ genau einen nicht
selbstpolaren Punkt v = v(a, b, c), den sog. vierten Spiegelungspunkt von a, b, c,
mit der Eigenschaft, daB das Produkt der Punktspiegelungen an a,b
und c (in .#/) gleich der Punktspiegelung an v ist. Wir setzen zur Abkiirzung;

gla,b,c)= 1+ (f(b,c)—f(a,c)+ f(a, b))k,
w(a,b,c):=(1 + f(b,c)k)a — (1 + f(a,c)k)b + (1 + f(a, b)k)c.
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Stets gilt (1 + ak)(1 + bk)(1 + ¢k) = e(a,b,c)* + w(a,b,c)k. Der vierte
Spiegelungspunkt v(a, b, c) ist genau dann ein Punkt von .o/, wenn &(a, b,c) # 0
ist. Ist dies der Fall, so gilt v(a,b,c) = &(a,b,c)” 'w(a,b,c).

1.4. Anordnungskonvexe metrische Teilrdume

Sei o = A (V, f, k) der projektiv metrisierte affine Raum iiber V, f, k.

DEFINITION. Eine Teilmenge T<V von Punkten von . (cigentlich
zusammen mit allen Geraden, Ebenen, ..., Hyperebenen von o, welche mit
wenigstens einem Punkt aus T inzidieren) heille ein metrischer Teilraum
von ./, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

TO T enthilt den Nullpunkt (Nullvektor) und mindestens einen
weiteren Punkt;

Tl T enthilt keine zueinander polaren Punkte;

T2 T enthilt mit zwei Punkten stets alle zugehorigen Thales-Punkte;

T3 T enthilt mit drei kollinearen (nicht selbstpolaren) Punkten stets

deren vierten Spiegelungspunkt.

Auf Grund von Lemma 2 ist eine Teilmenge T<V genau dann ein
metrischer Teilraum von </ (V, f, k), wenn fiir jeden 2-dimensionalen Teilraum
U von V die Punktmenge TnU eine metrische Teilebene der Ebene
AU, fI1U x U,k) ist.

Nach dem Hauptsatz der absoluten Geometrie ([1,Section 20]) sind die
metrischen Teilrdume projektiv metrisierter affiner Riume bis auf Isomorphie
genau die nichtelliptischen Bachmann—Rdume.

Ein metrischer Teilraum T von &/ heillt anordnungskonvex, wenn der
zugrunde liegende Korper K eine Anordnung besitzt, beziiglich der T konvex
in V ist. Der Hauptsatz der absoluten Geometrie ergibt: Die anordnungs-
konvexen metrischen Teilrdume projektiv metrisierter affiner Rdume sind bis auf
Isomorphie genau die angeordneten (nichtelliptischen) Bachmann—Rdume.

2. DARSTELLUNG METRISCHER TEILRAUME
DURCH FORMWERTE

Seien K, V, f,k wie in §1 gegeben, und sei o/ =./(V,f, k) der zugehorige
projektiv metrisierte affine Raum.

BEMERKUNG. Zu jedem metrischen Teilraum T von &f gibt es eine
Teilmenge M von K mit T= {xeV|XeM}.

Beweis. Sei T ein metrischer Teilraum von .«/. Wir behaupten: Fiir M:=
{alaeT} gilt T={xeV|xeM}. <: Trivial. 2: Seien xeV, acT mit x=a.
Dann gilt b:=an,, €T und folglich x = v(b,a,b)eT.
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Metrische Teilrdume lassen sich aiso grundsdtzlich durch gewisse
Teilmengen des zugrunde liegenden Korpers beschreiben. Wir wollen auf
diese Weise im néchsten Paragraphen fiir jede Anordnung von K, fiir die f
definit ist, alle konvexen metrischen Teilrdume von 7 (V, £, k) bestimmen. Die
dafiir bendtigten Teilmengen des Korpers sind mit den ‘Abszissenmengen’ von
Hilbert—Ebenen eng verwandt und lassen sich, dhnlich wie diese, auf die im
folgenden Satz 1 angegebenen zwei Weisen charakterisieren. (Man vergleiche
[1,Section 20.13, Satz 13.2] oder [4, Sdtze 67.3 und 67.4])

Es sei < eine Anordnung von K, | | der zugehorige Absolutbetrag, B der
Bewertungsring der beziiglich < ganzzahlig-cinschlieBbaren Elemente
von K und I das maximale Ideal von B.

SATZ 1 (vgl. [4]). Eine Teilmenge M von K erfiillt die Bedingungen

(i) 0OeM und — M = M;
(i) M ist konvex;
(iii) fiir alle AeM: |Ak| < 1 und 42/(1 — |A|k)*eM

genau dann, wenn eine der folgenden beiden Aussagen gilt:

(a) M ist ein B-Untermodul von K mit Mk = I,
(b) k<0 und es gibt ein Primideal J (#B) von B mit M=
{AeK]|| k| <1 +J}.

Beweis. (A) Sei M eine Teilmenge von K, welche die Bedingungen (i), (ii)
und (iii) erfiillt. Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: M ist eine Untergruppe von (K, +). Dann ist M wegen (ii) ein B-
Untermodul von K. Ferner gilt Mk < I; denn fiir alle AeM und alle meN
(= K) gilt mieM, also wegen (iii) |Ak| <m™ %

2. Fall: M ist keine Untergruppe von (K, +). Wir behaupten: Dann ist
k<0 wund J:={1eK|VieM: |ij<1+|Ailk} ein Primideal von B
mit der gewlinschten Eigenschaft. Wir beweisen der Reihe nach die folgenden
sechs Aussagen:

(1) Fir alle peQ mit p>1ist pM & M:
(2) VmeN IleM: 1 +|ilk<m™1;
(3) k<0,

4) VieK: i*eJ=1el;

(5) J ist ein Primideal von B;

(6) M = {AeK]||Ak|<1+J)}.

Ad(1): Klar wegen (ii).

Ad(2): Angenommen, es gebe ein meN mit 1 +|Alk = m ™! fiir alle le M.
Dann gilt fiir alle ieM auch 1<p:=2m2m—1)"1<2(1 —}i|k)"! und
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p*lA < 4|Al(1 —|A]k)~2eM, folglich p2Ae M. Dies steht im Widerspruch zu
(1).

Ad(3): Nach (2) gibt es ein AeM mit 1 + |Alk < 1.

Ad(4): Sei 1eK mit ?eJ. Dann gilt wegen (iii) und (3) fiir alle AeM:
P <14+4|Ak(1 —1Alk) 2= (1 +|Alk)2(1 — |Alk) "2 < (1 +|A|k)?, also |i] <
1414k

Ad(5). Wegen (2) gilt J < I. Ferner gilt OcJ, — J < J, J ist konvex. Hieraus
ergibt sich, zusammen mit (4), daB J ein Primideal von B ist (vgl. [4,
Satz 62.6]).

Ad(6): =: Seien AeM und 1eJ. Dann gilt |i|<1+]|Alk, wegen
(3) also |Ak|=—|ilk<1—|i|<1+:1 2=: Sei AieK mit |ik|<
1+ J. Dann gilt 0<1—|2k|¢J. Also existiert ein yeM mit 1 —|Ak| =1+
|1 k. Wegen (3) folgt daraus |A| <[pul, also AeM.

(B) Sei nun M eine Teilmenge von K, die (a) oder (b) erfiillt. Ist M ein
B-Untermodul von K mit Mk < I, so besitzt M offensichtlich die Eigen-
schaften (i), (ii) und (iii). Es sei nun k<0 und J ein Primideal von B mit
M ={2eK||Ak| <1+ J}. Klar ist, daB M die Bedingungen (i) und (ii)
erfiilit. Ad (iii): Sei AeK mit |1k| < 1 + J. Dann gilt insbesondere |ik| < 1.
Zu zeigen bleibt u:= 4A(1 — | 1]k) “*eM. Offensichtlich gilt 1 — | 1k|e B\J und
1+ |AkleB\I. Wegen 1 — |uk| = (1 —|2k|)> (1 + |Ak|)~? gilt dann 1 — | uk|¢J
und 1—|uk|>=0. Das ergibt |uk|<1+J, d.h. geM. Damit ist Satz 1
vollstindig bewiesen.

Wir bemerken, dal} die Eigenschaften (a) und (b) in Satz 1 sich gegenseitig
ausschlieBen. Fiir spiter zeigen wir noch:

LEMMA 3. Erfiillt eine Teilmenge M von K mit 0eM und 0 M die
Bedingung (iii), so erfiillt der konvexe Abschlull von MU — M (in K) alle
drei Bedingungen (i), (ii), (iii).

Beweis. Sei M eine Teilmenge von K mit 0Oe M, 0 < M und (iii). Sei M’ der
konvexe AbschluB von Mu— M. Klar ist, daB M’ die Bedingungen
(i) und (ii) und den ersten Teil von (iii) erfiillt. Ad (iii), 2. Teil: Sei A’eM’. Dann
existiert ein AeM mit |1'| < 1. Man setze zur Abkiirzung p:=4i(1 —|Ak)™?
und p:=4A(1 —|¥|k)"2 Wegen peM und |u|—|g|=4A—-|X])
(1 — Ak VK = |Alk) 2(1 — | k)" 2 =0 gilt weM".

3. ALGEBRAISCHE BESCHREIBUNG
ANORDNUNGSKONVEXER METRISCHER TEILRAUME

Seien K, V, f, k wie in Section 1 gegeben, und sei .of = .o/(V, f, k) der zugehorige
projektiv metrisierte affine Raum. Wir setzen zusitzlich voraus, daB K
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eine Anordnung < besitzt und daB f beziiglich dieser Anordnung definit
ist. Die zu < gehorigen Gebilde: Absolutbetrag, Bewertungsring und
maximales Ideal werden, wie in Section 2, mit | |, B und I bezeichnet. B* sei
die Einheitengruppe von B. Unser Ziel ist, alle metrischen Teilrdume von
2 (V, f, k) zu beschreiben, welche beziigiich der gegebenen Anordnung < in
V konvex sind. Da die metrischen Teilrdume von </ (V, f, k) mit denen von
o (V, — f, — k) ibereinstimmen, machen wir keine wesentliche Einschriankung,
wenn wir zundchst f als positiv definit voraussetzen.

SATZ 2. Sei K durch < angeordnet, und sei f beziiglich dieser Anordnung
positiv definit. Dann gilt: Fiir jede Teilmenge M von K, welche die Bedingungen

(i) 0eM und — M = M,
(i) M ist konvex;
(iii) fiir alle AeM gilt: |Ak| < 1 und 43)(1 —|Ak)*eM

erfillt und mindestens zwei Elemente enthilt, ist Ty.={xeV|XxeM} ein
konvexer metrischer Teilraum von /. Jeder konvexe metrische Teilraum von
of LBt sich auf diese Weise darstellen.

Beweis (fur die 1. Aussage von Satz 2). Sei M eine Teilmenge von K mit
den Eigenschaften (i), (i), (i) und |[M|>=2. Zu =zeigen ist, dal
Ty:={xeV|xeM} die Teilraum-Bedingungen TO, T1, T2, T3 erfiillt und
konvex ist. Da f positiv definit ist, gelten fiir alle x,yeV die Schwarzschen
Ungleichungen f(x,y)* < xy und | f(x,y)| < max(%, 7). Man erhilt damit

(*) Fiir alle ae Ty, und xeV: aneTy,
(**) Fiir alle a,beTy,:f(a,b)eM und 0 < 1 + f(a,b)k < 2.

Ty erfiillt TO: Wegen O0eM gilt 0eT,,. Wegen |M| =2 gibt es ein ieM
mit A #0. Man wihle ein xe V\{0}. Setzt man y:= ix~'x, so gilt Xj= 12,
also X <{A] oder y <|4|. Das ergibt xeT,, oder yeT,,.

Ty, erfiillt T1: Klar wegen (**).

Ty erfiillt T2: Nach Lemma 2 ist wegen (*) nur noch zu zeigen, daf
T,, die Bedingung (2) in Lemma 2 erfiillt. Seien a, be Ty, mit f(a,b) + abk =0,
und sei ¢:= (1 +bk) (1 +f(a,b)k) " *a+ (1 + ak) (1 + f(a,b)k)~'b. Zu zeigen
ist: ce T\,. Nach Satz 1 ist M vom Typ (a) oder vom Typ (b). Sei M zunichst
vom Typ (a), also ein B-Untermodul von K mit Mk = I. Wegen (**) gilt a, b,
f(a,b)eM und folglich 1 + ak, 1 +bk, 1+ f(a,b) kel + I < B*. Das ergibt
ceM, also ceTy. Sei nun M vom Typ (b). Dann ist k <0, und es gibt ein
Primideal J von Bmit M = {ieK||Ak| <1 +J} = {1eK|J <1 + |i|k}. Nach
Lemma 1 gilt (1 +ck){1 + f(a,b)k) = (1 + ak) (1 + bk). Nach (**) sind die
Faktoren 1+ f(a,b)k, 1+ ak, 1 +bk aus B und positiv. Also ist auch
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(1 +¢k)> 0. Ferner gilt 1+ ak, 1+ bk¢J. Da J ein Primideal ist, erhalten
wir 1 + ck¢J. Also gilt ceM, d.h. ceT,,.

T, erfiillt T3: Seien a,b,ce Ty, kollineare Punkte. Mit den Bezeichnungen
von Section 1.3 setzen wir &:= ¢(a, b,c), w:= w(a,b,c) und v:=v(a,b,c). Ist M
vom Typ (a), so gilt wieder f(a,b), f(a,c), f(b,c)eM und 1+ f(a,b)k,
1+ f(a,c)k, 1 + f(b,c)k, ee B*. Das ergibt ¢ # 0 und 7e M, also ve Ty,. Sei nun
M vom Typ (b). Dann ist k<0 und M ={AeK|J <1+ |Alk} fiir ein
geeignetes Primideal J von B. Nach Section 1.3 gilt (1 + ak) (1 + bk)(1 + ck) =
% + wk. Nach (**) sind die Elemente 1 + ak, 1 + bk, 1 + ¢k,¢ aus B und die
ersten drei positiv. Wegen wk < 0 ist ¢ # 0. Nach Section 1.3 gilt dann v =¢ " 'w
und daher (1 + ak) (1+bk) (1 + ck)=¢*(1 + vk). Die linke Seite dieser
Gleichung ist positiv; folglich ist auch 1+ ok positiv. Ferner gilt 1+ gk,
1 + bk, 1 + ck¢J. Da J ein Primideal ist, erhalten wir 1 + ok¢J. Also gilt
7eM, d.h. veTy,.

Ty, ist konvex: Seien a,beTy,, und sei xeV ein Punkt zwischen a und
b. Dann gibt es A, ucK mit 0< 4, u, A+ u=1 und x=Aa+ ub. Es gilt x=
Ata+2Auf(a,b)+ p*b < (A + u)* max(z,b) = max(a,b)eM. Also gilt auch
xeM, d.h. xeT),.

Fiir einen Beweis der 2. Aussage von Satz 2 bendtigen wir

LEMMA 4 (Heilwig [3]). Es seien die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt.
Dann gilt fiir jeden konvexen metrischen Teilraum T von o/ :T= {xeV|3aeT:
x<a).

Beweis. <: Trivial. 2: Seien ae T und xeV mit x < a. Zu zeigen ist xeT.
Wegen 0eT und —a=0v(0,4,0)eT diirfen wir o0.B.d.A. voraussetzen:
fla,x) 20, x#0, x # —a. Es gilt der Reihe nach (siche Abbildung 4): b:=

a a+x

Abb. 4
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an,, €T, c:=v(b,a,b)eT, d:=cn.eT Eine einfache Rechnung ergibt
d=(14+Ax mit i:i=@—-x) (flax)+x) (@+x)" 13~ 1. Offensichtlich gilt
13 0. Also liegt x zwischen 0 und d, und es gilt xeT.

Beweis (fiir die 2. Aussage von Satz 2). Sei T ein konvexer metrischer
Teilraum von /. Man betrachte M:= {a|ae T'}. Offensichtlich gilt 0e M und
0 < M. Ferner erfiillt M die Bedingung (iii). Denn sei ae T. Angenommen, €s
wire |dk| = 1. Da T konvex ist, gilte b:= —(ak)”'aeT. Dies wiirde wegen
1+ f(a,b)k =0 der Teilraum-Eigenschaft T1 widersprechen. Es gilt also
|ak| < 1. Nun betrachte man den Punkt ¢:=2(1 — ak)™'a = v(a,0,a)e T. Wir
erhalten 4a(l1 —|alk)"2=ceM. —Sei M’ der konvexe AbschluB von
My — M. Nach Lemma 3 erfiillt M’ die Bedingungen (i), (i) und (iii). Nach
Lemma 4 gilt T= {xeV|xeM'}.

Die Siitze 1 und 2 lassen sich zusammenfassen. Man erhilt dann die folgende
Verallgemeinerung der Pejasschen Darstellungssétze fiir Hilbert—Ebenen
([5, Theoreme 1 bis 4]):

SATZ 3. Sei K durch < angeordnet, und sei f beziiglich dieser Anordnung
definit. Dann gilt:

(I) Fiir jeden B-Untermodul M von K mit M # {0} und Mk<1 ist
{xeV|xeM} ein konvexer metrischer Teilraum von /.

(IT) Ist kf <O (d.h. xk <0 fiir alle xeV\{0}), so ist fiir jedes Primideal
J(# B) von B die Punktmenge {xeV||xk| <1+ J} ein konvexer metri-
scher Teilraum von A.

(I11) Jeder konvexe metrische Teilraum von o/ ldBt sich gemdf (1) oder (11)
darstellen.

Die konvexen metrischen Teilrdume vom Typ I sind verallgemeinerte
pEHNsche Modelle, die vom Typ 11 verallgemeinerte KLEINsche Modelle.

4. KONVEXE METRISCHE TEILRAUME FUR
ARCHIMEDISCHE ANORDNUNGEN

Mit Hilfe von Satz 3 lassen sich sehr einfach alle archimedisch angeordneten
Bachmann—Raume bestimmen. Seien K, V, f, k wie in Section 1 gegeben, und
sei o/ der projektiv metrisierte affine Raum uber V, f, k.

SATZ 4. Sei K durch < archimedisch angeordnet. Eine Teilmenge T von V
ist genau dann ein konvexer metrischer Teilraum von s/, wenn eine der
Jfolgenden beiden Aussagen gilt:

(0) k=0 und T=V,
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(B) kf <0 und T={xeV||xk|<1}.

T ist im Falle («) ein voller euklidischer Raum, im Falle (f) ¢in KLEINsches
Modell. Satz 4 lehrt: Jeder archimedisch angeordnete Bachmann—Raum ist
ein euklidischer, hyperbolischer oder halbelliptischer Raum.

Beweis (fiir Satz 4). Ist f definit, so braucht man nur Satz 3 anzuwenden.
Sei nun f indefinit. Ist k=0, so ist natiirlich V ein konvexer metrischer
Teilraum von /. Es sei nun T ein konvexer metrischer Teilraum von /.
Zu zeigen ist: k=0 und VS T.

Angenommen, es sei k # 0. Dann lassen sich a,be T mit den Eigenschaften
f(a,b)=0, ak <0, bk>0 finden. Wihlt man neN hinreichend groB, so
gilt 0< —(ak)"* <(1+bky. Fir alle xeTnaK gilt (1+bk)xeT (siche
Abbildung 5). Also gilt (1 + bk)"ae T und wegen der Konvexitit von T auch
a*:= —(ak) " *aeT. Ferner gilt 1+ f(a,a*)k=0. Dies widerspricht der
Teilraum-Eigenschaft T1. Also ist k =0.

b+akK

0 a x (1+Bk}x
Abb. 5

Sei xe V. Man wihle ein ae T mit xeaK. Fiir alle neN gilt 2"a = v(2"" 14,0,
2" 1a) und folglich 2"aeT. Da K archimedisch angeordnet und T konvex
ist, gilt aK = T, also xeT.
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