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der Materie ufw. beriefen, um der ,materialiftifchen” Phyfik ein
Ende vorherzufagen, fo verwendet man heute Relativitits- und
Quantentheorie, ohne dafl das alles einen wirklichen inneren
Zufammenhang mit den Fort{chritten der Phyfik hitte ®).

Alfred Tarski (Warlchau): Einige methodologilche Unterfuchungen
Uiber die Definierbarkeit der Begriffe.

Einleitende Bemerkungen.

In der Methodologie der deduktiven Wiflenichaften treten zwei
Begriffsgruppen auf, die zwar inhaltlich von einander ziemlich ent-
fernt find, jedoch erhebliche Analogien aufweifen, wenn man ihre
Rolle beim Aufbau der deduktiven Theorien fowie die inneren Be-
ziehungen zwifchen den Begriffen jeder Gruppe erdrtert. Zu der
erften Gruppe gehoren folche Begriffe wie ,,Axiom™, ,abgeleiteter
Satz*, ,Schlufregel“, ,Beweis, zu der zweiten — ,,Grundbegriff*
(bzw. ,,Grundausdruck®, ,Grundzeichen), ,definierter Begriff,
nDefinitionsregel*, ,,Definition*. Zwiichen den Begriffen der beiden
Gruppen lifit fich ein weitgehender Paralellismus feftftellen: den
Axiomen entfprechen die Grundbegriffe, den abgeleiteten Sitzen —
die definierten Begriffe, dem Prozefle und den Regeln des Beweifes
— der Prozef und die Regeln des Definierens.

Die bisherigen Unterfuchungen aus dem Gebiet der Methodologie
der deduktiven Wiffen{chaften haben meift die Begriffe der erften
Gruppe behandelt. Nichtsdeftoweniger dringen fich auch bei der Be-
trachtung der zweiten Begriffsgruppe viele intereflante und wichtige
Probleme auf, die manchmal ganz analog denjenigen find, welche fich
auf die Probleme der erften Gruppe beziehen. In diefem Auffatz
mochte ich zwei Probleme aus diefem Gebiet befprechen, und zwar
das Problem der Definierbarkeitund der gegen-
feitigen Unabhingigkeit von Begriffen fowie das
Problem der Vollftindigkeit von Begriffen einer
beliebigen deduktiven Theorie ?).

Es werden uns hier nur diejenigen deduktiven Theorien inter-
effieren, welche ein hinreichend entwickeltes Syftem der mathe-
matifchen Logik ,,iiberbauen®; die Probleme, welche die Begriffe der
Logik felbft betreffen, werden alfo aufler Betracht bleiben. Um die

5) Die Ausfiihrungen ‘diefes Vortrages find zum Teil dem Artikel von Ph. Frank
in der Revue de Synthése VII {1934) entnommen.
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Betrachtungen zu konkretifieren, werden wir als den logifchen
Unterbau der deduktiven Theorien ftets das in einigen Punkten
modifizierte Syftem der ,,Principia Mathematica™ von A.N.Withe-
head und B.Ruffell®) ins Auge faffen. Die erwihnten Modifika-
tionen beftehen im folgenden: 1. es wird angenommen, daf die ver-
zweigte Typentheorie durch die vereinfachte erfetzt und das Reduzi-
bilitdtsaxiom befeitigt worden ift; 2. in das Syftem der logifchen
Grundfitze {chlieflen wir das Extenfionalititsaxiom (fiir alle logi-
fchen Typen) ein, und infolgedeflen identifizieren wir die Klaffen-
zeichen mit den einftelligen Pridikaten, Relationszeichen mit den
zweiftelligen Pridikaten ufw.®); 3. wir beniitzen keine definierten
Operatoren wie z. B. ,,£ (9 x)* oder ,,(7 x) (® x)* (weil die Korrekt-
heit ihrer Definitionen zweifelhaft {cheint); 4. als Sitze und insbe-
fondere als beweisbare Sitze des Syftems werden nur diejenigen
Satzfunktionen betrachtet, die keine reellen (freien) Variablen
enthalten.

Eine das Syftem der Logik ,iiberbauende* deduktive Theorie
ftellen wir uns in groflen Ziigen folgendermaflen vor: zu den logi-
fchen Konftanten und Variablen werden neue Zeichen, fogenannte
auflerlogifche Konftanten oder fpezififche Zei-
chen der betrachteten Theorie hinzugefiigt; jedem
diefer Zeichen wird ein beftimmter logifcher Typus zugeordnet. Als
Satzfunktionen der Theorie betrachten wir die Satzfunktio-
nen der Logik, fowie alle Ausdriicke, die man aus ihnen erhilt, in-
dem man reelle Variablen (nicht notwendig alle) durch aulerlogifche
Konftanten von entfprechenden Typen erfetzt. Satzfunktionen, in
denen keine reellen Variablen auftreten, werden Sitze genannt.
Unter den Sitzen werden logifch beweisbare Sitze aus-
gezeichnet: als folche gelten die in der Logik beweisbaren Sitze fowie
diejenigen, dic aus ihnen durch eine regelmiflige Einfetzung der
auflerlogifchen Konftanten an die Stelle der Variablen erhalten wer-
den konnen (es wire hier iiberfliiffig zu prizifieren, worin die regel-
miflige Einfetzung befteht).

Es fei X ein beliebige Satzmenge und y — ein beliebiger Satz der
gegebenen Theorie. Wir wollen fagen, dal y eine Folgerung
der Satzmenge X ift oder dafl y aus den Sitzen der
Menge X ableitbar ift, wenn entweder y logifch beweisbar
ift oder wenn es eine logifch beweisbare Implikation gibt, deren
Vorderglied ein Satz der Menge X, bzw. eine Konjunktion folcher
Sdtze ift und deren Nachglied fich mit y deckt.

6 Erkenntnis V
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Auf den Folgerungsbegriff laflen fich bekanntlich andere Begriffe
der’Methodologie der deduktiven Wiflenfchaften zuriickfiihren, wie
z. B. die Begriffe desdeduktiven (oderabgefchloffenen)
Syftems, der logifchen) Aquivalenz zweier Satz-
mengen, des Axiomenfyflems einer Satzmenge,
der Axiomatifierbarkeit, der Unabhingigkeit,
der Widerfpruchsfreiheit und der Vollftindigkeit
einer Satzmenge; wir {etzen hier alle diefe Begriffe als be-
kannt voraus*). Gemifl der iiblichen Redeweife werden wir die
Menge, die aus einem einzigen Satze befteht, mit dem Satze felbft
identifizieren; fo werden wir z. B. iiber die Folgerungen eines Satzes
oder iiber die Widerfpruchsfreiheit eines Satzes {prechen.

1. Das Problem der Definierbarkeit und der gegenfeitigen Unab-
hingigkeit von Begriffen.

Die in diefem Artikel zu erdrternden Probleme beziehen fich auf
die fpezififchen Zeichen einer beliebigen deduktiven Theorie ).

Es fei ,,a“ irgendeine auflerlogifche Konftante und B — eine be-
liebige Menge von folchen Konftanten. Jeden Satz der Form:

D ®:x=a.=9(x;0,b"..)),

wo ,,® (x; 5, 6" .. .) eine beliebige Satzfunktion erfetzt, welche ,,x*
als die einzige reelle Variable enthilt und in welcher keine aufler-
logifche Konftanten aufler den Zeichen ,,5', ,,6"... der Menge B
vorkommen, wollen wir eventuelle Definition oder ein-
fach Definition des Zeichens ,4° mit Hilfe der
Zeichen der Menge B nennen. Wir werden fagen, daf} das
Zeichen ,.a“ mit Hilfe der Zeichen der Menge B auf
Grund der Satzmenge X definierbar ift (oder fich
definieren 13ift), wenn fowohl ,,&* als alle Zeichen von B in
den Sitzen der Menge X auftreten und wenn dabei zumindeft eine
eventuelle Definition des Zeichens ,,a mit Hilfe der Zeichen von B
aus den Sitzen von X ableitbar ift *).

Mit Hilfe des Definierbarkeitsbegriffes kann man den Sinn wei-
terer methodologifcher Begriffe prizifieren, welche denjenigen genau
entiprechen, die aus dem Ableitbarkeitsbegriffe abftammen; es find
z. B. die Begriffe der Aquivalenz zweier Zeichen-
mengen,desGrundzeichen{yftemseiner Zeichen-
menge ufw. Es ift erfichtlich, dafl alle diefe Begriffe auf eine Satz-
menge X relativifiert werden miiffen®). Insbefondere foll B eine un -
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abhingige Zeichenmenge oder eine Menge von
gegenfeitigunabhingigen Zeicheninbezug auf
eine Satzmenge X heiflen, wenn kein Zeichen der Menge B
mit Hilfe der iibrigen Zeichen diefer Menge auf Grund von X
definierbar ift.

Wir befchrinken uns hier auf den Fall, wo die Satzmenge X und
infolgedeffen auch die Zeichenmenge B endlich ift (die Ausdehnung
der erlangten Refultate auf beliebige axiomatifierbare Satzmengen
bietet keine Schwierigkeiten).

Vor mehr als dreiffig Jahren hat A. Padoa eine Methode
fkizziert, welche die Undefinierbarkeit eines Zeichens mit Hilfe an-
derer Zeichen in konkreten Fillen feftzuftellen geftattet’). Um nim-
lich nach diefer Methode nachzuweifen, dafl fich ein Zeichen ,,a* mit
Hilfe der Zeichen einer Menge B auf Grund einer Satzmenge X nicht
definieren ldflt, geniigt es, zwei folche ,Interpretationen® aller
auflerlogifchen Konftanten, die in den Sitzen von X vorkommen,
anzugeben, dafl (1) in beiden ,Interpretationen” alle Sitze der
Menge X ,erfiilllt find und dabei (2) in beiden ,,Interpretationen
allen Zeichen der Menge B derfelbe ,,Sinn“ zugefchrieben wird, da-
gegen (3) der ,,Sinn“ des Zeichens ,,4 eine Verinderung erleidet.
Wir wollen hier einige Refultate angeben, welche die Methode von
Padoa theoretifch rechtfertigen und — unabhingig davon — das
Definierbarkeitsproblem intereflant zu beleuchten fcheinen.

Zichen wir alfo eine beliebige endliche Satzmenge X, eine aufler-
logifche Konftante ,,a*, welche in den Sitzen von X vorkommt, und
eine Menge B von derartigen Konftanten, die jedoch das Zeichen ,,a
als Element nicht umfaflt, in Betracht. Die Konjunktion aller Sitze
der Menge X (in beliebiger Anordnung) ftellen wir in der {chema-
tifchen Form W (a; &,5"...;¢,c”...) dar; b, ,b"... find
hier Zeichen der Menge B und ,,c’, ,,c"“ ... — aufferlogifche Kon-
ftanten, welche in den Sitzen von X auftreten und dabei von ,,&,
»b ,b" . .. verfchieden find (gibt es folche Konftanten nicht, fo
laffen fich die Formulierungen und Beweife der unten angegebenen
Sitze einigermaflen vereinfachen). Es kommt manchmal vor, daf}
man in allen Sdtzen der Menge X an die Stellen der auferlogifchen
Konftanten (nicht notwendig allen) entiprechende Variablen ,,x*,
w5V Y 52’ 27 .. einfetzt, wobei vorausgefetzt wird, daf}
keine diefer Variablen im Refultat der Einfetzung den Charakter
einer {cheinbaren (gebundenen) Variablen erlangt hat®); um die
Konjunktion aller auf diefe Weife gebildeten Satzfunktionen fche-
6*
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matifch darzuftellen, vollzieht man diefelbe Einfetzung in dem
Ausdruck ,¥ (a; 8,57 ...;¢,¢”...)¢. Auf Grund der obigen Vor-
ausfetzungen und Konventionen lif¢ fich nun der folgende Satz
beweifen:

Satz 1. Damit das Zeichen ,a mit Hilfe der Zeichen der
Menge B auf Grund der Satzmenge X definierbar ift, ift es not-
wendig und hinreichend, daf fich die Formel

an @) :x=a.=.(gz,z"..).v(b,0"..;2,2"..)
aus den Satzen von X ableiten lift.

Beweis. Es folgt direkt aus der Definition des Definierbar-
keitsbegriffes, dafl die Bedingung des Satzes hinreichend ift: (II) ift
nimlich eine Formel vom Typus (I), alfo eine eventuelle Definition
des Zeichens ,,a* mit Hilfe der Zeichen von B.

Es eriibrigt fich zu zeigen, dafl diefe Bedingung zugleich not-
wendig ift. Setzen wir dement{prechend voraus, dafl das Zeichen ,,a
mit Hilfe der Zeichen von B auf Grund der Menge X definierbar
ift; aus den Sitzen von X lifit fich alfo mindeftens eine Formel vom
Typus (I) ableiten. Diefe Formel ift zugleich eine Folgerung der
Konjunktion aller Sitze von X, d. i. des Satzes ,¥ (a; 5,57 ...;
¢, ¢” ... Gemifl der Definition des Folgerungsbegriffes {chliefen
wir hieraus, daf die Formel

(1) v(@b,b6"..;¢,¢"..). (@) :x=a.=.9(x;0,b"..))
logifch beweisbar ift. Da die Formel (1) ein logifch beweisbarer Satz
mit auflerlogifchen Konftanten ift, fo mufl fie fich durch eine Ein-
fetzung aus einem logifch beweisbaren Satze ohne derartige Kon-
ftanten gewinnen laffen, und zwar aus der Formel:

@) 5,y ..,2,2" . ) (Y, y . 52,27 ..0). D (x):

x=x.=.9(; 9,9 ...).

Durch leichte Umformungen erhilt man aus (2) weitere logifch
beweisbare Formeln:

(3) (x,y,y"..,22" . ). w(x59,y"..52,27...).0:
x=x.=.9(x;y,y"...);
4) x5,y ...2,2" . )09,y ..52,27..).D:

x=x.=.9(x;9,y"...);

G) xy,y .. .22 ) v (s y,y 52,2700 D,
‘v(x,y',y"...);

6) (x,y.y"..):(@z,2"..). v (x;9,9"..52,2"..).
DQ.e(x;9,y"...).

Aus (3) und (6) folgt:
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) Cx,y,y .2,z ) (Y, Y 22 )
(gz,2"...). % (9,9 ..52,2"...): D.x=x,
woraus ferner:
8 (x5, x,9,y ...z,2"..):.v(x39,9"..;2,2"...). O
Fz,2"...). (39,9 ..52,2"..).D.x=x".
Anderfeits ergibt die logifche Definition des Identitdtszeichen:
9 (x,y,y" ...2,2"..):.v(x59,9"..52,2"..).D:
x=x.2.9(x;9,y"..;2,2"...)
und hieraus:
(x0) (x,x,y,y" ...2,2" .. ). v(x;9,y"..52,2"...). D
x=x.0.0z,z"..). (9,9 ..;2,2"..).
Aus (8) und (10) gewinnen wir {chrittweife die Formeln:

(r1) (x,x,y,y"...2,2"..):.v(x;9,9" .. 52,2"..).D:
x=x.=.(g2,z"..).v(x;5,y" ..;2,2"...);
(12) (x,y,y"...,2,2" .. ). v (x;9,9"..52,2".

e
xX):x=x.=.(g2z,z"..).¥(x; 5,y ..52,2"...);
(13) Y (@ b,0"..5¢,¢"..).D:(x)ix=a.=.(gz,2"...).

V(x; 6,07 .. 52,27 ..).

Da (13) logifch beweisbar ift, fo liflt fich das Nachglied diefer
Implikation, alfo die Formel (II), aus dem Vorderglied
Ww¥ (a3 0,6" .. ;¢ ,c¢”..)° und dadurch auch aus den Sitzen der
Menge X ableiten. Demzufolge ift die Bedingung des Satzes nicht
nur hinreichend, fondern auch notwendig, w. z. b. w.

Die Bedeutung des obigen Satzes befteht im folgenden: wenn fich
ein Zeichen mit Hilfe anderer Zeichen iiberhaupt definieren liflt, fo
ermdglicht uns der Satz, eine der eventuellen Definitionen diefes
Zeichens ,effektiv anzugeben. Der Satz bezeugt ferner, dafl fich
das Problem der Definierbarkeit der Zeichen auf das Problem der
Ableitbarkeit der Sitze reftlos zuriickfiihren lifit.

Es fei hier noch eine Umformung des Satzes 1 angegeben:

Satz 2. Damit das Zeichen ,a* mit Hilfe der Zeichen der
Menge B auf Grund der Satzmenge X definierbar ift, ift es not-
wendig und hinreichend, daf die Formel

() (<, x",9,9"..,2,2"..,t,t"..):

(x5, . 220 ) v (xT Y,y st ) D ="
logifch beweisbar ift.

Der Beweis ftiitzt fich auf den Satz 1 und ift dem Beweis diefes
Satzes analog.

Als unmittelbares Korollar ergibt fich aus dem obigen Satze der
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Satz 3. Damit fich das Zeichen ,,a* mit Hilfe der Zeichen der
Menge B auf Grund der Satzmenge X nicht definieren lifit, ift es
notwendig und binreichend, daf die Formel

av) @@x,x",y,y"...2,2" .., t,t7..).

Y(x5y,y" 2,27 ) vy Yy L s ) X
widerfpruchsfrei if?.

Um das nachzuweifen, geniigt es zu bemerken, daf8 die Formel (IV)
der Negation der Formel (III) aus dem Satze 2 iquivalent ift, und
danach den allgemeinen methodologifchen Satz anzuwenden, dem-
zufolge fich eine Formel dann und nur dann logifch nicht beweifen
13ft, wenn ihre Negation wider{pruchsfrei ift °).

Der Satz 3 bildet die eigentliche theoretifche Grundlage fiir die
Methode von Padoa. In der Tat, um auf Grund diefes Satzes
feftzuftellen, dafl das Zeichen ,&* mit Hilfe der Zeichen der
Menge B nicht definierbar ift, kann man folgende Verfahrenweife
anwenden. Man betrachtet ein deduktives Syftem Y, deflen Wider-
{pruchsfreiheit fchon vorher feftgeftellt wurde oder vorausgefetzt
wird. Man fucht ferner gewiffe Konftanten (mcht notwendlg

”¢cc

auflerlogifche) ,,a, B B BT e T e T
welche in den Sitzen von Y auftreten und folgenden Bedingungen
geniigen: (1) erfetzt man in allen Sitzen der Menge X die Symbole
@ b BT W ... entiprechend durch 4%, b’
b7y W, ue" .., fo gewinnt man durch folche Umgeftaltung
aus den Sitzen von X die Sitze des Syftems Y'; (2) dasfelbe gilt auch
dann, wenn man an die Stelle der Zeichen von B, d. i. ,,6°, ,,6"“...,
genau fo wie friiher die Symbole ,,5°, ,,6”. .. einfetzt, dagegen die
iibrigen Zeichen ,,a, ,,c’“, ,,c"“... entfprechend durch AL
7L erfetzt; (3) das Syftem Y enthilt die Formel ,,2 ¥4 Es
ergibt fich aus den obigen Bedingungen, dafl zu dem Syftem Y
folgende Konjunktion gehért:

V(@ 8,0 .., ¢ .. ). v(@; B, b7 .., ¢"..).a ¥ a,
Hieraus {chliefit man leicht, daf8 das Syftem Y auch die Formel (IV)
aus dem Satze 3 als unmittelbare Folgerung diefer Konjunktion um-
faflt. Laut einem allgemeinen methodologifchen Satz ift jeder Teil
einer widerfpruchsfreien Satzmenge widerfpruchsfrei; insbefondere
muf} alfo die Formel (IV) als ein Element des widerfpruchsfreien
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Syftems Y widerfpruchsfrei fein. So ift die Bedingung des Satzes 3
erfiillt, und das Zeichen ,,z* kann nicht ausfchlieflich mit Hilfe der
Zeichen von B definiert werden. In dem obigen Verfahren erkennt
man leicht die Methode von Pa d 0 a — in einer infofern erweiterten
Form, dafl man auch das eventuelle Vorkommen folcher Zeichen be-
riickfichtigt, die weder mit ,,4* noch mit irgendwelchen Zeichen der
Menge B identifch find.

Die Methode von Padoa bzw. der Satz 3 wird oft mit Erfolg
beniitzt, wenn man beftrebt ift, die gegenfeitige Unabhingigkeit der
Zeichen einer beliebigen Menge B aufzuftellen; diefe Methode mufl
offenbar fo oft angewendet werden, als die gegebene Zeichenmenge
Elemente enthilt. Dem Unabhingigkeitsproblem {chreibt man eine
gewiffe praktifche Bedeutung zu, und zwar dann, wenn es fich um
das Grundzeichen{yftem einer deduktiven Theorie handelt; falls
nimlich die Grundzeichen nicht gegenfeitig unabhingig find, fo kann
man die entbehrlichen (d. i. definierbaren) Zeichen ausfchalten und
dadurch das Grundzeichenfyftem vereinfachen, was manchmal auch
eine Vereinfachung des Axiomenfyflems erméglicht.

Es fei hier ein Beifpiel angefiihrt. Betrachten wir das Syftem der
n-dimenfionalen euklidifchen Geometrie (wo n eine beliebige natiir-
liche Zahl ift). Nehmen wir an, daf die Symbole ,,a“ und ,,b* ge-
wifle Relationen zwifchen den Punkten bezeichnen, nimlich ,,&% die
viergliedrige Relation der Kongruenz zweier Punktpaare und ,,b°
die dreigliedrige Relation des Zwifchenliegens; der Ausdrudk
»4 (X, 9, 2, 1) bzw. ,,b (x, 5, z)* wird alfo gelefen: ,,der Punkt x ift
foweit entfernt vom Punkte y wie der Punkt z vom Punkt t* bzw.
wder Punkt y liegt zwifchen den Punkten x und z*. Das Zeichen ,,a“
kann man metrifches Grundzeichen und das Zeichen ,,b
— defkriptives Grundzeichen der Geometrie
nennen. Wie bekannt, kann die Menge, die bloff aus beiden
Zeichen ,,a und ,b“ befteht, als Grundzeichenfyftem der
Geometrie angenommen werden; es L 4t fich demnach ein
Axiomenfyftem X der Geometrie konftruieren, in welchem die
beiden Zeichen als einzige auflerlogifche Konftanten vorkommen.
Es entfteht nun die Frage, ob die Zeichen ,,& und ,,b* gegenfeitig
unabhingig in bezug auf die Satzmenge X find. Diefe Frage ift zu
verneinen. Zwar kann man feftftellen, indem man die Methode von
Padoa verwendet, dal fich das Zeichen ,,a tatiichlich nur mit
Hilfe des Zeichens ,,b° nicht definieren lifit: die Wider{pruchsfrei-
heit der Geometrie vorausgefetzt, kann man nimlich beweifen, daf§
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die Formel (IV) aus dem Satze 3 in diefem Falle widerfpruchsfrei
it (es ift intereflant, dafl fich diefer Beweis aus gewiffen Unter-
fuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie ergibt, die {cheinbar
ein direkt entgegengefetztes Ziel bezwecken, und zwar die Begriin-
dung der metrifchen Geometrie als eines Teiles der defkriptiven *°)).
Es zeigt fich dagegen, daffl, wenn man ein Syftem zumindeft
zweidimenfioneller Geometrie betrachtet, das Zeichen ,,5° mit Hilfe
des Zeichens ,,&“ auf Grund der Satzmenge X definierbar ift; die
Definition kann nach dem Schema (II) aus dem Satze 1 konftruiert
werden (obwohl auch andere viel einfachere Definitionen des Zei-
chens ,,b“ bekannt find). Im Einklang damit 148t fich das Syftem X
durch ein anderes dquivalentes Axiomen{yftem erfetzen, in deffen
Axiomen das Zeichen ,,a als die einzige auflerlogifche Konftante
auftritt, abgefehen von einem einzigen ,uneigentlichen Axiom,
nimlich von der eventuellen Definition des Zeichens ,,6°. Nur im
Falle der eindimenfionellen Geometrie, d. 1. Geometrie der Geraden,
find die beiden Zeichen ,,&“ und ,,b* voneinander unabhingig, wie
das A. Lindenbaum (mit Hilfe des fog. Auswahlaxioms) be-
wiefen hat").

Es lohnt fich noch folgendes hervorzuheben. Als Ausgangspunkt
fiir die obigen Betrachtungen haben wir eine fpezielle Definitions-
form verwendet, nimlich das Schema (I); nichtsdeftoweniger bleiben
die erlangten Refultate auch fiir andere bekannte Definitionsformen
gilltig. Um dies an einem Beifpiel zu erleuchten, nchmen wir an,
dafl ,,a“ ein zweiltelliges Pridikat ift. Als eventuelle Definition
des Zeichens ,,a* mit Hilfe der Zeichen der Menge B kann dann
u. a. jeder Satz der Form

(Ia) #,v):a(m,v).=.9(u,v;6,b"...)
betrachtet werden, wo ,,® (», v; &', &” ...) durch eine beliebige Satz-
funktion zu erfetzen ift, die keine reelle Variablen aufler ,,#“ und
v und keine fpezififchen Zeichen aufler den Zeichen ,,6™, ,,b"* . ..
der Menge B enthilt*®). Es liflt fich nun leicht aufweifen, dafl die
Definition des Definierbarkeitsbegriffes, auf die Sitze der Form (Ia)
relativifiert, der urfpriinglichen Definition #quivalent ift (felbftver-
ftindlich nur in bezug auf die zweiftelligen Pridikate); es folgt
daraus unmittelbar, dafl die Sitze 1—3 auch auf Grund der neuen
Definition giiltig bleiben. Es bietet dabei keine Schwierigkeit, den
Satz 1 in der Richtung umzuformen, daf in ihm anftatt der For-

mel (II) eine Formel vom Typus (Ia) auftritt: es geniigt ndmlich (IT)
durch
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(Ila) (#,v):.a(m,v).=:(x,2,2"...): ¥ (x;6,6" .. 52,2"...).
J.x(u,v)

zu erfetzen.

2. Das Problem der Vollflindigkeit von Begriffen.

Das Problem der Definierbarkeit und der gegenfeitigen Unab-
hingigkeit von Begriffen ift ein genaues Korrelat des Problems der
Ableitbarkeit und der gegenieitigen Unabhingigkeit von Sitzen.
Auch das Problem der Vollftindigkeit von Begriffen,
zu dem wir jetzt iibergehen, ift gewiffen Problemen nahe verwandt,
die fich auf Satziyfteme beziehen, und zwar den Problemen der
Vollftindigkeit und der Kategorizitit; die Analogie geht hier jedoch
nicht fo weit wie in dem vorigen Falle.

Um das Vollftindigkeitsproblem zu prizifieren, fithren wir zuerft
einen Hilfsbegriff ein. X und Y feien zwei beliebige Satzmengen.
Wir wollen fagen, dafl die Satzmenge Y wefentlichreicher
alsdieSatzmenge Xinbezugaufdieflpezififchen
Zeichen ift, wenn (1) jeder Satz der Menge X zugleich zu der
Menge Y gehort (und dadurch jedes f{pezififche Zeichen von X
auch in den Sitzen von Y vorkommt) und wenn dabei (2) in den
Sdtzen von Y folche fpezififche Zeichen auftreten, die in den Sitzen
von X fehlen und die fich fogar auf Grund der Satzmenge Y aus-
{chlieflich mit Hilfe derjenigen Zeichen, die in X vorkommen,
nicht definieren laflen.

Exiftierte nun eine Satzmenge X, fiir welche es unmoglich wire,
eine in bezug auf die {pezififchen Zeichen wefentlich reichere Satz-
menge Y anzugeben, {fo wiren wir geneigt zu fagen, dafl die Menge X
in bezug auf ihre fpezififche Zeichen vollftindig ift. Es zeigt fich
aber, dafl es folche vollftindige Satzmengen — von einigen trivialen
Fillen abgefehen — iiberhaupt nicht gibt: fiir faft jede Satzmenge X
13f¢ fich eine in bezug auf die {pezififchen Zeichen wefentlich reichere
Menge Y konftruieren; zu diefem Zwecke geniigt es gewdhn-
lich, zZu der Menge X einen beliebigen logifch beweisbaren Satz
hinzuzufiigen, welcher eine auflerlogifche Konftante enthilt, die in
den Sitzen von X nicht vorkommt **). Aus diefem Grunde wollen
wir die vorgefchlagene Definition der Vollftindigkeit einer Kor-
rektur unterziehen. Eine wefentliche Rolle wird hier der Begriff der
Kategorizitit {pielen. Wie bekannt, wird eine Satzmenge
kategorifch genannt, wenn zwei beliebige ,,Interpretationen (,,Reali-
fierungen®) diefer Menge ifomorph find '%).
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Um das genauer zu formulieren, nehmen wir an, dafl in das
Syftem der Logik die {ymbolifchen Ausdriicke von der Form

,,x';{' x”“ (in Wort{prache: ,die Relation R bildet x' auf x”

ab*) eingefiihrt worden {ind. Die Variable ,,R“ foll hier immer eine
binire Relation zwifchen den Individuen bezeichnen; ,,x und ,,x"*
konnen vom beliebigen, aber beide von demfelben logifchen Typus

fein. Der genaue Sinn des Ausdrucks ,,x'E x"* hingt eben vom

logifchen Typus der Variablen ,,x™ und ,,x"* ab; wir wollen diefen
Sinn nur an einigen Beifpielen aufkliren. Sind z. B. x* und x”

~

Individuen, fo bedeutet ,,x’ R x"“ dasfelbe, was ,,x Rx"* (d. i

»zwifchen x* und x” beflebt die Relation R). Bezeichnen ,,x™* und
»x  Klaffen von Individuen, fo ift der betrachtete Ausdruck mit
der Satzfunktion:
@):v €x.D.(gu").u" € x”.u'z # . () w€x".D.
(Fu). €x .o E u”
gleichbedeutend (es entfteht dabei kein Zirkel, da ,,# und ,#"
Individuenvariablen find, fo dafl der Sinn des Ausdrudks ,,%" E u”

fchon vorher beftimmt wurde). In ganz analoger Weife lifit fich

~

der Ausdruck ,,x° R x"* fiir Klaflenzeichen von héheren Typen de-

finieren. Betrachten wir noch den Fall, wo ,,x™ und ,,x"“ zwei-
ftellige Pridikate mit Individuenvariablen als Argumenten find (alfo
binire Relationen zwifchen den Individuen bezeichnen); die Formel

’ o~

»X B x"* bedeutet dann dasfelbe, was

#@,v):x (,0). D.(gu",v").x" (u",0"). ”,INQ . u”;{' o7 .

@, o) x" (", 0"). D.(gu,v).x (u,v). u';é . u"l}’ " .

Die obigen Beifpiele reichen vermutlich hin, um aufzukliren, was
fiir ein Sinn dem betrachteten Ausdruck in bezug auf die Variablen
vom beliebigen logifchen Typus zugefchrieben werden foll. Erinnern
wir uns ferner, dafl in der Bezeichnungsweife der ,,Principia Mathe-
matica“ V die Klafle aller Individuen und 1 1 die Klafle aller ein-
eindeutigen Relationen ift, und fetzen wir feft, dafl die Formel:

’ ’ ’
X,¥,Z ...

” ” ”
X ,¥ ,Z ...

dasfelbe bedeuten foll, was die nachftehende Konjunktion:
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RE€ 1> I.VE V.x'Ex”.y'Ey".z'E P A
(in Wortiprache: ,die Relation R bildet eineindeutig die Klaffe
aller Individuen auf [ich [elbft ab, wobei x',y',z" ... entfprechend
anf x”,y",2" ... abgebildet werden*)).

Betrachten wir nun eine beliebige endliche Satzmenge Y';
@ b, ... leien alle {pezififchen Zeichen, welche in den
Sdtzen von Y enthalten find, und ,,% (4, b, c...)* fei die Konjunk-
tion aller diefer Sitze. Die Menge Y heifit kategorifch, wenn
die folgende Formel:

V) & x",9,9", 2, z"’. . ) : w (<,y,2..).v(x",y",2"...).

<,y,z ...
> (g R).R 2
x", 9", 2" ...
logifch beweisbar ift **).

Die Kategorizitit ift einem anderen methodologifchen Begriffe
nahe verwandt, nimlich dem der Monotransformabilitit.
Eine Satzmenge ift kategorifch, wenn fiir zwei beliebige ,,Reali-
fierungen® diefer Menge mindeftens eine Relation exiftiert, welche
den Ifomorphismus der beiden ,Realifierungen® herftellt; fie ift da
gegen monotransformabel, wenn es hochftens eine folche Relation
gibt. In einer priziferen Faflung heifit die Satzmenge X mono-
transformabel, wenn der folgende Satz

(VD) («,x",%,9" .., R, R"):9(x,y ..).9(x",9"...).
<,y ... 2 , .
R’ —,—?'——-—— .R %;——— .DO.R"=R
Xy =y ...
logifch beweisbar ift, wobei ,® (4,5...)° die Konjunktion aller

Sdtze von X darftellt *).

Eine Satzmenge, die zugleich kategorifch und monotransformabel
ift, wird trikt oder eindeutig kategorifch genannt; der
Ifomorphismus zweier beliebigen ,,Realifierungen folch einer Menge
laBt fich alfo genau auf eine Weife aufftellen. Strikt kategorifch
find z. B. verfchiedene Axiomen{yfteme der Arithmetik — fowohl
der Arithmetik der natiirlichen Zahlen (z. B. das Peano {che
Axiomenfyftem), wie auch der reellen, komplexen ufw. Zahlen **);
dagegen find die Axiomenf{yfteme ver{chiedener geometrifichen Theo-
rien — der Topologie, der projektiven, defkriptiven, metrifchen
Geometrie ufw. — wenn auch grofltenteils kategorifch, fo nicht
monotransformabel, alfo jedenfalls nicht eindeutig kategorifch.
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Aus ver{chiedenen Griinden, die wir nicht niher analyfieren wer-
den, {chreibt man dem Kategorizititsbegriffe eine grofie Bedeutung
zu: eine nicht kategorifche Satzmenge ({peziell wenn fie als Axiomen-
fyftem einer deduktiven Theorie verwendet wird) macht den Ein-
druck einer nicht abgefchloffenen, nicht organifchen Ganzheit, fie
{cheint den Sinn der in ihr enthaltenen Begriffe nicht genau zu be-
ftimmen. Dementiprechend wollen wir die ur{priingliche Definition
des Vollftindigkeitsbegriffes folgender Modifikation unterziehen:
eine Satzmenge X wird vollftindig in bezug auf ihre
fpezififchen Zeichen genannt, wenn es unmdoglich ift, eine
kategorifche Satzmenge Y anzugeben, die wefentlich reicher als X
in bezug auf die fpezififchen Zeichen wire. Um die Unvollftindig-
keit einer Satzmenge feftzuftellen, it es von nun ab erforderlich,
eine nicht nur wefentlich reichere, fondern zugleich auch kategorifche
Satzmenge zu konftruieren; folche trivialen Konftruktionen, in denen
der Sinn der neu eingefiihrten f{pezififchen Zeichen gar nicht be-
ftimmt wird, find alfo von vornherein ausgefchlofien *¥).

Bei diefer Faffung des Vollftindigkeitsbegriffes 1ifl¢ fich fchon die
Exiftenz fowohl der vollftindigen wie auch der unvollftindigen
Satzmengen nachweifen. So find z. B. Axiomen{yfteme ver{chiedener
geometrifchen Theorien in bezug auf ihre {pezififchen Zeichen un-
vollftindig, vollftindig find dagegen verfchiedene Axiomenfyfteme
der Arithmetik *').

Wollen wir dies ndher an konkreten Beifpielen erdrtern. Betrach-
ten wir das Syftem der defkriptiven eindimenfionalen Geometrie,
d. h. die Gefamtheit aller geometrifchen Sitze, die fich auf die
Punkte und Teilmengen einer Geraden beziehen und in denen neben
den allgemein logifchen Begriffen nur die Relation des Zwifchen-
liegens und die mit ihrer Hilfe definierten Begriffe vorkommen.
Fiir diefe Geometrie lifit fich leicht ein kategoriiches Axiomenf{yftem
X1 angeben, welches die Bezeichnung jener Relation als das einzige
‘Grundzeichen enthilt. Das Syftem X: ift nicht in bezug auf {eine
{pezififchen Zeichen vollftindig. Wie wir nimlich noch im vorigen
Abfchnitt im Zufammenhang mit dem Unabhingigkeitsproblem er-
wihnt haben, treten in der metrifchen Geometrie verichiedene Be-
griffe auf, die fich mit Hilfe der defkriptiven Begriffe allein nicht
definieren laffen, z. B. die Relation der Kongruenz zweier Punkt-
paare. Nimmt man nun die Bezeichnung diefer Relation als neues
Grundzeichen an und erweitert man in entfprechender Weife das
Axiomen{yftem X,, fo gelangt man zu einem Axiomenfyftem X. fiir
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die volle metrifche Geometrie der Geraden; diefes Syftem X: ift
wiederum kategorifch und dabei wefentlich reicher als X1 in bezug
auf die fpezififchen Zeichen. Auch X: ift jedoch in bezug auf f{eine
fpezififchen Zeichen unvollftindig. Man kann z. B. exakt beweifen,
dafl {ich auf Grund diefes Syftems kein einziges Symbol definieren
148t, welches einen konkreten Punkt bezeichnet. Deshalb ift es leicht,
eine neue kategorifche Satzmenge X: zu konftatieren, die wefentlich
reicher als X: in bezug auf die {pezififchen Zeichen ift: zu diefem
Zweck geniigt es, zwei beliebige Symbole, fei es ,,0° und ,,1%, als
neue Grundzeichen einzufiithren und zu X: ein einziges neues Axiom
hinzuzufiigen, demgemif} diefe Symbole zwei verichiedene Punkte
bezeichnen. Die auf dem Axiomenfyftem X: begriindete deduktive
Theorie deckt fich in formaler Hinficht mit der Arithmetik der reel-
len Zahlen: formal genommen ift die Arithmetik der reellen Zahlen
nichts anderes als die Geometrie der Geraden, in der man zwei
Punkte ,effektiv® ausgezeichnet hat. Es entfteht nun die Frage, ob
fich der obige Prozef ad infinitum fortfetzen liflt, ob man fiir die
Menge Xs cine neue kategorifche und in bezug auf die fpezififche
Zeichen wefentlich reichere Satzmenge X« angeben kann, fiir diefe
Menge X« — eine neue Menge Xs ufw.? Es zeigt fich, daf} das un-
moglich ift: die Satzmenge X ift {chon vollftindig in bezug auf ihre
fpezififchen Zeichen V).

Zwilchen der Monotransformabilitit und der Vollftindigkeit einer
Satzmenge lifit fich ein enger Zufammenhang beobachten: fiir jedes
bisher bekannte Axiomenfyftem, das nicht monotransformabel ift,
konnen wir eine kategorifche und zugleich in bezug auf die {pezifi-
fchen Zeichen wefentlich reichere Satzmenge angeben; ift dagegen ein
Axiomenf{yftem monotransformabel, fo kann feine Vollftindigkeit
in bezug auf die fpezififchen Zeichen nachgewiefen werden. Daf}
dies kein Zufall ift, bezeugt der folgende

Satz 4. Jede monotransformable Satzmenge iff in bezug auf ibre
[pezifi[chen Zeichen vollftindig ™).

Beweis. Sei X eine belicbige monotransformable Satzmenge
und fei ,,® (4, b...) die Konjunktion aller Sitze von X. Die
Formel (VI) ift demnach logifch beweisbar. Als eine Einfetzung
diefer Formel erhilt man:

(I) (x,y...,R):Q)(x’y...).q,(x,y'.‘)‘Rx,y... 'Ix’y._'

5Y... xY...
OD.R=1;
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das Symbol ,,/* bezeichnen hier, fo wie in ,,Principia Mathematica®,

die Relation der Identitit (ift alfo mit dem Zeichen ,,=* gleich-
bedeutend).

<,y ...

Aus den Definitionen der Ausdriicke ,,R— Y« und des Iden-

” ”

x", 9"
titdtszeichen ergibt fich leicht, daf} die Formel:

Y.
(2 *y..). I—;

Y. ..
unabhingig von dem Typus der Variablen ,,x%, ,,5 ..., logiich be-
weisbar ift. Nach (2) lifit fich (1) folgendermaflen vereinfachen:

XY...
3 (xy...R:¢xy..).R—— .D.R=1

XY ...
[Es lohnt {ich bei der Gelegenheit zu bemerken, dafl nicht nur die
Formel (3) aus der Formel (VI) folgt, fondern auch umgekehrt; die
beiden Formeln find alfo dquivalent. Man kann alfo die Definition
der Monotransformabilitit vereinfachen, indem man (VI) durch (3)
erfetzt. Die neue Definition 1aflt fich folgendermaflen ausdriicken:
eine Satzmenge ift monotransformabel, wenn es in keiner ihrer
s»Interpretationen® nicht-identifche Automorphismen gibt.]

Betrachten wir nun eine beliebige kategorifche Satzmenge Y,
welche die Menge X als einen Teil umfafit. Nehmen wir an,
dafl in den Sitzen von Y neue auflerlogiiche Konftanten ,,g%, ,,b*. ..
— neben den alten ,,a,,b%... — auftreten, und ftellen wir die
Konjunktion aller diefer Sitze in der Form ,¥(a,b...,g,bh...)¢
dar. Es foll bewiefen werden, dafl die Menge Y nicht wefentlich
reicher als X in bezug auf die fpezififchen Zeichen ift.

Aus der Kategorizitit von Y folgt, dafl die Formel:

4 & x", 9,y .. b, u V0" )X,y . e Y.
” ” ” ” D x’y l",u,v )
v(x",y ..L,u,v"..). D.(FR). R——;

” ”
x,y Lo, u 0.

logifch beweisbar ift. Durch eine Einfetzung erhdlt man hieraus:
) CGoy..,uu",0,0" .. ):v(x,y..,4,0...).
Yy PV
Y(x,y..,u,v ..).D.(FR).R ~

XY ..nu v
Da Y alle Sitze von X enthilt, fo mufl auch die Formel:
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6) (X%y.. 8,0 ..):0(x,y..,4,v...).0.¢(x,¥...)
logifch beweisbar fein. Aus (5) und (6) gewinnen wir unmittelbar:
7 y.. w600 ) v(xy. W, L)

BINE7OR S A

" X, -
V(x,y..,u,v ..). 2. (FR).¢(x,y...).R — ;
Xy..u 0" ...

«

’ 4
XYootV ...

mit Riidficht auf den Sinn des Ausdrucks ,,R

Xy .o ,v" ...
erhalten wir aus (7):
B (oy..,u,u",0,0" . ):v(x,y..,u,0...).

Y(x,y...u",0" ... 3.(3R).W(x,y...)_Rx R

Die Formeln (3) und (8) haben
9) (.. .u,8",0,0" . ) v(x,y..,4,v...).
w,v ...

w(x,y.,., u”,v"...). D(HR).Rzl.R——;—-—“————

”

u’, 0" ...
zur Folge, woraus gemif} der Definition des Gleichheitszeichens:
(10) (% y..,4,u",0,0" .. )V (0, y.., 4,0 ...).

Yy . W, v ...
tv(x,y..., u ,v ...). DI——”——”—'—
uw,v" ...

Schlieflich kommt man leicht zur Uberzeugung, daff der Satz

’ » ’ ”» “,v ... ’ ” , ”
(xx) (#,u”,0,0" . ) I——— . D.u=u" .o =0" ...
u, 0" ...
logifch beweisbar ift — und zwar unabhingig vom logifchen Typus
der Variablen ,,», "%, ,,v', ,,v”“. .. Die Formeln (10) und (11)

ergeben unmittelbar:
(12) (x,9..,4 8", 0,0" .. )0 (x,y..,u,v...).

”

Ve, y.., 4 ,0"..). 0.4 =u".v=0"...

Wir haben alfo gezeigt, dafl (12) logifch beweisbar ift. Da
w¥(a,b...,g b..) die Konjunktion aller Sitze der Menge Y ift.
fo {chliefen wir hieraus, indem wir den Satz 2 anwenden, daf8 jedes
der Zeichen ,,g, ,,b* ..., die in den Sitzen von X fehlen, fich auf
Grund von Y mit Hilfe der in X vorkommenden Zeichen ,,a%, , b*...
definieren liflt. Folglich ift nicht die Satzmenge Y wefentlich
reicher als X in bezug auf die fpezififchen Zeichen. Es it demnach
unmdglich, fiir die Menge X eine kategorifche Satzmenge anzugeben,
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die wefentlich reicher als X wire. Die Satzmenge X ift alfo in bezug
auf ihre fpezififchen Zeichen vollftindig, w. z. b. w.

Die praktifche Bedeutung des obigen Satzes ift erfichtlich: um feft-
zuftellen, daf eine gegebene Satzmenge in bezug auf ihre fpezifi-
fchen Zeichen vollftindig ift, geniigt es nachzuweifen, dafl diefe
Menge monotransformabel ift, daf alfo die Formel (VI) fich auf
Grund der Logik beweifen 14ft; dies erfordert aber keine befonderen
For{chungsmethoden und bietet in den bis jetzt betrachteten Fillen
keine befonderen Schwierigkeiten.

Es entfteht natiirlich die Frage, ob fich der Satz 4 umkehren liflt,
m. a. W. ob die Monotransformabilitit einer Satzmenge eine nicht
nur hinreichende, fondern auch notwendige Bedingung ihrer Voll-
ftindigkeit in bezug auf die {pezififchen Zeichen ift. Das Problem
ift noch nicht entichieden: es ift bisher nicht gelungen, weder den
inverfen Satz zu begriinden noch ein Gegenbeifpiel zu konftruieren.

In Ankniipfung an den zuletzt angefiihrten Satz mochten wir
einige Bemerkungen machen, die {chon iiber den eigentlichen Rah-
men diefes Auffatzes hinausgreifen: fie betreffen die Ausfichten einer
deduktiven Grundlegung der theoretifchen Phyfik in ihrem Ganzen
oder in ihren befonderen Teilen. Stellen wir uns vor, dafl wir als
Grundlage fiir den deduktiven Aufbau einer phyfikalifchen Theorie
das Syftem der vierdimenfionalen euklidifchen Geometrie — der
Geometrie des raum-zeitlichen Kontinuums angenommen haben. Es
fei dabei das Syftem der Axiome und Grundzeichen der Geometrie
in der Weife verftirkt, dafl fich auf diefer Bafis ein beftimmtes
Koordinaten{yftem auszeichnen lifit; die Geometrie deckt fich dann,
formal genommen, mit der Arithmetik der hyperkomplexen Zah-
len, ihr Axiomenfyftem ift firikt kategorifch und demnach, gemif}
dem Satz 4, in bezug auf die Grundzeichen vollftindig.

Uberlegen wir uns ferner, wie man auf diefer Grundlage diefen
oder jenen Teil der theoretifchen Phyfik, z. B. die Mechanik, deduktiv
aufbauen kénnte. Es kommen hier zwei Verfahrenweifen in Be-
tracht. Die erfte Methode wiirde darin beftehen, dafl man ihre Be-
griffe mit Hilfe der geometrifchen Begriffe zu definieren verfuchte;
gelinge uns das, fo wiirde die Mechanik vom methodologifchen
Standpunkte aus einfach ein {pezialifiertes Kapitel der Geometrie
werden. Es ift leicht zu zeigen, daf alle Verfuche in diefer Rich-
tung auf ganz wefentliche Schwierigkeiten ftoflen miiffen. Die
fpezififchen Begriffe der Mechanik find von vielfiltigem logifchem
Charakter; es find z. B. Eigenfchaften von Raum-Zeit-Punkten oder
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Eigenfchaften von ganzen Mengen von Raum-Zeit-Punkten (wie z. B.
der Begriff des ftarren Korpers) oder auch eindeutige Funktionen,
welche den Raum-Zeit-Punkten Zahlen zuordnen (z. B. der Begriff
der Dichte). Wir wiirden nur dann imftande fein, folch einen Be-
griff, z. B. eine Funktion, mit Hilfe der geometrifchen Begriffe z:
definieren, wenn uns — um den Gedanken frei auszudriidken — der
Verlauf der Funktion in der ganzen Welt genau bekannt wire und
wenn wir deshalb jeden Funktionswert aus der bloflen Lage des
ent{prechenden Punktes im Raum und Zeit abzuleiten vermochten;
mit gutem Recht kann man diefe Aufgabe von vornherein als unaus-
fithrbar anfehen. Es liegt nahe, daf wir zu der zweiten Verfahrens-
weife ibergehen. Bei diefer Methode werden gewiffe {pezififche
Begriffe der Mechanik als Grundbegriffe und gewifle ihrer Gefetze
als Axiome angenommen; die Mechanik wiirde dadurch den Charak-
ter einer {elbftindigen deduktiven Theorie erlangen, fiir welche die
Geometrie nur ein Unterbau wire. Obwohl das Axiomen{yftem der
Medchanik anfangs unvollftindig wire, konnten wir es gemifl den
Fortichritten des empirifchen Wiffens erweitern und vervollftindigen.
Wollten wir jedoch auf die Mechanik diefelben Kriterien wie auf
jede andere deduktive Theorie anwenden, fo wiirden wir das
Problem der deduktiven Grundlegung der Medchanik erft dann als
erfchopft betrachten, wenn wir fiir diefe Theorie ein kategorifches
Axiomenfyftem erhielten. In diefem Moment aber — und das ift
der wichtigfte Punkt — wiirde der Satz 4 in Aktion treten: da wir
als Grundlage ein ftrikt kategorifches Syftem der Geometrie ange-
nommen haben, fo kann nicht die Mechanik wefentlich reicher als
die Geometrie in bezug auf die {pezififchen Begriffe fein; die Be-
griffe der Mechanik miifiten fich alfo mit Hilfe der geometrifchen
Begriffe definieren laffen, und fo wiirden wir zu der erften Methode
zuriickkehren. Das Problem, dieBegriffeder Mecha-
nik (oderirgendwelcher anderen phyfikalifchen
Theorie) ausfchlieflich mit Hilfe der geometri-
fchen Begriffe zu definieren, und das Problem,
die Mechanik auf einem kategorifchen Axiomen-
fyftem zu begriinden, find véllig dquivalent;
wer das erfte Problem als ausfichtslos betrachtet, mufl fich ganz
analog zu dem zweiten verhalten.

Die obigen Bemerkungen find nicht gewiffen neuen phyfikalifchen
Theorien angepafit, in welchen das zugrunde liegende Syftem der
Geometrie weder ftrikt kategorifch noch kategorifch im iiblichen
7 Erkeantnis V
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Sinne ift und welche die ganze Phyfik oder gewifle ihre Teile
eben als fpezielle Kapitel der Geometrie auffaflen. Die Schwierig-
keiten verfichwinden hier felbftverftindlich nicht, nur der Schwer-
punkt wird verfchoben: er liegt im Problem, fiir jenes Syftem der
Geometrie ein kategorifches Axiomen{yftem anzugeben.

Bemerkungen

1) Die Refultate, die fich auf das erfte Problem bezichen, habe ich am
17.12. 1926 auf der Sitzung der Warfchauer Sektion der Polnifchen Mathemati-
fchen Gefellichaft dargeftellt; vgl. A. Tarfki et A. Lindenbaum, Sur
Pindépendance des notions primitives dans les systémes mathématiques, Ann. de
la Soc. Pol. Math. V, 1927, pp. 111—113 (das Autoreferat). Die Betrachtungen
und Refultate, welche das zweite Problem betreffen, wurden von mir zum
erftenmal am 15. 6. 1932 in der Sitzung der Logifchen Sektion der Warichauer
Philofophifchen Gefellichaft vorgetragen.

?) 2. Ausg., Cambridge 1925—1927. Wir haben diefes Syftem unferen Be-
trachtungen hauptfichlich deshalb zugrunde gelegt, weil es mehr ausgebaut ift als
andere Syfteme der Logik und weil die Kenntnis diefes Syftems ziemlich ver-
breitet ift. Es ift jedoch zu bemerken, dafl die Principia Mathematica im allge-
meinen den methodologifchen Unterfuchungen wenig angepafit find, da die For-
malifierung diefes Syftems den jetzigen methodologifchen Erforderniffen nicht
geniigt.

3) Im Zufammenhang mit den obigen Modifikationen vgl. R. Carnap, Abrif
der Logiflik, Wien 1929, pp. 21—22, fowie desfelben Verfaflers, Die logifche
Syntax der Sprache, Wien 1934, pp. 98—101.

4) Vgl. z. B. meine Auffitze: Uber einige fundamentale Begriffe der Meta-
mathematik, C. R. des Séances de la Soc. d. Sc. et d. L. de Varsovie XXIII,
1930, CL. III, pp. 22—29, fowie Fundamentale Begriffe der Methodologie der
deduktiven Wiffenfchaften. I, Monatsh. f. Math. u. Phyf. XXXVII, pp. 360-404.

5) Ich habe mich bemiiht, diefen Bericht moglichft knapp und allgemein ver-
ftindlich zu faflen; deshalb war ich nicht beftrebt, meinen Uberlegungen einen
fireng deduktiven Charakter zu geben und ihre #uflere Form prizis zu ge-
ftalten (fo habe ich z. B. Ausdriike in Anfithrungszeichen benutzt, habe mich
begniigt, die Ausdriicke fchematifch darzuftellen, anftatt fie genau zu befchreiben
ufw.). Wollte jemand diefe Betrachtungen mindeftens denjenigen Forderungen
der Prizifion anpaflen, welche meine anderen methodologifchen Arbeiten zu er-
fiilllen beftrebt find (z. B. Einige Betrachtungen iiber die Begriffe der w-Wider-
[pruchsfreibeit und der w-Vollfiindigkeit, Monatsh. f. Math. u. Phyf. 40, 1933,
pp. 97—112), fo wiirden fich dabei keine welentlichen Schwierigkeiten ergeben.

%) Es ift nicht {chwer fich klar zu machen, waium fowohl der Begriff der
Definierbarkeit wie auch alle abgeleiteten Begriffe auf eine Satzmenge bezogen
werden miiflen: es hat keinen Sinn, zu erdrtern, ob fich ein Zeichen mit Hilfe
anderer Zeichen definieren 1ifit, ehe die Bedeutung des betrachteten Zeichens feft-
geftellt ift, und auf Grund einer deduktiven Theorie konnen wir die Bedeutung
eines vorher nicht definierten Zeichens nur auf dem Wege feftftellen, dafl wir
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die Sitze befchreiben, in denen das Zeichen auftritt und die wir als wahr
anerkennen.

7} Vgl. A. Padoa, Un nowveau systéme irréductible de postulats pour
Palgébre, C. R. du 2-¢ Congr. Internat. des Math., 1902, pp. 249—256, fowie
Le probléme No. 2 de M. David Hilbert, L’Enseigement Math. 5, 1903,
pp- 85—91.

8) Fine derartige Vorausfetzung wird flillichweigend in allen analogen Fillen
angenommen, die in diefem Bericht vorkommen werden.

9) Vgl. z. B. den Satz 13* in dem erften der in 9) zitierten Auffitze; man foll
nimlich in diefem Satz ,O* an die Stelle von ,,X* cinfetzen und dabei die Be-
merkung beriickfichtigen, welche dem Satz 4 aus dem zitierten Auffatz folgt
(in der Formulierung des Satzes 13* kommt ein Drudsfehler vor: die Formel
X+ {y}€ B« foll durch ,.X + {7 (3} € W« erfetzt werden).

10) Vgl. z. B. O. Veblen, A system of axioms for geometry, Transact. of
the Amer. Math. Soc. 5, 1904, pp. 343—384.

1y Vgl. das in !) zitierte Autoreferat von A, Tarfki und A. Linden-
baum.

12y Die Definitionsform (Ia) ift viel fpezieller als (I), dagegen hat fie den
Vorteil, dafl die Wideripruchsfreiheit der Definition fchon durch ihre Struktur
verfichert ift. Will man auf Grund einer deduktiven Theorie eine Definition vom
Typus (I) annchmen, ohne zu einem Widerfpruch zu kommen, fo {oll man vor-
her den folgenden Satz beweifen:

(A) @x).@(x;b,b"..):(x,x"):0(x"; 6,67 ..). @ (x";0,6"...).

D.x" = x".

Ift der obige Satz bewiefen, fo kann man fogar (I) durch die einfachere
iquivalente Formel:

®) ©@b,b”..)
erfetzen, denn die beiden Bedingungen einer korrekten Definition — Wider-
{pruchsfreiheit und Riickiiberfetzbarkeit — find fchon durch den Satz (A)
garantiert.

18) Auf Grund der Bemerkungen von %) ift es einleuchtend, dafl fich jene
auflerlogifche Konftante mit Hilfe der Zeichen von X nicht definieren lifit:
der einzige Satz von Y, in welchem diefe Konftante vorkommt, ift logifch
beweisbar, alfo wahr ohne Riickficht auf die Bedeutung der in ihm enthaltenen
fpezififchen Zeichen; man kann alfo behaupten, daf die Bedeutung der be-
trachteten Konftante durch die Satzmenge Y gar nicht beftimmt ift.

) Die Einfihrungsweife der {ymbolifchen Ausdriicke ,,x'E x"< und
" Rf-’-:—y’,—’z—"-,’——“ ift vom Standpunkte der Typentheorie nicht ganz einwand-
x",y",2" ...
“frei. Es ift deshalb zu betonen, dafl diefe Symbole nur als Ausdrucks{chemata
betrachtet werden follen; bei einer prizifen Darflellung diefer Betrachtungen wird
der Gebrauch derartiger Symbole entbehrlich, fo daffi alle damit gebundenen
Schwierigkeiten ver{chwinden.

15) Das Wort ,kategorifch” gebrauchen wir in einem anderen, etwas ftirkeren
Sinne, als man es bisher beniitzte: frither verlangte man nur von der Relation R,
die in (V) vorkommt, dafl fie x’,y,z"... entlprechend auf x”,y”,z"...
abbilde, aber nicht, dafl fie gleichzeitig die Klafle aller Individuen auf fich

7*
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felbft abbilde. Die im iiblichen (V eblen fchen) Sinne kategorifchen Satzmengen
kann man intern kategorif{c, diec im neuen Sinne — abfolut kate-
gorifch nennen. Die Axiomenfyfteme verfchiedener deduktiven Theorien find
meiftenteils intern und nicht abfolut kategorifch; es ift aber leicht, fie abfolut
kategorifch zu machen, indem man z. B. zu dem Axiomenfyftem der Geometrie
cinen einzigen Satz hinzufiigt, der befagt, dal jedes Individuum ein Punkt ift
(oder allgemeiner die Anzahl derjenigen Individuen beftimmt, die keine Punkte
find). Es wird fpiter klar fein, was uns zu folcher Modifikation des Kategori-
zitdtsbegriffes veranlafite (vgl. 1)). Es fei noch bemerkt, dafl der Begriff der
Kategorizitit, den wir verwenden, zu den a-Begriffen im Sinne von R.Carnap
vgl. Die logifche Syntax der Sprache, pp. 123 und ff.) gehdrt; man kann aber
auch den entfprechenden f-Begriff definieren.

18) Man kann wiederum zwei Bedeutungen des Wortes ,,monotransformabel®
— die interne und die abfolute Monotransformabilitit —
unter{cheiden; hier wird das Wort immer in der zweiten Bedeutung gebraucht
(vel. ).

17) Das ift nur dann exakt, wenn die betrachteten Axiomenfyfteme einen Satz
enthalten, demgemif} jedes Individuum eine Zahl ift (vgl. 13)).

18) Vgl. 18) und die zugehérige Textftelle.

1) Wenn wir die Worte ,kategorifch® und ,,monotransformabel“ im internen
Sinne gebrauchen wollten (vgl. 1) und 19)), fo wiirde der Satz 4 in der obigen
Formulierung falfch fein. Damit der Satz giiltig bleibe, miifite man die Defini-
tion der Vollftindigkeit einer Modifikation (Abichwichung) unterziehen — und
zwar die abfolute durch die interne Vollftindigkeit oder die
Vollftindigkeit in bezug auf die internen Begriffe erfetzen;
zu diefem Zwecke miiite man noch vorher aufkliren, was der Ausdruck
winterner Begriff (in bezug auf eine gegebene Satzmenge)“ bedeutet. Das alles
wiirde unfere Betrachtungen ziemlich ftark komplizieren.

Louis Rougier (Besangon —~ Le Caire), La Scolastique et la Logique:

Le mouvement néo-scolastique, I’adoption par le Saint-Siége du
Thomisme comme philosophie officielle de I’Eglise romaine,
Pobligation faite par le Nouvean Code de Droit Canon A tous les
professeurs qui enseignent au nom de I’Eglise ,,d’exposer toutes les
matiéres de leur cours suivant la doctrine et les principes du Doc-
teur Angélique” ont donné un regain d’actualité 3 la Scolastique et
tout particuliérement au Thomisme, ol certains voudraient voir la
perennis philosopbia, la philosophie éternelle de P’esprit humain.

Que doit-on penser de cette prétention? Il est difficile de ne pas
présumer que C’est un singulier anachronisme philosophique, puisque
cela revient & nier tout 'apport de la pensée philosophique depuis
le XIII¢ siécle: ’Ockamisme, Pempirisme anglais, I’Encyclopédie,
le Positivisme frangais, le pragmatisme anglo-saxon, Pempirisme



