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der Materie ufw. beriefen, um der ,,materialif~ifdaen" Phyfik ein 
Ende vorherzufagen, fo verwendet man heute Relativit~its- und 
Quantentheorie, ohne daft das alles einen wirklidaen inneren 
Zufammenhang mit den Fortfdaritten der Phyfik h~itte ~). 

Alfred Tarski (War|chau): Elnige methodologl|che Unterfuchungen 
Ober die Definierborkeit der Begriffe. 

Einleitende Bemerkungen. 
In der Methodologie der deduktiven Wiffenfdaaften treten zwei 

Begriffsgruppen auf, die zwar inhaltlich yon einander ziemlich ent- 
fernt find, jedoda erheblidae Analogien aufweifen, wenn man ihre 
Rolle beim Aufbau der deduktiven Theorien fowie die inneren Be- 
ziehungen zwifchen den Begriffen jeder Gruppe er6rtert. Zu der 
erfLen Gruppe geh~iren foldae Begriffe wie ,,Axiom", ,,abgeleiteter 
Satz", ,,~cblu~regel", ,,Beweis", zu der zweiten m ,,Grundbegriff'" 
(bzw. ,,Grundausdruck", ,,Grundzeicben"), ,,definierter Begriff", 
,,Definitionsregel", ,,Definition". Zwifdaen den Begriffen der beiden 
Gruppen liiftt rich ein weitgehender Paraldlismus feftPtellen: den 
Axiomen entfpre&en die Grundbegriffe, den abgeleiteten S~itzen 
die definierten Begriffe, dem Prozeffe und den Regeln des Beweifes 

der Prozeft und die Regeln des Definierens. 
Die bisherigen Unterfudaungen aus dem Gebiet der Methodologie 

der deduktiven Wiffenfdaaften haben meifi die Begriffe der erften 
Gruppe behandelt. Nidatsdefioweniger dr~ingen fida auda bei der Be- 
tradatung der zweiten Begriffsgruppe vide intereffante und widatige 
Probleme auf, die mandmaal ganz analog denjenigen rind, wddae fida 
auf die Probleme der erl~en Gruppe beziehen. In diefem Auffatz 
m/Sdate ida zwei Probleme aus diefem Gebiet befpredaen, und zwar 
das P r o b l e m  d e r  D e f i n i e r b a r k e i t  u n d  d e r  g e g e n -  
{ e i t i g e n  U n a b h ~ i n g i g k e i t  y o n  B e g r i f f e n  fowie das 
P r o b l e m  d e r  V o l l f ~ i i n d i g k e i t  y o n  B e g r i f f e n  einer 
beliebigen deduktiven Theorie 1). 

Es werden uns hier nur diejenigen deduktiven Theorien inter- 
effieren, weldae ein hinreidaend entwickeltes Syfiem der mathe- 
matifdaen Logik ,,iiberbauen"; die Probleme, weldae die Begriffe der 
Logik felbfi betreffen, werden alfo aufter Betradat bleiben. Um die 

5) Die Ausfiihrungen 'diefes Vortrages find zum Teil dem Artikel von P h. F r a n k 
in der Revue de Synth~se VII (i934) enmommen.  
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Betrachtungen zu konkretifieren, werden wir als den logifchen 
Unterbau der deduktiven Theorien fiets das in einigen Punkten 
modifizierte Syfiem der ,,Principia Matbematica" yon A . N . W i t h e -  
h e a d  und B. R u f f e l l * )  ins Auge faffen. Die erw~ihnten Modifika- 
tionen bef~ehen im folgenden: i. es wird angenommen, dag die ver- 
zweigte Typentheorie durch die vereinfachte erfetzt und das Reduzi- 
bilit~itsaxiom befeitigt worden ilL; 2. in das Syfiem der logifchen 
Grundf~itze fdalies wir das Extenfionalit~itsaxiom (fiir alle logi- 
fchen Typen) ein, und infolgedeffen identifizieren wit die Klaf[en- 
zeichen mit den einftelligen Pr~idikaten, Relationszeichen mit den 
zweif~elligen Pr~idikaten ufw. s); 3. wir beniitzen keine definierten 
Operatoren wie z. B. ,,:~ (~ x)" oder ,,(~ x) (~ x)" (weil die Korrekt- 
heit ihrer Definitionen zweifelhaft fcheint); 4. als S~itze und insbe- 
fondere als beweisbare S~itze des Syftems werden nut diejenigen 
Satzfunktionen betrachtet, die keine reellen (freien) Variablen 
enthalten. 

Eine das SyRem der Logik ,,iiberbauende" deduktive Theorie 
fiellen wir uns in groflen Zi]gen folgenderma~en vor: zu den logi- 
fdaen KonfLanten und Variablen werden neue Zeichen, fogenannte 
a u s  K o n f ~ a n t e n  oder f p e z i f i f c h e  Z e i -  
c h e n  d e r  b e t r a c h t e t e n  T h e o r i e  hinzugefiigt; jedem 
diefer Zeichen wird ein befLimmter logifdaer Typus zugeordnet. Als 
S a t z f u n k t i o n e n der Theorie betrachten wir die Satzfunktio- 
nen der Logik, fowie alle Ausdriicke, die man aus ihnen erh~ilt, in- 
dem man reelle Variablen (nicht notwendig alle) durch auflerlogifche 
Konl~anten yon entfprechenden Typen erfetzt. Satzfunktionen, in 
denen keine reellen Variablen auftreten, werden S ~i t z e genannt. 
Unter den S~itzen werden 1 o g i f ch b e w e i s b a r e S ~i t z e aus- 
gezeichnet: als folche gelten die in der Logik beweisbaren S~itze fowie 
diejenigen, die aus ihnen durda eine regelm~iflige Einfetzung der 
auferlogifchen Konf[anten an die Stelle der Variablen erhalten wer- 
den k~nnen (es w~ire hier i]berfliiffig zu pr~ifieren, worin die regel- 
m~i~ige Einfetzung befieht). 

Es fei X ein beliebige Satzmenge und y - -  ein beliebiger Satz der 
gegebenen Theorie. Wir wollen fagen, daft y eine F o I g e r u n g 
d e r  S a t z m e n g e  X if~ oder dag y a u s  d e n  S ~ i t z e n  d e r  
M e n g e X a b 1 e i t b a r if~, wenn entweder y logifda beweisbar 
ifi oder wenn es eine logifch beweisbare Implikation gibt, deren 
Vorderglied ein Satz der Menge X, bzw. eine Konjunktion foldaer 
S~itze if~ und deren Nachglied rich mit y de&t. 
6 E r k e n n t n i s  V 
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Auf den Folgerungsbegriff laffen rich bekanntlich andere Begriffe 
der/Methodologie der deduktiven Wiffenfchaften zuriickfiihren, wie 
z. B. die Begriffe des d e d u k t i v e n (oder a b g e f ch I o f f e n e n) 
S y f i e m s ,  der ( l o g i f c h e n )  A q u i v a l e n z  z w e i e r  S a t z -  
m e n g e n ,  des A x i o m e n f y f i e m s  e i n e r  S a t z m e n g e ,  
der A x i o m a t i f i e r b a r k e i t ,  der U n a b h ~ i n g i g k e i t ,  
der W i d e r f p r u c h s f r e i h e i t  u n d d e r  V o l l f ~ i n d i g k e i t  
e i n e r S a t z m e n g e ; wir fetzen hier alle diefe Begriffe als be- 
kannt voraus '). GemZifl der iiblichen Redeweife werden wir die 
Menge, die aus einem einzigen Satze bef{eht, mit dem Satze felbfE 
identifizieren; fo werden wir z. B. iiber die Folgerungen eines Satzes 
0der iiber die Widerfpruchsfreiheit eines Satzes fprechen. 

z. Das Problem der Dejinierbarkeit und der gegen/eitigen Unab- 
hlingigkeit yon Begrif/en. 

Die in diefem Artikel zu erSrternden Probleme beziehen rich auf 
die fpezififchen Zeichen einer beliebigen deduktiven Theorie 5). 

Es fei ,,a" irgendeine aui~erlogifche Konfiante und B - -  eine be- 
liebige Menge yon folchen Konfianten. Jeden Satz der Form: 

(I) (x) : x  = a . - - . ~  (x; b ' , b " . . . ) ,  

wo ,,~ (x; b', b " . . . ) "  eine beliebige Satzfunktion erfetzt, welche ,,x" 
als die einzige reelle Variable enthiilt und in welcher keine aufler- 
logifche Konfianten aut~er den Zeichen ,,b"', , , b "" . . .  der Menge B 
vorkommen, wollen w i r e  v e n t u e 11 e D e f i n i t i o n oder ein- 
fach D e f i n i t i o n  d e s  Z e i c h e n s  ,,a'" m i t  H i l f e  d e r  
Z e i c h e n  d e r  M e n g e  B nennen. Wit  werden fagen, dab das 
Zeichen ,,a" m i t  H i l f e  d e r  Z e i c h e n  d e r  M e n g e  B a u f  
G r u n d  d e r  S a t z m e n g e  X d e f i n i e r b a r  ire (oder f i c h  
d e f i n i e r e n 1 ii f~ t), wenn fowohl ,,a'" als alle Zeichen yon B in 
den S~itzen der Menge X auftreten und wenn dabei zumindefi eine 
eventuelle Definition des Zeichens ,,a'" mit Hilfe der Zeichen yon B 
aus den S~itzen yon X ableitbar ifL 6). 

Mit Hilfe des Definierbarkeitsbegriffes kann man den Sinn wei- 
terer methodologifcher Begriffe pr~izifieren, welche denjenigen genau 
entfprechen, die aus dem Ableitbarkeitsbegriffe abffammen; es find 
z. B. die Begriffe der A q u i v a l e n z  z w e i e r  Z e i c h e n -  
m e n g e n , d e s G r u n d z e i c h e n f y f i e m s e i n e r Z e i c h e n -  
m e n g e ufw. Es ifL erl]chtlich, dat~ alle diefe Begriffe auf eine Satz- 
menge X relativifiert werden miiffen6). Insbefondere foil B eine u n -  
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a b h ~ i n g i g e  Z e i c h e n m e n g e  oder eine M e n g e  y o n  
g e g e n f e i t i g  u n a b h ~ i n g i g e n  Z e i c h e n  in  b e z u g  a u f  
e i n e S a t z m e n g e X heis wenn kein Zeichen der Menge B 
mit Hilfe der iibrigen Zeichen diefer Menge auf Grund yon X 
definierbar ift. 

Wir befchr~inken uns hier auf den Fall, wo die Satzmenge X und 
infolgedeffen auch die Zeichenmenge B endlich ift (die Ausdehnung 
der erlangten Refultate auf beliebige axiomatifierbare Satzmengen 
bietet keine Schwierigkeiten). 

Vor mehr als dreiBig Jahren hat A. P a d oa  eine Methode 
fkizziert, welche die Undefinierbarkeit eines Zeichens mit Hilfe an- 
derer Zeichen in konkreten F~illen fefizuftellen geftattet '). Um n~m- 
lich nach diefer Methode nachzuweifen, dab rich ein Zeichen ,,a'" mit 
Hilfe der Zeichen einer Menge B auf Grund einer Satzmenge X nicht 
definieren P, iflt, geniigt es, zwei folche ,,Interpretationen" aller 
auBerlogifchen Konftanten, die in den S~tzen yon X vorkommen, 
anzugeben, dab (x) in beiden ,,Interpretationen" alle S~itze der 
Menge X ,,erfiillt" find und dabei (2) in beiden ,,Interpretationen" 
allen Zeichen der Menge B derfelbe ,,Sinn" zugefchrieben wird, da- 
gegen (3) der ,,Sinn" des Zeichens ,,a" eine Ver~inderung erleidet. 
Wir wollen hier einige Refultate angeben, welche die Methode yon 
P a d o a theoretifch rechtfertigen und - -  unabh~ingig davon m das 
Definierbarkeitsproblem intereffant zu beleuchten fcheinen. 

Ziehen wir alfo eine beliebige endliche Satzmenge X, eine auBer- 
logifche Konfiante ,,a", welche in den S~itzen yon X vorkommt, und 
eine Menge B yon derartigen Konf~anten, die jedoch das Zeichen ,,a" 
als Element nicht umfaBt, in Betracht. Die Konjunktion aller S~itze 
der Menge X (in beliebiger Anordnung) fiellen wir in der fchema- 
tifchen Form ,,• (a; b', b" . . . ;  c', c" . . . ) "  dar; ,,b'", , ,b""  . . . find 
hier Zeichen der Menge B und ,,c"', , , c " " . . .  - -  auBerlogifche Kon- 
fianten, welche in den S/itzen yon X auftreten und dabei yon ,,a", 
, ,b'",  , , b " " . . .  verfchieden find (gibt es folche Konf~anten ni&t, fo 
laffen rich die Formulierungen und Beweife der unten angegebenen 
S~itze einigermaBen vereinfachen). Es kommt manchmal vor, daBt 
man in allen S~itzen der Menge X an die Stellen der auBerlogifchen 
Konfianten (nicht notwendig allen) entfprechende Variablen ,,x", 
,,y"', , , y"" ,  , ,z" ' ,  , , z " " . . .  einfetzt, wobei vorausgefetzt wird, dab 
keine diefer Variablen im Refultat der Einfetzung den Charakter 
einer fcheinbaren (gebundenen) Variablen erlangt hatS); um die 
Konjunktion aller auf diefe Weife gebildeten Satzfunktionen fche- 
6" 
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matifch darzut~ellen, vollzieht man 
Ausdruck ,,* (a; b', b" . . . ;  c', c" . . . )" .  
ausfetzungen und Konventionen l~iflt 
beweifen: 

diefelbe Einfetzung in dem 
Auf Grund der obigen Vor- 
rich nun der folgende Satz 

S a t z z. Damit das Zeicben ,,a'" mit Hil[e der Zeicben der 
Menge B auf Grund der Satzmenge X deflnierbar i~, ill es not- 
~oendig und binreicbend, da~ rich die Formel 

(II) ( x ) : x = a . - . ( ~ z ' , z " . . . ) . * ( x ; b ' , b " . . . ; z ' , z " . . . )  
aus den Siitzen yon X ableiten lli~t. 

B e w e i s. Es folgt direkt aus der Definition des Definierbar- 
keitsbegriffes, dag die Bedingung des Satzes hinreichend ilL: (II) ifi 
n~imlich eine Formel vom Typus (I), alfo eine eventuelle Definition 
des Zeichens ,,a" mit Hilfe der Zeichen yon B. 

Es eriibrigt rich zu zeigen, dat] diefe Bedingung zugleich not- 
wendig il~. Setzen wir dementfprechend voraus, daft das Zeichen ,,a" 
mit Hilfe der Zeichen yon B auf Grund der Menge X definierbar 
ift; aus den S~itzen yon X l~iflt rich al[o mindefiens eine Formel yore 
Typus (I) ableiten. Diefe Formel ifi zugleich eine Folgerung der 
Konjunktion aller S~itze von X, d. i. des Satzes ,,~ (a; b', b " . . . ;  
c', c " . . . ) " .  Gem~ifl der Definition des Folgerungsbegriffes fchlieflen 
wir hieraus, dat] die Formel 

(z) • ( a ; b ' , b " . . . ; c ' , c " . . . ) .  ~ : ( x ) : x = a . = . ~ ( x ; b ' , b  " . . . )  
logifch beweisbar i l l  Da die Formel (t) ein logifch beweisbarer Satz 
mit auflerlogifchen Kont~anten itS, fo mug fie rich durch eine Ein- 
fetzung aus einem logifch beweisbaren Satze ohne derartige Kon- 
flanten gewinnen laffen, und zwar aus der Formel: 

(2) (x ' , y ' , y"  . . . , z ' , z " . . . ) : . ~ ( x ' ; y ' , y "  . . . ; z ' , z "  . . . ) .  3 : ( x ) :  
x = x ' . = . ~ ( x ' ;  y ' , y"  . . . ) .  

Durch leichte Umformungen erhiilt man aus (2) weitere logifch 
beweisbare Formeln: 

(3) ( x , x ' , y ' , y "  . . . , z ' , z "  . . . ) : . ~ ( x ' ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  D: 
x = x ' . = . ~ ( x ; y ' , y "  . . . ) ;  

(4) ( x , y ' , y " . . . , z ' , z " . . . )  : . ~ ( x ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  3 :  
x = x . = - . ~ ( x ; y ' , y "  . . . )  ; 

($) ( x , y ' , y " . . . , z ' , z " . . . )  : a P ( x ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  3 .  
(x, y', y" . . .) ; 

(6) (x, y', y " . . . )  : (~/z', z " . . . ) .  * (x; y', y " . . . ;  z', z " . . . ) .  
3 .  �9 (x; y', y " . . . ) .  

Aus (3) und (6) folgt: 
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(7) (x, x', y', y"  . . ., z', z"  . . . )  : . • (x'; y' ,  y"  . . .; z',  z"  . . . )  : 
( ~ I z ' , z " . . . )  . ~ ( x ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . .  ):  D . x  = x', 

woraus ferner: 
(8) ( x , x ' , y ' , y "  . . . , z ' , z "  . . . )  : . ~ ( x ' ; y ' , y "  . . . ; z ' , z "  . . . ) .  ~ :  

(~z', z". . . ) .*  (x; y', y" . . . ;  z', z" . . . ) .  3 .  x = x ' .  
Anderfeits ergibt die logifche Definition des Identitiitszeichen: 

(9) ( x , x ' , y ' , y " . . . , z ' , z "  . . . )  : . ~ ( x ' ; y ' , y ~ . . . ; z ' , z " . . . ) .  D:  
x = x ' .  3 .  ~ (x; y', y " . . . ;  z', z " . . . )  

und hieraus: 
(io) ( x , x ' , y ' , y " . . . , z ' , z " . . . ) : . a P ( x ' ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  D: 

x = x ' .  D.  ( ~ z ' , z " . . . ) . * ( x ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  
Aus (8) und (IO) gewinnen wit fchrittweife die Formeln: 
( Ix)  ( x , x ' , y ' , y " . . . , z ' , z " . . . ) : . * ( x ' ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  D: 

x = x ' . = - .  ( ~ t z ' , z " . . . ) .  �9 ( x ; y ' , y " . . . ;  z ' , z " . . . ) ;  
(12) ( x ' , y ' , y " . . . , z ' , z " . . . ) : . * ( x ' ; y ' , y " . . . ; z ' , z " . . . ) .  D: 

(x) : x = x ' .  ~ .  ( ~ r z ' , z " . . . ) . V ( x ;  y ' , y " . . . ;  z ' , z " . . . ) ;  
(I3) * ( a ; b ' , b " . . . ; c ' , c " . . . ) .  D : ( x ) : x = a . = . ( ~ r z ' , z " . . . ) .  

v (x; b', b " . . . ;  z', z " . . . ) .  

Da (I3) logifch beweisbar if~, fo l~i~t rich das Nachglied diefer 
Implikation, alfo die Formel (II), aus dem Vorderglied 
,,* (a; b', b " . . . ;  c', c " . . . ) "  und dadurch auch aus den S~itzen der 
Menge X ableiten. Demzufolge iff die Bedingung des Satzes nicht 
nut hinreichend, fondern auch notwendig, w. z. b. w. 

Die Bedeurung des obigen Satzes bef~eht im folgenden: wenn rich 
ein Zeichen mit Hilfe anderer Zeichen iiberhaupt definieren l~if~t, fo 
ermiSglicht uns der Satz, eine der eventuellen Definitionen diefes 
Zeichens ,,effektiv" anzugeben. Der Satz bezeugt ferner, dafg rich 
das Problem der Definierbarkeit der Zeichen auf das Problem der 
Ableitbarkeit der Siitze refflos zurii&fiihren l~it~t. 

Es fei bier noch eine Umformung des Satzes I angegeben: 
S a t z 2. Dami t  das Zeicben ,,a'" mi t  Hi l fe  der Zeicben der 

Menge B au[ Grund der Satzmenge X de[inierbar ifl, ifl es not- 
~vendig und hinreicbend, daft die Formel 

(III) (x', x",  y', y "  . . ., z',  z"  . . ., t', t " . . .) : 
�9 ( x ' ; y ' , y " . . . ;  z ' , z " . . . ) . a P ( x " ; y ' , y " . . . ; t ' , t " . . . ) .  D . x "  = x" 

logi[cb beweisbar ill. 

Der Beweis fHitzt rich auf den Satz x und if~ dem Beweis diefes 
Satzes analog. 

Als unmittelbares Korollar ergibt rich aus dem obigen Satze der 
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S a t z 3. D a m i t  rich das Z e i c b e n  ,,a'" m i t  H i l [ e  der  Ze i cben  der  

M e n g e  B a u f  G r u n d  der  S a t z m e n g e  X n icb t  d e f i n i e r e n  l t i f t ,  i f l  es 

n o t w e n d i g  u n d  b inre i cbend ,  daf t  d ie  F o r m e l  

(IV) ( ~ x ' , x " , y ' , y " . . . , z ' , z ~ . . . , t ' , t ~ . . . ) .  

*(x ' ;y ,y" " . . . ; z ' , z " . . . ) . * ( x " ; y ' y " . . . ; t ' , t ~ . . . ) . x ' t  x "  

w i d e r / p r u c b s f r e i  i f l .  

Um das nachzuweifen, geniigt es zu bemerken, dab die Formel (IV) 
der Negation der Formel (III) aus dem Satze z ~iquivalent if[, und 
danach den allgemeinen methodologifchen Satz anzuwenden, dem- 
zufolge rich eine Formel dann und nut dann logifch nicht beweifen 
l~iBt, wenn ihre Negation widerfpruchsfrei ifL 9). 

Der Satz 3 bildet die eigentliche theoretifche Grundlage fiir die 
Methode yon P a d o a. In der Tat, um auf Grund diefes Satzes 
fef[zuf[ellen, daB das Zeichen ,,a" mit Hilfe der Zeichen der 
Menge B nicht definierbar if[, kann man folgende Verfahrenweife 
anwenden. Man betrachtet ein deduktives Syf[em Y, deffen Wider- 
fpruchsfreiheit fchon vorher fef[gef[ellt wurde oder vorausgefetzt 
wird. Man fucht ferner gewiffe Konf[anten (nicht notwendig 

auBerlogifche) , ,a" ,  , ,a" ,  ,,-b'", , ~ "  " . . ., ,,c--'", , ,c ~ ' '  . . . ,  , , c ' " ,  , ,c"  . . ., 

welche in den S~itzen yon Y auftreten und folgenden Bedingungen 
geniigen: (x) erfetzt man in alien S~itzen der Menge X die Symbole 

- -  - - t g r  

,,a", , , b ' " ,  , , b ' " . . . ,  , , c ' " ,  , ,c ~'' . . .  entfprechend dutch ,,a", ,,b , 
�9 " ~ u c c  --  t ee  - - e t r 1 6 2  �9 ~149  . . . �9  �9149 , �9 . fo gewinnt man durch folche Umgef[altung 
aus den S~itzen yon X die S~itze des Syf[ems Y; (z) dasfelbe gilt auch 

�9 , b  �9 ~ ' r  dann, wenn man an die Stelle der Zeichen yon B, d . i .  "'" , ,b . . . .  

genau fo wie frfiher die Symbole ,,b-'", , , - b " " . . .  einfetzt, dagegen die 
. . . . . .  entfprechend dutch , ,a" ,  , ,c , iibrigen Zeichen ,,a", ,,c , ,,c . . .  

, , c " " . . .  erfetzt; (3) das Syf[em Y enth~ilt die Formel ,,a # a". Es 
ergibt rich aus den obigen Bedingungen, dab zu dem Syf[em Y 
folgende Konjunktion gehSrt: 

* ( a ; b ' , b  ~ " " . " b"  " ~ . . .; c , c . . . )  * (a; b . . . .  ; c , c . . .) . a # a, 

Hieraus fchlieBt man leicht, dab das Syf[em Y auch die Formel (IV) 
aus dem Satze 3 als unmittelbare Folgerung diefer Konjunktion um- 
faBt. Laut einem allgemeinen methodologifchen Satz if[ jeder Tell 
einer widerfpruchsfreien Satzmenge widerfpruchsfrei; insbefondere 
muB alfo die Formel (IV) als ein Element des widerfpruchsfreien 
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Syfiems Y widerfpruchsfrei fein. So it~ die Bedingung des Satzes 3 
erfiillt, und das Zeichen ,,a" kann nicht ausfchlies mit Hilfe der 
Zeichen yon B definiert werden. In dem obigen Verfahren erkennt 
man leicht die Methode von P a d o a - -  in einer infofern erweiterten 
Form, dag man auch das eventuelle Vorkommen foldler Zeichen be- 
riid~Aichtigt, die weder mit ,,a" noch mit irgendwelchen Zeichen der 
Menge B identifch find. 

Die Methode yon P a d o a bzw. der Satz 3 wird oft mit Erfolg 
beniitzt, wenn man befLrebt iPc, die gegenfeitige Unabh~ingigkeit der 
Zeichen einer beliebigen Menge B aufzuPcellen; diefe Methode mug 
offenbar fo oft angewendet werden, als die gegebene Zeichenmenge 
Elemente enth/ilt. Dem Unabh~ngigkeitsproblem fchreibt man eine 
gewiffe praktifche Bedeutung zu, und zwar dann, wenn es rich um 
das Grundzeichenfyf[em einer deduktiven Theorie handelt; falls 
n~imlich die Grundzeichen nicht gegenfeitig unabh~ingig find, fo kann 
man die entbehrlichen (d. i. definierbaren) Zeichen ausfchalten und 
dadurch das Grundzeichenfyt~em vereinfachen, was mandLmal auch 
eine Vereinfachung des Axiomenfyt~ems ermi~glicht. 

Es fei hier ein Beifpiel angefiihrt. Betrachten wir das Syfiem der 
n-dimenfionalen euklidifchen Geometrie ( w o n  eine beliebige natiir- 
liche Zahl itS). Nehmen wir an, dag die Symbole ,,a" und ,,b" ge- 
wiffe Relationen zwifchen den Punkten bezeichnen, n~imlid~ ,,a" die 
viergliedrige Relation der Kongruenz zweier Punktpaare und ,,b" 
die dreigliedrige Relation des Zwifchenliegens; der Ausdru& 
,,a (x, y, z, t)" bzw. ,,b (x, y, z)" wird alfo gelefen: ,,der Punkt  x ifl 
yoweit entfernt yore Punkte y wie der Punkt  z yore Punkt  t" bzw. 
,,der Punkt  y liegt zwifchen den Punkten x und z". Das Zeichen ,,a" 
kann man m e t r i f c h e s G r u n d z e i c h e n und das Zeichen ,,b" 
- - d e f k r i p t i v e s  G r u n d z e i c h e n  d e r  G e o m e t r i e  
nennen. Wie bekannt, kann die Menge, die blog aus beiden 
Zeichen ,,a" und ,,b" befieht, als Grundzeichenfyfiem der 
Geometrie angenommen werden; es [ / i g t  rich demnach ein 
Axiomenfyfiem X der Geometrie konPcruieren, in welchem die 
beiden Zeichen als einzige augerlogifche Konfianten vorkommen. 
Es entfieht nun die Frage, ob die Zeichen ,,a" und ,,b" gegenfeitig 
unabh/ingig in bezug auf die Satzmenge X find. Diefe Frage iPc zu 
verneinen. Zwar kann man fefi~ellen, indem man die Methode yon 
P a d o a verwendet, dag rich das Zeichen ,,a" tatf~ichlich nur mit 
Hilfe des Zeichens ,,b" nicht definieren l~igt: die Widerfpruchsfrei- 
heit der Geometrie vorausgefetzt, kann man niimlich beweifen, dag 
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die Formel (IV) aus dem Satze 3 in diefem Falle widerfpruchsfrei 
lit (es iit interetlant, da f  rich diefer Beweis aus gewitten Unter- 
fuchungen fiber die Grundlagen der Geometrie ergibt, die fcheinbar 
ein direkt entgegengefetztes Ziel bezwecken, und zwar die Begriin- 
dung der metrifchen Geometrie als eines Teiles der defkriptiven 10)). 
Es zeigt rich dagegen, daB, wenn man ein Syflcem zumindeflc 
zweidimenfioneller Geometrie betrachtet, das Zeichen , ,b"  mit Hilfe 
des Zeichens ,,a" auf Grund der Satzmenge X definierbar iit; die 
Definition kann nach dem Schema (II) aus dem Satze i konltruiert 
werden (obwohl auch andere viel einfachere Definitionen des Zei- 
chens ,,b'" bekannt rind). Im Einklang damit l~ift rich das Syttem X 
durch ein anderes ~iquivalentes Axiomenfyiiem erfetzen, in detlen 
Axiomen das Zeichen ,,a'" als die einzige auferlogifche Konttante 
auftritt,  abgefehen yon einem einzigen ,,uneigentlichen'" Axiom, 
n~imlich yon der eventuellen Definition des Zeichens ,,b". Nur  im 
Falle der eindimenrionellen Geometrie, d. i. Geometrie der Geraden, 
find die beiden Zeichen ,,a" und ,,b'" voneinander unabh~ingig, wie 
das A. L i n d e n b a u m (mit Hilfe des fog. Auswahlaxioms) be- 
wiefen hat 11). 

Es lohnt rich noch folgendes hervorzuheben. Als Ausgangspunkt 
fiir die obigen Betrachtungen haben wir eine fpezielle Definitions- 
form verwendet, n~imlich das Schema (I); nichtsdettoweniger bleiben 
die erlangten Refultate auch fiir andere bekannte Definitionsformen 
giiltig. Um dies an einem Beifpiel zu erleuchten, nehmen wir an, 
dab ,~"  ein zweittelliges Pr~idikat iit. Als eventuelle Definition 
des Zeichens ,,a" mlt Hilfe der Zeichen der Menge B kann dann 
u. a. jeder Satz der Form 

(Ia) (u, v )  : a (u, v )  . = . ov (u, v ;  b', b"  . . .) 
betrachtet werden, wo , ,~ (u, v ;  b' ,  b" . . . ) "  durch eine beliebige Satz- 
funktion zu erfetzen iit, die keine reelle Variablen aufer , ,u"  und 
,,v" und keine fpezififchen Zeichen aufler den Zeichen , ,b '" ,  , , b " " . . .  
der Menge B enth~ilt '*). Es F, i f t  rida nun leicht aufweifen, daft die 
Definition des Definierbarkeitsbegriffes, auf die S~itze der Form (Ia) 
relativiriert, der urfpriinglichen Definition ~iquivalent ifi (felbfiver- 
fEindlich nur in bezug auf die zweittelligen Pr~idikate); es folgt 
daraus unmittelbar, dab die S~itze I - -3  auch auf Grund der neuen 
Definition giiltig bleiben. Es bietet dabei keine Schwierigkeit, den 
Satz i in der Richtung umzuformen, dab in ihm anitatt der For- 
mel (II) eine Formel vom Typus (Ia) auftritt: es geniigt n~imlich (II) 
durch 
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(IIa) ( u , v ) : . a ( u , v ) . = : ( x , z ' , z " . . . ) : * ( x ; b ' , b " . . . ; z ' , z " . . . ) .  
3 .  x ( . ,  v) 

zu erfetzen. 

a. Das Problem der Vollfliindigkeit yon Begriffen. 

Das Problem der Definierbarkeit und der gegenfeitigen Unab- 
h~ingigkeit yon Begriffen ifi ein genaues Korrelat des Problems der 
Ableitbarkeit und der gegenfeitigen Unabh~ingigkeit yon S~itzen. 
Auch dasProblem der V o l l f ~ i n d i g k e i t  y o n  B e g r i f f e n ,  
zu dem wir jetzt iibergehen, ifi gewiffen Problemen nahe verwandt, 
die rich auf Satzfyfieme beziehen, und zwar den Problemen der 
Vollf~indigkeit und der Kategorizitiit; die Analogie geht hier jedoch 
nicht fo welt wie in dem vorigen Falle. 

Um das Vollft~indigkeitsproblem zu pr~izifieren, fiihren wir zuert~ 
einen Hilfsbegriff ein. X und Y feien zwei beliebige Satzmengen. 
Wir wollen fagen, dat] die Satzmenge Y w e f e n t 1 i c h r e i c h e r 
a l s d i e S a t z m e n g e X i n b e z u g a u f d i e  f p e z i f i f c h e n  
Z e i c  h e n ift, wenn (i) jeder Satz der Menge X zugleich zu der 
Menge Y geh6rt (und dadurch jedes fpezififche Zeichen yon X 
auch in den S~itzen yon Y vorkommt) und wenn dabei (z) in den 
S~itzen von Y folche fpezififche Zeichen auftreten, die in den S~itzen 
yon X fehlen und die rich fogar auf Grund der Satzmenge Y aus- 
fchlief~lich mit Hilfe derjenigen Zeichen, die in X vorkommen, 
nicht definieren laffen. 

Exiftierte nun eine Satzmenge X, fiir welche es unmSglich w~ire, 
eine in bezug auf die fpezififchen Zeichen wefentlich reichere Satz- 
menge Y anzugeben, fo w~iren wir geneigt zu fagen, daf~ die Menge X 
in bezug auf ihre fpezififche Zeichen vollfi~indig ifL Es zeigt rich 
aber, dat] es folche vollft~indige Satzmengen m yon einigen trivialen 
F~illen abgefehen m iiberhaupt nicht gibt: fiir faf~ jede Satzmenge X 
l~it~t rich eine in bezug auf die fpezififchen Zeichen wefendich reichere 
Menge Y konf~ruieren; zu diefem Zwecke geniigt es gew6hn- 
lich, zu der Menge X einen beliebigen logifch beweisbaren Satz 
hinzuzufligen, welcher eine aut~erlogifche Konfiante enth~ik, die in 
den S~itzen yon X nicht vorkommt 13). Aus diefem Grunde wollen 
wir die vorgefchlagene Definition der Vollf~iindigkeit einer Kor- 
rektur unterziehen. Eine wefentliche Rolle wird hier der Begriff der 
K a t e g o r i z i t ~i t fpielen. Wie bekannt, wird eine Satzmenge 
kategorifch genannt, wenn zwei beliebige ,,Interpretationen" (,,Reali- 
fierungen") diefer Menge ifomorph find a0). 
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Um das genauer zu formulieren, nehmen wir an, dat~ in das 
Syfiem der Logik die fymbolifdaen Ausdriicke yon der Form 

,,x R x"" (in Wortfprache: ,,die Relation R bildet x" au[ x 

ab") eingefiihrt worden find. Die Variable ,,R" foil hier immer eine 
bin~ire Relation zwifdaen den Individuen bezeichnen; ,,x"' und ,,x"" 
k6nnen vom beliebigen, aber beide yon demfelben logifdaen Typus 

' ~  x"" h~ingt eben vom rein. Der genaue Sinn des Ausdrud~s ,,x R 

logifchen Typus der Variablen ,,x"' und ,,x"'" ab; wit  wollen diefen 
Sinn nur an einigen Beifpielen aufkl~iren. Sind z. B. x' und x" 

Individuen, fo bedeutet ,,x' R x"'" dasfelbe, was ,,x" R x"" (d. i. 

,,zwifcben x" und x" be[tebt die Relation R"). Bezeidmen ,,x"' und 
,,x"" Klaffen yon Individuen, fo ifi der betrachtete Ausdruck mit 
der Satzfunktion: 

~ '  X �9 . . U "  " �9 ~ " . U n . . (u') : ~ 3 (~  u").  ~ x .u  R u : (u") : E x" 9 
( ~ ' ) . ~ "  ~ ~ ' . . ' ~  u" 

gleidabedeutend (es entfieht dabei kein Zirkel, da ,,u'" und ,,u"" 

Individuenvariablen find, fo das der Sinn des Ausdrucks , , u '~  u"'" 

fchon vorher befiimmt wurde). In ganz analoger Weife l~is fida 

der Ausdruck ,,x' ~ x"" fiir Klaffenzeidaen von hSheren Typen de- 

finieren. Betrachten wir noch den Fall, wo ,,x"' und ,,x"" zwei- 
fiellige Pr~idikate mit  Individuenvariablen als Argumenten find (alfo 
bin~ire Relationen zwifchen den Individuen bezeidmen); die Formel 

�9 ~ x""  bedeutet dann dasfelbe, was 
, ~ X  R 

�9 �9 . ; o (u',v'): (u', v') 9 (~ u , v") x" (u", v") u R v . u R v" 

(u" ,v") :x"(u" ,v") .  ~ . ( ~ u ' , v ' ) . x ' ( u ' , v ' ) . U R  V .u R v" .  
Die obigen Beifpiele reidaen vermutlich hin, um aufzukl~iren, was 

fiir ein Sinn dem betrachteten Ausdruck in bezug auf die Variablen 
vom beliebigen logifchen Typus zugefchrieben werden foil. Erinnern 
wir uns ferner, dat] in der Bezeidmungsweife der ,,Principia Matbe- 
matica'" V die Klaffe aller Individuen und I-> [ die Ktaffe aller ein- 
eindeutigen Relationen if~, und fetzen wir felL, da/~ die Formel: 

# r �9 

x , y , z  . . . 

R- 
I t  . . 

X , y  , Z  . . .  

dasfelbe bedeuten foil, was die nachfiehende Konjunktion: 
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R 6  z-~ z . V  V . x  R x . y R y  . z  z . . .  

(in Wortfprache: ,,die Relation R bildet eineindeutig die Klaffe 
aller Individuen auf  rich lelbfl ab, wobei x', y', z ' . . .  entfprecbend 
au~ x",  y" ,  z"  . . .  abgebildet werden")  u). 

Betrachten wir nun eine beliebige endlidae Satzmenge Y ;  
,,a", ,,b", , , c " . . .  feien alle fpezififdaen Zeidaen, welche in den 
S~itzen yon Y enthalten find, und ,,* (a, b, c . . . ) "  fei die Konjunk- 
tion aller diefer S~itze. Die Menge Y heist k a t e g o r i f da, wenn 
die folgende Formeh 

(V)  ( x ' x " , y ' , y " , z ' , z " . . . ) : * ( x ' , y ' , z ' . . . ) . * ( x " , y " , z ' . . . ) .  
x', y', z " . . .  

) . (2t R) . R 
X", y" ,  Z" . . . 

logifch beweisbar ill: ~s). 

Die Kategorizit~t if[ einem anderen methodologifdaen Begriffe 
nahe verwandt, n~imlich dem der M o n o t r a n s f o r m a b i I i t ~i t. 
Eine Satzmenge it~ kategorifda, wenn fiir zwel beliebige ,,Reali- 
fierungen" diefer Menge mindef[ens eine Relation exitliert, wekhe 
den Ifomorphismus der beiden ,,Realifierungen" hert~ellt; fie it~ da 
gegen monotransformabel, wenn es h6dat~ens eine foldae Relation 
gibt. In einer pr~iziferen Faffung heiflt die Satzmenge X m o n o -  
t r a n s f o r m a b e 1, wenn der folgende Satz 

(VI) ( x ' , x " , y ' , y " . . . , R ' , R  ~ ) : ~ ( x ' , y ' . . . ) . ~ ( x " , y " . . . ) .  
x', y " . . .  x', y " . . .  

R" . R "  . D . R '  = R "  
x",  y "  . . . x" ,  y'" . . . 

logifda beweisbar ill, wobei ,,,v (a, b . . . ) "  die Konjunktion aller 
S~itze yon X darftellt ~6). 

Eine Satzmenge, die zugleich kategorifda und monotransformabel 
i f [ , w i r d P c r i k t  oder e i n d e u t i g  k a t e g o r i f c h  genannt; der 
Ifomorphismus zweier beliebigen ,,Realifierungen" folda einer Menge 
l~is fida alfo genau auf eine Weife auft~ellen. Strikt kategorifda 
find z. B. verfchiedene Axiomenfyt~eme der Arithmetik ~ fowohl 
der Arithmetik der natiirlidaen Zahlen (z. B. das P e a  n o fche 
AxiomenfyPcem), wie auch der reellen, komplexen ufw. Zahlen ,,); 
dagegen find die Axiomenfyt~eme verfdaiedener geometrifdaen Theo- 
rien - -  der Topologie, der projektiven, defkriptiven, metrifdaen 
Geometrie ufw. - -  wenn auda griSgtenteils kategorifch, fo nidat 
monotransformabel, alfo jedenfalls nicht eindeutig kategorifch. 
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Aus verfchiedenen Griinden, die wir nicht n~iher analyfieren wer- 
den, fchreibt man dem Kategorizit/itsbegriffe eine grof~e Bedeutung 
zu: eine nicht kategorifche Satzmenge (fpeziell wenn fie als Axiomen- 
fyfEem einer deduktiven Theorie verwendet wird) macht den Ein- 
druck einer nicht abgefchloffenen, nicht organifchen Ganzheit, fie 
fcheint den Sinn der in ihr enthaltenen Begriffe nicht genau zu be- 
Pdmmen. Dementfprechend wollen wir die urfpriingliche Definition 
des VollfL~indigkeitsbegriffes folgender Modifikation unterziehen: 
eine Satzmenge X wird v o l l f L / i n d i g  in  b e z u g  a u f  i h r e  
f p e z i f i f che n Z e i ch e n genannt, wenn es unm/~glich iPc, eine 
kategorifche Satzmenge Y anzugeben, die wefentlich reicher als X 
in bezug auf die fpezififchen Zeichen w~ire. Um die UnvollfE~indig- 
keit einer Satzmenge fef~zufiellen, ifi es von nun ab erforderlich, 
eine nicht nur wefentlich reichere, fondern zugleich auch kategorifche 
Satzmenge zu konf~ruieren; folche trivialen KonfEruktionen, in denen 
der Sinn der neu eingefiihrten fpezififchen Zeichen gar nicht be- 
Pdmmt wird, find alfo yon vornherein ausgefchloffen 18). 

Bei diefer Faffung des Vollfi~indigkeitsbegriffes l~it~t rich fchon die 
Exiffenz fowohl der vollPc~indigen wie auch der unvollf~/indigen 
Satzmengen nachweifen. So find z. B. AxiomenfyPceme verfdaiedener 
geometrifchen Theorien in bezug auf ihre fpezififchen Zeichen un- 
vollff/indig, vollff~indig find dagegen verfchiedene Axiomenfyffeme 
der Arithmetik 17). 

Wollen wir dies n~iher an konkreten Beifpielen er/~rtern. Betrach- 
ten wir das Syf~em der defkriptiven eindimenfionalen Geometrie, 
d. h. die Gefamtheit aller geometrifchen S/itze, die rich auf die 
Punkte und Teilmengen einer Geraden beziehen und in denen neben 
den allgemein logifchen Begriffen nur die Relation des Zwifchen- 
liegens und die mit ihrer Hilfe definierten Begriffe vorkommen. 
Fiir diefe Geometrie 1/igt rich leicht ein kategorifches Axiomenfyf[em 
X, angeben, welches die Bezeichnung jener Relation als das einzige 
Grundzeichen enth~ilt. Das Syfiem XI if~ nicht in bezug auf feine 
fpezififchen Zeichen vollft~indig. Wie wir n~imlich noch im vorigen 
Abfchnitt im Zufammenhang mit dem Unabh~ingigkeitsproblem er- 
w~ihnt haben, treten in der metrifchen Geometrie verfchiedene Be- 
griffe auf, die rich mit Hilfe der defkriptiven Begriffe allein nicht 
definieren laffen, z. B. die Relation der Kongruenz zweier Punkt- 
paare. Nimmt man nun die Bezeichnung diefer Relation als neues 
Grundzeichen an und erweitert man in entfprechender Weife das 
Axiomenfyfiem X~, fo gelangt man zu einem Axiomenfyfiem X. fiir 
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die voile metrifche Geometrie der Geraden; diefes Syf[em X, if[ 
wiederum kategorifch und dabei wefentlich reicher als X, in bezug 
auf die fpezififchen Zeichen. Auch X, if[ jedoch in bezug auf feine 
fpezififchen Zeichen unvollf[~indig. Man kann z. B. exakt beweifen, 
dab rich auf Grund diefes Syf[ems kein einziges Symbol definieren 
l/il~t, welches einen konkreten Punkt bezeichnet. Deshalb if[ es leicht, 
eine neue kategorifche Satzmenge X, zu konf[atieren, die wefentlich 
reicher als X, in bezug auf die fpezififchen Zeichen if[: zu diefem 
Zweck geniigt es, zwei beliebige Symbole, fei es ,,o" und ,,1", als 
neue Grundzeichen einzufiihren und zu X, ein einziges neues Axiom 
hinzuzufiigen, demgem/i~ diefe Symbole zwei verfchiedene Punkte 
bezeidmen. Die auf dem Axiomenfyf[em X, begriindete deduktive 
Theorie deckt rich in formaler Hinficht mit der Arithmetik der reel- 
len Zahlen: formal genommen if[ die Arithmetik der reellen Zahlen 
nichts anderes als die Geometrie der Geraden, in der man zwei 
Punkte ,,effektiv" ausgezeichnet hat. Es entf[eht nun die Frage, ob 
rich der obige Proze8 ad infinitum fortfetzen l~it~t, ob man Kir die 
Menge X, eine neue kategorifche und in bezug auf die fpezififche 
Zeichen wefentlich reichere Satzmenge X, angeben kann, fiir diefe 
Menge X, - -  eine neue Menge X, ufw.? Es zeigt rich, dat~ das un- 
m~glich if[: die Satzmenge X, if[ fchon vollf[:,indig in bezug auf ihre 
fpezififchen Zeichen ~). 

Zwifchen der Monotransformabilit~it und der Vollf[,indigkeit einer 
Satzmenge l~iSt rich ein enger Zufammenhang beobachten: fiir jedes 
bisher bekannte Axiomenfyf[em, das nicht monotransformabel if[, 
k~Snnen wir eine kategorifche und zugleich in bezug auf die fpezifi- 
fchen Zeichen wefentlich reichere Satzmenge angeben; if[ dagegen ein 
Axiomenfyf[em monotransformabel, fo kann feine Vollf[~,indigkeit 
in bezug auf die fpezififchen Zeichen nachgewiefen werden. Daf~ 
dies kein Zufall if[, bezeugt der folgende 

S a t z 4. Jede monotrans[ormable Satzrnenge ifl in bezug au~ ihre 
~pezi~ifchen Zeichen voll[tiindig ~'). 

B e w e i s. Sei X eine beliebige monotransformable Satzmenge 
und fei ,,~ (a, b . . . ) ' "  die Konjunktion aller S~itze von X. Die 
Formel (VI) if[ demnach logifch beweisbar. Als eine Einfetzung 
diefer Formel erh~ilt man: 

(r) ( x , y  . . . .  R ) : q ~ ( x , y . . . ) . ~ ( x , y . . . ) . R  . x ' y ' ' "  . I  x , y . . .  
~c, y . . . x, y . . . 

D . R = I ;  



94 A l f r e d  T a r / k i  

das Symbol ,,I" bezeidmen hier, fo wie in , ,Principia Mathemat i ca" ,  
die Relation der Identit~t Off alfo mit dem Zeichen , ,= '"  gleich- 
bedeutend). 

X r ,  y P  . . . 

Aus den Definitionen der Ausdriicke , ,R - - - - ' "  und des Iden- 
X t t j y , t  �9 . . 

tit~itszeichen ergibt rich leicht, daf~ die Formel: 

�9 . i x ' y ' ' "  ( 2 )  ( x ,  y . . )  
X . ~  y . . . 

unabh~ingig yon dem Typus der Variablen , ,x" ,  , , y " . . . ,  logifch be- 
weisbar iff. Nach (z) l~il~t rich (i) folgendermaSen vereinfachen: 

x ~ y  . . . 

(3) ( x , y  . . . .  R ) : ~ ( x , y . . . ) . R - -  . D . R = I .  
oc, y . . .  

[Es lohnt rich bei der Gelegenheit zu bemerken, daf~ nicht nut die 
Formel (3) aus der Formel (VI) folgt, fondern auch umgekehrt; die 
beiden Formeln find alfo ~iquivalent. Man kann alfo die Definition 
der Monotransformabilit~it vereinfachen, indem man (VI) durch (3) 
erfetzt. Die neue Definition l~it~t rich folgendermaf~en ausdriicken: 
eine Satzmenge if~ monotransformabel, wenn es in keiner ihrer 
,,Interpretationen" nicht-identifche Automorphismen gibt.] 

Betrachten wir nun eine beliebige kategorifche Satzmenge Y, 
welche die Menge X als einen Tell umfaf~t. Nehmen wir an, 
dat~ in den S~itzen yon Y neue aut~erlogifche KonfLanten ,,g", , , b " . . .  
m neben den alten , ,a", , , b " . . .  - -  auftreten, und f~ellen wit  die 
Konjunktion aller diefer S~itze in der Form ,,xu (a, b . . . ,  g, b . . . ) "  
dar. Es foil bewiefen-werden, das die Menge Y nicht wefentlich 
reicher als X in bezug auf die fpezififchen Zeichen iPr 

A u s  der Kategorizit~it vo~a Y folgt, daf~ die Formel: 

(4) ( x ' , x " , Y ' , Y " . . . , u ' , u " , v ' , v ~ . . . ) : ~ ( x ' , Y ' . . . , u ' , v ' . . . )  �9 
X ' j  y "  . . . ,  U ' ,  'O" . . . 

~ , ( x " , y " . . . , u " , v " . . . ) .  9 .  ( ~ R ) .  R 
X " ,  y "  . . . ,  t,r "O". . . 

logffch beweisbar ift. Durch eine Einfetzung erh~ilt man hieraus: 

(5) ( x , y  . . . .  u ' , u " , v ' , v " . . . ) : ~ ' ( x , y  . . . .  u ' , v ' . . . ) .  
p p 

~,(x,  y . . . .  u" ,  v "  . . . ) .  3 .  (~  R ) . R  x '  y . . . .  u ,  v . . .  
x ,  y . . . ,  u" ,  v "  . . . 

Da Y alle S~itze yon X enth~ilt, fo mut~ auch die Formeh 
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(6) (x ,y  . . . .  u ' , v ' . . . )  : * ( x , y  . . . .  u ' , v ' . . . ) .  3 . ~ ( x , y . ,  ,) 

logifda beweisbar rein. Aus (5) und (6) gewinnen wir unmittelbar: 

(7) ( x , y . . . , u ' , u " , v ' , v " . . . )  : a p ( x , y  . . . .  u ' , v ' . . . ) .  

R x ,  y . . . ,  u ' ,  v " . . .  
V ( x ,  y , , ., u " ,  v "  . . .) . 3 . ( ~ g R )  . ~ ( x ,  y . . .) . 

X ,  y . . . ,  t O " : ,  " 0 "  . . . 

X ,  y . . . ,  U ' ,  ' 0 "  . . . "  

mit Riickfidat auf den Sinn des Ausdrucks ,,R 
x ,  y . . ., u " ,  v "  . . .  

erhalten wir aus (7): 
(8) ( x , y . . . , ~ ' , ~ " , ~ ' , ~ " . . . )  : v ( x , y . . . , u ' , v ' . . . ) .  

. . . . . .  R x ,  Y . . . u ' ,  v"  . . . (x ,y  . . . .  u",v" .) ~ . ( ~ t R )  ~ ( x , y .  .) .R  T, 
x ,  y . . . ~ j r  . . .  

Die Formeln (3) und (8) haben 
(9) ( x , y  . . . .  u ' , u " , v ' , v " . . . ) : ~ ( x , y . . . , u ' , v ' . . . ) .  

lCt~ V '  �9 �9 �9 

�9 P ( x , y , , . ,  u " , v "  . . . ) .  D. ( ~ R ) . R  = I . R  
14 ~ j  q . ) ~  . �9 �9 

zur Folge, woraus gem~ig der Definition des Gleichheitszeichens: 
( ,o)  (x , y  . . . .  u ' , u " , v ' , v " . . . )  : * ( x , y  . . . .  u ' , v ' . . . ) .  

1r "0"  . . . 

�9 ( x , y . . . ,  u " , v "  . . . ) .  D . I  
~ , I t j  el,ln �9 ~ ~ 

Sdalies kommt man leicht zur 12berzeugung, dag der Satz 
/ , g ' j V '  . . . 

( I I )  (/4', /4", V', t o n . . . )  : I ' - -  �9 ~ . / 4 "  = 1r . V '  = V n  . . .  
/ 4 ~ ' ,  t O  t "  �9 �9 �9 

logifch beweisbar i~ - -  und zwar unabh~ingig vom logifchen Typus 
der Variablen , , u ' " ,  , , u " " ,  ,,v'", , , v " " . . .  Die Formeln (io) und O i) 
ergeben unmittelbar: 
( i2)  (x ,y  . . . .  u ' ,u",v ' ,v"  . . . )  : * ( x , y  . . . .  u ' , v ' . . . ) .  
�9 ( x , y . . . ,  u " , v " . . . ) .  D . u '  = u " . v "  = v " . . .  

Wir haben alfo gezeigt, dat~ (iz) logifda beweisbar iPr Da 
,,~ (a, b . . . .  g, b . . . ) "  die Konjunktion aller S~itze der Menge Y il l  
fo fdaliegen wit hieraus, indem wir den Satz z anwenden, dat~ jedes 
der Zeidaen , , g " ,  , , b " . . . ,  die in den S~itzen yon X fehlen, fida auf 
Grund yon Y mit Hilfe der in X vorkommenden Zeidaen ,,a", , , b " . . .  

definieren l~igt. Folglich if[ nicht die Satzmenge Y wefendich 
reicher als X in bezug auf die fpezififdaen Zeidaen. Es if[ demnada 
unmSglich, fiir die Menge X eine kategorifche Satzmenge anzugeben, 
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die wefentlich reicher als X w~ire. Die Satzmenge X ill alfo in bezug 
auf ihre fpezififchen Zeichen vollf~indig, w. z. b. w. 

Die praktifche Bedeutung des obigen Satzes ifi erfichtlich: um fefb 
zuPcellen, dab eine gegebene Satzmenge in bezug auf ihre [pezifi- 
fchen Zeichen vollft/indig i~, geniigt es nachzuweifen, daB diefe 
Menge monotransformabel ifi, dab alfo die Formel (VI) rich auf 
Grund der Logik beweifen l~iBt; dies erfordert aber keine befonderen 
Forfchungsmethoden und bietet in den his jetzt betrachteten F/illen 
keine befonderen Schwierigkeiten. 

Es entfieht natiirlich die Frage, ob rich der Satz 4 umkehren l~iBt, 
m. a. W. ob die Monotransformabilit~it einer Satzmenge eine nicht 
nur hinreichende, fondern auch notwendige Bedingung ihrer VoU- 
Pdindigkeit in bezug auf die fpezififchen Zeichen i l l  Das Problem 
il~ noah nicht entfchieden: es ifi bisher nicht gelungen, weder den 
inverfen Satz zu begriinden noch ein Gegenbeifpid zu konfiruieren. 

In Ankniipfung an den zuletzt angefiihrten Satz m/~hten wir 
einige Bemerkungen machen, die fchon fiber den eigentlichen Rah- 
men diefes Auffatzes hinausgreifen: fie betreffen die Ausfichten einer 
deduktiven Grundlegung der theoretifchen Phyilk in ihrem Ganzen 
oder in ihren befonderen Teilen. Stellen wir uns vor, dag wir als 
Grundlage fiir den deduktiven Aufbau einer phyfikalifchen Theorie 
das Syfiem der vierdimenfionalen euklidifchen Geometrie - -  der 
Geometrie des raum-zeitlichen Kontinuums angenommen haben. Es 
fei dabei das Syfiem der Axiome und Grundzeichen der Geometrie 
in der Weife verfi~irkt, daB rich auf diefer Bails ein beffimmtes 
Koordinatenfyttem auszeidmen l~iBt; die Geometrie deckt rich dann, 
formal genommen, mit der Arithmetik der hyperkomplexen Zah- 
len, ihr Axiomenfyttem ire firikt kategorifch und demnach, gem~iB 
dem Satz 4, in bezug auf die Grundzeichen vollfi/indig. 

Elberlegen wir uns ferner, wie man auf diefer Grundlage diefen 
oder jenen Teil der theoretifchen Phyfik, z. B. die Mechanik, deduktiv 
aufbauen k~Snnte. Es kommen hier zwei Verfahrenweifen in Be- 
tracht. Die erfie Methode wiirde darin beitehen, daB man ihre Be- 
grille mit Hilfe der geometrifchen Begriffe zu definieren verfuchte; 
gel~inge uns das, fo wiirde die Mechanik vom methodologifchen 
Standpunkte aus einfach ein fpezialifiertes Kapitel der Geometrie 
werden. Es itt leicht zu zeigen, dab alle Verfuche in diefer Rich- 
tung auf ganz wefentliche Schwierigkeiten itoBen miiffen. Die 
fpezififchen Begriffe der Mechanik find yon vielfiiltigem logifchem 
Charakter; es find z. B. Eigenfchaften yon Raum-Zeit-Punkten oder 
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Eigenfchaften von ganzen Mengen von Raum-Zeit-Punkten (wie z. B. 
der Begriff des Pcarren K~rpers) oder auch eindeutige Funktionen, 
welche den Raum-Zeit-Punkten Zahlen zuordnen (z. B. der Begriff 
der Dichte). Wir wiirden nur dann imPcande rein, folch einen Be- 
griff, z. B. eine Funktion, mit Hilfe der geometrifchen Begriffe z~: 
definieren, wenn uns u um den Gedanken frei auszudriicken - -  der 
Verlauf der Funktion in der ganzen Welt genau bekannt wiire und 
wenn wir deshalb jeden Funktionswert aus der blos Lage des 
entfprechenden Punktes im Raum und Zeit abzuleiten verm&ahten; 
mit gutem Recht kann man diefe Aufgabe yon vornherein als unaus- 
f~hrbar anfehen. Es liegt nahe, dag wir zu der zweiten Verfahrens- 
weife iibergehen. Bei diefer Methode werden gewiffe fpezififche 
Begriffe der Mechanik als Grundbegriffe und gewiffe ihrer Gefetze 
als Axiome angenommen; die Mechanik wiirde dadurch den Charak- 
ter einer felbf~/indigen deduktiven Theorie erlangen, fiir welche die 
Geometrie nur ein Unterbau wiire. Obwohl das Axiomenfyf~em der 
Mechanik anfangs unvollf[/indig w~ire, k/~nnten wi res  gem~ii] den 
Fortfchritten des empirifchen Wiffens erweitern und vervollft~ndigen. 
Wollten wir jedoch auf die Mechanik diefelben Kriterien wie auf 
jede andere deduktive Theorie anwenden, fo wiirden wir das 
Problem der deduktiven Grundlegung der Mechanik erft &ann als 
erfch~pft betrachten, wenn wir fiir diefe Theorie ein kategorifches 
Axiomenfyftem erhielten. In diefem Moment aber - -  und das ift 
der wichtigfte Punkt m wiirde der Satz 4 in Aktion treten: da wir 
als Grundlage ein ftrikt kategorifches Syf~em der Geometrie ange- 
nommen haben, fo kann nicht die Mechanik wefentlich reicher als 
die Geometrie in bezug auf die fpezififchen Begriffe fein; die Be- 
grille der Mechanik mii~ten rich alfo mit Hilfe der geometrifchen 
Begriffe definieren laffen, und fo wiirden wir zu der erfien Methode 
zuriickkehren. D a s  P r o b l e m ,  d i e B e g r i f f e  d e r  M e c h a -  
n i k  ( o d e r  i r g e n d w e l c h e r  a n d e r e n  p h y f i k a l i f c h e n  
T h e o r i e )  a u s f c h l i e s  m i t  H i l f e  d e r  g e o m e t r i -  
f c h e n  B e g r i f f e  zu  d e f i n i e r e n ,  u n d  d a s  P r o b l e m ,  
d i e  M e c h a n i k  a u f  e i n e m  k a t e g o r i f c h e n  A x i o m e n -  
f y f t e m  zu  b e g r i i n d e n ,  f i n d  v/511ig ~ i q u i v a l e n t ;  
wer das erfte Problem als ausfichtslos betrachtet, muR rich ganz 
analog zu dem zweiten verhalten. 

Die obigen Bemerkungen find nicht gewiffen neuen phyfikalifchen 
Theorien angepatgt, in welchen das zugrunde liegende Syftem der 
Geometrie weder ftrikt kategorifch noch kategorifch im iiblichen 
7 E r k e n n t n i s  V 
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Sinne  if[ und  welche die  ganze  P h y f i k  ode r  gewiffe  ihre  Te i l e  

eben als fpez ie l le  K a p i t e l  de r  G e o m e t r i e  auf fa f fen .  Die  Sdawier ig-  

ke i t en  ve r f chwinden  hier  fe lbf[verf[ i indl ich nicht,  nu r  de r  Schwer-  

p u n k t  w i r d  ve r fchoben :  er l iegt  im P r o b l e m ,  f i i r  jenes Syf[em der  

G e o m e t r i e  ein ka tegor i fches  A x i o m e n f y f [ e m  anzugeben .  

B e m e r k u n g e n  

1) Die Refultate, die rich auf das erfie Problem beziehen, habe ich am 
17. x2. ,926 auf der Sitzung der Warfchauer Sektion der Polnifchen Mathemati- 
fchen Geiellfchaft dargeftellt; vgl. A. T a r f k i  et A. L i n d e n b a u m ,  Sur 
l'ind~pendance des notions primitives dans les syst~rnes math&natiques, Ann. de 
la Soc. Pol. Math. V, I927, pp. i**--ix 3 (das Autoreferat). Die Betrachtungen 
und Refultate, welche das zweite Problem betreffen, wurden yon mir zum 
erPtenmal am IS. 6. x932 in der Sitzung der Logifchen Sektion der Warfchauer 
Philofophifchen Gefellfchaft vorgetragen. 

3) 2. Ausg., Cambridge ,925--i927. Wir haben diefes Syftem unferen Be- 
trachtungen hauptf~ichlich deshalb zugrunde gelegt, well es mehr ausgebaut if~ als 
andere Syfteme der Logik und weil die Kennmis diefes Syf~ems ziemlich ver- 
breitet ifi. Es i~ jedoch zu bemerken, daft die Principia Mathematica im allge- 
meinen den methodologifchen Unterfuchungen wenig angepaft find, da die For- 
malifierung diefes Syf[ems den jetzigen methodologifchen Erforderniffen nicht 
geniigt. 

a) Im Zufammenhang mit den obigen Modifikationen vgl. R. C a r n a p ,  Abri~ 
der Logi/tik, Wien xgzg, pp. 2*--22, fowie desfelben Verfaffers, Die logilcbe 
Syntax der Spradse, Wien z934, pp. 98--Io*. 

4) Vgl. z. B. meine Auff~itze: Ober einige [undamentale Begri[[e der Meta- 
mathematik, C. R. des S~ances de la Soc. d. Sc. et d. L. de Varsovie XXIII,  
i93 o, C1. III, pp. 22--29, fowie Fundamentale Begri]fe der Metbodologie der 
deduktiven Wiffen[doa#en. 1, Monatsh. f. Math. u. Phyf. XXXVII, pp. 360-404 . 

5) Ich habe mich bemiiht, diefen Bericht m6glichft knapp und allgemein ver- 
t~indlich zu faffen; deshalb war ich nicht bef~rebt, meinen Oberlegungen einen 
~reng deduktiven Charakter zu geben und ihre ~iuiSere Form pr~izis zu ge- 
Pcalten (fo habe ida z. B. Ausdriicke in Anfiihrungszeichen benutzt, habe mich 
begniigt, die Ausdrii&e fchematifch darzufiellen, anfiatt fie genau zu befchreiben 
ufw.). Wollte jemand diefe Betrachtungen mindef~ens denjenigen Forderungen 
der Pr~izifion anpaffen, welche meine anderen methodologifchen Arbeiten zu er- 
fiillen bef~rebt find (z. B. Einige Betracbtungen iiber die Begri[]e der o)-Wider- 
/prucbs#eiheit und der ~o-Vollfllindigkeit, Monatsh. f. Math. u. Phyf. 40, I933, 
PP- 97--x,2), fo warden rich dabei keine wefentlichen Schwierigkeiten ergeben. 

e) Es it~ nicht fchwer rich klar zu machen, warum fowohl der Begriff der 
Definierbarkeit wie auch alle abgeleiteten Begriffe auf eine Satzmenge bezogen 
werden miiffen: es hat keinen Sinn, zu er~Srtern, ob rich ein Zeichen mit Hilfe 
anderer Zeichen definieren liif~t, ehe die Bedeutung des betrachteten Zeichens fel~- 
gef~ellt ifi, und auf Grund einer deduktiven Theorie k~innen wir die Bedeutnng 
eines vorher nicht definierten Zeichens nur auf dem Wege fefif~ellen, daf~ wir 
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die Siitze befchreiben, in denen das Zeichen auftritt und die wit als wahr 
anerkennen. 

7) Vgl. A. P a d o a ,  Un nouveau syst~me irr~ductible de postulats pour 
l'algibre, C. R. du z-e Congr. Intemat. des Math., i9oz, pp. u49--z$6, fowie 
Le problime No. 2 de M. D a v i d  H i l b e r t ,  L'Enseigement Math. 5, I9o3, 
pp. 8 ~ - - 9 1 .  

s) Eine derartige Vorausfetzung wird f[illfchweigend in allen analogen Fiillen 
angenommen, die in diefem Bericht vorkommen werden. 

9) Vgl. z. B. den Satz x3* in dem erf[en der in 4) zitierten Auffiitze; man foll 
niimlich in diefem Satz ~O" an die Stelle yon ,,X" einfetzen und dabei die Be- 
merkung beriickfichtigen, welche dem Satz 4 aus dem zitierten Auffatz folgt 
(in der Formulierung des Satzes I3" kommt ein Druckfehler vor: die Formel 
,,X --b ( Y ) 6 c2B~ foil dutch ,,X q- { n (y) } ~ o2B ~ erfetzt werden). 

10) Vgl. z. B. O. V e b I e n ,  A system o/ axioms /or geometry, Transact. of 
the Amer. Math. Soc. $, I9o4, pp. 343--384. 

11) Vgl. das in 1) zitierte Autoreferat yon A. T a r  f k i  und A. L i n d e n -  
b a u m .  

12) Die Definitionsform (Ia) if[ viel fpezieller als (!), dagegen hat fie den 
Vorteil, das die Widerfpruchsfreiheit der Definition fchon durch ihre Struktur 
verfichert if[. Will man auf Grund einer deduktiven Theorie eine Definition vom 
Typus (I) annehmen, ohne zu einem Widerfpruch zu kommen, fo foil man vor- 
her den folgenden Satz beweifen: 

(A) (~t x) . ~ (x; b', b" . . . ) :  ( x ' , x " ) : r  . . .) . ~p (x"; b', b" . . . )  . 

If[ der obige Satz bewiefen, fo kann man fogar (I) durch die einfachere 
/iquivalente Formel: 

(B) vp (a ;b ' , b " . . . )  
erfetzen, denn die beiden Bedingungen einer korrekten Definition - -  Wider- 
fpruchsfreiheit und Riick~iberfetzbarkeit m find fchon durch den Satz (A) 
garantiert. 

13) Auf Grund der Bemerkungen von 6) if[ es einleudatend, das rich jene 
aus Konf[ante mit Hilfe der Zeichen yon X nicht definieren liis 
der einzige Satz yon Y, in welchem diefe KonPtante vorkommt, if[ logifch 
beweisbar, alfo wahr ohne Riickficht auf die Bedeutung der in ihm enthaltenen 
fpezififchen Zeichen; man kann alfo behaupten, dab die Bedeutung der be- 
trachteten Konf[ante durch die Satzmenge Y gar nicht bef[immt if[. 

14) Die Einfiihrungsweife der fymbolifchen Ausdriicke ,,X'~R x""  und 

x ' ,  y ' ,  Z '  . . 
,, R " iPc vom Standpunkte der Typentheorie nicht ganz einwand- 

x % y % z "  , . .  

f re i .  Es if[ deshalb zu betonen, dab diefe Symbole nur als Ausdrucksfchemata 
hetrachtet werden follen; bei einer pr~izifen Darf[ellung diefer Betrachtungen wird 
der Gebrauch derartiger Symbole entbehrlich, fo dab alle damit gebundenen 
Schwierigkeiten verfchwinden. 

~5) Das Wort ,,kategorifch" gebrauchen wir in einem anderen, etwas f[~irkeren 
Sinne, als man es bisher beniitzte: friiher verlangte man nur yon der Relation R, 
die in (V) vorkommt, dab fie x ' , y ' , z ' . . ,  entfprechend auf x " , y " , z "  . . .  
abbilde, aber nicht, dab fie gleichzeitig die Klaffe aller Individuen auf rich 

7* 
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felbl'r abbilde. Die im iiblichen (V e b I e n fchen) Sinne kategorifchen Satzmengen 
kann man i n t e r n  k a t e g o r i f d a ,  die im neuen Sinne m a b f o l u t  k a t e -  
g o r i f ch nennen. Die Axiomenfyffeme verfchiedener deduktiven Theorien fred 
meiffenteils intern und nidat abfolut kategorifd~; es iff aber leidlt, fie abfolut 
kategorifch zu machen, indem man z. B. zu dem Axiomenfyf~em der Geometrie 
einen einzigen Satz hinzufiigt, der befagt, dal~ jedes Individuum ein Punkt if~ 
(oder allgemeiner die Anzahl derjenigen Individuen beftimmt, die keine Punkte 
find). Es wird fp~iter klar rein, was uns zu folcher Modifikation des Kategori- 
zit~itsbegriffes veranlal]te (vgl. i0)). Es fei noeh bemerkt, das der Begriff der 
Kategorizit~it, den wit verwenden, zu den a-Begriffen im Sinne yon R. C a r n a p  
vgl. Die logifche Syntax der Spracbe, pp. I23 und ff.) geh6rt; man kann aber 
auch den entfpredaenden f-Begriff deflnleren. 

16) Man kann wiederum zwei Bedeutungen des Wortes ,,monotransformabel" 
- -  die i n t e r n e  und die a b f o l u t e  M o n o t r a n s f o r m a b i l i t ~ t  - -  
unterfdaeiden; hier wird das Wort immer in der zweiten Bedeutung gebraucht 
(vgl. 15)). 

17) Das ift nur dann exakt, wenn die betradateten Axiomenfyf~eme einen Sat'z 
enthalten, demgem~s jedes Individuum eine Zahl it~ (vgl. as)). 

is) Vgl. Is) und die zugehSrige Text~lle. 

19) Wenn wir die Worte ,,kategorifch" und ,,monotransformabel" im intemen 
Sinne gebraudaen wollten (vgl. Is) und le)), fo wiirde der Satz 4 in der obigen 
Formullerung falfch rein. Damlt der Satz giiltig bleibe, mii~te man die Defini- 
tion der Vollf~indigkeit einer Modifikation (Abfdaw~idaung) unterziehen ~ und 
zwar die a b f o l u t e  durch die i n t e r n e  V o l l t $ ~ i n d i g k e i t  oder die 
V o l l t ~ i n d i g k e i t  in  b e z u g  a u f  d i e  i n t e r n e n  B e g r i f f e  erfetzen; 
zu diefem Zwecke miit~te man noeh vorher aufkl~iren, was der Ausdruck 
,,interner Begriff (in bezug auf elne gegebene Satzmenge)" bedeutet. Das alles 
wiirde unfere Betrachtungen ziemlida l~ark komplizieren. 

Louis Rougier  (Beson~;on -- Le Coire), La Scolastique et la Logique; 

Le m o u v e m e n t  n~o-scolast ique,  l ' a d o p t i o n  p a r  le SairLt-Si~ge du 
T h o m i s m e  c o m m e  phi losophic  off iciel le  de l 'Eglise romaine ,  
l 'ob l iga t ion  fa i te  p a r  le Nouveau Code de Droit Canon ~ t o u s l e s  
professeurs  qui enseignent  au n o m  de l 'Eglise , ,d ' exposer  toutes  les 
mati~res  de leur  cours  su ivan t  la  doc t r ine  et  les pr inc ipes  du Doc -  
teur  Ang~l ique"  on t  donn~ un regain  d 'actual i tA ~ la Scolast ique et  
tou t  par t icu l i~rement  au  T h o m i s m e ,  06  cer tains  v o u d r a i e n t  vo i r  la  
perennis philosophia, la  phi losophic  &ernel le  de l ' espr i t  humain .  

Que  do i t -on  penser  de cet te p r&en t ion?  I1 est  dif f ic i le  de ne pas  
pr6sumer  que c 'est  un singulier  anad l ron i sme  phi losophique,  puisque 
cela rev ient  ~ nier  tou t  l ' a p p o r t  de la  pens~e ph i losophique  depuis 
le X I I I  e si~cle: l 'Ockamisme ,  l ' emp i r i sme  anglais ,  l 'Encyclop~die ,  
le Pos i t iv isme franr le p r a g m a t i s m e  anglo-saxon ,  l ' empi r i sme  


