
OTTO B A C H M A N N  

Z U R  S P I E G E L U N G S G E O M E T R I S C H E N  

B E G R O N D U N G  VON G E O M E T R I E N  

Ffir die absolute Geometric mit den drei ldassischen Spezialf~llen, der 
ebenen euklidischen, hyperbolischen und elliptischen Geometric (vgl. 
Bachmann [1]), sind bekanntlich die Dreispiegelungss~tze von grundlegender 
Bedeutung. Auch in der neulich untersuchten Hjelmslev-Geometrie (und damit 
auch in der Minkowski-Geometrie) sind die Dreispiegelungss~ttze erffillt. 
Dabei ergibt sich die Hjelmslev-Geometrie aus der ebcnen absoluten 
Geometric dadurch, dass Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden 
durch die schw~tchere Forderung der Existenz und Eindeutigkeit der 
Senkrechten ersetzt werden. Minkowski-Geometrien sind Hjelmslev- 
Geometrien mit unverbindbaren Punkten und ohne Doppelinzidenzen. Es 
zeigt sich nun, dass in vielen der euklidischen Geometrie nahestehenden 
Geometrien - z.B. in den Moufangebenen und Fastk6rperebenen - zwar 
Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden gew~ihrleistet sind, aber 
anstelle des Dreispiegelungssatzes 

(1) Aus a, b, e[P folgt abe 6 

lediglioh der 'schwache Dreispiegelungssatz' 

Sp Aus a, b, c[P und abe involutorisch folgt abc ~ 

saint Umkchrung (diese stimmt mit der Umkehrung yon (1) fiberein) 

USp Aus a, b]P, a # b und abe ~ ~ folgt c]P 

erffillt ist. In den den FastkSrperebenen nahestehenden Semi-Bol-Ebenen 
(vgl. Burn [3], Kallaher [6]) gilt im allgemeinen Sp nicht mehr, wohl aber der 
schw/ichere Satz fiber die 'Existenz der Senkrechten' 

L Zu P, g gibt es stets ein h mit hiP und hlg. 

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Untersuchung der Gruppen und 
Geometrien, deren Axiomensystem aus demjenigen der ebenen absoluten 
Geometric dadurch hervorgeht, dass anstelle des Dreispiegelungsaxioms (1) 
L oder Sp gefordert wird. USp ist dann erffillt (vgl. (18)). 

Wird L verlangt, sprechen wir yon der ebenen semiabsoluten Geometric; 
die den semiabsoluten Bewegungsgruppen zugeordneten Gruppenebenen 
werden semiabsolute Ebenen genannt. Im 1. Kapitel werden sp/iter benStigte 
S/itze aus der ebenen semiabsoluten Geometrie zusammengestellt. Der 
Begriff der Hjelmslevschen Halbdrehung liisst sich (auch bei Voraussetzung 
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von St-) nicht mehr anwenden. Die semiabsoluten Ebenen lassen rich im 
allgemcinen denn auch nicht in sinnvoller Weise in projektive Ebenen 
einbetten. In den Kapiteln 2 und 3 wenden wir uns den den drci klassischen 
Spezialf'fillen entsprechenden Geometrien, der euklidischcn, elliptischen und 
hyperbolischen semiabsoluten Geometrie, zu. 

Da in der elliptischen semiabsoluten Geometrie jeder Punkt auch Gerade 
ist, gilt der Dreispiegelungssatz (1); diese Geometric fi~llt also mit der 
eUiptischen Geometric zusammen. 

Jcde cuklidische scmiabsolute Ebene ist eine Translationsebene; f fr  jede 
euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe 6 ist ¢b/Z(eb) isomorph zu cincr 
yon involutorischen Homologien erzeugten Kollineationsgruppe einer 
Translationsebene (Satz 1). Der Stabilisator von ¢b/Z(~) bezfiglich eines 
Punktes der Gruppenebene ist isomorph zu einer von Involutioncn erzeugten 
Untergruppc der Gruppe der linearen Abbildungen des vonder zur Transla- 
tionsebene geh6rigen Kongruenz fiber ihrem Kern gebildeten Vcktorraums 
(Satz 2). Umgekehrt liisst sich nicht jcdc Translationsebene in diescr Weise 
aus einer euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe gewinnen. Fiir einc 
wichtige Klassc yon Translationsebenen ist die Beziehungjedoch kanonisch, 
n~mlich fiir die Klasse der Semi-Bol-Ebcnen (wozu auch die Fastk6rper- und 
Moufangebcnen geh6ren). Besitzt eine euklidische semiabsolutc Bewegungs- 
gruppe ~ ein Lotbiischel L, so dass die Vereinigung L w L l yon L mit dem 
Lotbiischel L ±, das aus allen zu einer (beliebigen) Geraden aus L scnkrcchten 
Gcraden besteht, in ~5 invariant ist, dann ist die Gruppenebene einc Semi- 
Bol-Ebenc und ¢b/Z(~) isomorph zu einer yon involutorischcn Homologien 
crzeugten Kollineationsgruppe dieser Ebene; umgekehrt liisst sich jede 
Semi-Bol-Ebcne aus einer euklidischen scmiabsoluten Bewegungsgruppe mit 
invariantcm L w L" gewinnen (Satz 4). 

Im endlichen Fall liisst sich mehr zeigen: Jedc endlichc semiabsolute 
Bewcgungsgruppe ~ ist euklidisch semiabsolut (Satz 3). Existiert eine in- 
variante Vereinigung L u L ±, dann ist, falls die Gruppcnebcne nicht yon 
quadratischer Ordnung ist, ~/Z(®) isomorph zu einer yon involutorischen 
Homologien crzcugtcn Kollineationsgruppe einer Fastk6rperebene (Satz 6); 
~/Z(~,) ist eine euklidische Sp genfgende semiabsolute Bewegungsgruppe. 

Im hyperbolischen Fall liisst sich mehr zeigen: Jede hyperbolische semi- 
absolute Bewegungsgruppe ist eine hyperbolische Bewegungsgruppe (Satz 7). 

Herrn F. Baehmann und Herrn M. Gerth danke ich ffr  Ihre Anregungen 
bestens. 

1. D E F I N I T I O N E N  UND S,~TZE DER EBENEN 

SEMIABSOLUTEN GEOMETRIE 

Es sci ~ ein aus involutorischen Elemcntcn bestehcndes invariantes 
Erzeugendensystem der Gruppe G. Die Elcmente aus 6 seien mit klcinen 
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lateinisehen Buehstaben, die involutorisehen Produkte zweier Elemente aus 
6 mit grossen lateinisehen Buehstaben bezeiehnet; griechisehe Buehstaben 
bezeiehnen beliebige Elemente aus ~. p]~ bedeute 'das Produkt pg ist involu- 
toriseh', p~ stehe fiir das Element g-lp~. 

Die folgenden Axiome seien erf'tillt: 

E Zu P, Q gibt es ein g mit P, Q]g. Im Falle P # Q ist g eindeutig 
bestimmt. 

L* Aus Pig folgt Pg ~ ~. 
S~ Aus a, b, cld folgt abc ~ ~. 
D ('Axiom vom Dreiseit') Es gibt g, h, j derart, dass glh und weder 

jig nochj[h noch jlgh gilt. 

Das Paar ~, ~ werde semiabsolute Bewegungsgruppe genannt, die 
Elemente aus ~ heissen Bewegungen, die durch das Axiomensystem gelieferte 
Theorie sei als ebene semiabsolute Geometrie bezeichnet. 

Der semiabsoluten Bewegungsgruppe ~, ~ wird durch folgende Kon- 
struktion eine geometrische Struktur, die Gruppenebene, zugeordnet: Die 
Elemente von ~ werden Geraden und die involutorischen Produkte zweier 
Elemente von ~ Punkte der Gruppenebene genannt. Die Gesamtheit der 
Punkte sei mit ~ bezeichnet. Der Punkt A und die Gerade b heissen inzident, 
falls A [b gilt; die Geraden a, b heissen zueinander senkrecht (oder orthogonal, 
i.Z. a .L b), fails a[b gilt. E besagt dann in der Gruppenebene die Existenz und 
Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zweier Punkte. Sg ist der Dreispiege- 
lungssatz fiir drei zu einer Geraden senkrechte Geraden. Die Gruppenebene 
einer semiabsoluten Bewegungsgruppe sei als semiabsolute Ebene bezeichnet. 

Die Invarianz von 6 in ~ hat zur Folge, dass durch 

(2) y*(x) = x', y*(X) = X'  

Automorphismen der Gruppenebene gegeben sind. Sie heissen Bewegungen 
der Gruppenebene, im Falle y = c bzw. y = C Spiegelung der Gruppenebene 
an der Geraden c bzw. Spiegelung der Gruppenebene am Punkt C. Die von 
den Bewegungen (2) gebildete Gruppe ~* wird von dem System ~* der 
Geradenspiegelungen erzeugt. Indem y ~ ~ die Bewegung (2) zugeordnet wird, 
ergibt sich ein Homomorphismus von ~, ~ auf ~*, ~*. Im Gegensatz zur 
ebenen absoluten Geometrie braucht dieser Homomorphismus kein Iso- 
morphismus zu sein. Es gilt offenbar: ~/Z(~) ~= ~*. Wegen Z(~) c~ g2 = 
{1} (vgl. (25)) bildet das Produkt dieses Isomorphismus mit dem kanonischen 
Homomorphismus ~ -~ ~/Z(¢~) ~ bijektiv auf ~* ab. 

Wir werden nun einige Folgerungen aus dem zugrundegelegten Axiomen- 
system angeben. 

(3) (Satz vom Orthogonalensehnitt) Aus Pla, b und alb folgt P = ab, 
und umgekehrt. 
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Beweis vie in [1]. 

L Zu P, g gibt es stets ein h mit h[P und h[g. 

Zum Beweis vgl. [1], p. 37. 

Wird im zugrundegelegten Axiomensystem L anstelle yon L* gefordert, so 
l~sst sich L* beweisen (vgl. etwa Wolff [liD. Die Ersetzung yon L* durch L 
liefert demnach ein ~quivalentes Axiomensystem. 

(4) (Eindeutigkeit des Lotes) Aus P, g[a, b und P ~ g folgt a = b. 

Beweis wie in [1]. 
Aus den angegebenen Folgerungen ergibt rich: Aus dem zugrundegelegten 

Axiomensystem folgt das Axiomensystem des Senkrechtstehens (vgl. hierzu 
Bachmann [2], § 2*). 

Wie in [1] zeigt man: 

(5) Mit einer Geraden inzidieren mindestens 3 verschiedene Punkte. 
Mit jedem Punkt inzidieren mindestens 4 verschiedene Geraden. 

Minimalmodell einer semiabsoluten Ebene ist die affme Ebene fiber GF(3). 
Sp~ter wird sich zeigen, dass als Modell einer semiabsoluten Ebene kleinster 
Ordnung, welche nicht Gruppenebene einer absoluten Bewegungsgruppe ist, 
eine Translationsebene der Ordnung 9 auftritt. 

(6) Die Menge der Punkte und die Menge der Geraden find entweder 
fremd oder gleich. 

Beweis in [2] oder [11]. 
Wird fiir die semiabsolute Bewegungsgruppe zus/itzlich das Axiom der 

elliptischen Geometrie gefordert 

P Es gibt a, b, cmit  abc = 1 

oder gleichwertig 

(7) Es gibt P, g mit P = g, 

so folgt aus (6) und S, die Giiltigkeit des Dreispiegelungssatzes (1): 

(8) Jede elliptische semiabsolute Bewegungsgruppe ist eine elliptische 
Bewegungsgruppe. 

Wir setzen yon nun ab das Axiom 

~ P Es ist stets abc # 1 

voraus, oder gleichwertig, 

(9) Kein Punkt ist eine Gerade. 
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Naeh [2] "oder [11] gilt dann aueh 

(10) .4~B fiir alle Punkte A, B, 

w~hrend aus (4) die ausnahmslose Eindeutigkeit des Lores folgt. Die 
Senkreehte durch P zu g wird mit (P, g) bezeichnet. Man folgert nun weiter 

(11) Die Punktmengen auf zwei beliebigen Geraden sind gleich- 
m~tchtig. 

Beweis. Seien zwei Geraden g, h, g~h gegeben. Von jedem Punkt der 
Geraden g aus f'~illen wir das Lot auf h. Die Fusspunkte sind s~imtliche 
voneinander verschieden, woraus card{P : Plh} >1 card{P : Pig} folgt. Da die 
Rollen von g und h vertauschbar sind, kann die Ungleichung durch eine 
Gleichheit ersetzt werden. Ist glh, so gibt es dank (5) ein l mit llgh, ltg, lth. 
Nach dem soeben Bewiesenen haben g und l sowie I und h gleichviele Punkte. 
Dies gilt daher auch fiir g und h. 

Wie in [I], [2] und [11] beweist man: 

(12) (Eindeutigkeit des Mittelpunktes) Aus A M = A N folgt M = N. 
(13) (Erg~nzung zu Sg) Aus a, b, c]g und abe = d folgt dig. 
(14) (Erg~nzung zu SF) Aus a, b, clP und abc = d folgt diP. 
(15) AbC ist genau dann eine Gerade, wenn es v mit v]A, b, C gibt. 
(16) Abc ist genau dann ein Punkt, falls es v mit viA, b, c gibt. 
(17) (US~: Umkehrung yon S~) Ist abc eine Gerade und gilt a, big und 

a # b, so gilt auch clg. 

Auch die Umkehrung von Sp ist beweisbar: 

(18) (USp: Umkehrung von Sp) Aus a # b und a, hiP und abc = d 
folgt d, clP. 

Beweis (F. Bachmann). Die Voraussetzung in (18) hat P = p~b = pa¢ zur 
Folge. Zusammen mit (12) ergibt sich hieraus nach§  4.1 in [2] (P, d)d = 
(P, c)c, also (P, d)(P, c) = dc = ab. Wegen a # b ist daher (P, d) # (P, c). 
Mit F = (P, c)c = (P, d)d gilt P, El(P, c), (P, d), woraus wegen der Ein- 
deutigkeit der Verbindungsgeraden P = F folgt. Fld, c zieht daher Pld, c 
nach sich. 

Der Reduktionssatz gilt im allgemeinen nicht mehr (damit geht auch die 
fiir Bewegungsgruppen der ebenen absoluten Geometrie typische Eigenschaft 
der 'Zweispiegeligkeit' verloren), man hat lediglich die Ergebnisse (vgl. [1], 
[2] und [ll]) 

(19) 
(20) 

(21) 

(22) 

Jedes Produkt Uv W ist gleich einem Produkt Ab. 
Jedes Produkt aB ist gleich einem Produkt abc mit a, blc und 
umgekehrt. Dasselbe gilt fiir die Produkte Ab. 
Jedes Produkt AB ist gleich einem Produkt ab mit der Bedingung: 
es gibt emi t  a, b]e, und umgekehrt. 
Jede Involution der Form uVw ist ein Punkt. 
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Existieren zu a, b e ~ Elemente ao, a l , . . . ,  a~ e ~ mit ao = a, an = b und 
a~_ 1 ]a~ (i = 1, 2 , . . . ,  n), so sagt man a, b sind dutch eine Lotkette verbindbar. 
Sind je zwei Geraden durch eine Lotkette verbindbar, so ist der Dreispiege- 
lungssatz (1) erfiillt. Dies folgt aus dem Satz 

(23) (~, ~) geniige dem Axiomensystem des Senkrechtstehens und es 
gelte das Axiom ~ P. Sind dannje zwei Elemente aus O durch eine 
Lotkette verbindbar, so ist (~, ~) eine Hjelmslevgruppe (vgl. 
deren Definition in [2], § 1".2). 

Beweis  (M. Gerth). Es ist die Giiltigkeit des Dreispiegelungssatzes nachzu- 
weisen. Seien a, b e ~ beliebig und sei ao = a, al . . . . .  an = b eine a, b 

verbindende Lotkette. Dann ist ab = aoal.a~a2 . . . . .  a~_~a~ mit a~a~+ l e q3. 

Folglich gilt ~2 _q (q3). Nach (19) (zu dessert Beweis geniigt das Axiomen- 
system des Senkrechtstehens) gilt q3q3~ = q ~  und damit dann (q3)~ = ~ .  
Aus ~2 _c (q3) ergibt sich hiermit ~a _ ~ .  Sei nun c, d, elP und cde = Af t  
Es folgt pA = pcaer = p / =  pu,,n/.  Dank (12) (zu dessen Beweis geniigt das 
Axiomensystem des Senkrechtstehens sowie das Axiom ~ P )  folgt A = 
(P , f ) f ,  also c d e =  A f  = (P, f )  ~ ~ .  

Offenbar gilt 

(24) Z(~) r3 ~ = ~ Z(®) n ~ = 

und damit (man beachte (10)) 

(25) Z(~) n e 2 = {1} Z(G) m ~2 = {1}. 

Mittels (25) zeigt man leicht, dass fiir den kanonischen Homomorphismus-  
von ~ auf ®/Z(~b) gilt: 

(26) Aus alb bzw.  g [ e  folgt ~l/~ bzw. g[/3 und umgekehrt. 

Damit gilt 

(27) Mit (~, O) ist auch (~, $)  eine semiabsolute Bewegungsgruppe. 

2. DIE EUKLIDISCHEN SEMIABSOLUTEN BEWEGUNGSGRUPPEN 

In diesem Kapitel behandeln wir die Bewegungsgruppen, welche neben dem 
Axiomensystem aus dem 1. Kapitel noch den beiden folgenden (die eukli- 
dischen Bewegungsgruppen in der absoluten Geometrie kennzeiclmenden) 
Axiomen geniigen: 

R 

V 

(Axiom vom Rechtseit) Es gibt ein Rechtseit, d.h. es gibt a, b, c, d 
mit  a, b[c, d und a # b, c # d. 
(Verbindbarkeitsaxiom) Zu a, b gibt es stets ein S mit S[a, b oder 
ein s mit s [a, b. 
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Solche Bewegungsgruppen seien als euklidische semiabsolute Bewegungs- 
gruppen bezeichnet. 

Noeh ohne Voraussetzung von V gilt ([1], [2], [11], Schiitte [10]) 

(28) 
(29) 

ABC ist stets ein Punkt. 
(Rechtseitsatz) Aus a, blc und aid folgt bid. 

Werden zwei Geraden als lotgleieh oder parallel bezeiehnet, falls sie 
dieselben Lote besitzen, so l~tsst sich der Rechtseitsatz auch wie folgt for- 
mulieren: Zwei Geraden mit einem gemeinsamen Lot sind lotgleieh. Ferner 
hat man 

(30) Zwei parallele Geraden sind gleich oder nichtschneidend. 
(31) (Euklidisches Parallelenaxiom) Zu P, g gibt es genau ein h mit 

P[h und g[lh. 

Die Axiome E, D, V sowie (30) und (31) zeigen: 

(32) Die Gruppenebene einer euklidischen semiabsoluten Bewegungs- 
gruppe ist eine afline Ebene. 

Um die Gruppenebene als Translationsebene nachzuweisen, ist die 
Existenz einer auf der Menge der Punkte transitiven Gruppe yon Translationen 
zu beweisen. Dazu betrachten wir die Abbildungen der Gruppenebene der 
Form 

(33) ~ ~ ~ab mit allb. 

Diese Abbildungen sind bijektiv und bilden Geraden auf Geraden ab. Sie 
haben im Falle a # b keine Fixpunkte" Gem~ss (21) gibt es Punkte A, B, so 
dass ~ab = ~AB ffir alle ~ E ~ gilt. W~re nun fiir ein P pAB = p, SO h~tte man 
naeh (12) A = Bund damit ~ab = ~fiir alle ~ ~ ~; insbesondere a ~b = a ~ = a, 
also alb, im Widerspruch zu allb. Ist g eine beliebige Gerade und h = (A, g), 
so hat man der Reihe nach h]g; hAlga; hlgA; gllg ,4. Daher gilt aueh gAllg'4a 
und damit dann gllg A~. Die Abbildungen (33) sind hiermit als Translationen 
der atfmen Ebene nachgewiesen. 

Dank (21) und (28) bilden die Translationen eine abelsche Untergruppe der 
Bewegungsgruppe; infolge (AB)6 = A~B 6 ist diese Untergruppe sogar ein 
Normalteiler. 

Seien nun zwei verschiedene Punkte P, Q gegeben. Wie in [1] § 12.2. 
Satz 4 kann 

(34) In einer euklidischen semiabsoluten Ebene haben zwei Punkte stets 
einen Mittelpunkt 

bewiesen werden. Sei M der Mittelpunkt von P, Q : peu = pM = Q. Dank 
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(21) existiert also eine Translation, die P in Q iiberfiihrt. Die Gruppe der 
Translationen ist somit transitiv. 

(35) Die Gruppenebene einer euklidischen semiabsoluten Bewegungs- 
gruppe ist eine Translationsebene. 

Werden die Gruppenelemente ab mit allb als Translationen der Bewegungs- 
gruppe bezeichnet, so gilt in Analogie zu den metrisch-euklidischen Bewe- 
gungsgruppen. 

(36) In einer euklidisehen semiabsoluten Bewegungsgruppe ~ bilden 
die Translationen einen abelsehen Normalteiler ~. Ist ~o die 
Untergruppe, welehe yon den Geraden durch einen festen Punkt 
O erzeugt wird, so ist ~ = ®o~:. 

Es ist lediglich noch die zweite H~lfte der Behauptung zu beweisen: Es ist 
fiir a ~ ~ a = ao(aoa)~ ®o~ (uo bezeichne fiir eine beliebige Gerade u die 
Parallele durch O). Ist schon bewiesen, dass a la2 . . ,  a,_ 1 = ~oz mit ao e Go, 
~- e ~:, gilt, so ergibt sieh 

axa2. . ,  a,~_la,~ = O~o~'a,~ = t~oa,~o(a, omno)(anoa,~) 
= 

Die Translationsebene hat folgende Eigensehaften: Die Zuordnung 
a n oJ ~ b n oJ mit b _1_ a und mit oJ als uneigentlieher Geraden der Transla- 
tionsebene ist eine fixpunktfreie Involution auf der Menge der Punkte von oJ, 
die sogenannte Reehtwinkelinvolution ft. 

Fiir jedes a ist die Abbildung a* mit a*(x) = x a, a*(X)  = X ~ eine involu- 
torisehe Homologie der Gruppenebene mit der Achse a und dem Zentrum 
ff(a n o~). Naeh Burn [4] gestattet die Translationsebene dann keine involu- 
torische Elation. Jeder zugeh6rige QuasikSrper ist daher yon Charak- 
teristik # 2. 

(37) Jede Bewegung ~,*~ ~* l~sst die Reehtwinkelinvolution $ in- 
variant, d.h.: Bezeichnet ~,* die durch ~,* auf oJ induzierte 
Abbildung, so gilt y*$ = 4~'*. 

Beweis. Aus alb folgt a' lb '  fiir jedes ~, ~ ~. 
Um weitere Eigenschaften der Translationsebene zu finden, fiihren wir den 

QuasikSrper (C~, + ,  ) beziiglich eines Punktequadrupels O, E, U, V mit 
U, V E oJ und V = $(U) ein (vgl. Pickert [9]). Fiir beliebiges m ~ C~ sei Ym 
die eindeutig bestimmte involutorische Homologie mit Zentrum (m) e o und 
Achse O$(m). Dann ist (vgl. Dembowski [5], p. 120) Y, cm~'= eine involu- 
torische (O, o~)-Kollineation; die zugehSrige Punkteabbildung ist daher 
gegeben durch 

(38) '~,(ra)'}tm(dg, q) = ( - p ,  --q) (p, q E O). 
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Sei fiir ein m ~ 0 y,,(V) = (a). Das Bild 7re(P, q) liegt einerseits auf  der 
Geraden mit der Gleichung y = x m  + q - p m  (da (m) Zentrum von ym ist) 
und andererseits auf  der Bildgeraden der Geraden mit der Gleichung x = p;  
diese hat die Gleiehung y = x a  + p ~ ( m )  - pa:  

(39) y,,(p, q) = (x, y)  mit x a  + p ~ ( m )  - p a  = x m  + q - p m  = y.  

Kombination von (38) und (39) ergibt 

(40) - p a  + x m  - x a  = - p ~ ( m )  + y - x ¢ ( m )  = - q .  

Die Addition der Gleiehungen in (39) und (40) liefert (man beaehte, dass 
- 1 und 2 im Kern yon O liegen) 

(41) 2pa = p m  + pq~(m). 

Mit p = 1 erh[dt man 

(42) m + if(m) = 2a, d.h. (2-1(m + ¢(m))) = yrn(V). 

(41) und (42) fiihren zu 

(43) 2p(m + q~(m)) = p 2 m  + p2~(m) fiir alle m, p ~ Q, m ~ 0. 

Wir fiihren nun den Quasik6rper O* der Translationsebene bezfigliche 
O, E, 1I, U mit derselben Koordinatenmenge O W (W = U V  n O E )  ein. Da 
im (U, V, W)-Gewebe die Bolsche W-Bedingung fiir O erfiillt ist, stimmen 
die Addition in Q und in Q* iiberein (vgl. [9], p. 53). Die Gerade mit der 
Steigung r beziiglich Q enth~tlt den Punkt (r - t ,  1) (r -1 bezeichnet das Element 
mit r - l r  = 1 in Q), hat also beziiglich Q* die Steigung r - L  Da nach (37) die 
Abbildung y,, mit Zentrum (m) und Achse O¢(m)  (beziiglich Q) den Punkt 
U in if(a) (beziiglich Q) iiberfiihrt, gilt nach (42) 

(44) m-1 + (~b(m))-i = 2(~(a))-1 (a, m E a - {0}). 

(42) und (44) zusammen liefern 

(45) 2-1(m -x + ~b(m) -1) = ($(2-~(m + $(m)))) -1 (in ~ Q - {0)). 

Die Abbildungen ym aus (39) lassen sieh iibersichtlicher sehreiben: Aus 
2va = vm + vg~(m) folgt fiir beliebige u, v e O die Beziehung 

(u - v)a + (u + v)c~(m) - (u + v)a 

= (u - v )m + uc~(m) + vm - (u + v)m = uck(m) - vm.  

(39) hat daher 

(46) y,a(u + v, uck(m ) + vm)  = (u - v, u~(m)  - vm) 

(u , v ,  m E O ,  m --/: O) 

zur Folge. Damit ist der folgende Satz bewiesen: 
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SATZ 1. Zu jeder euktidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe ¢9 existieren 
ein Quasiki~rper C~ yon Charakteristik ~ 2 und eine fixpunktfreie, (43) und (45) 
genftgende Involution 4': • - {0} ~ Q - {0}, so dass die Rechtwinkelinvolution 

dutch if(s) = (~'(s)), ~(U) = V gegeben ist und so dass der Stabilisator yon 
eb/Z(~b) ~ ~* bezi~glich des Punktes 0 isomorph ist zu der von den involu- 
torischen Homologien ym, welche fi~r m ~ 0 die Gleichung (46) erJ~llen, 
erzeugten Kollineationsgruppe der zu Q geh6renden Translationsebene. 

Sei ~:, ~ die der Translationsebene zugeordnete Kongruenz und ~(~:) 
ihr Kern. • ist Vektorraum fiber R(~:), jede Komponente aus ~ ist ein 
Unterraum. Der bekannte Zusammenhang zwischen Translationsebenen 
und Kongruenzen liefert zusammen mit den S~itzen 8 und 11 aus [9] § 8.3 und 
Satz 1 den folgenden Zusammenhang zwischen euklidischen semiabsoluten 
Bewegungsgruppen und linearen Gruppen" 

SATZ 2. Ist ~ eine euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe, so ist der 
Stabilisator ~* isomorph zu einer Untergruppe der aus kongruenzerhaltenden 
Automorphismen einer Kongruenz ~, ~e" bestehenden Gruppe, welche yon 
involutorischen, je eine Komponente punktweise festlassenden Automorphismen 
erzeugt wird. ~b* ist damit isomorph zu einer yon involutorischen linearen 
Abbildungen erzeugten Untergruppe der Gruppe der linearen Abbildungen des 
Vektorraums • fiber ~(~). 

Im endlichen Fall kann in Satz 1 das Wort '  euldidiseh' weggelassen werden. 
Dies folgt aus 

SATZ 3. In endlichen semiabsoluten Bewegungsgruppen sind die Axiome R 
und V er3~llt. 

Beweis. Sei ~ eine endliche semiabsolute Bewegungsgruppe. Nach (8) und 
[1] § 6, 12 ist ~ nicht elliptisch semiabsolut. Wir k6nnen daher ~ P und damit 
die eindetttige Existenz von Loten voraussetzen. Seien g, h, j Eeb mit glh, 
hi j, g ~ j. Nach (11) haben g, h , j  gleieh viele Punkte. Wir errichten in einem 
auf g gelegenen Punkt ~ gh das Lot k und fiillen von jedem Punkt auf j  das 
Lot auf k. W~ireffk, so h~ttten verschiedene Punkte von j verschiedene Lote, 
und durchjeden Punkt von k ginge ein solches Lot. Wegen gl k miisste g ein 
solches Lot sein und damit einen Punkt Q vonj  enthalten. Von Q aus wiirden 
also auf h zwei Lote g , j  existieren, was nicht sein kann. Folglich gilt g, jl h, k 
und g # j,  h ~ k. Nach (29) ist der Reehtseitsatz erfiillt. 

Zum Naehweis yon V seien g, h zwei Geraden ohne gemeinsames Lot, M 
ein Punkt auf h und m das Lot auf h in M. Jedem Punkt A[g werde d ~  
Lot (.4, m) zugeordnet. Das Urbild von h bei dieser Lotabbildung ist ein 
gemeinsamer Punkt von g und h. 

Die die Umkehrung von Satz 1 ergebenden Bedingungen fiir den Quasi- 
k6rper scheinen recht kompliziert zu sein. In einem wichtigen Spezialfall 
l~tsst sich die Beziehung jedoch kanonisch machen. 
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DEFINITION.  Eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe ist 
eine euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe ~, in der ein Lotbiischel L 
existiert, sodass die Vereinigung L u L ± yon L mit dem Lotbiischel L ±, das aus 
allen zu einer (beliebigen) Geraden aus L senkrechten Geraden besteht, in 
invariant ist. 

Im folgenden sei ~ eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungs- 
gruppe, (A, B) ein Paar (L, k ±) mit der in der Definition angegebenen 
Eigenschaft. Fiir a, a' e A ist a a" E A, fiir a e A, b e B ist a b = a und fiJr 
a e A, c E ~ - (A u B) ist a ~ e 13. Man hat also 

(47) (ac) 4 = 1 fiiraUe a ~ A u B ,  c e ~ -  ( A w B ) .  

Sei die Gruppenebene von ~ bez. O, E, U, V durch den Quasik6rper C~ 
koordinatisiert; hierbei bezeichne U, V die durch A, B bestimmten uneigent- 
lichen Punkte. Ist c ¢ A w B, so gilt a c e B, b c ~ A fiir beliebiges a s A, b s B, 
d.h. zu jeder nicht durch U oder V gehenden Geraden c gibt es eine involu- 
torische Kollineation mit der Achse c, welche U und V vertauscht. Nach Burn 
[3] ist also O ein Bol-Quasik6rper, d.h. ein Quasik6rper, der der folgenden 
Bedingung geniigt: 

(48) x(u(vu)) = ((xu)v)u fiir alle u, v, x E Q. 

Beispiele ftir Bol-Quasik6rper sind die Alternativk6rper und die Fastk6rper. 
Bol-Quasik/Srper, in denen die Moufangidentit~it nicht gilt, sind in [3] 
angegeben. Dort  wird auch gezeigt, dass in jedem Bol-Quasik6rper 

(49) - 1  e Z ( Q  - {0}, , 1) 

und fiir die Rechtwinkelinvolution 

(50) ff((m)) = ( - m )  fiir alle m ~ • - {0} 

gilt. Betrachtet man anstelle von ~ die als ausgezeichnete Involution 
bezeichnete Abbildung ~b mit 

(51) ~ b ( ( m ) ) = ( - m ) = g ~ ( ( m ) )  fiir m s Q - { O } , ~ b ( U ) =  U, f f (V)= V, 

so gilt 

(52) Die ausgezeichnete Involution ist eine hyperbolische projektive 
Involution auf der uneigentlichen Geraden der Gruppenebene. 

Zum Beweis hat man nur zu beachten, dass ~ sich einbetten l~sst in die 
projektive Kollineation mit der Punktabbildung (x, y)  --~ (x, - y )  und dass 
m ~ - m  fiJr m ~ 0 gilt. 
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Mit Hilfe des Quasik6rpers Q lassen sieh die involutorischen Homologien 
(Spiegelungen) wie folgt ausdriicken: 

(53) Spiegelung mit Achse durch {U::(x,y)__>(k(X, y) --~ (x, _k x,y)- y) 

Spiegelung mit Achse 
{(x, y)  : y = xm + k, m v ~ 0}_(x' y) --* ((y - k)m -1, xm + k). 

Damit ist die erste H~ilfte des folgenden Satzes bewiesen: 

SATZ 4. Zu jeder speziellen euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe 
~, ~ gibt es einen Bol-Quasik6rper Q, so class ~*, ~* isomorph ist zu der yon 
den Abbildungen (53) erzeugten Kollineationsgruppe der zu Q geh6renden 
Translationsebene (Semi-Bol-Ebene). Die Rechtwinkelinvolution ist durch (50) 
gegeben und die ausgezeichnete Involution (51) ist hyperbolisch projektiv. Ist 
umgekehrt ein Bol-Quasik6rper gegeben, so ist die yon den Abbildungen (53) 
erzeugte Gruppe eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe, in 
der A und B die Menge der Spiegelungen in (53) mit Achse durch U bzw. 
V sind und deren Rechtwinkelinvolution der Bedingung (50) geni~gt. 

Die im Satz behauptete Umkehrung l~isst sich ohne Sehwierigkeiten 
verifizieren. 

Nach [1] ist die Gruppenebene einer endlichen Bewegungsgruppe der 
ebenen absoluten Geometrie eine pappossche Ebene. Da jeder Fastk6rper 
ein Bol-Quasik6rper und jede Translationsebene der Ordnung ~< 8 pappossch 
ist, ergibt sich daher mit den S~itzen 1, 3 und 4, dass die Fastk6rperebene der 
Ordnung 9 eine semiabsolute Ebene minimaler Ordnung ist, die nicht schon 
als Gruppenebene einer Bewegungsgruppe der ebenen absoluten Geometrie 
auftritt. 

Eine Kongruenz ~, ~ heisse Bol-Kongruenz, falls gilt: Es gibt Komponen- 
ten U, V ~ ~ mit folgender Eigenschaft: Sind fiir i = 1, 2 h~ + u~, h~ + v~ 
mit h~ E H fiJr ein H e ,~g', u~ ~ U, v~ e V, Elemente derselben Kornponente, 
so geh~Sren die beiden Elemente h~ + u~ + v~ zur gleichen Komponente 
(s. Abbildung 1). 

(54) Eine Kongruenz geh6rt genau dann zu einer Semi-Bol-Ebene, 
falls sie eine Bol-Kongruenz ist. 

Beweis. Sei ~, ~ eine Bol-Kongruenz. Zu G ~ ~ - {U, V} und h ~ ~: 
definieren wir die folgende Abbildung 

(55) ~0o+n: ~E--~ ~:, ~a+h(t) = t + u + v m i t t + u , t + v ~ G + h ,  
uEU,  v~V .  

~a+h ist offenbar wohldefiniert. ~oa+h ist involutorisch: Sei cpa+h(t)= 
t + u + vmi t t  + u,t + v c G  + h; dannist ~oa+h(t) - u, ce~+n(t) - vE G + h 
und daher ~0~+~(t) = ~%+n(t) - u - v = t. Als involutorische Abbildung 
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Abb. I. 

ist ~Pe+h bijektiv. 9e+n bildet Nebengruppen von Komponenten auf Neben- 
gruppen von Komponenten ab, d.h. : Zu R e ~ ,  r e • existieren S e ~ ,  s e 
mit 9e+h(R + r)  = S + s: Ffir i = 1,2, 3 sei r, e R  + r und damit r~ + ut, 
r~ + v~ ~ G + h fiir eindeutig bestimmte Elemente u~ e U, v, e V. Sei im Falle 
R ~  G , R + r n G + h = { s } u n d d a m i t G + h =  G + s , R + r = R + s ,  
es folgt nacheinander: r~ - s + u~, r~ - s + v~ ~ G; r~ - s + u~ + v~ ~ S 
ffir eine geeignete Komponente S (gem~iss Definition der Bol-Kongruenz); 
r~ + u~ + v~ e S + s. Ist R = G, so gilt r, + u~ + v~ ~ G + h + h -  r. 

Folglich gibt es stets S ~ ~ ,  s e • mit q~o+h(R + r) _~ S + s. Analog ist 
~0a+h(S + s) _ T + t f/Jr eine geeignete Komponente T und ein geeignetes 
Element t. Es folgt dank dem bereits fiber ~0a+h Bewiesenen: R + r = 
~ + n ( R  + r) c_ ~oa+h( S + s)  ~_ T +  t, also R + r =  T + t  und damit 
weiter ~oa+h(S + s)  = R + r, q~o+h(R + r) = S + s. q~o+h vertauscht U und 
V: Sei ffir ein u ' ~ U ,  u ' + u , u ' + v e G + h  und daher q~a+n(u')= 

u' + u + v. L~tsst man u' die Komponente U durchlaufen, so folgt, da 
u' + u dabei konstant, etwa u' + u = Uo, ist, die Beziehung q~e+h(U) ~- 

V + u0 und mit dem soeben Bewiesenen dann cpa+h(U ) = V + uo. Da 
~oa+h(x) = x ffir jedes x e G + h gilt, hat man bewiesen: Die dutch die 
Kongruenz ~, ~e" gegebene Translationsebene besitzt Punkte U, V auf der 
uneigentlichen Geraden (die den Komponenten U, V entsprechenden 
uneigentlichen Punkte bezeichnen wit ebenfalls mit U, V) und zu jeder 
nicht durch U, V gehenden Geraden eine U, V vertauschende, involutorische 
zentrale Kollineation mit dieser Geraden als Achse. Nach [3] ist daher die 
Ebene eine Semi-Bol-Ebene. 

Sei umgekehrt eine Semi-Bol-Ebene gegeben und sei ~:, aY" die (bis auf 
Isomorphie eindeutig bestimmte) zugeh6rige Kongruenz. Die den aus- 
gezeichneten Punkten U, V der Semi-Bol-Ebene entsprechenden Kom- 
ponenten seien ebenfalls mit U, V bezeichnet, die diesen Komponenten 
zugeordneten Geraden seien O U, O V. Wir wollen die zu einer beliebigen 
Geraden G e a'cg" als Achse gehSrende, U und V vertauschende involutorische 
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Abb. 2. 

Homologie bestimmen: Nach Abbildung 2 ist f i i r t s  ~:, ~a(t )  = t + u + v 
m i t t  + u, t + v e G. Ist nun fiir i = 1, 2, r~ ~ R, r~ + u~, r~ + v~ e G, so 
geh6ren ¢po(r~) = r~ + u~ + vt zur gleichen Komponente.  ~:, ~ ist so als 
Bol-Kongruenz erkannt. 

(56) Die Abbildungen ~a aus (55) sind lineare Abbildungen im 

Vektorraum Z fiber R(~). 

Beweis .  Sei fiJr i = 1, 2, t~ s ~, h + u~, t, + v~ e G und damit fiir a, fle R(~), 
~t~ + fit2 e q~, t~tz + fit2 + (~ui + [3u2), ¢cti + fit2 + (av~ + fly2) e G mit 
¢cu~ + flua e U, ~v~ + [3v2 e V. Es folgt ~g(c~t~ + [3t2) = at~ + fit2 + ~u~ + 
~u2 + avl  + [3v2 = a( t l  + ul + vx) + ~(t2 + u= + v2) = ~xpa(t~) + ~ a ( t . , ) .  

U m  die ausgezeichnete Involution in der Bol-Kongruenz zu bestimmen, 
zeigen wit zun~ichst, dass ~ o(H) = H gilt, falls u e U, v e V mit u + v ~ G, 
u - v ~ H, u # 0 # v existieren. Ist n~mlich u + v ~ G, u - v ~ H, u # 0 ~ v, 
so folgt nacheinander: ~o(u) = u + ( - u  + v) (nach (55)), = v ;  rp~(v - u) = 
~a(~a(u) - u) = ~](u)  - ~a(u) = u - v; rpo(H) = H (da ~ ( H )  eine Kom-  
ponente ist). Da  ~ als nichtidentische Homologie ausser G und H keine 

Komponente  fest l[isst, ist die durch 

(57) Sei X(G) = H genau dann, falls u E U, v e V, u v ~ 0 ~ v, mit 
u + v s G, u - v s H existieren (G, H s :~ff) 

definierte Abbildung X: ~---> X wohldefiniert; die Komponenten U, Vsind 
offenbar beziiglich X isotrop: x ( U )  = U, x ( V )  = V. Nach dem Erw~hnten 
gilt nun 

(58) Die durch X auf  der uneigentliehen Geraden induzierte Involution 
stimmt mit der ausgezeichneten Involution iiberein. 

Beriicksichtigt man noch, dass durch 

(59) ~ + v . ( t )  = 2v'  - v + u'~ m i t t  
~w+=,(t) 2u' u + vJ = u +  v u n d u ,  u ' ~ U ; v , v ' E V  
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involutorische Homologien der Semi-Bol-Ebene mit U + v' bzw. V + u' als 
Aehse und den durch V bzw. U auf der uneigentliehen Geraden bestimmten 
Punkten als Zentren gegeben sind, so hat man die erste H~lfte des folgenden 
Satzes bewiesen: 

SATZ 5. Zu jeder speziellen euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe 
eb, ~ gibt es eine Bol-Kongruenz ~, ~ ,  so <lass ~b*, 6" isomorph ist zu der yon 
den Abbildungen aus (55) und (59) erzeugten Gruppe kongruenzerhaltender 
Abbildungen yon • und der Stabilisator eb* eines Punktes P isomorph ist zu 
tier yon den lnvolutionen ~o (G E aY') erzeugten Untergruppe der linearen 
Gruppe des Vektorraums ~E Ober ~( ~), und so dass die der Rechtwinkelinvolution 
yon G zugeordnete ausgezeichnete Involution mit der Involution aus (57) gem~tss 
(58) zusammenh~ngt. Umgekehrt erzeugen bei gegebener Bol-Kongruenz die 
Abbildungen (55) und (59) eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungs- 
gruppe, deren Mengen A und B durch die Abbildungen ~tr+t bzw. ~v +t (t ~ q£) 
aus (59) gegeben sind und deren Rechtwinkelinvolution durch die aus (57) und 
(58) sich ergebende ausgezeichnete Involution bestimmt ist. 

Die Umkehrung ergibt sich aus der Umkehrung in Satz 4, aus dem unter 
(54) Bewiesenen und aus (57) und (58). Mit Hilfe yon Satz 4 verifiziert man 
leieht die Aussage 

(60) Ist ~5 eine spezielle euklidisehe semiabsolute Bewegungsgruppe 
und ist in ®* der schwache Dreispiegelungssatz Sp erfiillt, so gilt 
in dem ~5 zugeordneten Bol-Quasik6rper die folgende Ver- 
sch~irfung des Bolschen Gesetzes (' starke Bolbedingung') 

Aus((XA)B)C = ((XC)B)A fiir alle X ~ Q folgt 
((XA)B)C = X((AB)C) fiir alle X ~ C~. 

Ist umgekehrt in einem Quasikfrper von Charakteristik # 2 diese 
Bedingung erfiillt, so ist die durch die Abbildungen (53) erzeugte 
Kollineationsgruppe der zugeh6rigen Translationsebene eine 
spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe, fiir die 
Sp gilt. 

In jedem Fastk6rper ist die starke Bolbedingung trivialerweise erfiillt; ihre 
Giiltigkeit in jedem Alternativk6rper kann durch eine leichte Rechnung 
bestitigt werden. Dies ergibt 

(61) Liegt ein planarer Fastk6rper oder ein Alternativk6rper von 
Charakteristik # 2 vor, so sind die durch die Abbildungen (53) 
erzeugten Kollineationsgruppen der zugeh6rigen Ebenen spezielle 
euklidisehe semiabsolute Bewegungsgruppen, in denen Sp erfiillt 
ist. 

Im endliehen Fall lisst sieh Satz 4 wesentlich versch~rfen: 
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SATZ 6. Ist die Anzahl der Punkte auf  einer Geraden einer endlichen speziellen 
euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe ~9 kein Quadrat, so gibt es einen 
FastkSrper ~, so dass ~* isomorph ist zu ZII~,  wobei II = {,r, e} mit ,r(x, y)  = 
(y, x) und e ( x , y ) =  ( x , - y ) ,  • die Gruppe der Translationen (x,y)--~ 
(x + a , y  + b), (a, b ~ ~) und Y~ die Gruppe der Abbildungen der Form 
(x, y)  --~ (xrlr2.. . r,, y r~ l r~ ' .  . . r~ 1) (r~ ~ ~ - {0}) ist. 

Beweis. Nach Satz 4 gibt es einen Bol-Quasik6rper ~ endlicher Ordnung, 
so dass ~* isomorph ist zu der yon den Abbildungen (53) erzeugten Gruppe. 
Nach Kallaher und Ostrom [7] ist ~ dank der Voraussetzung fiber die Ordnung 
ein FastkSrper, die Multiplikation in ~ also assoziativ. Jede Abbildung aus 
Y. w II u • liisst sich dann durch Zusammensetzung von Abbildungen (53) 
und jede Abbildung (53) durch Zusammensetzung yon Abbildungen aus 
Y, u II u ~: gewinnen. 

Nach dem im Beweis zu Satz 6 Gesagten ist in jedem endlichen Bol- 
Quasik6rper, dessen Ordnung kein Quadrat ist, die starke Bolbedingung 
erfiillt. Satz 4 und (61) implizieren daher 

(62) Ist in einer endlichen speziellen euklidischen semiabsoluten 
Bewegungsgruppe ~ die Anzahl der Punkte auf einer Geraden 
kein Quadrat, so ist in ~* Se erfiillt. 

3. D I E  H Y P E R B O L I S C H E N  SEMIABSOLUTEN B E W E G U N G S G R U P P E N  

Sei ®, ~ eine semiabsolutc Bewegungsgruppe. 
G c ~ heisst Geradenbiischel, falls a, b E ~ mit ab # 1 und G = G(ab) = 

{x : abx e ~} existieren. 
Ein Geradenbiischcl G = G(ab) heisse spcziclles Gcradenbiischel, falls 

gilt: 

G1 
(32 

Aus u, v e G, u # v, uvz e ~ folgt z e G 
Gilt sla, b ftir kein s E ~, so ist G mit beliebigcm Punkt und 
beliebiger nicht in G liegender Geraden verbindbar. 

a, b seien als Triigergeraden des Biischels G(ab) bezeichnet. Offenbar 
h~mgt G(ab) nur vom Produkt ab ab; ist G(ab) speziell und ab = cd, so ist 
auch G(cd) speziell (vgl. hierzu (69)). Im Gegensatz zur absoluten Geometrie 
k6nnen wegen Fehlens des Transitivitiitsgesetzes nicht mehr zwei beliebige 
Gcraden des Biischels als Triigergeraden gewiihlt werden. In der absoluten 
Geometrie ist jedes Geradenbiischel speziell; die in der folgenden Definition 
auftretende Bedingung B ist daher in der absoluten Geometrie erfiillt. 

Erfiillt jedes Geradenbiischel GI, so gilt der allgemeine Dreispiegelungssatz 
und damit das Transitivitiitsgesctz: Aus a, b, clP folgt niimlich (Pb)bc = 
Pc e ~ und Pb ~ G(ab) und hieraus dank G1 c ~ G(ab), also abc E ~. 
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DEFINITION. Eine hyperbolische semiabsolute Bewegungsgruppe ist eine 
semiabsolute Bewegungsgruppe, in der folgende Axiome gelten: 

H (Hyperbolisches Axiom) Durch einen gegebenen Punkt gibt es 
h6chstens zwei Geraden, welche mit einer gegebenen Geraden 
unverbindbar sind. 

~ V  (Negation des Verbindbarkeitsaxioms) Es gibt unverbindbare 
Geraden. 

B Je zwei Geraden geh6ren einem speziellen Bfischel an. 

Wir ziehen einige spater ben6tigte Folgerungen. Ein Gl erffillendes Bfischel 
bezeichnen wir oft auch kurz als G1-Bfischel. 

(63) G(ab) = G(ba) 

Beweis.  Es sind gleichwertig: abx  e ~ ,  xb a  e ~ ,  ba(xba)ab = b a r  e ~ .  

(64) Ist G1 ein G1-Biischel und gilt Gt - G2, so ist G~ = G2. 

Beweis.  Sei G1 = Gl(ab), G2 = G2(cd). Wegen a, b e G2 gilt cda = a', 

cdb = b', also baa' = b' ; a' e G~ nach G1. Aus d a d  = c folgt d e  G1 nach 
G1. Analog: c e Gx. Folglieh ist Ga - Gx und damit Ga = Gt. 

(65) Zwei G1-Biisehel haben h6chstens eine Gerade gemein. 

Beweis.  Sei G~ = Gl(ab), G2 = G2(cd) und g, h e Gt n G2, abg = g',  

abh = h', cdg = g ", cdh = h". Es folgt g" gh = h" und damit g" e Gt; g " g d  = c, 

also c, d e  G~ und damit G2 - G1, also nach (64) G1 = G2. 

(66) Die Gesamtheit der Geraden durch einen Punkt P bildet ein 
spezielles Biischel G(P). 

Beweis.  Sei P = ab und ~e = { x : x l P } .  x e ff, e ist mit P x  = abx  e 

gleichwertig: ®e ist ein Geradenbiisehel. Aus u, v e Ge, u # v, uvz e ~ folgt 
nach USe (vgi. (18)) Plz ,  also z e ®e: G1 ist erfiillt. (32 ist eine Folge von E 
und L. 

(67) Gilt a, b[c, a # b, so ist das Biischel G(ab) speziell; es besteht 
aus alien zu c orthogonalen Geraden. 

Beweis.  Sei 0 = {s e ~ : sic} und sei x,  u, v e eg, u # v, uvz e ~ .  Dann ist 
abx  e ~ nach S, und z e 0 nach USg (vgi. (17)). Folgiich ist 0 = G(ab) und 
G(ab) speziell. 

Ein Biischel der Form G(P) heisse eigentlich. 

(68) Jedes Biischel G(ab) ist entweder eigentlich oder keine zwei 
Geraden aus G(ab) haben einen gemeinsamen Punkt. 

Beweis.  Sei x,  y e G(ab), x # y ;  P]x ,  y ; abx  = c, aby = d. y x c  = 

ybaabxc  = yba  = d und USe haben c]P zur Folge, woraus mit a = cxb 
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dann blP folgt; hieraus ergibt sich nach (14) a = cxblP. Ist nun g e G(ab) 
und damit abg ~ ~, so gilt nach USe g[P, also G(ab) _ G(P). Nach (64) ist 
dann G(ab) = G(P). 

(69) Ist G ein spezielles Biischel, so tritt einer der folgenden 3 F~ille ein: 
1. Gis t  eigentlich 
2. Gist ein Lotbiischel (d.h. G besteht aus allen zu einer gegebenen 

Geraden senkrechten Geraden) 
3. Keine zwei Geraden aus G haben einen Punkt oder ein Lot 

gemeinsam. 
Umgekehrt ist jedes eigentliche Biischel und jedes Lotbiischel 
speziell. 

Beweis. Zu zeigen bleibt noch: Haben zwei Geraden c, d eines speziellen 
Biischels G(ab) ein Lot g gemeinsam, dann ist G(ab) ein Lotbiischel. Es gilt 
G(cd) _ G(ab); nach (67) ist G(cd) ein spezielles Biischel, das aus allen zu 
g orthogonalen Geraden besteht. (64) liefert nun die Behauptung. 

Ein spezielles Biischel der Klasse 3. sei wie in der hyperbolischen Geometrie 
als Ende bezeichnet. 

(70) G(ab) 6 = G(a~b e) fiir jedes 3 e ~5. Mit G(ab) ist auch G(ab) ~ ein 
spezielles Biischel. 

Beweis. Es sind gleichwertig: x e G(ab)n; x ~e-1) e G(ab); abx <6-1) s ~ ;  
aeb6x ~ ~ ;  x ~ G(aeb6). Folglich ist G(ab) e ein Biischel mit G(ab) ~ = G(aebn). 

Gilt cla, b ffir ein c e ~, so auch cnla e, b e und die zweite Behauptung in (70) 
folgt aus (67) und (9). Sei nun cla, b fiir kein c e ~ und G(ab) als speziell 
vorausgesetzt. Aus u, v s G(ab) n, u ~ v, uvz ~ ~ folgt: u 6-~, v n-1E G(ab) 
und ue-~ve-~z 6-1 = (uvz) e-~ ~ ~ ,  z ~-~ e G(ab), z ~ G(ab) e. Zu P, l gibt es 
g, h ~ G(ab) mit Pe- ' lg ,  le-~l h. Dann ist Pig  ~, II he, ge, h e e G(ab) und damit 
G(ab) 6 als speziell erkannt. 

(71) Ist G(ab) ein spezielles Biischel und gilt G(ab) c = G(ab), dann ist 
c e G(ab) oder c[a, b. Umgekehrt folgt fiir ein spezielles Biischel 
G(ab) aus c e G(ab) oder cla, b die Beziehung G(ab) c = G(ab). 

Beweis. Sei G(ab) c = G(ab) und etwa cta, also c = a E G(ab) oder a c ¢ a. 
Ist a c ~ a, so ist wegen a, ace  G(ab) und wegen aCac = caC~ ~ nach G1 
c ~ G(ab). 

Ist c[a, b, dann auch cl ac, b c. Nach (67) sind die Biischel G(ab) und G(aCb c) 
identisch. Sei c e G(ab). Nach (70) ist G(ab) c =  G(a~b~). Wegen abc ~ ¢ ,  
a~bCc = ( a b c )  ab ~ ~ ,  ab(bac) = c ~ ¢ ,  aCbC(bac) = c bac E ¢ ist c, bac ~ G(ab) c~ 
G(ab) ~, woraus nach (65) G(ab) = G(ab) c folgt. 

(72) Eine Gerade gehSrt entweder keinem oder genau zwei Enden an. 

Beweis. Sei G(ab) ein Ende und sei g e G(ab). Ffir hlg folgt aus abg ~ 
h-~abgh = h-~abhg ~ ~ und daraus g ~ G(ahbn). Mit G(ab) ist offenbar auch 
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G(a~b ~) ein Ende. G(anb ~) # G(ab), nach (70) und (71). Sei nun G ein von 
G(ab) und G(aab h) verschiedenes Ende mit g E G und sei P ein Punkt mit 
P~g. Nach G2 gibt es gl E G(ab), g2 s G(ahbn), ga e G mit PIgl,  g2, ga. Da 
gz, g2, ga mit g unverbindbar sind, liegt ein Widerspruch zu H vor. 

(73) Je zwei Enden haben eine gemeinsame Gerade. 

Beweis. Seien G(ab), G(cd) Enden und sei c, d ¢ G(ab). Nach G2 existieren 
u, v ~ G(cd) mit u[a, vib. Sei h die Verbindungsgerade von ua mit vb und sei 
f ~  G(ab) mit f l h .  Dann ist bfa = (abf)=~ ~ und bfa ~ G(ab). Nach dem 
Lotensatz (dieser liisst sich wie in [1] beweisen) gilt ufv e ~ und damit 
vufvv = vu f  E ~,  a l s o f e  G(cd). 

(74) Sind A, B verschiedene Enden mit der Verbindungsgeraden v, 
so gilt A v = B fiir y s ~ u ~ genau dann, wenn ylv erfiillt ist. 

Beweis. Ist v ~ A, B, y ~ ~ u ~,  ylv, so y ¢ A, B, also nach (71) im Falle 
y ~  A v # A. Ist yeq3,  also 9' = vw fiir ein w[v, so ist nach (71) A ~ = 
A ~w = A ~' # A. (72) und v r = v ~ A n A r ziehen daher B = A v nach sich. 
Ist umgekehrt ffir ein y ~ ~ u q3 A y = B erfiillt, so ist v v ~ A y n B y = B c~ A 
und deshalb v v = v, also v[v. 

Das Hauptergebnis ergibt sich nach M. Gerth nun wie folgt: 

(75) Zwei beliebige Geraden a, b sind durch eine Lotkette verbindbar. 

Beweis. O.E.d.A. sei a # b. 
Gibt es ein Ende U mit a, b ~ U, so seien V, W die nach (72) existierenden 

Enden # U mit a e V, b e W. Sei C ein beliebiger Punkt auf der Verbindungs- 
geraden yon V, W. (74) hat dann U (c'b)c = W c = V, also a[(C, b)Czur  Folge. 
Wegen (C, b)C[(C, b), (C, b)lb sind somit a, b durch eine Lotkette verbindbar. 
Geh6ren a, b keinem Ende an, so gibt es nach G2 Lote c, d yon einem nach 
,,~V existierenden Ende U auf a bzw. b. Nach dem soeben Bewiesenen sind 
a, b durch eine Lotkette verbindbar. 

Auf  Grund yon (23) schliesst man nun auf 

SATZ 7. Ist  (~, ~i) eine hyperbolische semiabsolute Bewegungsgruppe, so ist 
(~b, ~ )  eine hyperbolische Bewegungsgruppe. 
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