OTTO BACHMANN

ZUR SPIEGELUNGSGEOMETRISCHEN
BEGRUNDUNG VON GEOMETRIEN

Fiir die absolute Geometric mit den drei klassischen Spezialfillen, der
ebenen euklidischen, hyperbolischen und elliptischen Geometrie (vgl,
Bachmann [1]), sind bekanntlich die Dreispiegelungssétze von grundlegender
Bedeutung. Auch in der neulich untersuchten Hjelmslev-Geometrie (und damit
auch in der Minkowski-Geometrie) sind die Dreispiegelungssitze erfiillt.
Dabei ergibt sich die Hjelmslev-Geometrie aus der ebenen absoluten
Geometrie dadurch, dass Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden
durch die schwichere Forderung der Existenz und Eindeutigkeit der
Senkrechten ersetzt werden. Minkowski-Geometrien sind Hjelmslev-
Geometrien mit unverbindbaren Punkten und ohne Doppelinzidenzen. Es
zeigt sich nun, dass in vielen der euklidischen Geometric nahestehenden
Geometrien — z.B. in den Moufangebenen und Fastkorperebenen — zwar
Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden gewihrleistet sind, aber
anstelle des Dreispiegelungssatzes

(D Aus g, b, ¢|P folgt abc e &

lediglich der ‘schwache Dreispiegelungssatz®
Se Aus a, b, c|P und abe involutorisch folgt abce &

samt Umkehrung (diese stimmt mit der Umkehrung von (1) iiberein)
US; Aus a, b|P, a # b und abc € & folgt c|P

crfiillt ist. In den den Fastkdrperebenen nahestehenden Semi-Bol-Ebenen
(vgl. Burn [3], Kallaher [6]) gilt im aligemeinen S; nicht mehr, wohl aber der
schwichere Satz iiber dic * Existenz der Senkrechten’

L Zu P, g gibt es stets ein h mit 4| P und Alg.

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Untersuchung der Gruppen und
Geometrien, deren Axiomensystem aus demjenigen der ebenen absoluten
Geometrie dadurch hervorgeht, dass anstelle des Dreispiegelungsaxioms (1)
L oder Sy gefordert wird. US, ist dann erfiillt (vgl. (18)).

Wird L verlangt, sprechen wir von der ebenen semiabsoluten Geometrie;
die den semiabsoluten Bewegungsgruppen zugeordneten Gruppenebenen
werden semiabsolute Ebenen genannt. Im 1. Kapitel werden spiter benbtigte
Sitze aus der ebenen semiabsoluten Geometrie zusammengestellt. Der
Begriff der Hjelmslevschen Halbdrehung ldsst sich (auch bei Voraussetzung
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von Sp) nicht mehr anwenden. Die semiabsoluten Ebenen lassen sich im
allgemeinen denn auch nicht in sinnvoller Weise in projektive Ebenen
einbetten. In den Kapiteln 2 und 3 wenden wir uns den den drei klassischen
Spezialfillen entsprechenden Geometrien, der euklidischen, elliptischen und
hyperbolischen semiabsoluten Geometrie, zu.

Da in der elliptischen semiabsoluten Geometrie jeder Punkt auch Gerade
ist, gilt der Dreispiegelungssatz (1); diese Geometrie fallt also mit der
elliptischen Geometrie zusammen.

Jede euklidische semiabsolute Ebene ist eine Translationsebene; fiir jede
euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe ® ist /Z(®) isomorph zu einer
von involutorischen Homologien erzeugten Kollineationsgruppe einer
Translationsebene (Satz 1). Der Stabilisator von &/Z(®) beziiglich eines
Punktes der Gruppenebene ist isomorph zu einer von Involutionen erzeugten
Untergruppe der Gruppe der linearen Abbildungen des von der zur Transla-
tionsebene gehorigen Kongruenz iber ihrem Kern gebildeten Vektorraums
{Satz 2). Umgekehrt lasst sich nicht jede Translationsebene in dieser Weise
aus einer euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe gewinnen. Fiir eine
wichtige Klasse von Translationsebenen ist die Beziehung jedoch kanonisch,
nimlich fiir die Klasse der Semi-Bol-Ebenen (wozu auch die Fastkérper- und
Moufangebenen gehdren). Besitzt eine euklidische semiabsolute Bewegungs-
gruppe ® ein Lotbiischel L, so dass die Vereinigung LV L* von L mit dem
Lotbiischel L+, das aus allen zu ¢iner (beliebigen) Geraden aus L senkrechten
Geraden besteht, in & invariant ist, dann ist die Gruppenebene eine Semi-
Bol-Ebene und &/Z(6) isomorph zu einer von involutorischen Homologien
erzeugten Kollineationsgruppe dicser Ebene; umgekehrt ldsst sich jede
Semi-Bol-Ebene aus einer euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe mit
invariantem LV L' gewinnen (Satz 4).

Im endlichen Fall lasst sich mehr zeigen: Jede endliche semiabsolute
Bewegungsgruppe & ist euklidisch semiabsolut (Satz 3). Existiert eine in-
variante Vereinigung L\’ Li, dann ist, falls die Gruppenebene nicht von
quadratischer Ordnung ist, /Z(&) isomorph zu einer von involutorischen
Homologien erzeugten Kollineationsgruppe einer Fastkdrperebene (Satz 6);
G/Z(®} ist eine euklidische Sy geniigende semiabsolute Bewegungsgruppe.

Im hyperbolischen Fall lisst sich mehr zeigen: Jede hyperbolische semi-
absolute Bewegungsgruppe ist eine hyperbolische Bewegungsgruppe (Satz 7).

Herrn F,Bachmann und Herrn M. Gerth danke ich fiir Thre Anregungen
bestens.

1. DEFINITIONEN UND SATZE DER EBENEN
SEMIABSOLUTEN GEOMETRIE

Es sei © ein auvus involutorischen Elementen bestehendes invariantes
Erzeugendensystem der Gruppe &, Dic Elemente aus & seien mit kleinen
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lateinischen Buchstaben, die involutorischen Produkte zwejer Elemente aus
G mit grossen lateinischen Buchstaben bezeichnet; griechische Buchstaben
bezeichnen belicbige Elemente aus . p|o bedeute ‘das Produkt po ist involu-
torisch’. p? stehe fiir das Element o~ po,

Die folgenden Axiome seien erfiillt:

E Zu P, ( gibt es ein g mit P, Q|g. Im Falle P # @ ist g eindeutig
bestimmt,

L* Aus P|g folgt Pge &,

Se Aus a, b, c|d folgt abc € &.

D (‘Axiom vom Dreiseit’) Es gibt g, 4, j derart, dass g|A und weder
jlg noch j|a noch j|gh gilt.

Das Paar &, & werde semiabsolute Bewegungsgruppe genannt, die
Elemente aus & heissen Bewegungen, die durch das Axiomensystem gelieferte
Theorie sei als ebene semiabsolute Geometrie bezeichnet.

Der semiabsoluten Bewegungsgruppe ®, & wird durch folgende Kon-
struktion eine geometrische Struktur, die Gruppencbene, zugeordnet: Die
Elemente von € werden Geraden und die involutorischen Produkte zweier
Elemente von & Punkte der Gruppenebene genannt. Die Gesamtheit der
Punkte sei mit ¢ bezeichnet. Der Punkt 4 und die Gerade b heissen inzident,
falls A4|b gilt; die Geraden a, & heissen zueinander senkrecht (oder orthogonal,
1.Z. a 1 b), falls a|b gilt. E besagt dann in der Gruppenebene die Existenz und
Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zweier Punkte. S, ist der Dreispiege-
lungssatz fiir drei zu einer Geraden senkrechte Geraden. Die Gruppenebene
einer semiabsoluten Bewegungsgruppe sei als semiabsolute Ebene bezeichnet.

Die Invarianz von S in ® hat zur Folge, dass durch

@) PR =x, YY) =X

Automorphismen der Gruppenebene gegeben sind. Sie heissen Bewegungen
der Gruppenebene, im Falle y = ¢ bzw. y = C Spiegelung der Gruppenebene
an der Geraden ¢ bzw. Spiegelung der Gruppenebene am Punkt C. Die von
den Bewegungen (2) gebildete Gruppe &* wird von dem System &* der
Geradenspiegelungen erzeugt. Indem y € 6 die Bewegung (2) zugeordnet wird,
ergibt sich ein Homomorphismus von &, & auf 6*, G*, Im Gegensatz zur
ebenen absoluten Geometrie braucht dieser Homomorphismus kein Iso-
morphismus zu sein. Es gilt offenbar: &/Z(6) >~ ®*. Wegen Z(G) N &2 =
{1} (vgl. (25)) bildet das Produkt dieses Isomorphismus mit dem kanonischen
Homomorphismus & — 6/Z(6) & bijektiv auf &* ab.

Wir werden nua einige Folgerungen aus dem zugrundegelegten Axiomen-
system angeben.

3) (Satz vom Orthogonalenschnitt) Aus Pla, b und a|b folgt P = ab,
und umgekehrt.
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Beweis wie in {1].
L Zu P, g gibt es stets ein # mit 4|P und Alg.
Zum Beweis vgl. [1], p. 37.

Wird im zugrundegelegten Axiomensystem L anstelle von L* gefordert, so
lasst sich L* beweisen (vgl. etwa Wolff [11]). Die Ersetzung von L* durch L
liefert demnach ein dquivalentes Axiomensystem,

@ (Eindeutigkeit des Lotes) Aus P, g|la, b und P # g folgt a = b.

Beweis wig in [1].

Aus den angegebenen Folgerungen ergibt sich: Aus dem zugrundegelegten
Axiomensystem folgt das Axiomensystem des Senkrechtstehens (vgl. hierzu
Bachmann [2], § 2*),

Wie in [1] zeigt man:

5 Mit einer Geraden inzidieren mindestens 3 verschiedene Punkte.
Mit jedem Punkt inzidieren mindestens 4 verschiedene Geraden.

Minimalmodell einer semiabsoluten Ebene ist die affine Ebene iiber GF(3).
Spiter wird sich zeigen, dass als Modell einer semiabsoluten Ebene kleinster
Ordnung, welche nicht Gruppenebene einer absoluten Bewegungsgruppe ist,
eine Translationsebene der Ordnung 9 auftritt.

(6) Die Menge der Punkte und die Menge der Geraden sind entweder
fremd oder gleich,

Beweis in [2] oder [11].
Wird fiir die semiabsolute Bewegungsgruppe zusatzlich das Axiom der
elliptischen Geometrie gefordert

P Es gibt 4, b, ¢ mit abe = 1
oder gleichwertig
) Es gibt P, g mit P = g,
so folgt aus (6) und S, die Giiltigkeit des Dreispiegelungssatzes (1):

®) Jede elliptische semiabsolute Bewegungsgruppe ist eine elliptische
Bewegungsgruppe.

Wir setzen von nun ab das Axiom
~P Es ist stets abe # 1
voraus, oder gleichwertig,

()]} Kein Punkt ist eine Gerade.
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Nach [2] oder [11] gilt dann auch

(10) AR fiir alle Punkte 4, B,

wahrend aus (4) die ausnahmslose Eindeutigkeit des Lotes folgt. Die
Senkrechte durch P zu g wird mit (£, g) bezeichnet. Man folgert nun weiter

an Die Punktmengen auf zwei beliebigen Geraden sind gleich-
michtig.

Beweis. Seien zwei Geraden g, f, gth gegeben. Von jedem Punkt der
Geraden g aus fillen wir das Lot auf 4. Die Fusspunkte sind sdmtliche
voneinander verschieden, woraus card{P: P|h} > card{P: P|g} folgt. Da dic
Rollen von g und /% vertauschbar sind, kann die Ungleichung durch eine
Gleichheit ersetzt werden. Tst g|h, so gibt es dank (5) ein ! mit /|gh, lg, lth.
Nach dem soeben Bewiesenen haben g und ! sowie / und # gleichviele Punkte.
Dies gilt daher auch fiir g und 4,

Wie in [1], [2] und [11] beweist man:

(12) (Eindeutigkeit des Mittelpunktes) Aus A¥ = A" folgt M = N.

(13) (Ergdnzung zu S;) Aus 4, b, ¢|g und abec = d folgt d|g.

(14) (Erginzung zu S;) Aus a, b, ¢|P und abc = d folgt d|P.

(15) AbC ist genau dann eine Gerade, wenn es » mit v) 4, b, C gibt.

(16) Abc ist genau dann ein Punkt, falls es v mit |4, b, ¢ gibt.

{17 (US;: Umkehrung von Sg) Ist abe eine Gerade und gilt a, b|g und
a 3 b, so gilt auch ¢|g.

Auch die Umkehrong von S; ist beweisbar:

(18) (USp: Umkehrung von Sg) Aus a # b und 4, b|P und abc = d
folgt d, ¢|P.

Beweis (F.Bachmann). Die Voraussetzung in (18) hat P = P2 = P zur
Folge. Zusammen mit (12) ergibt sich hieraus nach §4.1 in [2] (P, d)d =
(P, ¢)e, also (P, d)(P, ¢) = dc = ab. Wegen a # b ist daher (P, d) # (P, ¢).
Mit F = (P, ¢)c = (P, d)d gilt P, F|(P, c), (P,d), woraus wegen der Ein-
deutigkeit der Verbindungsgeraden P = F folgt. F|d, ¢ zieht daher P|d, c
nach sich.

Der Reduktionssatz gilt im allgemeinen nicht mehr (damit geht auch die
fiir Bewegungsgruppen der ebenen absoluten Geometrie typische Eigenschaft
der ‘ Zweispiegeligkeit’ verloren), man hat lediglich die Ergebnisse (vgl. [1],
[2] und [11]

(19) Jedes Produkt UsW ist gleich einem Produkt 4b.

(20) Jedes Produkt aB ist gleich einem Produkt abc mit a, &jc und
umgekehrt. Dasselbe gilt fiir die Produkte 4.

21) Jedes Produkt 4B ist gleich einem Produkt ab mit der Bedingung:
¢s gibt ¢ mit a, &|c, und umgekehrt.

(22) Jede Involution der Form 2z ¥w ist ein Punkt.
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Existieren zu 4, b € & Elemente @, a;,..., 3, € @ mit @, = a, @, = b und
a_1la G =1,2,..., n),sosagt man 4, & sind durch eine Lotkette verbindbar.
Sind je zwei Geraden durch eine Lotkette verbindbar, so ist der Dreispiege-
lungssatz (1) erfiillt. Dies folgt aus dem Satz

23 (®, ©) geniige dem Axiomensystem des Senkrechtstehens und es
gelte das Axiom ~P, Sind dann je zwei Elemente aus & durch eine
Lotkette verbindbar, so ist (8, &) eine Hjelmslevgruppe (vgl.
deren Definition in [2], § 1*.2).

Beweis (M. Gerth). Es ist die Giiltigkeit des Dreispiegelungssatzes nachzu-
weisen. Seien a,be & belicbig und sei gy = 4a,a,,...,8, = b eine a, b
verbindende Lotkette. Dann ist ab = aya,-a;a,,. . ., @,_.a, mit aa, 1 €P.
Folglich gilt €% = {$>. Nach (19) (zu dessen Beweis geniigt das Axiomen-
system des Senkrechtstehens) gilt PPE = VE und damit dann (P>& =PEG.
Aus &2 < (P ergibt sich hiermit & = P&. Sei nun ¢, d, e|P und cde = Af.
Es folgt P4 = peéel = pf = PEJY Dank (12) (zu dessen Beweis geniigt das
Axiomensystem des Senkrechtstehens sowiec das Axiom ~P) folgt 4 =
(P,f)f, also ede = Af = (P, f) e &.

Offenbar gilt

24 ZEne=g ZENP=9
und damit (man beachte (10))
(25 ZEN&={1} Z©E) NP ={l}.

Mittels (25) zeigt man leicht, dass fiir den kanonischen Homomorphismus ~
von & auf 6/Z(®) gilt:

(26) Aus a|b bzw. g|P folgt a|b bzw. g|F und umgekehrt.
Damit gilt
27) Mit (®, &) ist auch (S, &) ecine semiabsolute Bewegungsgruppe.

2. DIE EUKLIDISCHEN SEMIABSOLUTEN BEWEGUNGSGRUPPEN

In diesem Kapitel behandeln wir die Bewegungsgruppen, welche neben dem
Axiomensystem aus dem 1. Kapitel noch den beiden folgenden (die eukli-
dischen Bewegungsgruppen in der absoluten Geometrie kennzeichnenden)
Axiomen geniigen:

R (Axiom vom Rechtseit) Es gibt ein Rechtseit, d.h. ¢s gibt @, b, ¢, d
mit a, blc,dund a # b, ¢ # d.
v (Yerbindbarkeitsaxiom) Zu a, b gibt es stets ein S mit S|a, & oder

ein s mit s|e, b.
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Solche Bewegungsgruppen seien als euklidische semiabsolute Bewegungs-
gruppen bezeichnet.
Noch ohne Voraunssetzung von V gilt ([1], [2], [11], Schiitte [10])

(28) ABC ist stets ein Punkt.
(29 (Rechtseitsatz) Aus a, b[c und ald folgt b|d.

Werden zwei Geraden als lotgleich oder parallel bezeichnet, falls sie
dieselben Lote besitzen, so ldsst sich der Rechtseitsatz auch wie folgt for-
mulieren: Zwei Geraden mit einem gemeinsamen Lot sind lotgleich. Ferner
hat man

30) Zwei parallele Geraden sind gleich oder nichtschneidend.
(31) (Euklidisches Parallelenaxiom) Zu P, g gibt es genau ein A mit
P|h und glh.

Die Axiome E, D, V sowie (30) und (31) zeigen:

(32) Die Gruppenebene einer euklidischen semiabsoluten Bewegungs-
gruppe ist eine affine Ebene,

Um die Gruppencbene als Translationsebene nachzuweisen, ist die
Existenz einer auf der Menge der Punkte transitiven Gruppe von Translationen
zu beweisen. Dazu betrachten wir die Abbildungen der Gruppenebene der
Form

33 & — £9 mit 4| b,

Diese Abbildungen sind bijektiv und bilden Geraden auf Geraden ab. Sie
haben im Falle @ # b keine Fixpunkte: Gemass (21) gibt es Punkte A, B, so
dass € = £42 fiir alle £ € & gilt. Wire nun fiir ein P P4% = P, so hitte man
nach (12) 4 = Bund damit £ = ¢fiir alle £ € 6; insbesondere 2 = g* = q,
also a|b, im Widerspruch zu a||&. Ist g eine beliebige Gerade und / = (4, g),
so hat man der Reihe nach A|g; h*|g4; k|g4; g|g*. Daher gilt auch g4|g*®
und damit dann gfg4%. Die Abbildungen (33) sind hiermit als Translationen
der affinen Ebene nachgewiesen.

Dank (21) und (28) bilden die Translationen eine abelsche Untergruppe der
Bewegungsgruppe; infolge (AB)® = AR’ ist diese Untergruppe sogar ein
Normalteiler.

Seien nun zwei verschiedene Punkte P, () gegeben. Wie in [1] §12.2.
Satz 4 kann

34 In einer euklidischen semiabsoluten Ebene haben zwei Punkte stets
einen Mittelpunkt

bewiesen werden. Sei M der Mittelpunkt von P, Q: PP¥ = P¥ = (), Dank
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(21) existiert also eine Translation, die P in @ iiberfithrt. Die Gruppe der
Translationen ist somit transitiv.

(35) Die Gruppenebene ¢iner euklidischen semiabsoluten Bewegungs-
gruppe ist eine Translationsebene.

Werden die Gruppenelemente ab mit al|& als Translationen der Bewegungs-
gruppe bezeichnet, so gilt in Analogie zu den metrisch-euklidischen Bewe-

gungsgruppen.

(36) In einer euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe & bilden
die Transiationen einen abelschen Normalteiler €. Ist &, die
Untergruppe, welche von den Geraden durch einen festen Punkt
O erzeugt wird, so ist & = 3.

Es ist lediglich noch die zweite Hilfte der Behauptung zu beweisen: Es ist
fir ae & a = aya,a) e ®,¢ (up bezeichne fiir cine beliebige Gerade u die
Parallele durch 0). Ist schon bewiesen, dass 2;2;. . . @, = &7 mit «x €8y,
T e %, gilt, so ergibt sich

hig. .. Ou_18y = €oTn = Colnol@noT80 ) Bnotn)
(eouo)(t%10(d,0a)) € 6T .

Die Translationsebene hat folgende Eigenschaften: Die Zuordnung
anNw—bNwmith | aund mit o als uneigentlicher Geraden der Transla-
tionsebene ist eine fixpunktfreie Involution auf der Menge der Punkte von w,
die sogenannte Rechtwinkelinvolution ¢,

Fiir jedes a ist die Abbildung a* mit a*(x) = x°, a*(X) = X° ¢ine involu-
torische Homologie der Gruppenebene mit der Achse a und dem Zentrum
#(a N w). Nach Burn [4] gestattet die Translationsebene dann keine involu-
torische Elation, Jeder zugehérige Quasikorper ist daher von Charak-
teristik # 2.

37 Jede Bewegung y* € ®* lisst die Rechtwinkelinvolution ¢ in-
variant, d.h.: Bezeichnet y% die durch ¢* auf w induzierte
Abbildung, so gilt yié = ¢,

Beweis. Aus alb folgt a’|¢" fiir jedes y €&,

Um weitere Eigenschaften der Translationsebene zu finden, fithren wir den
Quasikdrper (9, +, ) beziiglich eines Punktequadrupels O, E, U, V' mit
U,Vewund ¥ = ¢(U) ein (vgl. Pickert [9]). Fiir beliebiges m e Q sei y,
die eindeutig bestimmte involutorische Homologie mit Zentrum (m) € w und
Achse O¢(m). Dann ist (vgl. Dembowski [5], p. 120} y4¢myn eine involu-
torische (O, w)-Kollineation; die zugehdrige Punkteabbildung ist daher
gegeben durch

(38) Vé(m)}'m([” g) = (~p, —9) (».ge Q).
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Sei for ein m # 0 y.(F) = (@). Das Bild y,{p, q) liegt einerseits auf der
Geraden mit der Gleichung y = xm + g — pm(da (;m) Zentrum von ¥y, ist)
und andererseits auf der Bildgeraden der Geraden mit der Gleichung x = p;
diese hat die Gleichung y = xa + pd(m) — pa:

(9 yulp, @) = (x, y) mit xa + pd(m) — pa = xm + q — pm = .

Kombination von (38) und (39) ergibt

(40) —pa + xm — xa = —pd(m) + y — x¢(m) = —q.

Die Addition der Gleichungen in (39) und (40) liefert (man beachte, dass
—1 und 2 im Kern ven < liegen)

(41)  2pa = pm + p(m),
Mit p = 1 erhalt man
(42)  m+ ¢(m) = 2a, d.h. 2~ (m + $(m)) = yu(¥).
(41) und (42) fiihren zu
(43) 2p(m + (m)) = p2m + p24(m) fiir alle m,pe @, m # 0.

Wir fiihren nun den Quasikdrper Q* der Translationsebene beziigliche
0, E, V, U mit derselben Koordinatenmenge OW (W = UV n OE) ein. Da
im (U, ¥, W)-Gewebe die Bolsche W-Bedingung fiir O erfiillt ist, stimmen
die Addition in © und in O* iiberein (vgl. [9), p. 53). Die Gerade mit der
Steigung r beziiglich © enthilt den Punkt (2, 1) (r~* bezeichnet das Element
mit r~r = | in Q), hat also beziiglich Q* die Steigung r~*. Da nach (37) die
Abbildung y,, mit Zentrum (m1) und Achse O¢(m) (beziiglich O} den Punkt
U in ¢(a) (beziiglich Q) iberfiihrt, gilt nach (42)

(@)  mt+ ()t =2AHa)t  (@,me @~ {0
(42) und (44) zusammen liefern
45  27Mm + ¢ = (B2 Hm + fm)) ™! (meQ — {0)).

Die Abbildungen v,, aus (39) lassen sich iibersichtlicher schreiben: Aus
2va = vm + vd(m) folgt fiir beliebige u, v € © die Beziehung

(u — v)a + (u+ 2)f(m) — (u + v)a
= (u — o)m + ud(m) + om — (u + V)m = ud(m) — om.

(39) hat daher

(46) yultt + 0, ud{m) + vm) = (u — v, up(m) — vm)
w,o,meQ, m#0)

zur Folge. Damit ist der folgende Satz bewiesen:
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SATZ 1. Zu jeder euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe & existieren
ein Quasikdérper Q von Charakteristik # 2 und eine fixpunktfreie, (43) und (45)
geniigende Invelution ¢': © — {0} > Q — {0}, so dass die Rechtwinkelinvolution
& durch $(s) = ($'(s)), HU) = V gegeben ist und so dass der Stabilisator von
G/Z(®) ~ &* beziiglich des Punktes O isomorph ist zu der von den involu-
forischen Homologien v,, welche fiir m # 0 die Gleichung (46) erfilllen,
erzeugten Kollineationsgruppe der zu Q gehdrenden Translationsebene.

Sei €, " die der Translationsebene zugeordnete Kongruenz und ()
ihr Kern. € ist Vektorraum tber R(2), jede Komponente aus 5 ist ein
Unterraum. Der bekannte Zusammenhang zwischen Translationsebenen
und Kongruenzen liefert zusammen mit den Sitzen & und 11 aus [9]§ 8.3 und
Satz 1 den folgenden Zusammenhang zwischen euklidischen semiabsoluten
Bewegungsgruppen und linearen Gruppen:

SATZ 2. Ist G eine euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe, so ist der
Stabilisator ®F isomorph zu einer Untergruppe der aus kongruenzerhaitenden
Automorphismen einer Kongruenz =, X" bestehenden Gruppe, welche von
involutorischen, je eine Komponente punktweise fesilassenden Automorphismen
erzeugt wird. ®} ist damit isomorph zu einer von involutorischen linearen
Abbildungen erzeugten Untergruppe der Gruppe der linearen Abbildungen des
Vektorraums < iiber R().

Im endlichen Fall kann in Satz 1 das Wort *euklidisch’ weggelassen werden.
Dies folgt aus

SATZ 3. In endlichen semiabsoluten Bewegungsgruppen sind die Axiome R
und V erfills.

Beweis. Sei ® eine endliche semiabsolute Bewegungsgruppe. Nach (&) und
{118 6, 12 ist ® nicht elliptisch semiabsolut. Wir kénnen daher ~ P und damit
die eindeutige Existenz von Loten voraussetzen. Seien g, b, j€® mit glh,
h|j, g # j. Nach (11) haben g, #, j gleich viele Punkte. Wir errichten in einem
auf g gelegenen Punkt # gh das Lot k und fillen von jedem Punkt auf j das
Lot auf k. Wire jtk, so hatten verschiedene Punkte von j verschiedene Lote,
und durch jeden Punkt von k ginge ein solches Lot. Wegen g|k miisste g ein
solches Lot sein und damit einen Punkt @ von j enthalten. Von ¢ aus wiirden
also auf & zwei Lote g, j existieren, was nicht sein kann. Folglich gilt g, j|A, k&
und g # j, 2 # k. Nach (29) ist der Rechtseitsatz erfiillt.

Zum Nachweis von V seien g, 4 zwei Geraden ohne gemeinsames Lot, M
ein Punkt auf 4 und m das Lot auf 4 in M. Jedem Punkt A|g werde das
Lot (4, m) zugeordnet. Das Urbild von A bei dieser Lotabbildung ist ein
gemeinsamer Punkt von g und A,

Die die Umkehrung von Satz | ergebenden Bedingungen fiir den Quasi-
kdrper scheinen recht kompliziert zu sein. In einem wichtigen Spezialfall
lasst sich die Beziehung jedoch kanonisch machen.
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DEFINITION. Eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe ist
eine euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe ®, in der ein Lotbiischel L
existiert, sodass die Vereinigung L U L* von L mit dem Lotbiischel L, das aus
allen zu einer (beliebigen) Geraden aus L senkrechten Geraden besteht, in
invariant ist.

Im folgenden sei ® cine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungs-
gruppe, (A, B) ein Paar (L, LY) mit der in der Definition angegebenen
Eigenschaft. Fiir a,a’c A ist a* € A, fiir ac A, be B ist ¢® = a und fiir
aehA, ce& — (AU B) ist ¢ € B, Man hat also

47 {ac)* =1 fiiralle acAUB, ¢e&—(AuvB).

Sei die Gruppenebene von & bez. O, E, U, ¥ durch den Quasikérper Q
koordinatisiert; hierbei bezeichne U, ¥ die durch A, B bestimmten uneigent-
lichen Punkte. Ist ¢ ¢ A U B, so gilt o° € B, b° € A fiir beliebigesae A, b B,
d.h. zu jeder nicht durch U oder ¥ gehenden Geraden c gibt es eine involu-
torische Kollineation mit der Achse ¢, welche U und ¥ vertauscht. Nach Burn
[3] ist also Q ein Bol-Quasikorper, d.h. ein Quasikérper, der der folgenden
Bedingung geniigt :

(48) x(u(w) = (e fiiralleu, v, xcQ,

Beispiele fiir Bol-Quasikorper sind die Alternativkdrper und die Fastkorper.
Bol-Quasikérper, in denen die Moufangidentitit nicht gilt, sind in [3]
angegeben. Dort wird auch gezeigt, dass in jedem Bol-Quasikrper

(49) —1leZ(Q - {0}, , 1)
und fiir die Rechtwinkelinvolution ¢
(50) #(m)) = (—m) firalle meQ — {0}

gilt. Betrachtet man anstelle von ¢ die als ausgezeichnete Involution
bezeichnete Abbildung ¥ mit

G () =(-m)=d((m)) fir meQ —{OLYU)=U¥) =V,
so gilt

(52) Die ausgezeichnete Involution ist eine hyperbolische projektive
Involution auf der uneigentlichen Geraden der Gruppenebene.

Zum Beweis hat man nur zu beachten, dass y sich einbetten Idsst in die
projektive Kollineation mit der Punktabbildung (x, ¥) — (x, —») und dass
m# —mfiir m # 0 gilt.
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Mit Hilfe des Quasikérpers Q lassen sich die involutorischen Homologien
(Spiegelungen) wie folgt ausdriicken:

Uix,y)—>(xk—y)
Vi, y)—>k ~ x,¥)

(o, y) >y — kKym™*, xm + k).

(53) Spiegelung mit Achse durch {

Spiegelung mit Achse
{x,):y=xm+k,m#0

Damit ist die erste Halfte des folgenden Satzes bewiesen:

SATZ 4. Zu jeder speziellen euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe
&, © gibt es einen Bol-Quasikidrper ©, so dass ®*, &* isomorph ist zu der von
den Abbildungen (53) erzeugien Kollineationsgruppe der zu & gehibrenden
Translationsebene (Semi-Bol-Ebene). Die Rechtwinkelinvolution ist durch (50)
gegeben und die ausgezeichnete Involution (51) ist hyperbolisch projektiv. Ist
umgekehrt ein Bol-Quasikdrper gegeben, so ist die von den Abbildungen (53)
erzeugte Gruppe eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe, in
der A und B die Menge der Spiegelungen in (53) mit Achse durch U bzw.
V sind und deren Rechtwinkelinvolution der Bedingung (50) geniigt.

Die im Satz behauptete Umkehrung lasst sich ohne Schwierigkeiten
verifizieren.

Nach [1] ist die Gruppenebene einer endlichen Bewegungsgruppe der
ebenen absoluten Geometrie eine pappossche Ebene. Da jeder Fastkorper
ein Bol-Quasikdrper und jede Translationsebene der Ordnung < 8 pappossch
ist, ergibt sich daher mit den Sitzen 1, 3 und 4, dass die Fastkorperebene der
Ordnung 9 eine semiabsolute Ebene minimaler Ordnung ist, die nicht schon
als Gruppenebene einer Bewegungsgruppe der ebenen absoluten Geometrie
auftritt,

Eine Kongruenz €, 2 heisse Bol-Kongruenz, falls gilt: Es gibt Komponen-
ten U, Ve mit folgender Eigenschaft: Sind fir i = 1,2 b + u, h + 1
mit &, € H fiir ein He X, u; € U, vy, V, Elemente derselben Komponente,
8o gehdren die beiden Elemente A + u; + o, zur gleichen Komponente
(s. Abbildung 1).

(54) Eine Kongruenz gehért genau dann zu einer Semi-Bol-Ebene,
falls sie eine Bol-Kongruenz ist.

Beweis, Sei €, A eine Bol-Kongruenz. Zu Ge X — {U, ¥} und he
definieren wir die folgende Abbildung

(55) Poin T E, Per{) =t+utomitt+u,t+oeG+h,
uel,veV.

wa4+n 1St offenbar wohldefiniert, g, ist involutorisch: Sei gg,(t) =
t+utomitt+u,t+veG + hydannist gy 1 {2) — w, pgyn(t) —veG + &
und daher ¢Z,.(¢) = @, x(?) — u — v = t. Als involutorische Abbildung
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H
Us

Abb. 1.

ist g, bijektiv. @gq,, bildet Nebengruppen von Komponenten auf Neben-
gruppen von Komponenten ab, d.h.: Zu Re X, re T existicren S A, se €
mit oo {R+r)=8+s:Firi=1,2,3seireR + rund damit r; + u,
r, + v, € G + hfiir eindeutig bestimmte Elemente i, € U, v, € V. Sei im Falle
R£GR+rNnG+h={}unddamit G+ k=G +s5,R+r=R+ s,
es folgt nacheinander: #, — s+, rn—s+0v,eG;, Rn—s5s+u + v,€8
fiir eine geeignete Komponente S (gemdss Definition der Bol-Kongruenz);
rn+u+v,eS+s Ist R=G, so git n+u,+v,eG+h+h-r
Folglich gibt es stets S, se € mit py, (R + r) = § + 5. Analog ist
eosn(S + ) & T + ¢ fiir eine gecignete Komponente T und ein geeignetes
Element ¢ Es folgt dank dem bereits {iber @z, Bewiesenen: R + r =
P2 R+ 1S @en(S+35)sT+1¢ also R+r=T+ 1+t und damit
weiter g p(S + 5) = R+ 1, g s{R + r) = § + 5. @g..p, vertauscht U/ und
V: Sei fir ein w'elU, v +u, 2’ +veG +h und daher g ') =
#' + w+ v, Lasst man &' die Komponente U durchlaufen, so folgt, da
#' + w dabei konstant, etwa ' + u = u,, ist, die Beziehung @, (U) =
V -+ u, und mit dem soeben Bewiesenen dann g, ,(U) = V" + u,. Da
e+ n(X) = x fiir jedes x e G + h gilt, hat man bewiesen: Die durch die
Kongruenz €, o pegebene Translationsebene besitzt Punkte U, V¥ auf der
uncigentlichen Geraden (die den Komponenten U, F¥ entsprechenden
uneigentlichen Punkte bezeichnen wir ebenfalls mit U, ¥) und zu jeder
nicht durch U, ¥ gehenden Geraden eine U, V vertauschende, involutorische
zentrale Kollineation mit dieser Geraden als Achse. Nach [3] ist daher die
Ebene cine Semi-Bol-Ebene.

Sei umgekehrt eine Semi-Bol-Ebene gegeben und sei &,.%" die (bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte) zugehdrige Kongruenz. Die den aus-
gezeichneten Punkten U, 7 der Semi-Bol-Ebene entsprechenden Kom-
ponenten seien ebenfalls mit U, ¥ bezeichnet, die diesen Komponenten
zugeordneten Geraden seien OU, OV. Wir wollen die zu einer beliebigen
Geraden G € o als Achse gehdrende, I/ und ¥ vertauschende involutorische
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Va‘r G
u
t \Y
-
el
-
. t+u+ Vv
-
< S u
Abb. 2.

Homologie bestimmen: Nach Abbildung 2 ist fir 1€ €, gg(t) =t + u + v
mit t+u,t+eeG Ist nun fiir i=1,2, neR, r,+u, 1+ 0,€G, s0
gehoren @q(r) = r; + u, + v, zur gleichen Komponente. €, %" ist so als
Bol-Kongruenz erkannt.

(56) Die Abbildungen pg aus (55) sind lineare Abbildungen im
Vektorraum € fiber 8(%).

Beweis. Seifiiri = 1,2, €%, + u, t, + v, € G und damit fiir «, 8 R(E),
oty + Bra€ X, aty + Bty + (g + Pug), afy + Pta + (avy + Pro)e G mit
atty + Pup € U, avy + Prae V. Es folgt g oty + fts) = oty + Bty + auy +
Bug + avy + Bua = alty + uy + 01) + Btz + Uy + 22) = ape(ty) + Beolta).

Um die ausgezeichnete Involution in der Bol-Kongruenz zu bestimmen,
zeigen wir zunichst, dass ¢ o(H) = H gilt, falls ue U, ve Vmitu + veG,
u—ve H,u# 0 # vexistieren, Ist nimlichu + veG,u —veH,u # 0 £,
so folgt nacheinander: gg(u) = # + (—u + v} (nach (55)), =v; gsv — ¥) =
polpau) — u) = M) — ) = u — v; pg(H) = H (da ¢4(H) cine Kom-
ponente ist). Da pg als nichtidentische Homologie ausser G und H keine
Komponente fest 1asst, ist die durch

(57 Sei ¥(G) = H genau dannm, falls uc U,veV,u#0# 2, mit
u + ve@G, u — ve H existieren (G, He %)

definierte Abbildung x: # — ¥~ wohldefiniert; dic Komponenten U, ¥ sind
offenbar beziiglich y isotrop: x(U) = U, x(¥) = V. Nach dem Erwéhnten
gilt nun

(58) Die durch y auf der uneigentlichen Geraden induzierte Involution
stimmt mit der ausgezeichneten Involution iiberein.

Beriicksichtigt man noch, dass durch

(59) o) =20"—v+u

mitz=u+ovundu, v el;p,veV
Pviw) =2 —u+ o ’
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involutorische Homologien der Semi-Bol-Ebene mit U + ¢" bzw. ¥ + «' als
Achse und den durch ¥ bzw. U auf der uneigentlichen Geraden bestimmten
Punkten als Zentren gegeben sind, so hat man die erste Halfte des folgenden
Satzes bewiesen:

SATZ 5. Zu jeder speziellen euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe
®, © gibt es eine Bol-Kongruenz €, X, so dass 6*, &* isomorph ist zu der von
den Abbildungen aus (55) und (59) erzeugten Gruppe kongruenzerhaitender
Abbildungen von € und der Stabilisator &% eines Punktes P isomorph ist zu
der von den Involutionen ¢, (G €X") erzeugten Untergruppe der linearen
Gruppe des Vektorraums € iiber R(2), und so dass die der Rechtwinkelinvolution
von G zugeordnete ausgezeichnete Involution mit der Involution aus (57) gemdiss
(38) zusammenhingt. Umgekehrt erzeugen bei gegebener Bol-Kongruenz die
Abbildungen (55) und (59) eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungs-
gruppe, deren Mengen A und B durch die Abbildungen oy, bzw, gy, (1€ E)
aus (59) gegeben sind und deren Rechtwinkelinvolution durch die aus (57) und
(38) sich ergebende ausgezeichnete Involution bestimmt ist.

Die Umkehrung ergibt sich aus der Umkehrung in Satz 4, aus dem unter
(54) Bewiesenen und aus (57) und (58). Mit Hilfe von Satz 4 verifiziert man
leicht die Aussage

(60) Ist & eine spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe
und ist in &* der schwache Dreispiegelungssatz Sg erfiillt, so gilt
in dem & zugeordneten Bol-Quasikérper die folgende Ver-
schirfung des Bolschen Gesetzes (‘starke Bolbedingung”)

Aus((XA)B)C = ((XC)B)A fiir alle X ¢  folgt
(XA)B)C = X((AB)C) fiir alle X c Q.

Ist umgekehrt in einem Quasikdrper von Charakteristik 2 diese
Bedingung erfiillt, so ist die durch die Abbildungen (53) erzeugte
Kollineationsgruppe der zugehdrigen Translationsebene eine
spezielle euklidische semiabsolute Bewegungsgruppe, fiir die

Sp gilt.

In jedem Fastkorper ist die starke Bolbedingung trivialerweise erfiillt; ihre
Giiltigkeit in jedem Alternativkérper kann durch eine leichte Rechnung
bestitigt werden. Dies ergibt

(61 Liegt cin planarer Fastkdrper oder ein Alternativkorper von
Charakteristik #2 vor, so sind die durch die Abbildungen (53)
erzeugten Koliineationsgruppen der zugehorigen Ebenen spezielle
euklidische semiabsolute Bewegungsgruppen, in denen S; erfiillt
ist.

Im endlichen Fall Idsst sich Satz 4 wesentlich verschiarfen:
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SATZ 6. Ist die Anzahl der Punkie auf einer Geraden einer endlichen speziellen
euklidischen semiabsoluten Bewegungsgruppe ® kein Quadrat, so gibt es einen
Fastkirper §, so dass &* isomorph ist zu B1IE, wobei 11 = {m, &} mit={x, y) =
(y, x) wnd &(x,y) = (x, —y), & die Gruppe der Translationen (x,y)->
(x+ay+b), (a,beF und T die Gruppe der Abbildungen der Form
(x, ) = (xryrg. .. ryrirs2 .t ) (e G — {0)) isz.

Beweis. Nach Satz 4 gibt es einen Bol-Quasikdrper § endlicher Ordnung,
s0 dass &* isomorph ist zu der von den Abbildungen (53) erzeugten Gruppe.
Nach Kallaher und Ostrom [7] ist & dank der Voraussetzung iiber die Ordnung
ein Fastkorper, die Multiplikation in § also assoziativ, Jede Abbildung aus
Y v I U ¢ lisst sich dann durch Zusammensetzung von Abbildungen (53)
und jede Abbildung (53) durch Zusammensetzung von Abbildungen aus
ZU Il v & gewinnen.

Nach dem im Beweis zu Satz 6 Gesagten ist in jedem endlichen Bol-
Quasikorper, dessen Ordnung kein Quadrat ist, die starke Bolbedingung
erfiilit. Satz 4 und (61) implizieren daher

(62) Ist in einer endlichen speziellen euklidischen semiabsoluten
Bewegungsgruppe & die Anzahl der Punkte auf einer Geraden
kein Quadrat, so ist in ®* S erfiillt.

3. DIE HYPERBOLISCHEN SEMIABSOLUTEN BEWEGUNGSGRUPPEN

Sei 6, © eine semiabsolute Bewegungsgruppe.

G < & heisst Geradenbiischel, falls a, b€ € mit @b # 1 und G = G(ab) =
{x : abx € &} existieren,

Ein Geradenbiischel G = G(ab) heisse spezielles Geradenbiischel, falls

gilt:

Gl Ausu,veG,u#v,uwwzeGfolgtze G
G2 Gilt s|a, b fiir kein s€&, so ist G mit beliebigem Punkt und
beliebiger nicht in G liegender Geraden verbindbar.

a, b seien als Tragergeraden des Biischels G(ab) bezeichnet. Offenbar
hiingt G(ab) nur vom Produkt ab ab; ist G(ab) speziell und b = cd, so ist
auch G(cd) speziell (vgl. hierzu (69)). Im Gegensatz zur absoluten Geometrie
kionnen wegen Fehlens des Transitivititsgesetzes nicht mehr zwei beliebige
Geraden des Biischels als Trigergeraden gewihlt werden. In der absoluten
Geometrie ist jedes Geradenbiischel speziell; die in der folgenden Definition
auftretende Bedingung B ist daher in der absoluten Geometrie erfiillt.

Erfiillt jedes Geradenbiischel G1, so gilt der allgemeine Dreispiegelungssatz
und damit das Transitivititsgesetz: Aus a, b, ¢|P folgt nimlich (Pb)be =
Pc € & und Pb € G(ab) und hieraus dank G1 ¢ € G(ab), also abc € €.
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DEFINITION. Eine hyperbolische semiabsolute Bewegungsgruppe ist eine
semiabsolute Bewegungsgruppe, in der folgende Axiome gelten:

H (Hyperbolisches Axiom) Durch einen gegebenen Punkt gibt es
héchstens zwei Geraden, welche mit einer gegebenen Geraden
unverbindbar sind.

~VY (Negation des Verbindbarkeitsaxioms) Es gibt unverbindbare
Geraden.

B Je zwei Geraden gehéren einem speziellen Biischel an.

Wir ziehen einige spater bendtigte Folgerungen. Ein G1 erfiillendes Biischel
bezeichnen wir oft auch kurz als G1-Biischel.

(63) G(ab) = G(ba)
Beweis. Es sind gleichwertig: abx € &, xba € &, ba(xba)ab = bax ¢ &,
(64) Ist G, ein Gl-Biischel und giit G; = G, so ist G, = G,.

Beweis. Sei G, = Gy(ab), G; = Galed). Wegen a,be G, gilt cda = o,
cdb = b, also bad’ = b'; @’ € G; nach GIl. Aus a'ed = ¢ folgt de G, nach
G1. Analog: ¢ € G;. Folglich ist G; = G; und damit G; = G,.

(65) Zwet G1-Biischel haben héchstens eine Gerade gemein.

Beweis. Sei G, = Gy(ab), G; = Gyed) vnd g, he G, N G,, abg = g,
abh =k, cdg = g*, cdh = h". Esfolgt g"gh = k" und damit g" € G;; g"gd = ¢,
also ¢, de G; und damit G; = G,, also nach (64) G; = G,.

(66) Die Gesamtheit der Geraden durch einen Punkt P bildet ein
spezielles Biischel G(P).

Beweis, Sei P =ab und &y = {x: x|P}. xe€®;, ist mit Px = abx e &
gleichwertig: G ist ein Geradenbiischel. Aus w, v€&p, u # v, uvz € S folgt
nach USg (vgl. (18)) Pz, also z € ®p: Gl ist erfiilit. G2 ist eine Folge von E
und L.

©7 Gilt a, blc, a # b, so ist das Biischel G(ab) speziell; es besteht
aus allen zu ¢ orthogonalen Geraden.

Beweis. Sei = {se&:s/clund sei x,w, €9, u # v, uvze &. Dann ist
abx € @ nach S; und z € $ nach US, (vgl. (17)). Folglich ist § = G{ab) und
G(ab) speziell.

Ein Biischel der Form G(P) heisse eigentlich,

(68) Jedes Biischel G(ab) ist entweder eigentlich oder keine zwei
Geraden aus G(ab) haben einen gemeinsamen Punkt,

Beweis. Sei x,yeGab), x #y; Plx,y; abx =c, aby=d. yxc=
ybaabxc = yba = d und US; haben c|P zur Folge, woraus mit a = cxb
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dann b|P folgt; hieraus ergibt sich nach (14) @ = cxb|P. Ist nun g € G(ab)
und damit abg € &, so gilt nach US; g|P, also G(ab) = G(P). Nach (64) ist
dann G(ab) = G(P).

(69) Ist G ein spezielles Biischel, so tritt einer der folgenden 3 Fille ein:

1. G ist eigentlich

2. Gistein Lotbiischel {d.h. G besteht aus allen zu ciner gegebenen
Geraden senkrechten Geraden)

3. Keine zwei Geraden aus G haben einen Punkt oder ein Lot
gemeinsam.

Umgekehrt ist jedes eigentliche Biischel und jedes Lotbiischel

speziell,

Beweis. Zu zeigen bleibt noch: Haben zwei Geraden c, d eines speziellen
Biischels G(ab) ein Lot g gemeinsam, dann ist G(eb) ein Lotbiischel. Es gilt
G(cd) = G(ab); nach (67) ist G{cd) ein spezielles Biischel, das aus alien zu
g orthogonalen Geraden besteht. (64} liefert nun die Behauptung.

Fin spezielles Biischel der Klasse 3. sei wie in der hyperbolischen Geometrie
als Ende bezeichnet.

(70) G(ab) = G(a’h®) fiir jedes § € ®. Mit G(ab) ist auch G(ab)’ cin
spezielles Biischel.

Beweis. BEs sind gleichwertig: x e G{ab)’; x“ Ve G(ab); abx® Ve &;
a’h’x € @; x € G(a’h®). Folglich ist G(ab)’ ein Biischel mit G(ab)’ = G(a’h’).

Gilt ¢|a, & fiir ein ¢ € ©, so auch ¢%|a®, b° und die zweite Behauptung in (70)
folgt aus (67) und (9). Sei nun c|a, b fiir kein ¢ € & und G(ab) als speziell
vorausgesetzt. Aus u, ve G(ab)’, u # v, wze @ folgt: w77, v*™" & G(ab)
und w0 = (woz)® e &, 27 e G(ab), ze G(ab)’. Zu P, ! gibt es
g, ke G(ab) mit P?"*|g, 1" *|k. Dann ist P|g®, !|k%, g% h° e G(ab) und damit
G{ab)’ als speziell erkannt.

(71) Ist G(ab) ein spezielles Biischel und gilt G(ab)* = G(ab), dann ist
¢ € G(ab) oder c|a, b. Umgekehrt folgt fiir ein spezielles Biischel
G(ab) aus ¢ € G(ab) oder c|a, b dic Bezichung G(ab)° = G(ab).

Beweis. Sei G{ab)* = G(ab) und etwa cta, also ¢ = @ € G(ab) oder a° # a.
Ist @° # a, so ist wegen a, a° € G(ab) und wegen a‘ac = ¢*° € & nach Gl
c e Glab).

Ist ¢|a, b, dann auch ¢|a®, &°. Nach (67) sind die Bischel G(ab) und G(a%5°)
identisch. Sei ¢ € G(ab). Nach (70) ist G{ab)* = G(a°b*). Wegen abce €,
a‘hc = (abc)® € &, ab(bac) = c € &, a*b°(bac) = ¢ € S ist ¢, bac € G(ab) N
G(ab)*, woraus nach (65) G(ab) = G(ab)® folgt.

72) Eine Gerade gehért entweder keinem oder genau zwei Enden an.

Beweis, Sci G(ab) ein Ende und sei g € G{ab). Fiir kig folgt aus abge &
h~tabgh = h~labhg € & und daraus g € G(a"b"). Mit G(ab) ist offenbar auch
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G(a®b") ein Ende. G(a"") # G(ab), nach (70) und (71). Sei nun G ein von
G(ab) und G(a"b") verschiedenes Ende mit g € G und sei P ein Punkt mit
Ptg. Nach G2 gibt es g, € G{ab), g, € G(a"b"), gz € G mit Plg,, g4, gs. Da
g1, 22, &3 Mit g unverbindbar sind, liegt ein Widerspruch zu H vor.

(13 Je zwei Enden haben eine gemeinsame Gerade.

Beweis. Seien G(ab), G(cd) Enden und sei ¢, d ¢ G(ab). Nach G2 existieren
u, v € G{cd) mit ula, v|b. Sei k die Verbindungsgerade von ug mit vb und sei
fe G(ab) mit f|]h. Dann ist bfa = (abf)* € &€ und bfa e G(ab). Nach dem
Lotensatz (dieser lasst sich wie in [I] beweisen) gilt ufv € € und damit
vufor = vuf € G, also f e G(cd).

74 Sind A, B verschiedene Enden mit der Verbindungsgeraden v,
so gilt A’ = B fiir y € & U P genau dann, wenn y|v erfiillt ist.

Beweis. Istve A, B, ye & U P, y|v, so y ¢ A, B, also nach (71) im Falle
ye€ AT # A Ist yeP, also y = vw fiir ein w|v, so ist nach (71) A’ =
A™ = A% £ A (72) und ¢ = v = AN A” zichen daher B = A’ nach sich,
Ist umgekehrt fireinye SV P AY = B erfiillt, soist e’ e AN B = BN A
und deshalb ¢" = v, also y[v.

Das Hauptergebnis ergibt sich nach M. Gerth nun wie folgt:

(75 Zwei beliebige Geraden g, b sind durch eine Lotkette verbindbar.

Beweis. O.E.d.A. seia # b.

Gibt es ¢in Ende U mit g, b £ U, so seien V, W die nach (72) existierenden
Enden #U mit ae V, b € W. Sei C ein beliebiger Punkt auf der Verbindungs-
geraden von V, W. (74) hat dann U‘©:®¢ = W¢ = V, also a|(C, b)C zur Folge.
Wegen (C, b)C|(C, &), (C, b)|b sind somit a, b durch eine Lotkette verbindbar,
Gehdren a, b keinem Ende an, so gibt es nach G2 Lote ¢, d von einem nach
~V existierenden Ende U auf a bzw. & Nach dem soeben Bewiesenen sind
a, b durch eine Lotkette verbindbar.

Auf Grund von (23) schliesst man nun auf

SATZ 7. Ist (6, ©) eine hyperbolische semiabsolute Bewegungsgruppe, so ist
(G, ©) eine hyperbolische Bewegungsgruppe.
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