MANFRED OEHLER

ENDLICHE BIAFFINE INZIDENZEBENEN

Nennt man in einer Inzidenzstruktur % =(, &, I) (siche [1]) zwei Geraden
f. g aus @ parallel genau dann, wenn fund g alle Punkte oder keinen Punkt
gemeinsam haben und bezeichnet man fiir jedes Paar (P, g) aus P x & mit
7(P, g) die Anzahl der zu g parallelen Geraden durch P, so ist % eine affine
Inzidenzebene genau dann, wenn folgende Axiome erfiillt werden:

(A1)  Zu verschiedenen Punkten P, Q aus  gibt es genau eine Gerade g
(Verbindungsgerade) aus ®, die mit P und Q inzidiert.
(A2)  Es gibt drei Punkte A, B, C in B, die nicht mit einer gemeinsamen
Geraden inzidieren.
(A3, 1) Fiir alle Paare (P, g) aus Px & gilt n(P, g)=1.
Eine Verallgemeinerung der affinen Struktur erhilt man offensichtlich, wenn
man fiir eine natiirliche Zahl & (A3, 1) ersetzt durch
(A3, h) Fiir alle Paare (P, g) aus Px® gilt

I1<n(P g <h.

DEFINITION 1. Eine Inzidenzstruktur ¥, die (Al), (A2) und (A3, h) fiir
eine natiirliche Zahl h erfiillt, heift h-affine Inzidenzebene. Sind P, & end-
liche Mengen, so-heifit U endlich. Eine 2-affine Ebene heifit auch biaffin.

Unmittelbare Folge von Definition 1 ist, daB jede endliche Inzidenz-
struktur, bei der (A1) und (A2) giiltig sind, A-affin ist bei geeigneter Wahl
von A. AuBerdem ist jede ki -affine Ebene auch h,-affin, falls A, <h, gilt.
Bei allen folgenden Untersuchungen sei daher / eine feste Zahl, der durch
die Zusatzforderung

(1) Es gibt ein (P, g) aus B x & mit n (P, g) = h

geometrische Bedeutung gegeben wird.

Diese Arbeit befaBt sich mit endlichen biaffinen Inzidenzebenen: soweit
jedoch die Entwicklung parallel verlduft, wird auch allgemein die Struktur
der Ah-affinen Inzidenzebenen untersucht. Die Sitze 6, 14, 19 und 20 bilden
das Hauptresultat: abgesehen von vier Ausnahmeebenen 148t sich jede end-
liche biaffine Ebene aus einer affinen Inzidenzebene gewinnen durch Weg-
nahme eines Punktes oder einer Punktreihe samt Trigergeraden.

Geometriae Dedicata 4 (1975) 419-436. All Rights Reserved
Copyright © 1975 by D. Reidel Publishing Company, Dordrecht-Holland



420 MANFRED OEHLER

1. FUNDAMENTALSATZ

Bezeichnet man fiir einen beliebigen Punkt P mit O(P) die Anzahl der Ge-
raden durch P und fiir eine beliebige Gerade g mit O(g) die Anzahl der
Punkte auf g, so gelten allgemein

@) O(P) = O(g) +n(P,g) fir Plg und
3) O(P) > 3.

Gibt es daher zu zwei Geraden f, g einen Punkt S, der weder auf f, noch
auf g liegt, so erhilt man mit (2) und (A3, /)

4 0(f) < 0(g) + (h — D).

Diese Ungleichung gilt jedoch auch allgemein. Fiir O(f)<h—1 sowie fiir
den Fall O(f)=h und f } g ist (4) trivial erfiillt. Ist | g und O(f) = A, so gibt
es mit (A2) einen nicht auf fliegenden Punkt P mit O(P)=>h+1, woraus O(g)
=1 folgt. Fiir O(f)=h ist also (4) erfullt.

Ganz entsprechend erhilt man fiir O(f)=%+1 und fng=.S die Existenz
eines von S verschiedenen Punktes auf g, also O(g)=>2. Ist jedoch O(f)
=h+1 und f{ g, so gibt es nach dem bisherigen auf g mindestens einen
Punkt P und auf f mindestens 2+1 verschiedene Punkte Fj, ..., F,. Sei
a;=[P, F;] fiirr i=1, ..., h und b eine Parallele zu @, durch F,. Dann ist 5
von f verschieden und geht nicht durch P. Trifft b g nicht in einem Punkt Q
(& P),so konnen wegen b || a,, b {| gund (A3, A) nicht alle Geraden a,, ...,q,
zu b parallel sein. O.B.d. A. sei dann S=a,nb. S liegt nicht auf f und nicht
auf g, so daB mit (4) auch in diesem Fall O(g)>2 gilt. Zusammenfassend
bat man fiir O(f)=h+1 allgemein (4) gezeigt.

Ist O(f)=h+2, S=fng, so gibt es auf g einen von S verschiedenen
Punkt Q und dazu auf einer Parallelen zu f durch Q einen von @ verschie-
denen Punkt P, der weder auf f, noch auf g liegt, so daB auch jetzt (4)
erfiillt ist.

Ist schlieBlich O(f)=h+2 und f | g, so gibt es F auf £, G auf g und die
Gerade [F, G] trigt mindestens noch einen von F und G verschiedenen
Punkt P, der weder auf f, noch auf g liegt. Damit ergibt sich

SATZ 1. (Fundamentalsatz). Fir je zwei Geraden f, g gilt (4).

Satz 1 hat weitreichende Folgen fiir die Endlichkeit von 9. Gibt es eine
Gerade g, mit endlichem O(g,), so haben alle Geraden g endliches O(g), die
Zahlen

(5) N:=max{O(g)|ge®}, n:=min{O(g)|ge®}
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sind wohldefiniert, und es gilt
6 n<O@ <N fir ge6
und mit Satz 1
@) N-n<h-1.
Dann liefern (2) und (A3, 4)
® n+1<OP)SN+h fir Pef,

also die Endlichkeit aller O(P). Umgekehrt folgt aus der Endlichkeit eines
O(P,) die Endlichkert aller O(g). Aus (8) folgt weiter

©) PSP <T+WN+HI -1,

d.h. die Endlichkeit von ‘8. Ist zusétzlich n> 1, so folgt auch die Endlichkeit
von &, also von 2.

SATZ 2. Ist fiir ein g aus & oder fiir ein P aus B O(g) oder O(P) endlich, so
ist die h-affine Inzidenzebene W endlich, falls jede Gerade wenigstens einen
Punkt trdgt. Dies ist sicher erfiillt, wenn fiir die in (5) definierte Zahl N gilt
N=h.

Im folgenden untersuchen wir nur noch endliche 4-affine Ebenen. Fiir
diese gilt

DEFINITION 2. Die in (5) angegebenen Zahlen N bzw. n heifflen Ordnung
bzw. Subordnung der betrachteten Ebene.

2. MINIMALMODELL. VOLLSTANDIGE EBENEN

Nach (A2) gibt es drei nicht-kollineare Punkte A, B, C, welche die ver-
schiedenen Geraden a=[B, Cl, b=[C, A}, c=[A, B] definieren. AuBerdem
gibt es nach (A3, /) zu a wenigstens eine Parallele @, durch 4 und analog
eine Parallele b; zu b durch B und eine Parallele ¢; zu ¢ durch C. Fiir diese
drei Punkte und sechs Geraden gilt das Inzidenzschema

(10) , a b ca by ¢
A EE
B % * *
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Als Unterstruktur von % betrachtet, ist
M ;= ({Aa Ba C}a {a; ba ¢, 4y, bl s Cl}s Iu)

eine biaffine Inzidenzebene, also das in allen Ebenen enthaltene Minimal-
modell.

Im Unterschied zum Minimalmodell, bei dem nicht alle Geraden gleich
viele Punkte tragen, gilt

SATZ 3. Tragen in einer endlichen h-affinen Inzidenzebene alle Geraden gleich
viele Punkte, so gelten

an a(P,g)=h fir (P,9)ePxGundPlg und
(12) B =1+ N —-DWN+ h).

Beweis. Es gilt N=n, also fiir ein belicbiges Paar (P, g) mit P1g: |5
=1+(N-1)(N+n(P, g)). Daraus folgt, daB = (P, g) eine konstante Zahl ist,
die dann nach (1) den Wert 4 besitzt.

DEFINITION 3. Eine h-affine Inzidenzebene heifit vollstindig, wenn sie (11)
erfiillt.
Fiir eine vollstdndige Ebene erhélt man mit (2)

(13  O@P)=N+h,

vorerst fiir alle Punkte P, zu denen es eine Gerade g mit O(g)=Nund Pl g
gibt. Eine solche Gerade g existiert sicher, woraus dann (13) allgemein und
nachstehender Satz gefolgert werden kann.

SATZ 4. In einer endlichen vollstindig h-affinen Inzidenzebene gilt N=n und
Formel (12).
Die Existenz vollstindiger Ebenen fiir beliebiges 4 wird durch folgendes
Beispiel gezeigt: '
Es seien B, --- eine Menge mit 2+ 3 Elementen,
®, --- die Menge aller zweiclementigen Teilmengen von f,,
I, --- die Enthaltensseinrelation und
Q{g:=($hs &y, 1)

Dann ist %5 eine vollstindige A-affine Inzidenzebene mit N=2. Speziell er-
hélt man fiir 2=1 das affine Minimalmodell.

Sind f und g zwei beliebige Geraden, so bezeichnen wir mit B(f, g) die
Anzahl aller Geraden, die von f und g verschieden und sowoh! zu f, als
auch zu g parallel sind.
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Seien nun f, g zwei Geraden einer vollstindig A-affinen Ebene, die sich
in S schneiden. Mit

bs:= B(f, 8)
erhélt man durch Abzihlen die Formel
(149) & = N2+ Q2 —1)N+ (1 — k) + bs,

woraus folgt

SATZ 5. In einer endlichen volistindig h-affinen Ebene mit Ordnung N ist fiir
jedes Paar f, g sich schneidender Geraden die Zahl B(f, g) eine Konstante bg
und es gilt (14).

Weiter gilt

SATZ 6. Ist N die Ordnung der endlichen vollstindig h-affinen Ebene ¥, so
ist N ein Teiler der Zahl H:=h(h—1). Speziell ist %3 die einzige endliche
vollstéindig biaffine Ebene.

Beweis. Es sei a eine feste Gerade von ¥ und &, die Menge aller von a
verschiedenen zu a parallelen Geraden. Dann folgt aus Satz 4, (13) und
Satz 5

(15) |G| = A(N - 1) + bs.

Seien A ein fester Punkt auf @ und x, ..., Xy, -1 die von a verschiedenen
Geraden durch 4. Jedem x; sei die Menge §,, aller Geraden zugeordnet, die
zu q und x; parallel und von diesen verschieden sind. Nach Satz 5 ist by die
Anzahl der Elemente fiir jedes &, . Ist y ein beliebiges Element aus &,, so
gibt es zu y durch 4 auBer g genau A—1 Geraden x;, die zu y parallel sind:
y ist in genau 2—1 Mengen &, enthalten, also
(16) h—1D|8, =N+ h—1)bs.
Aus (15) und (16) erhilt man
_h(h—-DWN -1
N .
(18) N(H - bs) = H.
Wegen N> 2 resultiert fiir 2=2 speziell N=2. Aus (17) folgt bs=1, aus (14)

|®] =10 und aus (12) |B] =5, was nur fiir %3 zutreffen kann.
Unter Verwendung von

an bs oder

DEFINITION 4. Es sei © ein System von Geraden einer h-affinen Inzidenz-
ebene 9.
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(a) © heifit Parallelsystem, falls die Elemente von © paarweise parallel sind.
(b) Das Parallelsystem © heifit maximal, falls es nicht echte Teilmenge
eines Parallelsystems von U ist.
(¢) Das Parallelsystem © heifst vollstindig, falls es die Punktmenge von U
iiberdeckt, d. k., daf es zu jedem P aus P ein Element s von © gibt mit
Pls.
gilt
SATZ 7. Ist h>1, so besitzt die endliche vollstindig h-affine Ebene U mit
Ordnung N = h kein vollstindiges Parallelsystem.
Denn |9 ist nach (12) genau dann durch N teilbar, wenn N | (h—1) gilt,
was nach Voraussetzung nicht zutrifft,

3. MAXIMALE UND MINIMALE PUNKTE

Wir fithren fiir eine endliche A-affine Ebene ¥ die Bezeichnungen
(19) M:=max {O(P)| Pe P}, m:=min{O(P)|Pe P}
ein, womit dann mit (8) gilt

(200 n+l1<m<MS<N+h

DEFINITION 5. Ein Punkt P einer endlichen h-affinen Ebene U heifit maxi-
mal, falls O(P)=M gilt. Gilt fiir einen Punkt Q von % O(Q)=m, so heifit Q
minimal. '

In einer vollstindigen Ebene sind alle Punkte maximal (M=N+4A), in
einer affinen Ebene sind alle Punkte gleichzeitig maximal und minimal. All-
gemein gilt

SATZ 8. Es sei P ein Punkt einer endlichen h-affinen Ebene U der Ordnung
N=>h+1 mit O(P)=N+h. Dann tragen alle Geraden durch P gleich viele
Punkte. Ist sogar N>(h—1)2, so ist % vollstindig.

Beweis. Esseien g,, g, zwei verschiedene Geraden durch Pund &;:=0(g))
fiir i=1,2. Wegen N>h+1 ist k;>2, womit es auf g; einen von P verschie-
denen Punkt G; gibt. Ist fiir i, j=1, 2, i+j r;:=7(G;, g;), so gilt

(la) Pl =@+ k-DWN-1) + ki,
da jede Gerade, die nicht durch P geht, N Punkte trégt. Durch Subtraktion
der beiden Gleichungen (21a) voneinander erhilt man

(22a) ri —r))(N=-1) =k, — k)(N —2), also

(232) (N -1]|ky—kz) und (N =2)|(ry —12).

Wegen N>h+1 und |k, —k,|<h-1 folgt k, =k,.
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Es sei nun zusitzlich N> (h—1)2. Ist f eine Parallele zu g, und r =n(G,.f),
so ist O(G,)=N+r. Die Michtigkeit von P errechnet sich iiber P bzw. G,
zu

WN+hDk-D+1 =P =k+WV+r-—-DHW-1),
woraus
hh—7)
24a k—D=N-1D)—-G"h-r) + —/———

CR)  E=D=W =D~ -0+ D
folgt (k: =k1 =k2).

k%N hitte r<h zur Folge. Aus N>(h—1)? ergibt sich aber (N+A—1)
>h(h—r). Da k—1 ganz sein muB, gilt k= N. Damit tragen alle Geraden ¥
Punkte, die Ebene ist nach Satz 3 vollsténdig.

SATZ 9. Die h-affine Ebene % der Subordnung n> h-1 besitze einen Punkt P
mit O(P)=n+1. Dann ist U affin.

Beweis. Es seien g,, g, zwei verschiedene Geraden durch P mit O(P)
=n+1. Analoges Vorgehen wie beim Beweis zu Satz 8 liefert

@) Pl =Ci+k-D@E-1+k,
(22b) (ri—r)n—1 =k, —k)(n—2),
(23) (- 1D[(ky — k) und (n —2)|(ry —r2),

woraus entsprechend k, =k, folgt: alle Geraden durch P tragen gleich viele,
ndmlich k:=k, Punkte, wihrend die restlichen Geraden n Punkte tragen.
Entsprechend wie im Beweis zu Satz 8 erhilt man dann aus

1+ k=D +D =B =k+@+r—D@-1)
(24b) (k-Dn=(@+n—-1)@—1).

Damit ist n—1 ein Teiler von k—1, also k=n. Alle Geraden tragen n Punkte,
womit die Ebene vollstindig ist. Wegen O(P)=n+1 ist z=1, die Ebene also
affin.

4. ENDLICHE BIAFFINE EBENEN VOM TYP I

Ab jetzt werden nur endliche biaffine Inzidenzebenen betrachtet, fiir die gilt
(25) N-n<l, N=2,
womit speziell jede Gerade mindestens einen Punkt trégt. Die einzige voll-

stindig (echt) biaffine Ebene ist die %3 mit N=n=2. Die Sitze 8 und 9 und
(1) liefern fiir =2
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SATZ 10. Es sei U eine endliche biaffine Ebene der Ordnung N =3. Dann gilt
(26) nt+l=N=M-—-1,

Ist sogar N>4, so gilt m=M.
Fiir die ndchsten Paragraphen gelte deshalb

27N Nz4

fiir die betrachtete endliche biaffine Ebene % der Ordnung N, womit
(28) OP)=N+1 fir Paus B

gilt.

DEFINITION 6. Eine Gerade f von N mit O(f)=N heifit v-Gerade. Ist
0(g)=n, so heifit g w-Gerade.

Nach Satz 10 gibt es in % Geraden beider Art.

Es sei P ein Punkt und v die Anzahl der v-Geraden durch P.

Durch Abzdhlen erhélt man mit (28)

29 1B =1+ N+D@m -1 +o,

woraus der erste Teil von

SATZ 11. In einer endlichen biaffinen Ebene der Ordnung N=4 ist die An-
zahl der v-Geraden durch einen Punkt eine konstante Zahl v, und es gelten (29)
und

(30) 1<v<N.

folgt. Die Existenz von v-Geraden und von w-Geraden zeigt (30).

SATZ 12. Es sei f, eine v-Gerade der endlichen biaffinen Ebene W mit Ord-
nung N=4 und v=2. Dann gibt es zu f; genau N—1 Parallelen f,, ..., fy,
die zusammen mit f, ein volistindiges Parallelsystem bilden. v—1 der Ge-
raden dieser Schar sind v-Geraden.

Beweis. Sei X; ein fester Punkt von f;, g eine wegen v>2 exXistierende
v-Gerade durch X;, diec von f; verschieden ist. X,, ..., Xy seien dierest-
lichen Punkte von g. Wegen (28) und O(f;)=N gibt es (wie durch jeden
nicht auf f; gelegenen Punkt) durch jeden Punkt X; (i=2,..., N) genau
eine Parallele f; zu f. ©={fi, ..., fx} ist ein Parallelsystem, auf dessen Ge-
raden insgesamt N(N—1)+d Punkte liegen, wenn 4 die Anzahl der v-
Geraden in & ist. (d=1 wegen f,.) Ist r die Anzah! der Punkte von %, die
durch © nicht erfaBBt werden, so gilt also |B]=N(N—-1)+d+r, was zusam-
men mit (29) '

31 d+r=v—-1<N-1=n
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ergibt. Wiére r>0, so wiirde es zu einem durch € nicht erfaBten Punkt S
eine Parallele s zu f; durch S geben, die keine der Geraden f; (i=2,..., N)
schneiden kann, da sonst durch den Schnittpunkt zwei Parallelen zu f; exi-
stieren wiirden. Da s mindestens N—1 Punkte trigt, wire r>N—1, im
Widerspruch zu (31) und d= 1. Damit ist r=0, also d=v—1, und das System
© ist vollstindig.

Wire f eine durch & nicht erfaBBte Parallele zu f;, so wiirde ein beliebig
herausgegriffener Punkt F von f auch auf einer Geraden f; (i=2,..., N)
liegen, im Widerspruch zu = (Q, f;)=1fiir 01 f;.

Eine Verschirfung von (30) liefert

SATZ 13. In einer endlichen biaffinen Inzidenzebene der Ordnung N >4 gilt
v=1 oder v=N.

Beweis. Es gelte v>2.
Sei f eine beliebige v-Gerade und & das nach Satz 12 existierende vollstdn-
dige Parallelsystem, das f enthilt und das insgesamt (v—1) v-Geraden be-
sitzt. Durch jeden der N Punkte von f gehen v v-Geraden, womit man fiir
die Menge &, aller v-Geraden erhélt

32) G =N+ 1)@ —-1).

& enthilt auch (mindestens) eine w-Gerade g. Ist r die Anzahl der v-Geraden,
die g nicht schneiden, so ist wegen &

(33) r=v—1.
Durch jeden der N—1 Punkte von g gehen v v-Geraden, es gilt
(34) Gl =WN~-Dv +r.

(32), (33) und (34) liefern v > N, also zusammen mit o< N die Behauptung
des Satzes.

DEFINITION 7. Eine endliche biaffine Inzidenzebene, bei der durch jeden
Punkt genau eine w-Gerade geht, heifit Ebene vom Typ L.

Es sei € eine beliebige (auch nicht-endliche) affine Inzidenzebene und U
ein fester Punkt von €. Die Unterstruktur von €, die man durch Entfernen
von U (und den dazugehdrigen Inzidenzen) erhilt, werde (€\U) bezeichnet.
A =(C\U) ist eine biaffine Inzidenzebene. Ist € endlich von Ordnung N, so
ist auch ¥ endlich mit Ordoung N und Subordnung »=~N—1 und ist vom
Typ I. Umgekehrt gilt

SATZ 14. Zu jeder endlichen biaffinen Inzidenzebene N vom Typ 1 der Ord-
nung N >4 gibt es eine affine Inzidenzebene € derart, dafp W =(C\U) fiir einen
bestimmten Punkt U von € gilt.
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Beweis. Wir fiigen zu U den uneigentlichen Punkt
U:={ge®|0(g) =n}
hinzu und erhalten 6: = (%, &, T) mit

E&:%U{U}, i=IU{(U,g)|gEU}.
Dafi in € (A1) und (A2) erfiillt sind, ist unmittelbar einzusehen. An der
Eigenschaft zweier verschiedener Geraden f, g, parallel oder nicht parallel
zu sein, dndert sich beim Ubergang von % nach € genau dann etwas, wenn f
und g beide w-Geraden sind. (w-Geraden beziiglich %; in € haben alle Ge-
raden N Punkte.)

Es seien g aus ®, P aus § und Pi g. Ist g eine v-Gerade, so bedarf es nur
noch fiir P=U des Beweises, daB in € n(P, g)=1 gilt: Nach Satz 12 gibt es
zu g ein g umfassendes vollstindiges Parallelsystem mit genau einer w-Ge-
raden f. f bildet in € die einzige Parallele zu g durch U. Ist g eine w-Gerade,
so gilt P= U, und in % gehen wegen (28) durch P genau zwei Paralielen /1, /5,
von denen genau eine mit g den Punkt U gemeinsam hat. Damit ist auch
in € (A3, 1) erfiillt.

5. ENDLICHE BIAFFINE EBENEN VOM TYP II

DEFINITION 8. Eine endliche bigffine Inzidenzebene, bei der durch jeden
Punkt genau eine v-Gerade geht, heifit Ebene vom Typ IL

Es sei € eine beliebige affine Inzidenzebene mit mindestens drei Punkten
pro Geraden. Ist u eine beliebige feste Gerade von €, so bezeichnen wir mit
(€\u) diejenige Unterstruktur von €, die man durch Weglassen von u, aller
Punkte auf # und der einschlégigen Inzidenzen erhilt. Dann ist %:=(€\un)
eine biaffine Inzidenzebene. Ist € endlich von Ordnung N, so ist N auch die
Ordnung von % und ¥ ist vom Typ II. Im Unterschied zu den Ebenen vom
Typ I wird es sich herausstellen, daB sich fiir N >4 nicht jede biaffine Ebene
von Typ II und Ordnung N als (€\n) darstellen 148t

Als Korollar zu Satz 14 hat man: Die w-Geraden einer endlichen biaffi-
nen Inzidenzebene von Typ I und Ordnung N =>4 bilden ein vollstindiges
Parallelsystem. Analog gilt mit der Bezeichnung Typ-II-Ebene fiir eine end-
liche biaffine Inzidenzebene vom Typ II und Ordnung N>4

SATZ 15. Die v-Geraden einer Typ-II-Ebene bilden ein vollstindiges Parallel-
system. Es gilt

(33) Bl =N@H - 1)
und fiir die Mengen &, bzw. &,, aller v- bzw. w-Geraden
(36) G =N~-1, |&,]=N2
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Beweis. Es sei wie im Beweis zu Satz 12 f; ecine v-Gerade und X; ein
Punkt auf f;. Jetzt sind alle von f; verschiedenen Geraden durch X; w-Ge-
raden; g sei eine solche. Bildet man analog zum Beweis zu Satz 12 mit den
N—1 Punkten X; von g das System &={f;, ..., fy—1}, so erkennt man ent-
sprechend, daB € ein aus der Gesamtheit aller v-Geraden bestehendes voll-
stindiges Parallelsystem ist. Durch Abzdhlen bekommt man den Rest der
Aussage von Satz 15.

Um eine Satz 14 entsprechende Aussage fiir Ebenen vom Typ II zu be-
kommen, miissen weitgehende Betrachtungen iiber Parallelsysteme ange-
stellt werden. Im folgenden handelt es sich dabei stets um w-Parallelsysteme,
d.h. simtliche Elemente sind w-Geraden.

DEFINITION 9. Sind f, g, k drei verschiedene w-Geraden und ist k sowohl
zu f, als auch zu g parallel, so heift k (f, g)-Parallele.

SATZ 16. Es sei ¥ eine Typ-Il-Ebene, f, g seien zwei verschiedene w-Geraden
von N. Ist f zu g parallel, so gibt es genau N—2 (f, g)-Parallelen, andernfalls
genau 2. Ein vollstindiges w-Parallelsystem von U besteht aus N Geraden.

Beweis. Mit (36) ist [&|=N?2+ N—1. Durch Abzihlen der f oder g oder
beide schneidenden Geraden erhélt man als Differenz die angegebenen
Zahlen N-2 bzw. 2. Da auf jeder w-Geraden N—1 Punkte liegen, folgt mit
(35) der Rest der Aussage.

Bezeichnungen:
6N ITm={fglf+afkefge®,), Ts:=ITd,

:={fglf+aflefige®), Tri=IT,
W:=IFg U Tp, W= 8.

Nach Satz 16 kann man nun auf folgende Art eine Abbildung
p: Ty W

definieren durch
{c,d} = ¢ ({a, b}) < ¢ + d, ¢ und d sind (a, b)-parallel.

Fiir ein beliebiges Element {f, g} aus 8 sei noch

(39) p{feh):=le7 {£ gl

Es gilt
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SATZ 17. Es sei ¥ eine Typ-1I-Ebene. Dann gilt fiir die Zahlen Tg, Ty ind W
aus (37)

2,2 2 (N2 _
(39) TS=N2”, T, = N°n, W=£—(1V—2———1)—.

Ist{f, g} ein Element von Zp, so ist u({f, g}) =0 fiir die Funktion u aus (38),
Jalls es ein vollstindiges Parallelsystem gibt, das f und g enthdlt. Andernfalls
gilt

“0)  p({fg)zN-3.

Beweis. Die Formel fiir W erhilt man unmittelbar aus (36), die Formel
fiir Ts aus (35) und der Tatsache, daBl durch jeden Punkt N w-Geraden
gehen.

Es sei nun {f;, g} in ein vollstindiges Parallelsystem & einbettbar, d.h.
{f, g} =®. Gibe es zwei sich im Punkt P schneidende (f, g)-Parallelen q, b,
so konnten nicht beide in © enthalten sein, im Widerspruch zu Satz 16,
wonach G\{f, g} aus allen (f; g)-Parallelen besteht.

Falls {f, g} nicht einbettbar ist, sei &, ein {f, g} enthaltendes maximales
Parallelsystem und €,:=8,\{f, g}, x:=|&,|, also nach Satz 16 und Voraus-
setzung

(41 1<x<N-~3.

Sei ©; die Menge der nicht in &, enthaltenen (f, g)-Parallelen. Dann gilt
nach Satz 16

(42) |85l =N-x-2.

Ist a ein Element von &;, dann gibt es ein b in €,, das von ¢ in einem
Punkt Q geschnitten wird. Wiirde es dann ein zu a paralleles Element ¢ von
&, geben, so wiren f, g und ¢ drei verschiedene (g, b)-Paralleien. Aus die-
sem Widerspruch mit Satz 16 folgt, daB jedes Element aus &, jedes Element
aus ©; schneidet. Dabei werden insgesamt nach (42) und Definition von x

(43) yi=x(N—-—x—-12)

verschiedene Schnittpunkte erzeugt: wiirden zwei verschiedene Elemente
von &, mit einem Element aus &, den gleichen Schnittpunkt Q erzeugen,
so wiirden durch @ drei verschiedene Parallelen zu f gehen. Jeder solche
Schnittpunkt ist nun Tréger von genau einem Element von ¢~ [{f, g}], so
daB u({f, g})=y gilt. Die Abschitzung (40) erhilt man dann iiber die
Randminima von (43).

Fiir den nichsten Satz bendtigen wir noch folgendes
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LEMMA 1. Es seien f, g zwei verschiedene parallele w-Geraden einer Typ-I1-
Ebene. Dann lift sich {f, g} in hichstens ein, {f} in hichstens zwei vollstin-
dige Parallelsysteme einbetten.

Beweis. Ein {f, g} umfassendes vollstindiges Parallelsystem trigt nach
Satz 16 sdmtliche (f, g)-Parallelen, so daB kein weiteres System méglich ist.
Durch einen nicht auf f liegenden Punkt G gibt es genau zwei Parallelen
81,82 zu fyzu {f, g,} und {f, g.} gibt es je hdchstens ein vollstindiges
Parallelsystem.

SATZ 18. Es sei ¥ eine Typ-II-Ebene, bei der sich je zwei parallele w-Geraden
in ein vollstindiges Parallelsystem einbetten lassen. Dann gibt es eine affine
Inzidenzebene € und in € eine Gerade u derart, daf W =(C\u) gilt.

Beweis. Nach den Voraussetzungen des Satzes gibt es sicher ein voll-
stdndiges Parallelsystem

§IR:{gla"':gl\(}3 giE@w'

Nach Lemma 1 gibt es zu einem g; aus St hochstens noch ein zweites g;
umfassendes vollstindiges Parallelsystem. Wir zeigen, daB es noch genau
ein solches System U; gibt:

Dazu sei ke{l,..., N} mit k<+i und Q ein Punkt auf g, f die zweite
Parallele zu g; durch Q. Nach Voraussetzung gibt es ein vollstdndiges
Parallelsystem U;, das {g;,f} enthilt und das von 9t wegen g, verschieden
ist, genauer:

45 MU ={g}).

Denn wiére fiir j+i g; in U; enthalten, so hitte man im Widerspruch zu
Lemma 1 fiir {g;, g;} zwei umfassende vollstindige Parallelsysteme. Aufer-
dem gilt fiir i=j:

(46) UinU; =0,

denn ein im Durchschnitt enthaltenes ¢ wiirde zu g; und zu g; parallel, also
nach Lemma 1 in It sein. Mit (45) wiirde dies i=j ergeben.

Wir erweitern % um die uneigentlichen Punkte U; und um die uneigentliche
Gerade u:={Uy, ..., Uy}, d.h.: wir betrachten €= (5, &, I) mit

~

Pi=Pu{leu, G:=60u,
Ii=10{{Uw|Ueu} v{UglgeU Ueu}.

€ ist eine affine Inzidenzebene:

(A1) und (A2) sind leicht zu zeigen. Sei daher ge@, Pe  und Pi g Istg
eine v-Gerade, so sind genau die v-Geraden und die Gerade u in € zu g
parallel, also (A3, 1) erfiillt. Das gleiche gilt fiir g=u.
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Sei daher g eine w-Gerade. Ist P eigentlich, so gibt es in ¥ zu g zwei Paral-
lelen f,, f, durch P. Wegen (36), Satz 16 und (46) gibt es je genau ein
lo, iy, 05 in {1,..., N} mit

ge U, flEUip f.eU,.

Da U, vollstindig ist, gibt es ein fin U;, durch P. O.B.d. A. gilt f=f,.
Mit feU;, " U;, und (46) ist U;,=U,,, wegen fi+f, also U+ U,,, also f;
in € die einzige Parallele zu g durch P.

Ist P uneigentlich, also P=U,, so kommt als Parallele zu g nur eine
w-Gerade in Frage, und es gilt g¢ U;. Es seienQ,, ..., Qy_, die eigentlichen
Punkte von g, g; sei die v-Gerade durch Q; (j=1, ..., N—1). Jedes g; wird
von jedem Element aus U; geschnitten; verschiedene Elemente erzeugen
verschiedene Schnittpunkte auf g;: zu jedem g; gibt es genau ein Element r;
von U;, das aus ¢; den Punkt Q; ausschneidet. Es bleibt genau ein Element
von U, iibrig, das zu g parallel ist, womit allgemein (A3, 1) erfiillt ist.

22

LEMMA 2. Es seien © ein vollstdndiges w-Parallelsystem einer Typ-II-
Ebene W, a und b zwei sich schneidende w-Geraden von N mit a aus © und
{e,d}=9({a, b}). Dann schneiden sich auch ¢ und d, und genau eine dieser
Geraden liegt in @.

Beweis. Von den nPunkten von b liegt einer auf a, und die restlichen lie-
gen auf (n—1) der n Geraden von &':=&\{a}. Es gibt also genau eine Ge-
rade in &', die zu a und zu b parallel ist; diese sei 0.B.d. A. die Gerade c.
Dann liegen die n Punkte der nicht in © enthaltenen Geraden d auf den n
Geraden von &', womit d speziell ¢ schneidet.

Wir bezeichnen im folgenden bei der Typ-II-Ebene U mit K die Anzahl
der vollstindigen w-Parallelsysteme und mit F die Michtigkeit von ¢~ 1{3].
Dann gilt mit Satz 17

“n TS=F+{§; M({a,b})2F+(N—-3)[TP-—K<]ZV>].

a,b}eTp
Fiir einen beliebigen Punkt P bezeichne R, die Anzahl der Elemente aus ¥,
deren Schnittpunkt P ist und deren ¢-Bild in T liegt. Ist R das Minimum
aller solcher R, so gilt mit (35)

(48) F = NnR.

Es sei weiter {g,, ..., &,} die Menge jener w-Geraden durch P, die sich in
je ein vollstindiges Parallelsystem einbetten lassen, {h,, ..., iy_y,} sei die
Menge der restlichen w-Geraden durch P. Nach Lemma 2 trigt jedes Paar
{gi, b} und jedes Paar {g;, g,} mit ik zu Rp bei, woraus

49 2Rp 2 (2N -1 -LpL;
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folgt. Nach Lemma 1 gilt

S <Le< N,

das in (49) eingesetzt 4R > K ergibt und dieses mit (48), (47) und Satz 17
(50) K(N —5) =2N(N - 5).

Da durch einen Punkt N w-Geraden gehen, liefert Lemma 1 K<2N, womit
(50) erst ab N> 6 ein Ergebnis bringt, ndmlich zusammen mit Satz 18

SATZ 19. Es sei ¥ eine Typ-II-Ebene mit Ordnung N> 6. Dann gibt es eine
affine Inzidenzebene € und eine Gerade u von € derart, daff % =(C\u) gilt.

Die Sitze 14 und 19 sagen aus, daB ab N=6 jede endliche biaffine Inzi-
denzebene vom Typ (E\U) oder (€\u) ist, also eine einfache Unterstruktur
affiner Ebenen: die endlichen affinen Inzidenzebenen werden durch die
Axiome der (endlichen) biaffinen Inzidenzebenen fast vollstindig beschrie-
ben.

6. TYP-III-EBENEN

Wir nennen eine endliche nichtvolistindig biaffine Inzidenzebene ¥ eine
Typ-IIT-Ebene, falls sie sich nicht als (€\U) oder (€\») darstellen 14Bt. Nach-
folgend werden systematisch alle diese Ebenen aufgefiihrt. Dabei gilt nach
obenstehenden Sétzen fiir die Ordnung 2< N<35. Die einzelnen moglichen
Fille werden zuerst nach (wachsendem) N unterschieden, bei festem N nach
(wachsendem) | B}, bei festem N und || nach (wachsendem) |®].

N=2::

Es muB 3<|P|<5 gelten (nach (9) und (A2)). Das Minimalmodell % ist
keine Typ-III-Ebene. Nimmt man zu %™ noch zusétzliche Geraden hinzu,
so tragen diese alle mindestens einen Punkt, gehen also durch 4, B oder C,
verletzen daher (A3, 2); fiir |B]=3 gibt es keine Ebenen.

Abb. 1.
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Fiir N=2 und || =4 ist mindestens |&]=6. Das affine Minimalmodell
ist jedoch keine Typ-IlI-Ebene. Erweitert man es jedoch durch eine siebte
Gerade, so erhiilt man die kleinste Typ-III-Ebene B* (Abbildung 1). Da jede
weitere Gerade wegen n=1 durch einen der vier Punkte gehen muB, ist mit
(A3, 2) der Fall || =4 erschdpft.

Die einzige Ebene mit N=2, [B|=5 ist die vollstindige Ebene %2, die
nicht vom Typ IIT ist.

N=3::

Wegen Satz 8 ist M<4 und daher |B[<9. Da es eine Gerade a mit drei
Punkten A, B, C und zu a eine Parallele » mit mindestens zwei Punkten
D, E gibt, ist die in Abbildung 2 wiedergegebene Typ-III-Ebene B2 mit
[Bf=5 und [&|=8 in jeder Ebene mit N> 3 enthalten. Fiir N=3, |§|=5
ist B2 die einzige Ebene.

b )] E
4
ANA
Abb. 2.

Wiirde eine Typ-III-Ebene mit N=3, || > 6 keinen Punkt enthalten, der
auf der Geraden b der Unterstruktur %2 liegt und von D, E verschieden ist,
so miiBte eine Parallele durch einen sechsten Punkt G zur Geraden a auch
zu b parallel sein und einen siebten Punkt H tragen. Die einzige mogliche
biaffine Ebene mit N=3 und || =6 ist daher die (€*\u), die keine Typ-III-
Ebene ist (€ --- affine Ebene mit N=3).

Ist [P} =7, so gibt es einen Punkt G, der nicht auf den Geraden a oder b
der Unterstruktur B2 liegt. Wegen M <4 liegt G auf einer Geraden von B2
durch D, also 0.B.d. A. auf [AD]. Analog erhilt man 0.B.d.A. G auf [CE].
Sei ¢ eine Parallele zu g durch G. Dann kann von den Geraden [BD] und
[BE] hochstens eine zu ¢ parallel sein. O.B.d. A. schneide [BD] die Gerade ¢
in einem Punkt H, der von G verschieden ist und nicht auf b liegt. Wegen
M<4 liegt H auf einer Geraden von B2 durch E; es mul H auf [4E] lie-
gen. Ist d eine Parallele zu [BD] durch A, so liegt von den Punkten B, C, D,
E, G, H keiner auf d; es gibt einen weiteren Punkt F auf &, und es ist {$5| = 8.
F liegt auf einer Geraden von B2 durch D und nicht auf [4D], nicht auf
[BD]. Im Fall FIb sind a, b zwei parallele Geraden mit je drei Punkten, im
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Fall FI[CD] trifft dies fiir die Geraden [4E] und [CD] zu. Es sei daher
0.B.d. A. die Unterstruktur B2 so gewihlt, daB auch b einen dritten Punkt
F trigt und dann d=[AF}] gilt (wegen M<4). Da dann keiner der Punkte
D, E, F auf ¢ liegt, ist ¢ auch zu b parallel.

Wegen M<4 liegt F auf [BG] und auf [CH]. Die bisher erarbeiteten acht
Punkte A bis A und ihre Verbindungsgeraden bilden eine Unterstruktur
(E3\U), die als solche nicht schon eine Typ-IlI-Ebene ist und auch nicht
durch Hinzunahme weiterer Geraden zu einer solchen gemacht werden
kann. Damit gibt es auch fiir [ =7, 8 keine Typ-II1-Ebenen.

Dies trifft auch fiir |3]=9 zu. Denn ein zu (€3*\U) zusétzlicher neunter
Punkt erginzt diese Unterstruktur notwendig zur affinen Ebene &3, die
durch keine weiteren Geraden zu einer Typ-III-Ebene gemacht werden
kann.

N=4, N=5::

Fiir N>4 wurde ein Computer-Programm geschrieben. Es ergab sich, da8
es fiir N=35 keine Typ-IIT-Ebene gibt und daB die durch folgendes Inzidenz-
schema beschriebene Typ-III-Ebene B3 die einzige mit N=4 ist. Im Schema
sind die Punkte mit groBen Buchstaben, die v-Geraden mit kleinen Buch-
staben und die w-Geraden mit Zahlen bezeichnet.

a b ¢1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415 16
A * % % % %
B * ® % % %
(o * * ok k%
D * % % %k ¥
E * * * * *
F * * % * *
G * * % % *
H % * %= * *®
I % x ® * *
J * % * ¥ %
K * * * % *
L * % * * *

Man erkennt, daB in B3 jedes maximale w-Parallelsystem aus drei Geraden
besteht.
Zusammenfassend hat man

SATZ 20. Es gibt nur die Typ-III-Ebenen B, B2 und B3.
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