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INTRODUCTION

Les questions traitées dans ce Livre se sont présentées au
cours du développement de la théorie des nombres algébriques et
(plus tardivement) de la géométrie algébrique (cf. Note historique).
A partir du x1x°© siécle, on s’est apercu peu a peu que ces deux
théories présentaient de remarquables analogies; en cherchant
a résoudre les problémes qu’elles posaient, on a été amené a déga-
ger un certain nombre d’idées générales, dont le champ d’appli-
cation ne se limite pas aux anneaux de nombres algébriques
ou de fonctions algébriques ; et, comme toujours, il y a avantage
4 considérer ces notions sous leur aspect le plus général pour
en mieux saisir la portée véritable et les répercussions mutuelles.
On traite donc dans ce Livre de concepts applicables en principe
a tous les anneaux commutatifs et aux modules sur de tels an-
neaux ; il faut toutefois signaler qu’on n’obtient souvent de résul-
tats substantiels qu’en introduisant des hypothéses de firitude
(toujours vérifiées dans les cas classiques), par exemple en suppo-
sant les modules de type fini ou les anneaux ncethériens.

Les principales notions autour desquelles se groupent les
premiers chapitres sont les suivantes :

1. Localisation et globalisation. Partons par exemple d’un
systeme d’équations diophantiennes :

(*) Pyx1,eecyz2m) = 0 (1<i<gn)

ou les P; sont des polynomes & coefficients entiers rationnels, et
ou on cherche des solutions (z;) formées de nombres entiers ration-
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nels. On peut commencer a4 aborder le probléme en cherchant des
selutions formées de nombres rationnels, ce qui consiste a envisager
le méme probléme ot les coefficients des P; sont considérés comme
des éléments du corps des fractions @ de Z, et ot 'on se propose
de trouver les solutions a valeurs dans Q. Une seconde étape
consiste a voir si, étant donné un nombre premier p, il existe des
solutions rationnelles dont les dénominateurs ne sont pas divisibles
par p (il est clair que les solutions entiéres vérifient cette condi-
tion) ; cela revient cette fois & se placer dans le sous-anneau Zy
de Q formé des nombres rationnels de ceite nature, dit anneau
local de Z correspondant au nombre premier p. Il est clair que le
passage de Z & Q ef celui de Z & Z(p) sont de méme nature : dans
les deux cas, on n’admet comme dénominateurs que ceux qui
n’appartiennent pas & un certain idéal premier ('idéal (0) ou I'idéal
(p) suivant le cas). Le mot méme d’ « anneau local» provient de la
géométrie algébrique, o cette notion apparait de fagon plus natu-
relle : par exemple, dans 'anneau €(X) des fonctions rationnelles
d’une variable & coeflicients complexes, ’anneau local correspon-
dant a 1'idéal premier (X — «) est anneau des fractions ration-
nelles « réguliéres » au point « (c’est-a-dire n’ayant pas de poéle en
ce point).

Tout probléme diophantien, et plus généralement tout pro-
bléme sur des A-modules (A anneau commutatif) peut se décom-
poser en deux problémes partiels : on cherche & le résoudre dans
les anneaux locaux A, correspondant aux différents idéaux pre-
miers p de A {«localisation »), puis on se demande si, de ’existence
pour tout p d’une solution du probléme « localisé », on peut conclure
a Pexistence d’une solution du probléme initialement posé (« pas-
sage du local au global »). C’est a I'étude de ce double processus
qu’est consacré le chapitre 11, ou d’ailleurs on verra que la « loca-
lisation » n’est pas liée aux seuls idéaux premiers, mais a une
portée plus vaste.

II. Complétion des anneaux locauzr. Un anneau local A
partage avec les corps la propriété de n’avoir qu’un seul idéal
maximal m. On utilise ce fait pour ramener, dans une certaine
mesure, un probléme sur des A-modules & un probléme analogue
sur des espaces vectoriels, en passant cette fois & ’anneau quotient
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A/m, puisque ce dernier est un corps. Si on revient par exemple
au systéme diophantien (*), cette idée n’est autre que le prineipe
de la « réduction modulo p », transformant les équations en con-
gruences mod. p, qui s’est présentée de facon naturelle dés les pre-
miers travaux de théorie des nombres.

Ce faisant, il est clair qu’on ne peut toutefois espérer atteindre
ainsi des résultats complets sur le probléme initial, et on s’est vite
rendu compte que pour avoir des renseignements plus précis, il
faut non seulement considérer les congruences modulo m, mais
aussi les congruences « supérieures » modulo m#», pour des en-
tiers n > 0 arbitraires. On se convainc méme ainsi que, plus n
est grand, plus on « approche » en quelque sorte du probléme
initial (dans le cas ot A = Z par exemple, la raison en est qu’'un
entier # 0 ne peut étre divisible par foutes les puissances p* d’un
nombre premier donné p ; la présence de cet entier se fera donc
sentir dans la réduction mod. p» dés que r sera pris assez grand).
La traduction mathématique de cette idée consiste & considérer
sur A une fopologie d’anneau (c¢f. Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 6)
pour laquelle les m» forment un systéme fondamental de voisinages
de 0. Mais lorsqu’on a ainsi, par exemple, résolu le systeme de
congruences

(**) Py(z1,..., zm) = 0 (mod. p¥) (1 <1< n)

pour tout entier & > 0, il ne s’ensuit pas encore que le systéme (*)
ait une solution dans ’anneau local Z(y) ; on constate que I’hypo-
thése précédente peut s’interpréter en disant que (*) admet une
solution dans le complété Zp» de lanneau topologique Z(y).

Le probléme initial, ainsi affaibli, est finalement ramené
au probléme analogue pour les anneaux locaux du type A/mn,
qui sont encore plus proches des corps que les anneaux locaux géné-
raux, puisqu’ils ont un radical nilpotent ; en géométrie algébrique
classique, cela correspond a une étude « différentielle » du probléme
au voisinage d'un point donné.

Le chapitre I1I traite d’une facon générale de ces applications
de notions topologiques i la théorie des anneaux locaux. Au cha-
pitre VI, on en étudie un aspect plus spécial, adapté d’une part a
des études plus fines de géométrie algébrique, et surtout a I’arithmé-
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tique des corps de nombres algébriques, ou les anneaux locaux
que Yon rencontre (tels que Zy) appartiennent a une classe
particuliérement simple, celle des « anneaux de valuation », ou la
divisibilité est une relation d’ordre total (cf. Alg., chap. VI, § 1)
dans 'ensemble des idéaux principaux.

L’étude du passage d’un anneau A a un localisé Ay, ou & un
complété A fait apparaitre un caractére commun a ces deux
opérations, la propriété de platitude des A-modules A, et A, qui
permet entre autres de manier les produits tensoriels de tels A-mo-
dules avec des A-modules quelconques un peu comme on le
fait des produits tensoriels d’espaces vectoriels, c’est-a-dire sans
toutes les précautions dont s’entoure leur emploi dans le cas géné-
ral. Les propriétés liées a cette notion, qui s’applique d’ailleurs
aussi aux modules sur des anneaux non commutatifs, font I'objet
du chapitre 1.

I11. Entiers et décomposition des idéaux. L’étude de la divi-
sibilité dans les corps de nombres algébriques nécessitait dés le
début l'introduction d’une notion d’entier dans un tel corps K,
généralisant la notion d’entier rationnel dans le corps Q. La
théorie générale de cette notion d’ « entier algébrique », liée,
comme on le verra, & des conditions de finitude trés strictes, est
développée au chapitre V : elle s’applique a tous les anneaux
commutatifs, et présente un grand intérét non seulement en
arithmétique, mais en géométrie algébrique et méme dans la
théorie moderne des « espaces analytiques » sur le corps C.

Un des obstacles majeurs & P'extension de Parithmétique
classique aux anneaux d’entiers algébriques a longtemps été le fait
que la décomposition classique d’un entier rationnel en facteurs
premiers ne s’étend pas en général & ces anneaux. Il fallut la créa-
tion de la théorie des idéaux pour surmonter cette difficulté : la
décomposition unique cherchée est alors rétablie pour les idéaux,
la notion d’idéal premier se substituant bien entendu a celle de
nombre premier. On peut d’ailleurs considérer ce résultat comme
un cas typique ou le « passage du local au global » se fait de fagon
satisfaisante : la connaissance, pour un z e K, des valeurs en z de
toutes les « valuations » de K, détermine = & multiplication prés par
un entier inversible.
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Dans des anneaux moins simples que les anneaux d’entiers
algébriques (et déja par exemple dans les anneaux de polyndémes
& plusieurs indéterminées) ce résultat perd sa validifé. On peut
toutefois associer d’une facon canonique a tout idéal un ensemble
bien déterminé d’idéaux premiers : en géométrie algébrique, si on
considére par exemple dans K" (K corps commutatif quelconque)
une sous-variété définie par un systéme d’équations polynomiales
P. = 0, les composantes irréductibles de cette sous-variété corres-
pondent biunivoquement aux éléments minimaux de I’ensemble
des idéaux premiers ainsi associés a 1’idéal engendré par les P,.
On peut en outre (si ’on se borne aux anneaux noethériens) donner
pour tout idéal une « décomposition » moins précise qu'une décom-
position en produit d’idéaux premiers : le produit y est en effet
remplacé par l'intersection, et les puissances d’idéaux premiers
par des idéaux « primaires » liés aux idéaux premiers associés a
Pidéal envisagé (mais qui ne sont pas des généralisations directes
des puissances d’idéaux premiers). L’introduction des idéaux pre-
miers associés 4 un idéal et I’étude de leurs propriétés font I'objet
du chapitre IV ; on y démontre aussi 'existence et certaines pro-
priétés d’unicité des « décompositions primaires » auxquelles nous
venons de faire allusion ; mais il apparait & présent que ces décom-
positions ne jouent le plus souvent qu’un rdle accessoire dans les
applications, la notion essentielle étant celle d’idéal premier asso-
cié a un idéal.

Au chapitre VII, on examine plus en détail les anneaux ou
I'on se rapproche davantage des propriétés des anneaux d’entiers
algébriques en ce qui concerne la décomposition en produit
d’idéaux premiers ; on peut entre autres introduire dans ces
anneaux la notion de « diviseur » qui est 'aspect géométrique de
cette décomposition et joue un rdle important en géométrie algé-
brique.

Enfin, les chapitres VIII et suivants traiteront de notions qui
présentent plus d’intérét en géométrie algébrique qu’en arithmé-
tique (ou elles deviennent triviales) et notamment du concept de
dimension.

Avec ces notions, on parvient a la frontiére de la géométrie
algébrique proprement dite, frontiére toujours plus mouvante
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et difficile & tracer. C’est que, si 'algébre commutative est un outil
essentiel pour développer la géométrie algébrique dans toute sa gé-
néralité, inversement (comme on a déja pul’apercevoir ci-dessus),
lIe langage de la géométrie s’avére extrémement commode pour
exprimer les théoréemes d’algébre commutative et y suggérer une
certaine intuition, naturellement assez absente de 1algébre
abstraite ; avec la tendance actuelle & élargir de plus en plus le
cadre de la géométrie algébrique, le langage algébrique et le lan-
gage géométrique tendent plus que jamais a se confondre.



CHAPITRE I (¥

MODULES PLATS

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considérés
dans ce chapitre sont supposés avoir un élément unité; tous les
homomorphismes d’anneaux sont supposés transformer Iélément
unité en Uélément unité. Par un sous-anneau d’un anneau A, on
entend un sous-anneau contenant Uélément unité de A.

St A est un anneau, M un A-module ¢ gauche, U (resp. V)
un sous-groupe additif de A (resp. M), on rappelle qu’on note
UV ou U.V le sous-groupe additif de M engendré par les produits uy,
ou ue U, veV (Alg., chap. VIII, § 6, n° 1). St a est un idéal de
A on pose a® = A. Pour tout ensemble B, on désigne par 1y (ou
par 1 quand aucune confusion n’est & craindre) I’application iden-
tigue de E sur lui-méme.

On rappelle que les axiomes des modules itmpliquent que st E
est un module a gauche (vesp. & droite) sur un annean A, et st 1
désigne Uélément unité de A, on a 1.z = x (vesp. z.1 = x) pour
tout xe E (Alg., chap. 11, 3e éd., § 1, n° 1). Si E et ¥ sont deux
A-modules a gauche (resp. ¢ droite), on rappelle qu’on désigne par
Hom, (E, F) (ou simplement Hom (E, F)) le groupe additif des
homomorphismes de E dans ¥ (loc. cit., § 1, n® 2). Par abus de nota-
tion, on désignera souvent par 0 un module réduit & son élément
neutre.

(*) A Pexception du § 4, les résultats de ce chapitre ne dépendent d’au-
cun autre livre de la deuxiéme partie.
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§ 1. Diagrammes et suites exactes

1. Diagrammes.

Soient par exemple A, B, C, D, E cing ensembles, et soient
f une application de A dans B, g une application de B dans C,
h une application de D dans E, u une application de B dans D et ¢
une application de C dans E. Pour résumer une situation de ce
genre, on fait souvent usage de diagrammes; par exemple, on
résumera la situation précédente par le diagramme suivant (Ens.,
chap. H, §3,n°4):

A—LsBLsg
(1) v $v
D—E

Dans un tel diagramme, le groupe de signes A 7, B schéma-
tise le fait que f est une application de A dans B. Lorsqu’il ne peut
y avoir d’ambiguité sur f, on supprime la lettre f, et on écrit
simplement A — B.

Lorsque A, B, C, D, E sont des groupes (resp. des groupes
commutatifs) et f, g, #, u, ¢ des homomorphismes de groupes,
on dit pour abréger que le diagramme (1) est un diagramme
de groupes (resp. de groupes commulalifs).

En principe, un diagramme n’est pas un objet mathéma-
tique, mais seulement une figure, destinée a faciliter la lecture
d’un raisonnement. En pratique, on se sert souvent des dia-
grammes comme de symboles abréviateurs, qui évitent de nom-
mer tous les ensembles et toutes les applications que I'on veut
considérer ; on dit ainsi « considérons le diagramme (1) » au lieu de
dire : «soient A, B, C, D, E cinq ensembles... et v une application
de C dans E »; voir par exemple I’énoncé de la prop. 2 du n° 4.

2. Diagrammes commulalifs.

Considérons par exemple le diagramme suivant :

AL.B 2.c D
(2) ay L e} 4y
AI BI CI DI

r P2 B
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A tout chemin composé d’un certain nombre de segments
du diagramme parcouru dans le sens indiqué par les fléches, on fait
correspondre une application de !'ensemble représenté par I’ori-
gine du premier segment dans 'ensemble représenté par l'extré-
mité du dernier segment, savoir la composée des applications repré-
sentées par les divers segments parcourus. Pour tout sommet
du diagramme, par exemple B, on convient qu’il v a un che-
min réduit 4 B, et on lui fait correspondre l'application iden-
tique 1,.

Dans (2), il y a par exemple trois chemins partant de A et
aboutissant a C’; les applications correspondantes sont ce gof,
gobof et g'of'oa. On dit quun diagramme est commutatif si,
pour tout couple de chemins du diagramme ayant méme origine
et méme extrémité, les deux applications correspondantes sont
égales ; en particulier si un chemin a son extrémité confondue
avec son origine, 'application correspondante doit étre l’iden-
tité.

Pour que le diagramme (2) soit commutatif, il faut et il suffit
que I'on ait les relations :

(3) fl°a=b°fr é"ob:C"gy h’oC:doh;

autrement dit, il faut et il suffit que les trois diagrammes carrés
extraits .de (2) soient commutatifs. En effet, les relations (3) en-
trainent cogof=g'obofpuisquecog =g'ob,et g'obof=g'of oa
puisque bof = f'oa; donec les trois chemins partant de A et
aboutissant a C’ donnent la méme application. On vérifie de
méme que les quatre chemins partant de A et aboutissant & D’
(resp. les trois chemins partant de B et aboutissant & D’) donnent
la méme application. Les relations (3) signifient que les deux che-
mins partant de A (resp. B, C) et aboutissant & B’ (resp. C’, D)
donnent la méme application. Tous les autres couples de sommets
de (2) ne peuvent étre joints que par un chemin au plus, et le dia-
gramme (2) est donc bien commutatif.

Par la suite, nous laisserons au lecteur le soin de formuler et
de vérifier des résultats analogues pour d’autres types de dia-
grammes.
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3. Suiles exactes.

Rappelons la définition suivante (Alg., chap. II, 3¢ éd., §1,
ne 4) :

DeriniTION 1. — Soient A un anneau, ¥, G, H irois A-modules
d drotte (resp. @ gauche), f un homomorphisme de ¥ dans G et g un
homomorphisme de G dans H. On dit que le couple (f, g) est une suite
exacte st U'on a TgI(O) = f(F), c’est-d-dire st le noyau de g est égal
alimage de f. '

On dit aussi alors que le diagramme
(4) F.>G6-2+H
est une suite exacte.

Considérons de méme un diagramme formé de quatre modules
et de trois homomorphismes :

&

(5) ELsF-25G H.

On dit que ce diagramme est exact en F si le diagramme
E L F % G est une suite exacte ; on dit qu’il est exact en G si
F % G 5 H est une suite exacte. Si (D) est exact en F et en G, on
dit qu’il est exact, ou encore que c¢’est une suite exacte. On définit
de méme les suites exactes a un nombre quelconque de termes.

Rappelons aussi les résultats suivants (loc. cit.), ou E, F, G
désignent des A-modules & droite (resp. & gauche), les fleches
représentent des homomorphismes, et 0 désigne un module réduit
4 son’‘élément neutre :

a) Dire que 0 — E % F est une suite exacte équivaut a dire
que f est injectif.

b) Dire que E L F > 0 est une suite exacte équivaut a dire
que f est surjectif.

¢) Dire que 0 — E L F > 0 est une suite exacte équivaut a
dire que f est bijectif, c’est-a-dire que f est un isomorphisme de
E sur F.



no 4 DIAGRAMMES ET SUITES EXACTES 17

d) Si F est un sous-module de E et si I'on note ¢ 'injection
canonique de F dans E et p la surjection canonique de E sur E/F,
le diagramme

(6) 0 F—5E -2 EF 0

est une suite exacte.
e) Sif:E — F est un homomorphisme, le diagramme

z

) 0 #0) E /s F—" F/{(E) —> 0

-1
(ot 7 est 'injection canonique de f(0) dans E, et p la surjection
canonique de F sur F/{(E)) est une suite exacte.
f) Pour qu’un diagramme

(8) E-LsF-2sG

s0it une suite exacte, il faut et il suffit qu’il existe des modules
S, T et des homomorphismes ¢ : E +S, b:S —>F,¢: F—>T
et d: T — G tels que f = boa, g = doc, et que les trois suites

E-258—-0
(9) 0 S—2>F—»>T 0

0—>T 245G

solent exactes.

Rappelons enfin que si f : E — F est un homomorphisme de
A-modules, on pose Ker (f) = ]7(10), Im (f) == f(E), Coim (f) = E/}‘EO)
et Coker (f) = F/f(E). Avec ces notations, on peut prendre, dans
(9), S =Im (f) = Ker (g) et T = Im (g) (1somorphe canonique-
ment a Coker (f)).

4. Le diagramme du serpent.

Prorosirion 1. — Considérons un diagramme commulatif de
groupes commultatifs :
A 5B -25C
(10) el 2 ol

A’TB'?C’
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On suppose que les deux lignes de (10) sont exactes. Alors :
(1) Si c est injectif, on a
(11) Im (B)nlm (u') = Im (u' ca) = Im (bou).
(1) St a est surjectif, on a
(12) Ker (b) 4+ Im (u) = Ker (¢/ o b) = Ker (co9).
Prouvons (1). Il est clair que I'on a
Im (@' oa) = Im (bou)cIm () nIm (u).
Inversement, soit xe Im (b)) nIm (u'). Il existe y e B tel que
z = b(y). Comme ¢'ou’ = 0, 0on a0 = ¢'(z) = ¢ (b(y)) = c(v(y)),
d’ou ¢(y) = O puisque ¢ est injectif. Comme (u, ¢) est une suite
exacte, il existe ze A tel que y == u(z), d’ott x = b(u{z)).
Prouvons (i1). Comme vou = 0 et ¢'ou’ = 0, il est clair que
Ker (b) -+ Im (u) c Ker (0" 0 b) = Ker (cov).
Inversement, soit xe Ker (¢ o0). Alors b(x) e Ker (¢'), et
il existe y'e A’ tel que u'(y’) = b(z) puisque la suite (u’, ¢') est
exacte. Comme ¢ est surjectif, il existe y € A tel que a(y) = y’, d’ou
b(x) = u'(aly)) = b(u(y)); on en conclut que z — u(y) e Ker (8),
ce qui termine la démonstration.

Lemme 1. — Constdérons un diagramme commutatif de groupes
commulalifs :
A —25B
(13) “) o
A’ — B’

Alors il existe un homomorphisme el un seul u, : Ker(a) — Ker(b),
et un homomorphisme et un seul u, : Coker (a) — Coker (b), tels que
les diagrammes

Ker (a) — Ker (b)

(14) i b
et

A’ w - B’
(15) rl $7

Coker (a) — Coker (b)
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soient commautatifs, i et j désignant les injections canoniques, p et ¢
les surjections canoniques.

En effet, si x € Ker (a), on a a(z) = 0 et b(u(x)) = u'(a(x)) = 0,
donc u(x) e Ker (b), et Pexistence et l'unicité de u, sont alors
immédiates. De méme, on a u'(a(A)) = d(u(A)) c b(B), donc
u’ donne par passage aux quotients un homomorphisme u, :
Coker (a) — Coker (b), qui est le seul homomorphisme pour le-
quel (15) soit commutatif.

Partons maintenant d’un diagramme commutatif (10) de
groupes commutatifs ; il Iui correspond en vertu du lemme 1 un
diagramme

Ker (a) " 5 Ker (b) % 5 Ker (c) -y

i oo

A B - C g

(16) . - <l ;
% A/ ~ BI = CI
el 0} r

L Coker (a) —— Coker (b) — Coker (c)

(2

ol i, j, k£ sont les injections canoniques, p, ¢, r les surjections ca-
noniques, u;, 4, (resp. v;, ¢,) les homomorphismes canoniquement
associés a u, u’ (resp. ¢, ¢') par le lemme 1. On vérifie aussitdt que
ce diagramme est commutatif.

PropositioNn 2. — Supposons que dans le diagramme com-
mautaiif (10), les suites (u, ¢) et (u’, ¢’) sotent exactes. Alors :

(1) On a v, ou; = 0 ; st u’ est injectif, la sutte (uy, v,) est exacte.

(1) On a vyou, = 0 st v est surjectif, la suite (uy, v,) est exacte.

(11i) Supposons u' injectif et v surjectif. Il existe alors un homo-
morphisme et un seul d : Ker (¢) — Coker (a) ayant la propriéié
suivante : st x € Ker (¢), ye B et t' e« A’ vérifient les relations o(y) =
k(z) et u'(t") = bly), on a d(x) = p(t'). De plus la suite

(*) Ker (a) —— Ker (b) —> Ker (c) AN

> Coker (@) —=- Coker (b) —2> Coker (c}

est exacte.
Prouvons (i). Comme u; et ¢, ont mémes graphes que
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les restrictions de u et ¢ & Ker(a) et Ker(b) respectivement, on a
preua; = 0. On a Ker(¢,) = Ker(b) n Ker(¢) = Ker(b) n Im(u) =
Im(j) nIm(u). Mais d’aprés la prop. 1, (i), on a Ker(¢) =
Im(jou,) = Im(w,) si u’' est injectif.

Prouvons (ii). Comme u, et ¢, proviennent de u et ¢ par passage
aux quotients, il est clair que vyou, = 0. Supposons ¢ surjectif ;
comme ¢ et p sont surjectifs, on a, en vertu des hypothéses et de la
prop. 1, (ii)

Ker (vy) — g(Ker (04)) = g(Ker (') + Im (8)) = g(Ker (¢"))
= g(Im (@) = Im (gou’) = Im (o p) = Im (uy).

Prouvons enfin (iii). Pour z € Ker (c), il existe y = B tel que
v(y) = k(x) puisque ¢ est surjectif ; en outre, on a ¢'(b(y)) =
c(k(z)) = O, et par suite il existe un unique t' € A’ tel que u'(t’) =
b(y) puisque u’ est injectif. Montrons que I'élément p(t') e Coker (a)
est indépendant de P'élément y e B tel que o(y) = X(x). En effet,
si ¥y’ e B est un second élément tel que o(y’) = k(z), on a ¥y’ =
y + u(z) ot ze A ; montrons que si ¢t € A’ est tel que u'(t”") = b(y’)
onat’ =1t -+ a(z);en effet on a u' (i’ + a(2)) = u' (') + u'(a(z)) =
b(y) + b(u(2)) = bly + u(z)) = b(y’). Enfin, on en conclut que
pt""y = p(t') + pla(z)) = p(t’). On peut donc poser d(z) = p(t) et
on a ainst défini une application d : Ker (¢) — Coker (a).

Simaintenant x,, x, sont des éléments de Ker(¢) et x = z; + x5,
on prendra des éléments y, et y, de B tels que o(y,) = k(z,) et
o(y,) = k(x,) et on choisira pour y € B I'élément y; 4 y,; il est
alors immédiat que d(z) = d(z,) + d(z;), done d est un homo-
morphisme.

Supposons que z = ¢,(z’) pour un 2’ € Ker (b) ; on prendra
alors pour y € B I'élément j(z'). Comme b(j(z’)) = 0, on en con-
clut d(z) =0, donec dov, = 0. Inversement, supposons que
d(xz) = 0. Avec les notations précédentes, on a donc t' = a(s),
ou se A. Dans ce cas, on a b(y) = u'(t') = u'(a(s)) = b(u(s)), ou
encore b(y — u(s)) = 0. L’élément y — u(s) est donc de la forme
j(n) pour neKer(d), et on a k(xr) = o(y) = o(u(s) 4 j(n)) =
¢(j(n)) = k(vy(n)) ; comme k£ est injectif, x = ¢y(n), ce qui prouve
que la suite (*) est exacte en Ker (c).

Enfin, on a (toujours avec les mémes notations) u,(d(x)) =
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uy(p(t')) = q(u'(t")) = q(b(y)) = 0 donc wu,od = 0. Inversement,
supposons qu'un élément w = p(t') de Coker (a) soit tel que
(W) = uy(p(t')) = 0 (avec t'eA’). On a donc ¢(u'(t)) = 0, et
par suite u'(#') = b(y) pour un y € B; comme ¢'(u'(1"))) = 0, on a
o' (b(y)) = 0, donc c(v(y)) = 0, autrement dit ¢(y) = k(z) pour
un z < Ker (¢), et par définition w = d(z), ce qui montre que la
suite (*) est exacte en Coker (a¢). On a vu dans (i) qu’elle est
exacte en Ker (b) et dans (ii) qu’elle est exacte en Coker (b), ce
qui achéve de prouver (iii).

Remarque. — Lorsque les groupes du diagramme (10) sont tous
des modules (& droite par exemple) sur un anneau A et les homo-
morphismes des homomorphismes de A-modules, on vérifie aussi-
tO0t que ’homomorphisme d défini dans la prop. 2, (iii) est encore un
homomorphisme de A-modules : si e Ker (¢) et xe A, et siyeB
est tel que v(y) = k(z), il suffit de remarquer que ¢(yo) = k(zx).

CoroLrLaiRE 1. — Supposons que le diagramme (10) soit
commutatif et ait ses lignes exactes. Alors :

(i) St u', a et ¢ sont injectifs, b est tnjectif.

(ii) St v, a et ¢ sont surjectifs, b est surjectif.

L’assertion (i) est conséquence de 'assertion (i) de la prop. 2:
en effet on a Ker (¢) = 0 et Ker (¢) = 0, donc Ker () = 0.

I’assertion (ii) est conséquence de "assertion (ii) de la prop. 2 :
en effet, on a Coker (a) = 0 et Coker (¢) = 0, donc Coker () = 0.

CoRrOLLAIRE 2. — Supposons que le diagramme (10) soit
commudtatif et ait ses lignes exactes. Dans ces conditions :
(1) St b est injectif et st a et ¢ sont surjectifs, alors c est tnjectif.
(i1) ST b est surjectif et st ¢ et u' sont injectifs, alors a est sur-
jectif.
Pour prouver (i), considérons le diagramme
a(A) " B "5 C
a by <y
uw'(A") > B ——

ou a’ est Papplication ayant méme graphe que la restriction de b
a u(A), w et o’ les injections canoniques ; il est clair que ce dia-
gramme est commutatif et a ses lignes exactes. En outre o’ est
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injectif, et par hypotheése ¢ est surjectif ; on a done par la prop. 2,
(i11), une suite exacte.

0 = Ker (b) - Ker (¢) > Coker (a') = 0

puisque b est injectif et que a’ est surjectif ; d’ott Ker (¢) = 0.
Pour prouver (ii), considérons le diagramme
A5 B 2> v(B)

a\], b\L c’\L

AI _‘_u_,% Bl 7 V’(BI)

ou cette fois ¢’ est 'application ayant méme graphe que la restric-
tion de ¢ 4 ¢(B), et w et w’ ont respectivernent mémes graphes que v
et ¢v'; ce diagramme est commutatif et ses lignes sont exactes.
En outre w est surjectif et par hypothése u’ est injectif
donc, par la prop. 2, (iii), une suite exacte

;on a

0 = Ker(¢') > Coker (a) — Coker (b) = 0

puisque b est surjectif et que ¢’ est injectif ; d’out Coker (a) = 0.

§ 2. Modules plats (*)

1. Rappel sur les produits tensoriels.

Soient A un anneau, E un A-module a droite, M un A-module
& gauche. On a défini en Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 1, le produit
tensoriel E®@.M, qui est un Z-module. Si E’ (resp. M’) est un
A-module a droite (resp. & gauche)etu: E -» E’ (resp. ¢ 1 M — M)
un homomorphisme, on a aussi défini (loc. cit., n°® 2) un Z-homo-

morphisme
u@y :E®AM - E’®AM’.

Lemme 1. — Soit M’ > M 5 M” — 0 une suite exacte de
A-modules a gauche, et soit E un A-module d droite. La suite
1R 10w

E®AM’—>E®AM—_>E”®AM—"'>O

est alors une suite exacte de groupes commutatifs.

(*) Signalons aux lecteurs déja au courant de I’Algébre homologique qu’ils
trouveront au § & d’autres caractérisations des modules plats.
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C’est le cor. de la prop. 5 d’Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 3,n°6.

On en conclut que pour tout homomorphisme u : M — N de
A-modules a gauche, E®,(Coker u) s’identifie canoniquement
a Coker (1;® u), comme le montre le lemme 1 appliqué & la suite
exacte

M = N -> Coker u — 0.

Les notations étant celles du lemme 1, on sait (loc. cit.) que si
¢ est injectif, c’est-a-dire si la suite 0 — M’ 5 M5 M 0 est
exacte, il n’en résulte pas nécessairement que 1, ® ¢ soit injectif
et ’on ne peut done pas en général identifier E®. M’ & un sous-
groupe de E ®, M. Rappelons toutefois (Alg., chap. II, 3¢ éd.,
§3,n°7 cor. 5 delaprop. 7) le résultat suivant :

Lemme 2. — S5i 0 : M’ — M est injectif et si o(M’) est facteur
direct de M, ’homomorphisme 1, ® ¢ est injectif, et son image est
facteur direct de E @, M.

2. Modules M-plats.

DErinNiTION 1. — Soient A un anneau, E un A-module d droite
et M un A-module & gauche. On dit que E est plat pour M (ou M-plat)
si, pour toui A-module @ gauche M’ et tout homomorphisme injeclif
g : M > M, Phomomorphisme 1,00 : EQM - E&M est
injectif. ‘

On définit de méme, pour tout A-module a droite N, la no-
tion de module ¢ gauche N-plat. Dire qu’un A-module & droite E
est plat pour un A-module & gauche M équivaut & dire que E,
considéré comme A%-module a gauche (on rappelle que A® désigne
Panneau opposé de A), est plat pour le A%-module a droite M.

Lemme 3. — Pour qu’'un A-module a droite E soit M-plat, il
suffit que pour tout sous-module de type fini M’ de M, ’homomor-
phisme canonique 1,®j : EQ.M' —>E®M (j étant Pinjection
canonique M’ — M) soit injectif.
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En effet, supposons cette condition vérifiée et soit N un
sous-module quelconque de M. Supposons que I'image canonique
dans E@M dun élément z = 2z Qyye EQu N (2 € E, y; € N)

]

soit nulle, et soit M’ le sous-module de type fini de N engen-

dré par les y; ; comme par hypothése I'application composée

E@M - E® N—E ® M est injective, la somme 2 = Xy ® y;,
i

considérée comme élément de E ®iM’, est nulle. Comme z est
Pimage de z’, on a aussi z = 0, d’ot le lemme.

Lemme 4. — Soient E un A-module d drotte et M un A-module
& gauche tel que E soit M-plat. St N est, soit un sous-module, soit un
module quotient de M, alors E est N-plat.

Le cas ou N est un sous-module est facile, car si N’ est un
sous-module de N, I’homomorphisme composé

E@QN —-—E@&N ->E.M

est injectif, donc il en est de méme de E®, N’ — E &, N. Suppo-
sons donc que N soit un module quotient de M, ¢’est-a-dire qu’il

existe une suite exacte 0 — R SMAN - 0. Soient N’ un sous-

module de N, et M" = ;(N’). Notons ¢’ Papplication de R dans M’
ayant méme graphe que t, p’ la surjection M’ — N’, ayant méme
graphe que la restriction de p & M’, r Papplication identique de R
sur R, m linjection canonique M’ — M, n Pinjection canonique
N’ — N. Le diagramme

I

0 R M N 0
ry m 2
0 R M N 0

P

est commutatif, et ses lignes sont exactes.

Pour simplifier écriture, posons T(Q) = E®,(Q pour tout
A-module & gauche ) et T(¢) = 1;® ¢ pour tout homomorphisme
¢ de A-modules a gauche. Le diagramme

T(R) 22 Ty 2% T(N') —— 0
) | Tem) | ()
T(R) —= T(M) —> T(N) —— 0

T(@) T(p)

est commutatif, et ses lignes sont exactes en vertudun®1, lemme 1.
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De plus, puisque E est M-plat, ’homomorphisme T(m) est injec-
tif. Comme T(r) et T(p’) sont surjectifs, il résaulte du § 1, n° 4, cor. 2
de la prop. 2, que T(n) est injectif, ce qui démontre le lemme.

Lemme 5. — Soit (M,),e; une famille de A-modules & gauche,

M= EBIML leur somme directe, et ¥ un A-module a droite. St, pour
=

tout e I, E est plat pour M,, alors E est plat pour M.

a) Supposons d’abord que I = {1, 2{, et soit M’ un sous-
module de M = M, ®M,, M, et M, étant canoniquement identi-
fiés a des sous-modules de M. Désignons par M; l'intersection
M’'nM,, par M; I'image de M’ dans M, par la projection cano-
nique p de M sur M,. On a un diagramme

0 M s M T M 0
u o o
0 M, — M —— M, 0

ol ¢y, ¢, v, 1, ¢’ sont les injections canoniques et p’ 'application
ayant méme graphe que la restriction de p & M’, qui est surjec-
tive. On vérifie aussitdt que ce diagramme est commutatif et que
ses lignes sont exactes. Les notations T(Q) et T(¢) ayant le méme
sens que dans la démonstration du lemme 4, on a un diagramme
commutatif
T(My) = T(M') =2 T(M;)
Ty ) ) | T(ey) |
o TMy) > TM) e T(M,)

En vertu du lemme 1 du n° 1, les deux lignes de ce diagramme
sont exactes ; comme K est plat pour M, et M,, T(¢,) et T(v,) sont
injectifs ; en outre, en vertu du lemme 2 du n® 1, T(¢) est injectif.
Le cor. 1 de la prop. 2 du § 1, n° 4 montre alors que T(¢) est injec-
tif et par suite E est M-plat.

b) Si I est un ensemble fini & n éléments, on procéde par ré-
eurrence sur n en utilisant a).

¢) Dans le cas général, soit M’ un sous-module de type fini de
M. 11 existe alors une partie finie J de 'ensemble d’indices I telle

que M’ soit contenu dans la somme directe M, = EBJML. En
te

vertu de b), E est plat pour M, ; 'homomorphisme canonique
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E®y M’ — E Qi M; est donc injectif. D’autre part, comme M, est
facteur direct de M, ’homomorphisme canonique EQ@:M; - E®@: M
est injectif (n° 1, lemme 2). Par composition, on en déduit que
E®@:M — E® M est injectif, et E est plat pour M en vertu
du lemme 3.

3. Modules plais.

PropositioN 1. — Sott E un A-module d drotte. Les trois pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

a) E est plat pour A, (autrement dit, pour tout tdéal & gauche a
de A, Phomomorphisme canonique E ®:a — E Q. A; = E est injectif).

b) E est M-plat pour tout A-module @ gauche M.

¢) Pour toute suite exacte de A-modules d gauche et d’ homomor-
phismes

M s M s M

la suite

EanM “25 E oM 2% E o, M

est exacte.

Il est immédiat que b) entraine a). Inversement supposons a)
vérifiée ; en vertu dun® 2, lemme 5, E est plat pour tout A-module
a gauche libre ; comme tout A-module & gauche est isomorphe a
un quotient d’un module libre (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, no 11,
prop. 20), il résulte dun® 2, lemme 4 que E est plat pour M.

Montrons que ¢) implique 4). Si ¢ : M’ — M est un homomor-

phisme injectif, la suite 0 — M’ 5 M est exacte ; en vertu de c),

la suite 0 - E®, M’ 1—(g)—v>E<X>AM est exacte ; cela signifie que

1® v est injectif, autrement dit que E est M-plat.

Enfin, Pimplication b) = ¢) est la conséquence du lemme
plus précis suivant :

Lemme 6. — Si M’ >M 5 M est une suite exacte de A-
modules & gauche et si E est un A-module & droite plat pour M",

la suite

EoaM -2 EeuM 2% o.M

est exacle.
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Utilisons les notations T(Q) et T(¢) avec le méme sens que
dans la démonstration du lemme 4 du n° 2. Posons M;" = w(M) et
soient ¢ : M;" - M’ I'injection canonique et p I'application de M
dans M;’ ayétnt méme graphe que w. La suite M’ >M 5 M}’ > 0
étant exacte, il résulte du n° 1, lemme 1 que la suite

T(M"
est exacte. Par ailleurs, comme E est M'’’-plat, D’application

T(@) : T(M]") - T(M"') est injective, et comme T(z) o T(p) = T(w),
la suite

T(v)

TM) 22 T(M}) -0

TM') 25 T(M) =25 T(M'")

est exacte (§ 1, n° 3).

DEriNiTION 2. — On dit qu’un A-module a droite E est plat
s’il vérifie les propriéiés équivalentes de la prop. 1.

On définit de méme les A-modules 4 gauche plats. Dire qu'un
A-module a droite E est plat équivaut a dire que E, considéré
comme A%-module a gauche, est plat.

Remarques. — 1) En vertu du n° 2, lemme 3, pour qu’'un
A-module & droite E soit plat, il faut et il suffit que, pour tout
idéal a gauche a de A, de type fini, 'application canonique
E®sa - E (prop. 1) d’image Eaq, soit injective.

2) Soit E un A-module a droite plat. Si M’ est un sous-
module d'un A-module & gauche M, [Pinjection canonique
E®Q.M — E®.M permet d’identifier E®: M’ & un sous-groupe
de E ®; M. Ceci étant, soient N un A-module a gauche, u: M - N
un homomorphisme, K = Ker u, ] = Im u. La considération de la
suite exacte.

0>-K->MZXEN

mountre aussitét (prop. 1) que E ®. (Ker u) s’identifie ¢ Ker (15 ® u).
D’autre part, en notant u’ I’homomorphisme surjectif M — I
ayant méme graphe que u, et ¢ 'injection canonique I — N, 1, ® u’
est surjectif (n° 1, lemme 1) et 1; ® i est injectif puisque E est
plat. Comme 1;®u = (1®1i)o(1z® u’), E®s(Im u) s’identifie a
Im (1 ® u).



28 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I, § 2

Prorosirion 2. — (1) Soit (E),e1 une famille de A-modules
d droite. Pour que E = @El sott plat, il faut et il suffit que chacun
des E, soit plat.

(11) Soient I un ensemble ordonné, (Eq, fa.) un systéme inductif
de A-modules a droite (Alg., chap. I1, 3¢ éd., § 6, n° 6). Si chacun
des E, est plat, alors E = lim E, est plat.

Soit M" - M un homoymorphisme injectif de A-modules a

gauche.
(1) Pour que ’'homomorphisme somme directe

D (BE. @ M) - L@(EL@A M)

el
soit injectif, il faut et il suffit que chacun des homomorphismes
E.Q.M —E @M le soit (Alg., chap. I, 3¢ éd., §1, n°6, cor. 1
de la prop. 7), ce qui démontre (i), puisque @(EL®A M) s’iden-
e
tifie canoniquement 4 E®. M (4lg., chap. I, 3¢ éd., § 3, n° 7,
prop. 7).
(ii) Par hypothése, chacune des suites

0—->E, &M —-E. &M

-est exacte ; il en est donc de méme de la suite

O—~>E®AM’~—>-E®AM

puisque le passage a la limite mductive commute avec le produit
tensoriel (Alg., chap. II, 3e éd., § 6, n® 7, prop. 12) et conserve
Fexactitude (ibid., § 6, n® 6, prop. 8).

4. Exemples de modules plats.

1) Pour tout anneau A, il est clair que A4 est un A-module
plat (Alg., chap. I, 3¢ éd., § 3, n° 4, prop. 4). 11 résulte alors de la
prop. 2, (i), du n° 3 que tout A-module & droite libre, et plus géné-
ralement tout A-module a drotte projectif (Alg., chap. 11, 3¢ éd.,
§ 2, n° 2) est un A-module plat.

2) Si A est un anneau semi-simple (Alg., chap. VIII, §5,no 4,
déf. 1) tout A-module & droite E est semi-simple, donc somme
directe de modules simples ; comme chacun de ces derniers est
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isomorphe a un facteur direct de Ay (2bid., § 5, n° 1, prop. 6), E est
projectif, et par suite plat d’aprés 1) (cf. exerc. 16).

~*3) Aux chap. II et IlI, nous étudierons en détail deux
exemples importants de A-modules plats : les anneaux de frac-
tions S—1A et les séparés complétés Ade A pour les topologies
J-adiques.

ProrosiTioN 3. — Soient A un anneau, £ un A-module a
droite.

(1) Supposons que E soit plat. Pour tout élément a de A qui
n’est pas diviseur @ droite de O (*), les relations z€ E, za =0
entrainent x = 0.

(1i) On suppose que A est un anneau commutatif intégre dans
lequel tout idéal de type fini est principal (par exemple un anneau
principal (Alg., chap. VII, § 1, no 1)). Alors, pour que E soit plat,
il faut et il suffit que E soit sans torsion.

Prouvons (i). Soit ¢ : As; - A; I’homomorphisme ¢ ta
de A-modules & gauche ; I’hypothése signifie que ¢ est injectif.
Comme E est plat, ’homomorphisme 1,®¢ : EQs A; > E Q@4 A
est aussi injectif. Lorsque 'on identifie canoniquement E ®i A
a E, 1,®¢ devient endomorphisme & — za¢ de E. Donec la rela-
tion za = 0 entraine x = 0.

Prouvons (it). D’aprés (i), s1 E est plat, E est sans torsion.
Inversement, soit E un A-module sans torsion ; vérifions que,
pour tout idéal de type fini a de A, Phomomorphisme canonique
E®sa — E est injectifl (n° 3, Remarque 1). Cette assertion est
évidente si a = (0); sinon, on a par hypothése a = Aa avec
acA et a #0,et t —ta est alors un isomorphisme ¢ de A sur a;
notant ¢ Pinjection canonique a — A, io¢ est Phomothétie de
rapport a dans A. Alors 1, ® (7o ¢) est ’homothétie de rapport «
dans E, et est injective puisque E est supposé sans torsion.
Or, on a 1;®@(tov) = (1g®@ 1) o (15®0) ; comme 1;® ¢ est un iso-
morphisme, 1;® 7 est injective, ce qui achéve la démonstra-
tion.

{*) Rappelons qu'un diviseur & droite (resp. a gauche) de 0 dansun anneau
A est un élément b € A tel que 'application z — zb (resp. x — bx) ne soit pas
injective.
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Ezemple. — Appliquant la prop. 3 & Panneau Z, on voit que Q
est un Z-module plat, mais que Z/rZ (pour n > 2) n’est pas un
Z-module plat.

5. Platitude des modules quotients.

ProprosiTioN 4. — Soit E un A-module & droite. Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) E est plat.

b) Pour toute suite exacte de A-modules a droite de la forme

(1) 0>G>H3E >0

et tout A-module & gauche F, la suite

2) 0— G F 2 Hon F 2L E® F — 0
est exacte.

¢) Il existe une suite exacte (1), ot H est plat, telle que la suite
(2) soit exacte pour tout A-module a gauche F de la forme Agfa, on
a est un tdéal & gauche de type fint de A.

Montrons d’abord que a) implique ). Le A-module & gauche
F est isomorphe & un quotient d’un module libre (Alg., chap. II,
3eéd., §1,n° 11, prop. 20) ; autrement dit, on a une suite exacte

0>R>L5F>0

ou L est libre. Considérons le diagramme

v®ln w®1g

GOR— HQQR— E®R
1G®il 1H®il 1E®il
v
(3) GOL — HoL — E®L

ey &
1(;®pl ill;@pl "
GRF-—>H®F

v 1p

Il est immeédiat que ce diagramme est commutatif, et ses lignes et
colonnes sont exactes en vertu dun® 1, lemme 1 ; en outre, comme
1s@p et 1;®@ p sont surjectifs (n° 1, lemme 1), on a GOF =
Coker (1;,®17), H® F = Coker (1;®1) ; w® 1; est surjectif (n° 1,
lemme 1) ; enfin, comme L est libre, donc plat, v®1, est injec-
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tif. On peut donc appliquer le diagramme du serpent (§ 4, n° 4,
prop. 2, (iii)) qui prouve l'existence d’une suite exacte

(4)  Ker(1,®i) — Ker(1,01) —— GOF 22 HQF.
Cela, étant, si E est plat, 1,®1¢ est injectif, autrement dit
Ker (1, ®1) = 0, et la suite exacte (4) montre que ¢v®1; est
injectif, donc la suite (2) est exacte (compte tenu dun® 1, lemme 1).
Comme b) implique évidemment c¢), il nous reste a prouver
que c) entraine a). Considérons le diagramme (3) dans le cas R == a,
L = A;, F = A /a, et appliquons la suite exacte (4). Par hypo-
thése, ¢v® 1; est injectif, donc Im (d) = 0; en outre, comme H
est plat, on a Ker (1z® ) = 0; 'exactitude de la suite (4) en-
traine donc Ker (1;®1) = 0, autrement dit 1;®: est injectif
et cela prouve que E est plat (n° 3, Remarque 1).

ProposITION 5. — Soit 0 > B > E S E” >0 une suite
exacte de A-modules a droite. Supposons que E’’ soit plat. Alors,
pour que ¥ soit plat, i faut et il suffit que E soit plat.

Soit u : F' - F un homomorphisme injectif de A-modules &
gauche. Considérons le diagramme

EI@FI&E@FIMEH@FI

1E’®u\l, 1E®u\l, IE"®u\L
E®QF —E®F — E'®F

&1y w@1p

I1 est commutatif et ses lignes sont exactes (n° 1, lernme 1). Puisque
E" est plat, 1, ® u est injectif ; en ountre, la prop. 4 prouve que
v @1 et v® 1, sont injectifs. Cela étant, si E est plat, 1,®u
est injectif, donc aussi (1@ u)o(¢®1y) = (¢ ® 1) (ly®u) ; on
en conclut que 1,y @ u est injectif, et par suite E’ est plat. Réci-
proquement, si E’ est plat, 1, ® u est injectif ; on conclut alors
du §1,n° 4, cor. 1 de la prop. 2, que 15 ® u est injectif, et par suite
E est plat.

Remarques. — 1) 11 peut se faire que E et E’ soient plats
sans que E’’ le soit, comme le montre exemple des Z-modules
E=2, B =nZ E" =2Z/nZ (n > 2).
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2) Un sous-module d’un module plat n’est pas nécessairement
un module plat (exerc. 3).

6. Propriétés d’intersection.

Lemme 7. — Sotent E un A-module a droite, ¥ un A-module a
gauche, ¥', ¥ deux sous-modules de F tels que F = F' -+ F",
Alors Utntersection des images canoniques de EQ F' et EQF" dans
E® F est égale a U'image canonique de EQ (F' n F").

Considérons en effet le diagramme

0—~>F nEF"” F’ FiFnF")—0
¥ v B
00— F'"—F 4+ F" > (F' + F")/F" -0

ou les fleches non spécifiées sont les injections et surjections ca-
noniques et j est 'isomorphisme canonique défini dans (Alg.,
chap. I, § 6, n° 13, th. 6). Ce diagramme est commutatif et ses
lignes sont exactes. On en déduit (puisque F = F’ 4 F’’) un
diagramme commutatif
EQ(F' nF') > E®F - E(F/(F' nF"))
¥ ¥ m®i |
E®F' ——E®F s E®(F/F")

Les lignes de ce diagramme sont exactes (n® 1, lemme 1) et
1y @ j est un isomorphisme. Notre assertion est alors un cas parti-
culierdu § 1, no 4, prop. 1, (i). (Cf. exerc. 5.)

ProprosiTioN 6. — Soient E un A-module @ droite et F un
A-module @ gauche tels que B soit plat pour F. Pour toul sous-
module ¥' de ¥, notons o(F’) Pimage de EQF' par Papplication
canonigue de EQF' dans It ® ¥ (qui est injective en vertu de la déf. 1
du no 2). Alors, st ¥', F'" sont deux sous-modules de ¥, on a

o(F nF") = o(F') n o(F").

En effet, comme E est plat pour F, o(F" -+ F"') s’identifie a
E®(F 4 F), et les sous-modules o(F’), o(F") et o(F' n F") s’iden-
tifient aux images canoniques de EQF', EQF"” et E® (F' nF’)
dans E® (F’ + F’’) respectivement. La prop. 6 résulte alors du
lemme 7.
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Remarque 1. — Les hypothéses étant celles de la prop. 6,
on identifie d’ordinaire E ®@ F’ a ¢(F’) pour tout sous-module F’ de
F, ce qui donne la formule

ERu(F' nF") = (E@,F)n(E®,F").

Prorosrtion 7. — Sotent E un A-module a drotte, B’ un sous-
module de E, F un A-module ¢ gauche et I un sous-module de F.
Supposons que E/E’ ou F[F' soit un module plat. Alors I'image
canontque de E' @ F' dans E ® F est Uintersection des images cano-
nigues de B'®F et de EQ I’ dans EQ F.

Supposons par exemple que E/E’ soit plat, et considérons le
diagramme

E'QF - E®F - (E/E)®F’
\ ¥ v}
E®F - E®F —» (E/E)®F

ou les fleches sont les homomorphismes canoniques. Ce diagramme
est commutatif et ses lignes sont exactes (n° 1, lemme 1). Comme
E/E’ est plat, u est injectif. Notre assertion est alors un cas parti-
culierdu §1, n° 4, prop. 1, (i).

CoRroOLLAIRE. — Sotent E un A-module a droite, E' un scus-
module de E.

(1) Supposons que E|E’ soit plat. Alors, pour tout idéal a gauche
adeA,ona

(9) E'a = E'nEa.
(11) Inversement, supposons que ¥ soit plat et que pour tout

idéal & gauche de type fini a de A, on ait la relation (5). Alors EJE’

est plat.
(i) Il suffit d’appliquer la prop. 7aucasou F = A, ' = a.
(i1) Pour prouver que E/E’ est plat, appliquons Ie critére ¢)
de la prop. 4 du n° 5 ; il faut done établir que la suite

0— E'/E'a-> E/Ea - E/(E" + Ea) - 0

est exacte en E’'/E’a pour tout idéal & gauche a de type fini de A.
Or, c’est exactement ce qu’exprime la relation (5).
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Remarque 2. — La conclusion de la prop. 7 reste vraie si I’on
suppose seulement que E/E’ est plat pour F ou que F/F’ est plat
pour E.

7. Produits tensoriels de modules plats.

Soient A, B deux anneaux, E un A-module & droite, F un
(A, B)-bimodule (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n° 14). Rappelons
(Alg., chap. II, 3¢ éd., § 3, n° 4) que E®.F est canoniquement
muni d’une structure de B-module 4 droite, pour laquelle

(r®yY)b = 2 Q@ (yb) pour zelk, yeF, beB.

ProrosiTioN 8. — Soient A, B deux anneaux, E un A-module
a droite, F un (A, B)-bimodule. Supposons que E soit plat, et que F
soit plat en tant que B-module. Alors le B-module E @41 F est plat.

Soient en effet G un B-module & gauche et G’ un sous-module
de G. Puisque F est plat en tant que B-module & droite, I’homo-
morphisme canonique F&: G — F®3G est injectif. Puisque
E est plat, Phomomorphisme canonique

E®A(F®BG’) %E@A(F@BG)

est injectif. Comme E®,(F®:G’) et E®\(F ®sG) s’identifient
canoniquement & (E@.F)®: G’ et (E®. F)®s G respectivement
(Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 8, prop. 8), Phomomorphisme cano-
nique (EQ.F)®s G - (E®.F)®:s G est injectif, ce qui prouve
que E ®4 F est un B-module plat.

CoRrOLLAIRE 1. — Soient C un anneau commutatif, E, F deux
C-modules plats. Alors E ®c ¥ est un C-module plat.

En effet, F est un (C, C)-bimodule et il suffit d’appliquer la
prop.8avecB = A = C,

COROLLAIRE 2. — Sott o un homomorphisme d’un anneau A
dans un anneau B. ST E est un A-module a droite plat, le B-module
adroite p*(E) = Ep) obtenu par extension d B del’anneau des scalaires
(Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 5, n° 1) est plat.

En effet, on a par définition Eg = E®4B, ou B est con-
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sidéré comme {A, B)-bimodule au moyen de p. Comme le B-module
a droite Bg est plat, il suffit d’appliquer la prop. 8.

CoroLLAIRE 3. — Sotent R, S deux anneauz, ¢ : R - S un
homomorphisme d’anneauz. St M est un S-module & droite plat et si
9(Sa) est un R-module a droite plat, alors ¢.(M) est un R-module d
drotte plat.

Rappelons que ¢,(M) est le R-module & droite défini par
z.r = x.¢(r) pour tout x = M et tout re R (4lg., chap. 11, 3¢ é&d.,
§ 1, n° 13). On applique alors la prop. 8 avec A =S, B = R,
E =Met F =S8, S étant muni de la structure de (S, R)-bimodule
définie par ¢ ; le R-module & droite M ®s S n’est autre alors que
o4 (M).

Prorosirion 9. — Soient (A, fs.) un systéme inductif fil-

trant d’anneaux, A = lim A, sa limite inductive, (E4, gs.) un sys-
——>

téme tnductif de Ay-modules a droite ayant méme ensemble d’indices,
E = 1_1£1> E. sa limite inductive, qui est un A-module & droite (Alg.,
chap. I, 32 éd., § 6, n° 6). Si chacun des E, est un A,-module plat,
E est un A-module plat.

En effet, soit E; = E,®s, A, ot A est considéré comme A,-
module & gauche au moyen de I’homomorphisme canonique
A, — A ; on sait que le A-module a droite E est canoniquement
isomorphe & ]irg Es (loc. cit., cor. 2 de la prop. 12). Il résulte du

cor. 2 de la prop. 8 que E; est un A-module a droite plat pour tout
a, donc E est un A-module plat en vertu dun® 3, prop. 2.

8. Modules de présenlation finie.

Soit A un anneau. On appelle présentation (ou présentation
de longueur 1) d’un A-module & gauche (resp. & droite) E une
suite exacte

(6) L,>L,—~E—=0
de A-modules a gauche (resp. a droite), ou L, et L, sont libres.

Tout A-module E admet une présentation. On sait en effet
(Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n® 11, prop. 20) qu’il existe un homo-
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morphisme surjectif u : L, — E, ou L, est libre ; si R est le noyau
de u, 1l existe de méme un homomorphisme surjectif ¢ : I, — R
ou L, est libre. Si I'on considére ¢ comme un homomorphisme de
L, dans L, la suite L, > L, > E — 0 est exacte par définition,
d’ou notre assertion.

Sip: A —B est un homomorphisme d’anneaux, toute pré-
sentation (6) de E fournit une présentation de E,) = E®.B:

(7) LB > Ly@.B - E®,B - 0

en vertu dun° 1, lemme 1 et du fait que L ®,B est un B-module
libre lorsque L est libre.

On dit qu’une présentation (6) d’un module E est finie si les
modules libres L, et L, ont des bases finies. Il est clair que si la
présentation (6) est finie, il en est de méme de la présentation (7).
On dit que E est un A-module de présentation finie 8’1l admet une
presentation finie.

Lemme 8. — (1) Tout module admeltant une préseniation
finie est de type fini.

(i1) St A est un anneau neethérien a gauche, tout A-module a
gauche de type fini admet une présentation finte.

(ii1) Tout module projectif de type fini admet une présentation
finie.

I’assertion (i) résulte trivialement des définitions. Si A est
ncethérien & gauche et §’il existe un homomorphisme surjec-
tif w:Ly—E, o L, est un A-module a gauche libre ayant
une bage finie, le noyau R de u est de type fini (Alg., chap. VIII,
§ 2, no 1, prop. 1 et n® 3, prop. 7), donc il y a un homomor-
phisme surjectif ¢ : L; — R ol L, est libre de base finie, et la
suite exacte L, -> L, — B — 0 est une présentation finie de E ;
d’ou (i1).

Enfin, supposons que E soit un module projectif de type
fini ; il est alors facteur direct d’un module libre de type fini L,
(Alg., chap. II, 3¢ éd., § 2, n® 2, cor. de la prop. 4) ; le noyau R
de I'homomorphisme surjectif L, — I est alors isomorphe a
un quotient de L,, donc est de type fini, et on termine comme
ci-dessus.
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Lemme 9. — Soient A un anneau, E un A-module de présen-
tation finte. Pour toute suite exacte

0>FH>GE2E=0

ot G est de type fini, le module F est de type fini.

Soit L, > L, >E — 0 une présentation finie ; si (e;) est
une base de L,, il existe pour chaque ¢ un élément g;e G tel
que p(g:) = s(e;) ; ’homomorphisme u : Ly — G tel que u(e;) = g
pour tout ¢ est donc tel que s = pou. Comme sor =0, on a
u(r(L,)) c Ker p, et comme Ker p est isomorphe a F, on voit qu’il
y a un homomorphisme ¢ : L; — F tel que le diagramme

r s

L, L, E 0

v¢ u\L IEJ(

F— G E 0
7 4

soit commutatif. Comme j est injectif et s surjectif, on peut appli-
quer le diagramme du serpent (§ 1, n° 4, prop. 2), autrement dit
11 y a une suite exacte

0 = Ker1, 5 Coker ¢ — Cokeru — Coker1, = 0.

Ceci montre que Coker ¢ est isomorphe & G/u(Ly,), qui est de type
fini par hypothése. On a en outre la suite exacte

0 — ¢(L;) > F — Coker¢ - 0

et comme ¢(l,) et Coker ¢ sont de type fini, il en est de méme de
F (Alg., chap. II, 3¢ éd., §1,n°7, cor. 5 de 1a prop. 9).

9. Extension des scalaires dans les modules d’homomor-
phismes.

Soient A et B deux anneaux, E un A-module & droite, F un
B-module & droite et G un (B, A)-bimodule. Rappelons qu’on a
défini (Alg., chap. I1, 3¢ éd., § 4, n° 2) un homomorphisme cano-
nique de Z-modules

(8) v: F®@s; Hom, (E, G) -~ Hom, (E, F ®: G)

tel que, pour ye F et ue Hom, (E, G), v(y ® u) soit 'application
A-linéaire z — y ® u(z).
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ProrositioNn 10. — Sotent A, B deur anneaux, E un A-mo-
dule @ droite, F un B-module a droite, G un (B, A)-bimodule. Suppo-
sons que F soit plat. Alors, si E est de type fini (resp. de présentation
finte) Uhomomorphisme canonique (8) est injectif (resp. bijectif).

Considérons A, B, F, G comme fixés, et, pour tout A-module
a droite E, posons

T(E) = F ®s Hom, (E, G), T'(E) = Hom, (E, FQ: G)
et notons v; ’homomorphisme (8); pour tout homomorphisme
¢v:E - E’ de A-modules & droite, posons T(¢) = 1, ® Hom (¢, 14)
et T'(¢) = Hom (¢, 1;®1g). Soit L, > L, 5% E — 0 une présen-
tation de E ; nous supposons le module libre L, (resp. les mo-
dules libres L, et L;) de type fini. On a le diagramme

T(w) T(v)

0 — T(E) —= T(Lg) —— T(Ly)
9) e | Vi | via §
0 —> T(E) > (L) g7 T'(L)

qui est commutatif, et dont la seconde ligne est exacte (A4lg.,
chap. II, 3¢ éd., § 2, n° 1, th. 1) ; en outre, la suite

0 — Hom, (E, G) - Hom, (Lo, G) - Hom,(L,, G)

est exacte (loc. cit.), et comme F est plat, la premiére ligne de (9)
est aussi une suite exacte (n° 3, prop. 1). Cela étant, on sait que
vy, (resp. vy, et v;,) est bijectif (resp. sont bijectifs) (Alg., chap. 11,
3e éd., § 4, n° 2, prop. 2). Si on suppose seulement v,, bijectif, il
résulte de (9) que v, oT(w) = T'(w) o v est injectif, donc vz Iest
aussi. Si on suppose que v, et v;, sont tous deux bijectifs, on déduit
du § 1, no 4, cor. 2, (ii) de la prop. 2 que vg est surjectif, et comme
on vient de voir que vg est injectif, il est bijectif.
C. Q. F. D.

10. Extension des scalaires : cas des anneaux commulatifs.

Soient maintenant A un anneau commutatif, B un anneau,
p: A — B un homomorphisme d’anneaux tel que p(A) soit contenu
dans le centre de B ; autrement dit, p définit sur B une structure
de A-algébre. Pour tout A-module E, le B-module a droite
Eg = E®.B s’identifie alors 8 B® E, les structures de A-mo-
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dule de p4(B;) et de py(Bg) étant identiques par hypothése. Rappe-
lons que pour tout couple (E, F) de A-modules, on a défini un
B-homomorphisme canonique

(10) (O (HOHIA(E7 F))(B) — HO]T]B(E(B)7 F(B))

tel que pour ue Hom,(E, F), o(u®1) = u®1; (Alg., chap. 11,
3e éd., § 5, no 3).

ProprositioNn 11. — Sotent A un anneau commautatif, B un
anneau, p un homomorphisme de A dans le cenire de B, E et F deux
A-modules. On suppose que B est un A-module plat, et que E est
de type fini (resp. de présentation finie). Alors I’homomorphisme
canontque (10) est injectif (vesp. bijectif).

Comme o est composé de I’isomorphisme canonique

Hom,(E, B®&iF) - Hom; (Eg), Fy)
et de I’homomorphisme canonique (8)
v: B®: Hom, (E, F) —~ Hom,(E, B& F)

(loc. cit.), la proposition est conséquence de la prop. 10 du n° 9.

Supposons maintenant A et B commutatifs, et considérons
trois A-modules, E,, E,, E; et une application A-bilinéaire
f:E, X E, > E; I existe alors une application B-bilinéaire et
une seule fs @ Ejp) X Eyg — Egp telle que f(1®x, 1Q1,) =
1 ® f(z,, z,) quels que soient x; € E,, x, € B, (Alg., chap. IX, §1,n04,
prop. 1).

Dans I’énoncé qui suit, nous supposerons que B est un A-
module plat et, pour tout sous-module E’ d’un E; (i =1, 2, 3),
nous identifierons canoniquement E{) & son image dans E;g
(no 3, Remarque 2).

ProrosiTioN 12. — Soient A, B des anneaux commutatifs,
p un homomorphisme de A dans B, E,, K,  E; trois A-modules,
f:E X E, > E; une application A-bilinéaire,

fo: Eiw X Eym) — Esm

son extension. Considérons un sous-module F, de E,, un sous-module
¥y de Eg, et notons T le sous-module de E; formé des z, € E, tels que
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f(zg; 7)) € F5 pour tout x,e F,. On suppose que B est un A-module
plat, et que Fy est de type fini. Alors T, est Uensemble des z; € E,
tels que fp(xy, x3) € Fyyy pour tout x, € Fyyy.

Soit en effet p la surjection canonique E; - E,/F, ; a tout
z, € E, associons I'application A-linéaire z, - p(f(x,, z,)) de F,
dans E;/F;, que nous noterons g(z;) ; donc g est un A-homomor-
phisme de E, dans Hom, (F,, E;/F;), et le noyau de g n’est autre
que T. Puisque B est un A-module plat, on a Ia suite exacte

® -
00— T(n) - El(u) ]_1’ (HOmA (l'z» E_:;/Fa))(u)
(n°3, prop. 1). En vertu de la prop. 11, ’homomorphisme canonique
w : (Hom, (Fy, Ey/F3))oy > Homy (Fy), (Es/Fa)w)

est injectif. D’autre part, comme B est un A-module plat,
(E3/F3)uy s’identifie canoniquement a Ejg)/Fay ; composant o
et 1® g, on obtient un homomorphisme u, pour lequel la suite

0 — Tqy = Eyw - Hom,, (Fa), Ea/Faw)

est exacte. Il résulte aussitot des définitions que u(z;), pour
z; = 1Q®x, € Eyy, est 'application linéaire qui, & tout z; € Fyy,
fait correspondre la classe mod. Fyyy de fa(z;, z5) ; par linéarité,
cela est encore vrai pour tout z; € E,q); le noyau de u] étant Ty,
la proposition est démontrée.

Cororraire 1. — Soient A, B deux anneaux commautatifs, p :
A — B un homomorphisme tel que B soit un A-module plat, E un
A-module de présentation finte. Pour tout sous-module de type fint F
de E, lorthogonal de F,) dans le dual de E, est égal ¢ (F')y), en
désignant par ¥’ Uorthogonal de F dans le dual E* de E.

Il résulte de la prop. 11 que (E*)y) est canoniquement iso-
morphe au dual (Eyy)* de Eg). Il suffit alors d’appliquer la
prop. 12 4 E, =E* E,=E, E;=A, F,=F, F, =10},
f étant la forme bilinéaire canonique sur E* x E.

CoroLLAIRE 2. — Soient A, B, deur anneaux commautatifs,
p: A — B un homomorphisme tel que B soit un A-module plat. Alors,
pour tout A-module de type fini E, lannulateur de E(,,,e;est lidéal aB
de B, oit a est 'annulateur de E dans A.
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Il suffit d’appliquer la prop. 12 a4 E, = A E; =E; =E,
F2 - E, F3 = {0}.

Remarque. — Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les mo-
dules E; et sur 'application bilinéaire f, on note parfois F, : F, le
module désigné par T dans la prop. 12, et on 'appelle le transpor-
teur de ¥, dans F,. La conclusion de la prop. 12 s’écrit alors

(11) Faw : Foy = (F3: Fa)e).

Dans le cas particulier ot les E; sont égaux a I'anneau A, f
étant la multiplication, et les ¥; des idéaux a;, on obtient la formule
des transporteurs

(12) B(a; : a,) = Ba, : Ba,

valable lorsque B est un A-module plat et que a, est un idéal de
type fini.

11. Interprétation de la platitude en termes de relations (*).

Dans tout ce n® A désigne un anneau, E un A-module & droite et
F un A-module a gauche.
Tout élément de E®, F g’éerit, au moins d’une facon, sous
n
la forme z = 2 e;®f; ot e;€ E et f; = F. Le lemme suivant donne
i=1
une condition pour qu’une telle somme soit nulle :

Lemme 10. — Soient (f,)rer, ure famille de générateurs de F,
(edrer, une famille d’'éléments de E, de support fini. Pour que

2 ea®f =0, il faut et il suffit quil existe un ensemble fini J, une
relL

famille (x;);e; d'éléments de E et une famille (an) (jeJ, reL)
d’éléments de A ayant les propriétés suivantes :
10 la famille (ap) a un support fini ;
200na X apfr = O pourtoutje ] ;
. rEL
3%0n a e, = X xja; pour tout he L.
jes

(*) Les résultats de ce n® ne seront pas utilisés dans le reste de ce cha-
pitre, sauf au § 3, n° 7.
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En langage imagé, le systéme des e, doit étre combinaison li-
néaire & coeflicients dans E de systemes d’éléments de A qui sont
des «relations entre les f, ».

Considérons en effet le A-module libre A{, sa base cano-
nique (u) et ’homomorphisme g : AP —>F tel que g(w) = fr
pour tout »e L ; en notant R le noyau de g, on a (puisque les f,
engendrent F) la suite exacte

R5>A® 4 F 0

ou i désigne 'injection canonique. En vertu du n° 1, lemme 1, on
en déduit la suite exacte

(13) E@ R-25E e AD L B, F 0.

Or, E®, A" s’identifie canoniquement a4 E® une famille
e = (&) € E® étant identifiée 3 2 ex® uy (Alg., chap. 11, 3¢ éd.,
A

§ 3, n° 7, cor. 1 de la prop. 7). Pour qu’'une telle famille appar-
tienne au noyau de 1,® g, il faut et il suffit que £ &, ® f = 0 dans

A€l
E®, F; compte tenu de la suite exacte (13), cela équivaut & dire

que e appartient a I'image de 1,®1, ¢’est-a-dire que 'on a une
relation de la forme
(14) 2 eaQu = %10

rels ieJd
ou zjeE, r;e R et J est fini. Silon pose i(r;) = 2 aj, hypo-
reL
thése rie R se traduit par la relation 2 apfa = 0 pour tout je J 5

rel

la relation (14) se traduit d’autre part par e, == 2 zja; pour tout
jed

re L (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 7, cor. 1 de la prop. 7), ce

qui acheve la démonstration.

ProposiTioN 13. — Pour que E soit plat pour F (n° 2, déf. 1),
il faut et il suffit que la condition suivante soil salisfaile:

(R) S7 (e;));er et (f1)ser sont deux familles finies d’éléments
de E et de ¥ respectivement, telles que 2e®f; =0 dans E®, F,

iel

il existe un ensemble fini J, une famille (z))je; d'éléments de E,
et une famille (aj) (je J, ieI) d'éléments de A, ayant les propriétés
suivantes :
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1°0n a 2 ajsfs = 0 pour tout je J ;
iel
20 0n a e; = X xja;; pour tout i< 1.
jes
Supposons que E soit plat pour F. Soient (e;) et (f;) des
familles finies d’éléments telles que 2e®f; = 0 dans E®, F, et
i

soit F’ le sous-module de F engendré par les f;. Puisque 1'appli-
cation canonique E®,F' - E®,F est injective, on a aussi
2e®fi = 0 dans E®, F’ et on peut alors appliquer le lemme 10
g

a E et & F'; on obtient ainsi les familles () et (az) vérifiant les
conditions de (R).
Réciproquement, supposons vérifiée la condition (R). Soit

F’ un sous-module de F, et soit y = X ¢;® f; un élément du noyau
ier1

de l'application canonique E®,F - E®,F. Puisque (R) est

vérifiée, il existe des familles (x5) et (aj:) vérifiant les conditions

10 et 20. On en conclut que, dans E®, I'', on a

Y = Zx,-aﬁ@fi = 2 (xj® Z a,-ifi) = 0.
2% iel

jelJ
Donc E®, F' - E®, F est injectif. C. Q. F. D.
CorOLLAIRE 1. — Pour qu'un A-module a droite E soit plat,

il faut et tl suffit gu’il vérifie la condition suivante :
, (RP) St (e,)ier et (b;)ie1 s0nt deux familles fintes d’éléments de E

et de Arespectivement telles que X e;b; = 0, tl existe un ensemble fini J,
iel
une famille (x;);ey d'élémenis de E, et une famille (a;) (jeJ,ie1)
d’éléments de A tels que 2 ajb; = O pourtoutj e J et que e; = X mjaz
=3 jer
pour tout i 1.
En effet, la condition (RP) n’est autre que la condition (R)

de la prop. 13, appliquée an module F = A,.

En termes imagés, (RP) s’énonce ainsi : toute «relation» entre
les by, 4 coeflicients dans E, est combinaison linéaire (& coefficients
dans E) de « relations » entre les b; a coefficients dans A.

Considérons plus particuliérement un homomorphisme de A
dans un anneau B, faisant de B un A-module & droite. On sait (n° 3,
prop. 1) qu’il revient au méme de dire que ce A-module est plat,
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ou qu’il est plat pour tout A-module & gauche AT (m > 1). Si on
applique la condition (R) de la prop. 13 &4 E =B, F = A¥?, on
obtient la condition suivante :

COROLLAIRE 2. — Pour que U'anneau B soit un A-module a
droite plat, il faut et il suffit qu’il vérifie la condition sutvanie :
(RP’) Toute solution (yx)1<k<n, formée d’éléments de B, d'un sys-
téme d’équations linéaires et homogénes

n
k=1
a coefficients cx; dans A, est combinaison linéairé
q
(16) Yr = 2 b,’izjk (1 <k<g I’L)
j=1

& coefficients by € B, de solutions (zx)1<k<n du systéme (15), formées
d’éléments zyr de A.

§ 3. Modules fidélement plats

1. Définition des modules fidélement plats.

Prorosition 1. — Soit E un A-module & droite. Les qualre
propriétés sutvantes sont équivalentes :

a) Pour quune suite N' 5 N 5 N’ de A-modules & gauche
soit exacte, il faut et il suffit que la suile

Ea N 2% e, N 292 B, N

soit exacte.

b}y K est plat, et pour tout A-module a gauche N, la relation
E®\N = 0 entraine N = 0.

¢) E est plat, et pour tout homomorphisme ¢ : N" — N de A-mo-
dules a gauche, la relation 1,® ¢ = 0 entraine ¢ = 0.

d) E est plat, et pour tout idéal a gauche maximal mde A, on a
E # Em,

Pour simplifier 1’écriture, mnous poserons T(Q) =E®\Q
pour tout A-module & gauche Q, et T(¢) = 13 ®¢ pour tout homeo-
morphisme ¢ de A-modules a gauche.
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Nous allons d’abord prouver I’équivalence de a), b) et ¢).

Prouvons que a) implique b). Si a) est vérifiée, il est clair que
E est plat (§ 2, n° 3, prop. 1). D’autre part, soit N un A-module
a gauche tel que T(N) = 0, et considérons la suite 0 - N — 0
Phypothése T(N) = 0 signifie que la suite 0 — T(N) — 0 est
exacte. Par ), la suite 0 — N — 0 est exacte, d’ou N = 0.

Montrons que b) implique ¢). Supposons b) vérifiée, et soient
¢ : N - N un homomorphisme, I son image. Comme 'image de
T(¢) s’identifie & T(I) (§ 2, n° 3, Remarque 2), ’hypothése T(¢) = 0
entraine T{I) = 0, donc I = 0 d’apres b) et par suite v = 0.

Démontrons que ¢) entraine a). Supposons donc ¢) vérifiée
et considérons une suite

(1) N5 NS N7

d’homomorphismes de A-modules & gauche, et la suite corres-
pondante

(2) T(N') =225 T(N) 2% T(N").

Si la suite (1) est exacte, il en est de méme de (2), puisque E
est plat (§ 2, n° 3, prop. 1). Inversement, si (2) est exacte, on a
d’abord T(wev) = T(w) - T(¢) = 0, donc wo¢ = 0 par hypothése.

-1
Posons I = ¢(N’) et K = w(0); on a I c K d’apres ce qui précéde.
Considérons la suite exacte

0>1->K2KI->0
i et p étant les applications canoniques. Comme E est plat, la suite
0 — T(I) —2s T(K) —2% T(K/I) -+ 0

est exacte, autrement dit, T(K/I) est isomorphe & T(K)/T(I), qui
est O par hypothése, puisque T(1) (resp. T(K)) s’identifie & 'image
de T(¢) (resp. au noyau de T(w)) (§ 2, n° 3, Remarque 2). Mais la
relation T(p) = O entraine p = 0 par hypotheése, doncon a K =1,
ce qui prouve que la suite (1) est exacte.

Démontrons enfin I’équivalence de b) et d). Si b) est vérifiée,
on a E/Em = E &.(As/m) # 0 puisque As/m s 0; d’ou d). Inver-
sement, supposons d) vérifiée ; tout idéal & gauche a % A de A
est contenu dans un idéal a gauche maximal m (Alg., chap. I, § 8,
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n® 7, th. 2), donc I’hypothése E % Em entraine E # Ea, autre-

ment dit E ®. (As/a) 52 0. En d’autres termes, pour tout A-module

a gauche monogéne N # 0, on a T(N) # 0. Si maintenant N est un

A-module & gauche # 0 quelconque, il contient un sous-module

monogéne N’ # 0 ; puisque E est plat, T(N') ¢'identifie & un sous-

groupe de T(N) ; on vient de voir que T(N’) # 0, done T(N) # 0.
€. Q. F. D,

DEriNiTION 1. — On dit qu’'un A-module & droite E est fidéle-
ment plat s’tl vérifie les quatre propriétés équivalentes de la prop. 1.

On définit de méme les A-modules a gauche fidélement plats ;
il est clair que pour qu’'un A-module & gauche E soit fidélement
plat, il faut et il suffit que E, considéré comme A%-module & droite,
soit fidelement plat.

Remarque. — Si E est un A-module fidélement plat, E est
un A-module fidéle: en effet, si un élément a € A est tel que za = 0
pour tout xeE, '’homothétie A : b — ba dans A est telle que
1. ®k = 0; d’ou A = 0 par la propriété ¢} de Ia prop. 1, c’est-
a-dire ¢ = 0 puisque A possede un élément unité.

Exemples. — 1) La somme directe d’'un module plat et d’un
module fidélement plat est un module fidélement plat en vertu de
la propriété d) de la prop. 1 et du § 2, n° 3, prop. 2.

2) Comme Aj est fidélement plat en vertu du critére d) de la
prop. 1 et du § 2, no 4, Exemple 1, il résulte de 1) que tout module
libre non réduit ¢ 0 est fidélement plat. Par contre, il existe des fac-
teurs directs non nuls de modules libres (autrement dit, des mo-
dules projectifs non nuls) qui sont fidéles et ne sont pas fidélement
plats (exerc. 2).

3) Soit A un anneau principel. Pour qu'un A-module E soit
fidelement plat, il faut et il suffit qu’il soit sans torsion et que
E # Ep pour tout élément extrémal (Alg., chap. VII, § 1, n° 3)
p de A ; cela résulte aussitot du § 2, n® 4, prop. 3 et du critére d)
de la prop. 1.

4) 1’exemple 3) montre que le Z-module @ est un module
plat et fidele, mais non fidélement plat.
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ProrosiTion 2. — Soient E un A-module a droite fidélement
plat, et u : N’ — N un homomorphisme de A-modules & gauche.
Pour que u soit injeciif (vesp. surjectif, bijectif), il faut et il suffit
que 1;@u: EQ N — E®u N le soit.

C’est une conséquence immeédiate du critére a) de la prop. 1.

ProrositioNn 3. — Soit 0 > E - E —+E"” — 0 une suite
exacte de A-modules d drotte. On suppose que E’ et K"’ sont plats, et
que Uun d’euz est fidélement plat. Alors E est fidélement plat.

On sait déja que E est plat (§ 2, no 5, prop. 5). On va vérifier
que E posséde la propriété o) de la prop. 1. Soit N un A-module &
gauche. Comme E’’ est plat, on a la suite exacte

0—E QQN->ERQQN--E"@N->0

(§ 2, n° b5, prop. 4). St E®, N = 0, on en conclut que E'®s N et
E”®, N sont nuls ; comme 'un des modules E’, E” est fidéle-
ment plat, cela entraine N = 0.

2. Produit tensoriel de modules fidélement plais.

ProrositioN 4. — Sotent R, S deux anneauzx, E un R-mcdule
d droite, ¥ un (R, S)-bimodule. On suppose que E est fidélement pla.
Alors, pour que F soit un S-module plat (resp. fidélement plat), il faut
et il suffit que E @x F le sott.

10 Si F est plat, E ®s F est plat (§ 2, n° 7, prop. 8).

20 Supposons E ®g F plat, et soit ¢ : N* - N un homomor-
phisme injectif de S-modules & gauche. L’homomorphisme
1,01, @¢ : EQ FRQsN' - E®: F®s N est alors injectif (§ 2, n° 3,
prop. 1). On déduit du n° 1, prop. 2 que 1;®@¢ : F@ N’ - F®sN
est injectif ; donc IF est un S-module plat (§ 2, n° 3, prop. 1).

3° Supposons F fidélement plat, et soit N un S-module &
gauche tel que E®: F®s N = 0. Puisque E est fidélement plat,
cela entraine F®sN = 0, d'ou N = 0 puisque F est fidélement
plat ; cela prouve que E ®: I est fidélement plat.

40 Supposons E & F fidélement plat, et soit N un S-module
a gauche tel que F® N =0.On a E@F® N =0, doa N =0,
ce qui montre que F est fidélement plat.



438 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I, § 3

CoRroLLAIRE. — Sotent G un annean commutaiif, E et F deux
C-modules fidélement plats. Alors le C-module E®o F est fidélement

plat.
On applique la prop. 4 avec R =S = C.

3. Changement d’anneau.

Proposition 5. — Soit o un homomorphisme d’'un anneau
A dans un anneau B. St E est un A-module & droite fidélement
plat, le B-module a droite ¢*(E) = Eg = EQsB est fidélement
plat.

On applique la prop. 4 dun® 2 avec R=A S=F =B, en
remarquant que le B-module Bg est fidélement plat.

CoROLLAIRE. — St E est un A-module a droite fidélement plat,
et st a est un idéal bilatére de A, le (AJa)-module @ droite E/Ea est
fidélement plat.

On applique la prop. 5 avec B = A/ja, p étant Phomomor-
phisme canonique.

ProprositioN 6. — Solent A un anneau commutatif, B une
algébre sur A, o : ¢ > a.1 Uhomomorphisme canonique de A dans B.
Supposons que B soit un A-module fidélement plat. Alors, pour
qu’'un A-module B soit plat (resp. fidélement plat), il faut et il suffit
que le B-module & droite By = E®sB soit plat (resp. fidélement
plat).

10 Si E est plat (resp. fidélement plat), Eg) est plat (resp.
fidelement plat) en vertu du § 2, n° 7, cor. 2 de la prop. 8 (resp. de
la prop. 5).

20 Supposons que B, soit plat, et soit ¢ : N’ — N un homo-
morphisme injectif de A-modules. En vertu du § 2, n° 7, cor. 3,
le A-module E ®sB est plat, donc ’homomorphisme 1;®@1;® ¢ :
EQ:BRuN - E®:B®.N est injectif. Comme les structures
de A-module a droite et de A-module & gauche sur B coincident,
cet homomorphisme s’identifie a

12®e®1,: EQ.N' & B — E®: N®,B.

Comme B est un A-module fidélement plat, on en déduit que
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1e®9¢ : EQAN" - E®\N est injectif (n° 1, prop. 2), ce qui
montre que E est plat.
3° Supposons enfin que Eg soit fidélement plat. Tout
d’abord E est plat en vertu du 2°. Soit en outre N un A-module
tel que EQ«N = 0. On a alors EQ:N®yB = 0, d’ou, puisque
les structures de A-module a droite et de A-module & gauche
sur B coincident, E®.B®N =0, ce qui g’écrit aussi
(E®aB)®s (BRsN) = 0. Comme Eg est un B-module fidéle-
ment plat, cela entraine B& N = 0 (n° 1, prop. 1), dou N = 0
puisque B est un A-module fidélement plat (n° 1, prop. 1).
C. Q. F. D.

4. Restriction des scalaires.

ProrosiTion 7. — Soient A, B deux anneauzx, p un homomor-
phisme de A dans B. Soit E un B-module a droite fidélement plat.
Pour que p.(E) soit un A-module & droite plat (resp. fidélement plat),
il faut et il suffit que B soit un A-module @ drotte plat (resp. fidéle-
ment plat).

On applique la prop. 4 du n® 2, en remplacant R, S, E, F res-
pectivement par B, A, E, B, la structure de A-module a droite de
B étant définie par p; on voit ainsi que B est un A-module plat
(resp. fidélement plat) si et seulement si E®@sB = pu(E) est un
A-module plat (resp. fidelement plat).

Remargues. — 1° La prop. 7 montre que pour que B soit un
A-module fidélement plat, il suffit qu’il existe un B-module fidéle-
ment plat qui soit aussi un A-module fidelement plat.

20 Soient A, B, C trois anneaux, p: A > B, ¢ : B » C deux
homomorphismes d’anneaux. La prop. 7 montre que si C est un
B-module fidélement plat et B un A-module fidélement plat,
alors C est un A-module fidélement plat. Si C est un B-module
fidélement plat et un A-module fidélement plat, alors B est un
A-module fidélement plat (les modules étant pris a droite, pour
fixer les idées). Par contre B et C peuvent étre des A-modules
fidélement plats sans que C soit un B-module fidélement plat
(exerc. 7).
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5. Anneaux fidélement plats.

Proprosition 8. — Sotent A, B deux- anneaux, p un homo-
morphisme de A dans B. On suppose qu’il existe un B-module d
drotte B tel que p4(E) soit un A-module fidélement plat. Alors :

(i) Pour tout A-module @ gauche ¥, ' homomorphisme canonique
j: F —>Fg =B®,F (tel que j(z) = 1@z pour z e F) est injectif.

(11) Pour tout idéal ¢ gauche a de A, on a_pl(Ba) = q.

(111) L’homomorphisme p est injectif.

(iv) Pour tout idéal & gauche maximal m de A, il exisle un
idéal & gauche mazimal v de B tel que o (1) = m.

Démontrons (1). On sait (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 5, n° 2,
cor. de la prop. 5) que pour tout B-module & droite M, le A-homo-
morphisme canonique i : M —p, (M) ®, B = ¢*(p4(M)) défini par
y) = y®1 est injectif et que le A-module (M) est facteur direct
de p.(M)®, B. Donc, pour tout A-module & gauche F,

iQ15: (M), F -0 (M) ®,B&, F

est injectif (§ 2, n° 1, lemme 2). 51 on prend M = E, on en déduit
(puisque 1 ® 1 = 1, ® ) que j est injectif (m° 4, prop. 2).

I’assertion (ii) résulte de (1) en prenant F = A;/a, et (iii)
résulte de (ii) en prenant a = gO% »

Enfin, si m est un idéal a gauche maximal de A, on a
2(Bm) = m en vertu de (ii), et par suite Bm s B. Il existe donc
un idéal maximal & gauche 1 de B contenant Bm (Alg., chap. I,
§8,no7, th. 2); on a mc_pl(n) et comme p(1)&mn, 1 n’appar-
tient pas & p(1). Par suite p(n) = m,

Lorsque A et B vérifient les conditions de la prop. 8, on iden-
tifie d’ordinaire A 4 un sous-anneau de B au moyen de p.

CoroLLAIRE. — Sous les hypothéses de la prop. 8, st B est
neethérien (resp. artinien) & gauche, il en est de méme de A.

En effet, si (a,) était une suite croissante (resp. décroissante)
non stationnaire d’idéaux a gauche de A, la suite (Ba,) d’idéaux
de B serait croissante (resp. décroissante) non stationnaire puisque

-pl(Ban) = @p, contrairement a I’hypothése.
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*Remarque 1). — Lorsque A et B sont commutatifs, nous
verrons au chap. I, § 2, n° 5, cor. 4 de la prop. 11, que ’hypothése
de la prop. 8 entraine que pour tout idéal premier p de A, il existe
un idéal premier q de B tel que _pl(C[) =P (ou p = Anq quand on
identifie A 4 un sous-anneau de B).,

La prop. 8 s’applique notamment lorsque B est lui-méme
un A-module fidélement plat. Mais un a dans ce cas la proposition
plus précise suivante :

ProrosiTionN 9. — Soient A, B deux anneauz, ¢ un homomor-
phisme de A dans B. Les cing propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

a) Le A-module a droite B est fidélement plat.

b) L’homomorpuisme o est injectif et le A-module 4 droite
B/p(A) est plat.

¢) Le A-module a droite B est plat, et pour tout A-module @
gauche ¥, Uhomomorphisme canoniqgue x - 1@z de ¥ dans B, F
est injectif.

d) Le A-module @ droite B est plat, et pour tout idéal & gauche
adeA, onap(Ba) = a.

e) Le A-module a droite B est plat, et pour tout idéal ¢ gauche
mazximal m de A, il existe un idéal & gauche maximal n de B tel que
B(n) = m.

D’aprés la prop. 8, @) implique chacune des propriétés c), d), e).
D’autre part, si e) est vérifiée, on a Bm s B pour tout idéal a
gauche maximal m de A (puisqu’il existe un idéal & gauche maxi-
mal 1t de B tel que Bmcn), et B est un A-module fidélement plat
par le critére d) du n° 4, prop. 1 ; donc e) entraine a).

Nous allons maintenant prouver que ¢) =d) = b) = a), ce
qui achévera la démonstration. En premier lieu, ¢) entraine d), en
prenant F = A;/a dans c). Si d) est vérifiée, en prenant a = 30},
on voit que p est injectif ; il résulte de d) et du § 2, n°6, cor. de
la prop. 7, que B/p(A) est un A-module & droite plat, donc d)
entraine b). Enfin, si b) est vérifiée, la prop. 3 du n° 1 appliquée
a la suite exacte

0> Ags->B > Bjp(A) > 0
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montre que B est un A-module & droite fidélement plat, puisque

Ag est fidélement plat.
C. Q. F. D.

*Remarque 2). — Lorsque A et B sont commutatifs, nous ver-
rons au chap. II, § 2, n° 5, cor. 4 de la prop. 11 que les conditions
de la prop. 9 sont équivalentes a la suivante :

f) B est un A-module plat, et pour tout idéal premier p de A,

il existe un idéal q de B tel que p(q) = P

Sous les conditions de la prop. 9, identifions A & un sous-
anneau de B au moyen de p. La relation —pl(B(l) = a s’écrit alors
A nBa = a. D’autre part, si F est un A-module & gauche, on iden-
tific F a son image dans B®.F par l'application canonique
z —1%2; si X est un sous-groupe additif de F, on note alors
BX le sous-B-module a gauche de B®,\ F engendré par X. Avec
ces notations, on a :

ProposiTiox 10. — Sotent B un anneau et A un sous-anneau de
B tel que B soit un A-module d drotte fidélement plat. Soient F un
A-module a gauche, F', F"' deux sous-modules de F. Alors :

(1) L'application canonique B®&yF' — B®,I' induit un iso-
morphisme de B @, F’ sur BF'.

(ii) On a Fn BF’ = F".

(iii) On a B(F’' 4- F"") = BI" 4 BF".

(iv) On a B(F'nF"’) = BF' nBF".

En effet, comme B est un A-module & droite plat, I'applica-
tion canonique B2, F’ - B®, F est injective ; compte tenu des
identifications faites, son image est BF’, ce qui démontre (i).
L’assertion (ii) résulte du § 2, n° 6, prop. 7, appliquée avec E = B,
E’ = A, et compte tenu des formules A@\F=Fet AQF =TI,
L’assertion (iii} est triviale, et (iv) résulte du § 2, n° 6, prop. 6.

6. Anneaux fidélement plats et conditions de finitude.

ProrositioN 11. — Sotent B un anneau et A un sous-anneau
de B tel que B soit un A-module d droite fidélement plat. Pour qu'un
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A-module a gauche F soit de type fint (resp. de présentation finie),
il faut et il suffit que le B-module B @\ F soit de type finv (resp. de
présentation finie).

10 Sans hypothése sur B, il est clair que si F est un A-module
a gauche de type fini, B®s F est un B-module & gauche de type
fini. Inversement, si B @4 F est un B-module de type fini, il est
engendré par un nombre fini d’éléments de la forme 1® x; avec
zieF; 81 M est le sous-A-module de F engendré par les x;, et j
I'injection canonique M — F, 13®j : B&M - B&sF est un
homomorphisme surjectif, donc j est surjectif (n° 1, prop. 2), ce
qui prouve que F est de type fini.

20 Si F admet une présentation finie, il en est de méme de
B®, F sans hypothése sur B (§ 2, n° 8). Reste a prouver que si
B @4 F admet une présentation finie, il en est de méme de I,
On sait déja par 1° que F est de type fini, donc il existe un
homomorphisme surjectif u : I — F, ot L est un A-module libre
de type fini. Soit R le noyau de u, de sorte que B ®. R s’identifie
au noyau de I’homomorphisme surjectif 1:®@u:B®\L -Ba. F
(§ 2, n° 3, Remarque 2). Gomme B®,F admet une présenta-
tion finie par hypothése, on en conclut (§ 2, n° 8, lemme 9) que
B®, R est de type fini; il résulte alors de 1° que R est un
A-module de type fini, et par suite ' admet une présentation
finie.

Prorosition 12. — Sotent B un anneau et A un sous-anneau
commutatif du centre de B tel que B soit un A-module fidélement
plat. Pour qu’'un A-module ¥ soit projectif et de type finz, il faut
et il suffit que BRa ¥ soit un B-module & gauche projectif de type
fint.

La condition est évidemment nécessaire sans hypothéses
sur A ni B (4lg., chap. 11, 3¢ éd., §5, n° 1, cor. de la prop. 4);
prouvons qu’elle est suffisante. Un module projectif de type fini
admettant une présentation finie (§ 2, n° 8, lemme 8), ’hypo-
these entraine que F admet une présentation finie en vertu de la
prop. 11, donc, pour tout A-module M on a un isomorphisme cano-
nique

o :B®,Hom, (F, M) - Hom, (B®, F, B®, M)
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(§ 2, n° 10, prop. 11). Soit alors ¢ : M — M’ un homomorphisme
surjectif de A-modules et considérons le diagramme commutatif

B®, Hom, (F, M) —2— Hom, (B®, F, B®, M)
IB®Hom g v) lHom(lB®F, 1B®v)

B ®, Hom, (F, M) — Hom, (B®, F, B&,M")

Comme 1:® ¢ est surjectif, et que B®s F est supposé projectif,
Hom(1 ., 1,®¢) est surjectif (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 2, n° 2,
prop. 4), et il en est donc de méme de 1z ® Hom (15, ¢). Mais comme
B est un A-module fidélement plat, Hom (15 ¢) est lui-méme
surjectif (n° 1, prop. 2), donc F est un A-module projectif (4lg.,
chap. I1, 3¢ éd., § 2, n° 2, prop. 4).

7. Equations linéaires sur un anneau fidélement plat.

Soient B un anneau, A un sous-anneau de B. Nous dirons que
le couple (A, B) a la propriéié d’extension linéaire §'il vérifie la
condition suivante :

(E) Toute solution (yx)1 <k <n, formée d’éléments de B, d’un sys-
téme d’équations linéaires

n
(3) kzlykcki = ds I's i< m)

dont les coefficients cry et les seconds membres dq appartiennent d A,
est de la forme

D
(4) Y = Tk + 121 bjzix (1 <k<n)

ot (xx) est une solution de (3) formée d’éléments de A, les by appar-
tiennent & B et chacun des (zjx)1 <k <n est une solution du systéme
linéaire homogéne associé a (3), formée d’éléments de A.

ProrosiTiON 13. — Soit A un sous-anneau d’un anneau B.
Pour que le couple (A, B) vérifie la propriété d’extension linéaire, il
faut et il suffit que B soit un A-module d droite fidélement plat.

La condition est suffisante. En effet, comme B est un A-module
plat, toute solution a éléments dans B du systéme linéaire homo-
géne associé A (3) est combinaison linéaire & coefficients dans B
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de solutions formées d’éléments de A (§ 2, n° 11, cor. 2 de la
prop. 13). Tout revient donc a prouver que P’existence d'une solu-
tion de (3) a éléments dans B entraine 'existence d’une solution a
éléments dans A. Or sion pose ¢x = ()1 <i<m < Ay, d = (di) € AT,

n
le systéme (3) équivaut a4 léquation X yx®cx = 1®d dans
k=1

B ®. Ay = BY. Autrement dit, si M est le sous-A-module de A}
engendré par les ¢x (1 < k < n), 'existence de la solution (yx) de
(3) équivaut (avec les identifications faites au n° 5) a la relation
de BMn AY; mais comme BMn Ay = M (n° 5, prop. 10, (ii)),
elle entraine d e M, c’est-a-dire Pexistence d’une solution (zz) du
systéme (3) a éléments dans A.

La condition est nécessaire. Supposons en effet que (A, B)
vérifie la propriété d’extension linéaire ; on sait déja que B est un
A-module & droite plat (§ 2, n° 14, cor. 2 de la prop. 13); prou-
vons que pour tout idéal & gauche a de A, onaBan A = qa, ce qui
démontrera que B est un A-module & droite fidélement plat
(n° 5, prop. 9, d)). Or, soit x e« Ban A ; il existe par hypothése des
yie B et des a; < a tels que Xya; = z; la propriété (E) appli-

K2

quée a cette équation linéaire & coefficients et second membre
dans A montre qu’il existe des z;e A tels que x = Xxia;, done
i

reaq.
C. Q. F. D.

§ 4. Modules plats et fencteurs « Tor »

A Tusage des lecteurs au courant de P’Algébre homolo-
gique (*), nous allons indiquer rapidement comment la théorie
des modules plats se relie a celle des foncteurs Tor.

Proposition 1. — Soit E un A-module ¢ droite. Les quatre
propriétés suivantes sont équivalentes :

{*) Voir la partie de ce Traité consacrée aux catégories, et, plus particu-
lierement, aux catégories abéliennes (en préparation). En attendant la parution
de cette partie, le lecteur pourra consulter H. CarTAN-S. EILENBERG,
Homological Algebra, Princeton, 1956, ou R. GoveMeNT, Théorie des Faisceauz,
Paris (Hermann), 1958.
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a) B est plat.

b) Pour tout A-module ¢ gauche F et tout entier n > 1, on a
Tory (E, F) = 0.

¢) Pour tout A-module a4 gauche F, on a Tor} (E, F) = 0.

d) Pour tout idéal a gauche de type fini a de A, on a

Tor; (E, As/a) = 0.
Montrons que a) implique 5). Soit
o> Ly > Lp1—--->Lo>F—>0
une résolution libre de F. Comme E est plat, la suite
1 = E®L,-E®L,y - - >E®QLy—>EQF >0

est exacte. Comme les Tory (E, F) sont isomorphes aux groupes
d’homologie du complexe (1), ils sont nuls pour n > 1.

11 est trivial que b) entraine ¢) et que ¢) entraine d). Mon-
trons enfin que d) implique a). La suite exacte

0—=>a—>A; > AgjJa—0
donne la suite exacte
Tor} (E, Asfa) > E®sa > E®, A.
Comme d) est vérifiée, ’homomorphisme canonique
E@ia—>E®QA=E

est injectif, ce qui signifie que K est plat (§ 2, n° 3, prop. 1).

La prop. 1 fournit une earactérisation des modules plats qui
est souvent utile dansles applications. Nous nous bornerons, a titre

d’exemple, & donner une nouvelle démonstration de la prop. 5
du § 2, n05. 51 E' et E” sont plats, la suite exacte

Tory (E', F) — Tory (E, F) — Tor{ (E”, F)

montre que Tor}(E, F) = 0 pour tout A-module a gauche F,
donc E est plat. S1 E et E” sont plats, la suite exacte

Tory (E”, F) — Tor; (E, F) - Tor; (E, F)

montre que Tort (E’, F) = 0, donc E’ est plat.
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Prorosition 2. — Soient R, S deux anneaux, p: R — S un
homomorphisme et ¥ un R-module a gauche. Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) On a Tori(p«(E), F) = 0 pour tout S-module @ droite E.

b) Le S-module @ gauche ¢*(F) = F¢y = S®, F est plat, et
on a Torf(ps(Sq), F) = 0.

Supposons a) vérifiée. Prenant E =S4z on wvoit que
Tori(p«(Sa), F) = 0. Montrons en outre que Fg, est un S-module
plat. Pour cela, notons que si E est un S-module a droite, le groupe
additif E®,F, s’identifie & p,.(E)®; F. Si on a donc une suite
exacte de S-modules & droite

0->E —-E —-E'"—0

on en déduit, vu a), une suite exacte

0 = 4B F — 04(E) @ F — 0 (E") @ F -0
ou encore

0 — E'@S F(s) — E®S F(S) i E"@s F(S) -0

ce qui prouve que F(, est plat.

Réciproquement, si b) est vérifiée, on a tout d’abord, pour
tout S-module a droite libre L = SY, Torf(p«(L), F) =
(Tor¥(p4(Sq), F))® = 0. Tout S-module & droite E s’écrit sous

la forme E = L/H pour un S-module libre L convenable ; on a
done la suite exacte

(2) 0 = Tor{(px(L), F) > Tor(p«(E), F) — ps(H) @ F — 0, (L) @, F.

Mais comme F, est plat, 'homomorphisme H®,F - L®,F(
est injectif, et il s’identifie & I’homomorphisme

pe(H) @ F — o4 (L) @, F.
On déduit alors de (2) que Tor(e4(E), F) = 0.

Remarque. — La proposition 2 découle aussi de I'existence
de la suite exacte

E ®; Torf(p.(Sy), F) — Tori(p«(E), F) — Tori(E, S;®,F) >0

provenant de la suite spectrale d’ « associativité » des foncteurs Tor.



EXERCICES

§ 1

1) Dans le diagramme commutatif (10), on suppose que le couple
(&', ¢') est une suite exacte et que ¢ ou = 0. Montrer que 'on a

Im (3) nIm (u') = b (Ker (cov)).
2) On considére un diagramme commutatif de groupes commutatifs
A—>B—5C
a \l, b i, \L ¢
A’ —_1;’—) B’ —_— C/
o« v

A/I u”a BII

On suppose que : 1° (u, ¢) et (b, b’) sont des suites exactes; 20
¢'ou’ = 0eta’ oa = 0;3°cet u’ sont injectifs et a’ est surjectif. Montrer
que dans ces conditions u'’ est injectif.

3) On considére un diagramme commutatif de groupes commutatifs

B G D
¥ ¥ &
Al—B —— (¢ — D'
Vo ]
A -— 5B > 7
'y ¥

Al!/ u,,,’ Blll

dans lequel on suppose que les lignes et les colonnes sont exactes, que d et
u’’ sont injectifs et ' surjectif. Montrer que dans ces conditions u’"" est
injectif. Généraliser.
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4) On considére un diagramme commutatif de groupes commutatifs

A B C D
oy o od el 4y

Al B —— (0 — D

ou on suppose que les deux lignes sont exactes.
a) Montrer que, si a est surjectif, b et d injectifs, alors ¢ est injectif.
b) Montrer que, si d est injectif, a et ¢ surjectifs, alors b est surjectif.

5) On suppose donnée une suite exacte A’ 5 A3 A" = 0 et deux

homomorphismes surjectifs B’ > A’, B” %~ A”, ot A, A", A", B’, B” sont
des modules sur un méme anneau. Montrer que si B”' est un module pro-
jectif, il existe un homomorphisme surjectif a: B’ @ B — A tel que le
diagramme
B — B @B "R
oy o }a”
A A A"
u v

soit commutatif (i et p étant les applications canoniques).
6) On suppose donnée une suite exacte 0 — A’ 5 A-> A" et deux

homomorphismes injectifs A’ R C, A" > C’,ou A A, A, C', G sont
des modules sur un méme anneau. Montrer que, si G’ est un module injectif
{Alg., chap. 11, 3e éd., § 2, exerc. 11), il existe un homomorphisme injectif
a:A — C @ C" tel que le diagramme

AI e A AI 7

a’\], u\L J,a"
C( i;C/@C// p;CIl

soit commutatif (z et p étant les applications canoniques).

7) Soient U, V, W trois groupes commutatifs, f: U—=V,g: V->W
des homomorphismes.

a) On considére le diagramme

U2 UxV—LuovV_—0
oAl e
00— V—>r WX V—>W—90

0

ou Ot(u) = (u7 f(u))7 B(u7 V) =¢- f(u)7 Y(V) = (g(())y V)v 8(W7 "') =w- g("’)?
h(u, ¢) = (g(f(u)), v). Montrer que ce diagramme est commutatif et
que ses lignes sont exactes.

b) Déduire de a) et de 1a prop. 2 du n° 4 une suite exacte

0 — Ker (f) — Ker (gof) - Ker (g) —
~> Coker (f) - Coker (g of) — Coker (g) — 0.

Donner une définition directe de cette suite exacte.
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§ 2

1) Donner un exemple d’une suite exacte 0 - N"—> N — N — 0
de A-modules & gauche et d'un A-module a droite E tels que E soit N’-
plat et N"’-plat, mais non N-plat (prendre par exemple N’ = N"' = Z/2Z).

2) Soient M, N deux sous-modules d’'un A-module E, tels que M + N
soit plat. Pour que M et N soient plats, il faut et il suffit que M n N soit
plat.

3) Soit A Tanneau K{X, Y] des polynomes & deux indéterminées sur
un corps K.

a) On considere dans A les idéaux principaux b = (X), ¢ = (Y), qui
sont des A-modules libres et dont lintersection b nc = (XY) est aussi
libre. Montrer que a = b + ¢ n’est pas un A-module plat, bien que a
soit sans torsion {cf. Alg., chap. 111, § 2, exerc. 4).

b) Dans le A-module A2 soit R le sous-module formé des éléments
(x, - x) ot zeqa. Dans le A-module A2%/R, soient M, N les sous-modules
images des sous-modules facteurs de A?%; montrer que M et N sont
isomorphes 4 A, mais que M n N n’est pas un A-module plat.

4) a) Donner un exemple de suite exacte non scindée

0—->E -E—->E" =0

dont tous les termes sont des modules plats (cf. Alg., chap. VII, § 3,
exerc. 8 b)).
b) Déduire de a) un exemple d’une suite exacte non scindée

0—-E -E—-E"=0

dont les termes sont des A-modules & droite non plats, telle que pour tout
A-module & gauche F,lasuite 0 > E'QF > EQF - E"®F — 0 soit
exacte (utiliser le lemme 2 du n° 1).

5) Donner un exemple d’un A-module & droite E, d’un A-module
a gauche F et de deux sous-modules F', F”" de F tels que I'image cano-
nique de E® (F'n F”’) dans E ® F ne soit pas 'intersection des images
canoniques de E® I et de E ® F”' (cf. exerc. 3 a)).

9 6) Soient A un anneau, M un A-module & gauche. On appelle
présentation de longueur n ou n-présentation de M une suite exacte

Li—>Li1—>-- —=>1Li—>Le>M~—=0

ot L; est un A-module & gauche libre (0 < ¢ < ). On dit que la présen-
tation est finie si tous les L; sont des modules libres de type fini.

Si M est un A-module & gauche de type fini, on désigne par A(M) la
borne supérieure (finie ou égale & + o) des entiers n = 0 tels que M pos-
sede une n-présentation finie. Si M n’est pas de type fini, on pose
AM) = - 1.

a) Soit 0 —>FP —->N-—->M —0 une suite exacte de A-modules &
gauche. On a alors A(N) > inf (M(P), A(M)). (A partir de deux n-présenta-
tions de P et M respectivement, en déduire une de N en utilisant
I'exerc. 5 du § 1).
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b) Soit M, LN Mux— - —>Mp ~“ > M->0une r-présentation finie
de M ; montrer que, si A(M) > n, Ker (uz) est un A-module de type fini.

(Soit Linsa B = e v e > Lo -2 Ly > Lo -+ M — 0 une (n + 1)-présen-
tation finie de M, et soit P = Ker (v,), de sorte que I'on a une n-présen-
tation de P :

Vpt vy 7
Ln+1—n—1>Ln—->---—>-L2———-"->L1—‘——>P'—>O.

Appliquant la méthode de a) & la suite exacte 0 =P - L, —>M — 0
on obtient une suite exacte

Mn® Lt —> Mp1 ® Lo —5 o0 2 My@ Ly —=> Lo — 0

et des suites exactes 0 — Ker (i) — Ker (i) — Ker (u:) =0 (§ 1,
no 4, prop. 2). Observer enfin que Ker (w;) est facteur direct de M; @ Lia).
¢) Montrer que, sous les hypothéses de ), on a

AM) = inf (A(N), M(P) + 1).

(51 n < inf (M(N), A(P) +- 1), montrer par récurrence sur n que M(M) = r,
en raisonnant comme dans a) et utilisant 5)).
d) Montrer que, sous les hypothéses de a), on a

A(P) > inf \(N), A(M) — 1).

{Méme méthode que dans ¢).) En déduire que, si A(N) = -}~ oo, alors
AM) = MP) + 1.
e) Déduire de a), ¢} et d) que, si N=MO® P, on a

AMN) = inf (A(M), A(P)).

En particulier, pour que N admette une présentation finie il faut et il suffit
qu’il en soit ainsi pour M et P.

f) Soient N;, N, deux sous-modules d’un A-module M. Supposons
que N; et N, admettent une présentation finie. Pour que N, 4+ N, ad-
mette une présentation finie, il faut et il suffit que N; N N, soit de type
fini.

7) a) Avec les notations de 'exerc. 6, montrer que, si M est un module
projectif, on a A(M) == — 1 ou A(M) == + 0. 51 A est un anneau ncethérien
a gauche, alors, pour tout A-module M, on a A(M) = — 1 ou A(M) = - oo.

b) Si a est un idéal & gauche d’un anneau A, qui n’est pas de type
fini, As/a est.un A-module monogéne qui n’admet pas de présentation
finie, autrement dit A(As/a) = 0 (n° 8, lemme 9).

¢) Donner un exemple d’un idéal & gauche monogeéne a d’un anneau
A tel que As/a (qui est de présentation finie) admette un dual qui ne
soit pas un A-module & droite de type fini.

d) Soient K un corps commutatif, £ Pespace vectoriel K™ (e,) la
base canonique de E, T I’algébre tensorielle de E, dont une base est done
formée des produits finis e; e, . . . e (£ > 0, i; e N pour tout j). Pour un
entier n donné, soit b I'idéal bilatére de T engendré par les produits
€160, €261, . . ., €nfn1 6t enixen pour tout & > 1; soit A I'anneau quotient
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T/b, et pour tout entier m, soit a= I'image canonique de en dans A.
Montrer que, si M = A;/Aag, on a A(M) = n (observer que, pourm < n -1,
Pannulateur & gauche de an est Admi1, et utiliser I'exerc. 6 b)).

8) Soient G un anneau commutatif, E, F deux C-modules. Montrer
que 'on a AM(E ®cF) = inf (A(E), A(F)).

9) Soit E un A-module & gauche de présentation finie.

a) Montrer que pour toute famille (F)),z; de A-modules a droite,

I’homomorphisme canonique E @4 (ITr) - TL(E®s ) (Alg., chap. 11,

tel el
3¢ éd., § 3, n°® 7) est bijectif.
b) Soit (G, @px) un systéme inductif de A-modules & gauche ;
montrer que ’homomorphisme canonique

lim Hom, (E, G&) — Hom, (E, Iim Gg)
—_— —_—

est bijectif.

10) a) Soient A un anneau, I un ensemble, R un sous-module de
L = AQ. Soit S lensemble des couples (J, S), ot J est une partie finie
de T et S un sous-module de type fini de A} n R. On ordonne & par la
relation «J c J" et S € S'»; montrer que S est filtrant pour cette relation
d’ordre, que la famille (A}/S) est un systéme inductif de A-modules a
droite ayant & pour ensemble d’indices et qu’il existe un isomorphisme
de L/R sur lim (A}/S).

I, 9)es

) Déduire de a) que tout A-module est limite inductive de A-mo-
dules de présentation finie.

11) Soit E un A-module & droite. On dit que E est pseudo-cohérent
st tout sous-module de type fini de I est de présentation finie : tout
sous-module d'un module pseudo-cohérent est pseudo-cohérent. On
dit que E est cohérent s’il est pseudo-cohérent et de type fini (done de
présentation finie).

a) Soit 0 > E’' — E - E’”” — 0 une suite exacte de A-modules &
droite. Montrer que, si E est pseudo-cohérent (resp. cohérent) et E’ de
“type fini, E”" est pseudo-cohérent (resp. cohérent). Montrer que, si E’ et
E’* sont pseudo-cohérents (resp. cohérents), il en est de méme de E.
Montrer que, i E et E”” sont cohérents, il-en est de méme de E’ (utiliser
Pexerc. 6 et le lemme 9 du no 8).

b) Soient E un A-module cohérent, E’ un A-module pseudo-cohé-
rent (resp. cobhérent). Montrer que, pour tout homomorphisme u: E - B/,
Im (u) et Ker (u) sont cohérents et que Coker (u) est pseudo-cohérent
(resp. cohérent) (utiliser a)).

¢) Montrer que toute somme directe (resp. tout somme directe finie)
de modules pseudo-cohérents (resp. cohérents) est un module pseudo-
cohérent (resp. cohérent).

d) Si E est un module pseudo-cohérent et si M, N sont des sous-
modules cohérents de E, montrer que M 4+ N et M n N sont cohérents
(utiliser a) et ¢)).

¢) On suppose A commutatif. Montrer que, si E est un A-module cohé-
rent et F un A-module cohérent (resp. pseudo-cohérent), Hom, (E, F) est
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un A-module cohérent (resp. pseudo-cohérent). (Se ramener au cas o F
est cohérent, et considérer une présentation finie de E, puis utiliser 4).)

q 12) a) Soit A un anneau. Montrer que les quatre propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

a) Le A-module a droite Aq est cohérent (exerc. 11).

B) Tout A-module a droite de présentation finie est cohérent.

y) Pour tout ensemble I, le A-module & gauche A} est plat.

3) Tout produit de A-modules & gauche plats est plat.

(Pour prouver que x) entraine 8), utiliser 'exerc. 11 b). Pour voir
que y) entraine ), raisonner par I'absurde en utilisant la ‘prop. 13 du
n° {1. Pour montrer que «) entraine 8), utiliser 'exerc. 9.)

On dit qu'un tel anncau A est cohérent a droite, et on définit de méme
la notion d’anneau cohérent ¢ gauche.

b) Montrer que tout anneau nocthérien a droite est cohérent a droite.
Donner un exemple d’anneau artinien & droite qui n'est pas cohérent a
gauche (cf. Alg., chap. VIII, § 2, exere. 4).

*¢) Un annean de valuation non diseréte de rang 1 (chap. V1) est
cohérent mis contient des idéaux non cohérents et admet des modules
quotients {(monogénes) non pscudo-cohérents.,

d) Montrer que, si A\ est un anneau cohérent a droite, on a, pour tout
A-module a droiie E, M(E) = -1 ou ME) = 0 ou ME) = -} o (exerc. 6).

e) Soit (\,, ¢4,) un systéme inductif d’anneaux dont I'ensemble
d’indices est filtrant, et soit A == lim A,. On suppose que, pour « < B,
Ag est un A -module & gauche plat. Montrer que, siles A, sont cohérents
a droite, il en cst de méme de A. (Observer que A est un A,-module plat
pour tout «, et que, si E est un sous-module de Aq, de type fini, il existe
un indice « et un sous-module de type fini , de (A,)4 tels que E, ®,, A
soit isomorphe 4 E.)

*f) Déduire de e) que tout anneau de polynémes (pour un ensemble
fini ou infini quelconque d’indéterminées) sur un anneau commutatif
neethérien est cohérent. En déduire qu'un anneau quotient d’un anneau
cohérent n’est pas nécessairement cohérent.,

g) Pour que A soit cohérent a gauche, il faut et il suffit que I'annu-
lateur a gauche de tout élément de A soit de type fini, et que 'intersection
de deux idéaux a gauche de type fini dans A soit de type fini (utiliser
Pexerc. 6 f)).

9 13) Soient A, B deux anneaux, I un (A, B)-bimodule, G un B-
module & droite. Montrer que, si G est injectif (Alg., chap. II, 3¢ éd., §2,
exerc. 11) et si F est un A-module & gauche plat, le A-module a droite
Hom, (F, G) est injectif. (Utiliser I'isomorphisme

Hom, (E, Hom(F, G)) - Hom,(E®, F, G)

pour un A-module & droite E (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 4, n° 1).)

9§ 14) Soient A, B deux anneaux, E un A-module a gauche, F un
(A, B)-bimodule, G un B-module A droite; on considére I’homomor-
phisme canonique (Alg., chap. I, 3¢ éd., § 4, exerc. 5)

6 : Homy(F, G)®, E - Hom,(Hom, (E, F), G)
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tel que (o(u @ 2))(v) = u(v(z)) pourz € E, u € Homg (F, G), v € Hom, (E, F).
Montrer que, si G est un B-module injectif (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 2,
exerc. 11) et s1 E est de présentation finie, ¢ est bijectif. (Considérer
d’abord le cas oit E est libre de type fini.)

9 15) Soit A un anneau. Montrer que tout A-module 4 gauche E qui
est plat et de présentation finie est projectif. (Etant donné un homomor-
phisme surjectif u : F — F’* de A-modules & gauche, soit u’ 'homomor-
phisme Hom (14, u) : Hom,(E, F) - Hom, (E, F”), et # I’homomor-
phisme Hom (v’, 1,) : Homg (Hom, (E, F"'), G} — Homy, (Hom, (E, F), G),
ou G est un Z-module divisible. En utilisant d’abord Iexerc. 14, prouver
que % est injectif ; puis, en choisissant convenablement G (Alg., chap.
IT, 3e éd., § 2, exerc. 14), montrer que u’ est surjectif.)

16) Soient A un anneau, ¢ un élément de A. Montrer que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

®) a € ala.

B) aA est facteur direct dans le module Aa.

v) AafaA est un A-module & droite plat.

3) Pour tout idéal & gauche b de A, ona ¢A nb = ab.

(Utiliser le cor. de la prop. 7 du n° 6 pour prouver I’équivalence de
) et 3), et montrer directement que 3) entraine o) et que «) entraine B),
en prouvant 'existence d’un idempotent e € ¢A tel que eA = aA.)

17) Solent A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

o) Tout élément a e A vérifie les propriétés équivalentes de Pexer-
cice 16.

B) Tout idéal & droite de type fini de A est facteur direct de Ag.

~v) Tout A-module & gauche est plat.

3) Tout A-module a droite est plat.

On dit alors que A est un anneau absolument plat (*).

(Pour voir que «) implique 8), utiliser I'exerc. 15 b) de Alg., chap.
VIII, §6.)

9 18) Soit A un anneau absolument plat (exerc. 17).

a) Soit P un A-module & droite projectif. Montrer que tout sous-
module E de type fini de P est facteur direct de P. ((Se ramener au cas
ou P est libre de type fini. Remarquer alors que P/E est de présentation
finie, et utiliser I’exerc. 15).

b) Montrer que tout A-module a droite projectif P est somme directe
de sous-modules monogénes, isomorphes 4 des idéaux a droite mono-
génes de A. (Utiliser le th. de Kaplansky (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 2,
exerc. 3) pour se ramener au cas ou P est engendré par une famille
dénombrable d’éléments, puis utiliser a).)

¢) Donner un exemple d’anneau absolument plat A et de A-module
de type fini et non projectif (considérer un quotient de A par un idéal

(*) Nous modifions la terminologie d’« anneau régulier » introduite
en Alg., chap. VIII, § 6, exerc. 15, ce nom désignant aussi une tout autre
notion en Algébre commutative.
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non de type fini; ¢f. Alg., chap. VIII, § 6, exerc. 15 f), et Alg. comm.,
chap. II, § 4, exerc. 17).

19) Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

o) A est semi-simple.

B) Tout idéal a droite de A est un A-module injectif.

v) Tout A-module & droite est projectif.

3) Tout A-module a droite est injectif.

20) Soient A un anneau intégre, B une A-algébre qui est un A-mo-
dule plat, M un A-module sans torsion. Montrer que, si ¢ e B n’est pas
diviseur de zéro, la relation ¢.z = 0 pour un ze B®s M entraine z = 0.
(Se ramener au cas ou M est de type fini, et en plongeant M dans un A-
module libre de type fini, se ramener au cas ou M = A.)

21) Soient S un anneau commutatif, R une S-algébre cammutative,
B une S-algebre (commutative ou non), B¢ la R-algébre obtenue & partir
de B par extension des scalaires. On suppose que R est un S-module plat
et que B est un S-module de type fini. Si Z est le centre de B, montrer que
Phomomorphisme canoniquae de Zgy = Z & R dans By est un isomor-
phisme de Z, sur le centre de By. (Utiliser la suite exacte

0 —Z —> B -> Homy(B, B)

ou 68(z)(y) = xy — yz, et 1a prop. 11 dunc 10.)

9 22) Soit E un A-module & gauche. Pour tout idéal a droite a de
A, et tout élément a = A, on note a: al’ensemble desz € A tels que ax e a,
et aE :a lensemble des ye E tels que ayeaE. On a évidemment
(a: a)E caE : a. Montrer que, pour que E soit plat, il faut et il suffit
que, pour tout idéal & droite a de A et tout élément a & A, on ait 'égalité
(a:a)E = aE :a. (Pour voir que la condition est nécessaire, considérer

la suite exacte de A-modules a droite 0 — (a: a)/a AS Agfa 5 Agfa, out §
est Uinjection canonique et ¢ 'application déduite par passage aux quo-
tients de la multiplication 4 gauche par a. Pour voir que la condition
est suffisante, appliquer le critére du cor. 1 de Ia prop. 13 du n° 11 : partir

n

d’une relation X aiz = 0 avec a;e A, 7 e E, appliquer Phypothése &
i=1
n

Pidéal Gz = 2 ;A et 4 'élément a1, et raisonner par récurrence sur n.)
=2

23) a) Soit 0 > R — L — E — 0 une suite exacte de A-modules
a gauche, ou L est un A-module libre ; soit (e.) une base de L. Montrer
que les conditions suivantes sont équivalentes :

o) E est plat.

B) Pour tout z € R, si a, est I'idéal & droite engendré par les com-
posantes de z sur la base (e,), on a z « Ra,.

v) Pour tout ze R, il existe un homomorphisme u,: L — R tel
que uz(zr) = x.

8) Pour toute suite finie (2,);<i<, d’éléments de R, il-existe un
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homomorphisme z : L — R tel que u(z:) = z: pour 1 < i £ n. (Utili-
ser le cor. de la prop. 7 du n° 6).

b) Soit a un idéal & gauche de A tel que A/a soit un A-module plat.
Montrer que pour tout idéal a gauche de type fini bca, il existe x € A
tel que b c Az c a (utiliser le critére §) de a)).

¢) Déduire de @) une nouvelle démonstration du résultat de
Pexerc. 15.

d) Soit t le radical de A, et soit 0 - R — L. - E — 0 une suite
exacte de A-modules & gauche, telle que L soit libre. On suppose que E
est plat et que R est contenu dans rL.. Montrer que 'on a alors R = 0
(avec les notations de a), observer que a» est un idéal de type fini et
que 'on a az = az¥).

e¢) Soit E un A-module plat de type fini; supposons qu’il existe un
idéal bilatere b de A contenu dans le radical de A, tel que E/BE soit un
(A/b)-module libre. Montrer que E est alors un A-module libre (observer
qu’il existe un A-module libre de type fini L tel que L/bL soit isomorphe
a4 E/bE et utiliser Alg., chap. VIII, § 6, n° 3, cor. 4 de la prop. 6; puis
appliquer d)).

24) On dit qu’un sous-module M” d’'un A-module 4 droite M est pur
si, en désignant par j : M’ — M Yinjection canonique, I’homomorphisme
JRO1: M, N—>M®, N est injectif pour tout A-module & gauche N.
Il en est ainsi lorsque M’ est facteur direct de M, oun lorsque M/M’ est
plat, mais ces deux conditions ne sont pas nécessaires (exerc. 4).

a) Montrer que, pour que M’ soit un sous-module pur de M, il faut
et il suffit que, si (m{);e1 est une famille finie d’éléments de M’, (z;);es
une famille d’éléments de M tels que m{ = 2 zyay pour tout i<l et

jel
pour une famille (a;) d’éléments de A, alors il existe une famille (#})jey
d’éléments de M’ tels que m{ = 2 xja; pour tout ie I. (Pour voir que
=

la condition est suffisante, utiliser le lemme 10 du n° 11 pour montrer
que M’ @ N — M ®a N est injectif pour tout A-module a gauche N de type
fini ; pour voir que la condition est nécessaire, considérer un A-module
a gauche de type fini N = L/R, ou L est un A-module libre de type fini
et R un sous-module de type fini de L.) Déduire de ce critére que, lorsque
A est un anneau commutatif principal, la notion de sous-module pur
d’un A-module coincide avec celle d’Alg., chap. VII, § 2, exerc. 7.

b) Soient M un A-module & droite, M’ un sous-module de M, M’ un
sous-module de M’. Montrer que, si M’ est un sous-module pur de M et
M’ un sous-module pur de M’, alors M”’ est un sous-module pur de M,
et M'/M” est un sous-module pur de M/M"'. Si M” est un sous-module
pur de M, M"" est sous-module pur de M".

¢) Montrer que, si N et P sont deux sous-modules de M tels que
NnPet N+ P soient purs dans M, alors N et P sont des sous-modules
purs de M. Donner un exemple de deux sous-modules N, P de Z2 qui sont
purs dans Z2 mais tels que N - P ne soit pas un sous-module pur de Z2.

d) Soient G un anneau commutatif, E, F deux G-modules ; montrer
que, si E’ (resp. F') est un sous-module pur de E (resp. F), application
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canonique E'®cF' - E®cF est injective, et identifie E'®cF’ a4 un
sous-module pur de E®c F.

e) Soient p : A — B un homomorphisme d’anneaux, M un A-module
a droite, M’ un sous-module pur de M. Montrer que My, =M @, B
s'identifie canoniquement a un sous-module pur de My )= M&, B.

§ 3

1) a) Pour que la somme directe d'une famille (E,) de A-modules
soit un A-module fidélement plat, il suffit que chacun des E, soit plat
et que 'un d’eux au moins soit fidélement plat.

b) Déduire de a) que, si A est un anneau simple, tout A-module non
nul est fidélement plat. Le résultat est-il valable pour les anneaux semi-
simples ?

2) Soit (pa) la suite strictement croissante des nombres premiers, et
soit A I'anneau produit Il Z/p.Z. Montrer que la somme directe E des

Z/paZ est un A-module projectif fidéle qui n'est pas fidélement plat
(observer que E est un idéal de A tel que E2 = E).

3) Soit A un anneau cohérent a droite (§ 2, exerc. 11). Pour qu'un
produit de A-modules & gauche soit fidélement plat, il suffit que cha-
cun d’eux soit plat et que I'un d’eux au moins soit fidélement plat.

En déduire que, st A est un anneau commutatif cohérent, I'anneaun
de séries formelles A[[X4,. .., Xa]] est un A-module fidélement plat.

4) Soient A une algébre simple sur un corps commutatif K, B une
sous-algébre de A, semi-simple mais non simple. Montrer que A est un B-
module (3 droite ou & gauche) fidélement plat, mais qu’il existe des B-
modules & droite- E qui ne sont pas fidélement plats, tandis que EQ®s A
est toujours un A-module fidélement plat (exere. 1).

5) Soient A un anneau commutatif, M un A-module plat contenant
un sous-module N qui n’cst pas un module plat (cf. § 2, exerec. 3). Soient
B (resp. C) Ie A-module A @ N (resp. A ® M) dans lequel la multiplica-
tion est définie par (a, z)(a’, 2') = (aa’, az’ + a'z); alors B n’est pas
un A-module plat, mais le B-module C est un A-module fid¢lement plat,
et par suite B vérifie les conditions de la prop. 8 du n° 5.

6) Donner un exemple d'un anneau intégre A, d’'un anneau B dont A
est un sous-anneau, tels que B soit un A-module plat, mais qu’il existe
un A-module E non projectif et non de type fini, pour lequel B, E
soit un B-module libre de type fini.

7) Si K est un corps, I'anneau K[X] et le corps K(X) sont des K-
modules fidelement plats, mais K(X) n’est pas un K[{X]-module fidéle-
ment plat.

8) Soit p un nombre premier, et soit A le sous-anneau de @ formé
des fractions k/p» ou k € Z, n > 0. Montrer que A est un Z-module plat
et qu’il existe un Z-module E non plat mais tel que A ®; I soit un A-
module plat.

9) Soient A un anneau commutatif, B une A-algébre, (Ci)ae, une
famille de A-algébres, et soit By = C) ®, B I'algébre produit tensoried
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de Gy et dec B pour tout 2 e L. Soit E un B-module & gauche. On pose
Ey=B®E =CG® E; c'est un (B,, G)-bimodule. De méme, si IF
est un B-module a droite, on pose Fy = F®,; By = F®, G, qui est un
(G, By)-bimodule.

a) Montrer que le (Cy, C))-bimodule F)®p, E\ est isomorphe a
(F® E)®, Cs.

b) Montrer que, si E est un B-module plat (resp. fidélement plat),
chacun des Ej est un Ba-module plat (resp. fidélement plat). La réci-
proque est vraie si 'on suppose en outre que D Cy est un A-module

A€l
fidélement plat.

¢) Montrer que, si L est fini, si chacun des Ej est un Bx-module pro-
jectif de type fini et si &b Cx est un A-module fidélement plat, alors E

A€L :
est un B-module projectif de type fini (utiliser la prop. 12 du n° 6).

10) a) Soit p : A — B un homomorphisme injectif d’anneaux. Mon-
trer que, pour tout idéai & gauche a de A qui est annulateur & gauche
d’une partie M de A, on a p(Ba) = a.

b) Déduire de a) un exemple d’homomorphisme p : A — B tel que le
A-module a droite B ne soit pas plat mais que I'on ait(Ba) = a pour
tout idéal a gauche a de A (cf. § 2, exerc. 17 et Alg., chap. VIII, § 3,
exerc. 11 et § 2, exerc. 6, et chap. IX, § 2, exerc. 4).

§ 4

1) Montrer que dans ’énoncé de la prop. 2, on peut remplacer la

condition a) par :

a’) On a Tor}(p,(E), F) = 0 pour tout S-module & droite mono-
géne E.
(Pour prouver que a’) entraine a), considérer d’abord le cas ot E
est engendré par n éléments, et raisonner par récurrence sur n.)



CHAPITRE II (%)

LOCALISATION

Les conventions du chapitre I restent en vigueur dans ce cha-
pitre. En outre, sauf mention expresse du coniraire, tous les anneaux
sont supposés commutatifs, ,

Sotent A, B deux anneaux, ¢ un homomorphisme de A dans B,
M un B-module. Lorsque nous parlerons de M comme d’un A-module,
il s'agira, sauf mention expresse du coniraire, de la structure du
A-module p (M) (définte par la loi externe (a, m) — o(a)m).

§ 1. Idéaux premiers

1. Définition des idéaux premiers.

DEFiNiTION 1. — On dit qu’'un idéal p d’un anneau A est
premier si 'anneau AP est intégre.

D’aprés cette définition, un i1déal p d’un anneau A est pre-
mier si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1op # A;

20 5i ¢, y sont deux éléments de A tels que z&Pp et y« P, on a
Y EP.

Ces conditions peuvent encore s’exprimer en disant que le pro-

duit de toute famille finie d’éléments de Gp appartient a Gp, car
en appliquant cette condition a la famille vide, cela implique que

1e&p.

(*) A Texception des énoncés placés entre deux astérisques: *..., les
résultats de ce chapitre ne dépendent d’aucun autre Livre de la deuxiéme
partie, ni du § 4 du chap. L.
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Un idéal mazimal m de A est premier, puisque A/m est un
corps ; il résulte donc du th. de Krull (4lg., chap. I, § 8, n° 7, th. 2)
que tout idéal de A distinct de A est contenu dans un idéal premier
au moins. En particulier, pour qu’il existe des idéaux premiers
dans un anneau A, il faut et il suffit que A ne soit pas réduit 4 0.

Soit f : A - B un homomorphisme d’anneaux, et soit g un

idéal de B. Posons p — (q) ; 'homomorphisme f : A/p — BJq dé-
duit de f par passage aux quotients est injectif. Supposons q
premier ; comme l'anneau B/q est intégre, il en est de méme de
A/p qui est isomorphe a4 un sous-anneau de B/g ; par conséquent

I'idéal p = _]‘l(q) est premier. En particulier, soit A un sous-anneau
de B ; pour tout idéal premier q de B, gn A est un idéal premier de
A. Si f est surjectif, f est un isomorphisme; les conditions «p est pre-
mier » et « ¢ est premier » sont alors équivalentes. Donc, st p et a
sont des idéaux de A tels que acp, une condition nécessaire et
suffisante pour que p soit premier est que p/a soit premier dans A/a.

ProrosiTion 1. — Soient A un anneau, a,, Q,,..., 4, des idéaux
de A, p un idéal premier de A. Si P contient le produit a,6,...0,, il
contient I'un au moins des a;.

Supposons en effet que P ne contienne aucun des a;. Pour

1 < i < n,il existe donc un élément s;e a; N H p;alorss = $:8,...5,
est contenu dans a,0,...0, et n’est pas contenu dans p, ce qui est
absurde.

COROLLAIRE. — Soit WM un idéal mazximal de A ; pour tout
entier n > 0, le seul idéal premier contenant m» est m.

En effet, un tel idéal p doit contenir m en vertu de la prop. 1
appliquée & a;=m pour 1 < i < n; comme M est maximal,
onap=nm.

ProrositioNn 2. — Soieni A un anneau, a un sous-ensemble
non vide de A stable par addition et multiplication, et (P;);e1 une
famille finie non vide d’idéauz de A. On suppose que a est contenu
dans la réunion des p; et qu’il y a au plus deux des P; qui nesont pas
premiers. Alors a est contenu dans un des Ps.
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Raisonnons par récurrence sur » = Card (I) ; la proposition
est triviale si n = 1. Supposons n > 2; s’il existe un indice j tel

que anp;c Upg, I’ensemble a, qui est la réunion des anp;
i#)

pour i € I, est contenu dans U pi, donc dans 'un des p; en vertu
i#]

de 'hypothése de récurrence. Supposons donc qu’il n’en soit pas
ainsi ; pour tout j € I, soit y; un élément de an p; n’appartenant a
aucun des p; tels que ¢ 5 j. Soit £k un élément de I choisi de telle
maniére que Pg soit premier si n > 2, et choist arbitrairement

sin = 2;so0it z=1y; + Il yi. On a zeq, puisque a est stable
t#k

pour laddition et la multiplication ; si j # k, II y; appartient
oy
a p;, mais yx ¢ p;, d’ou z ¢ p;. D’autre part, II y; n’appartient pas
=k

A Px, car aucun des facteurs y; (1 # %) ne lui appartient, et px est
premier si n -1 > 1; comme yx <€ Pz, 2 n’appartient pas a Pg,
et la proposition est établie.

2. Idéaux étrangers.

Soit A un anneau ; on dit que deux idéaux a, b de A sont
étrangers si @ + b = A. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit
que a -+ b ne soit contenu dans aucun idéal premier (Alg., chap. I,
§ 8, n° 7, th. 2), autrement dit qu’aucun idéal premier ne con-
tienne a la fois a et b. Deux idéaux maximaux distincts sont
étrangers.

Lorsque A est un anneau principal (Alg., chap. VII, § 1), pour
que deux éléments a, b de A soient étrangers, il faut et il suffit, en
vertu de I'identité de Bezout (loc. cit., n° 2, th. 1), que les idéaux
Aa et Ab soient étrangers.

PropositioN 3. — Soient a et b deux idéaux étrangers d’un
anneau A. Soient o’ et b’ deux idéaux de A tels que tout élément
de a (resp. b) ait une puissance dans a’ (resp. b’). Alors a’ et b’ sont
étrangers.

Vu I’hypothése faite, tout idéal premier qui contient a’ con-
tient a et tout idéal premier qui contient b’ contient b. Si un idéal
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premier contient a’ et b’, il contient donc a et b, ce qui est absurde
puisque a et b sont étrangers ; donc a’ et b’ sont étrangers.

ProposiTioN 4. — Soient a, b,,..., b, des idéaux d’un anneau A.
St a est étranger & chacun des by (1 < 1 < n), il est éiranger d
b,b,...b,.

Soit p un idéal premier de A. Si p contient a et b;b,...by,, il
contient un des b; (n° 1, prop. 1), ce qui est absurde puisque a et
b; sont étrangers.

ProrosiTiON 5. — Soit (a,);e; une famille finie non vide
d’idéaux d’un anneau A. Les propriéiés suivantes sont équivalentes :

a) Pouri # J, a; et a; sont éirangers.

b) L’homomorphisme canonique ¢ : A — H (Aja;) (Alg.,
chap. II, 3¢ éd., § 1, no 7) est surjeciif. =

Lorsqu’tl en est cinsi, Uintersection a des a; est égale a leur pro-
duit, et Uhomomorphisme canonique §: Aja — IT (Aja;) (Alg.,
chap. I, 3¢ éd., § 1, n° 7) est bijectif. <!

Raisonnons par récurrence sur le nombre n d’éléments de I,
le cas n = 1 étant trivial. Considérons d’abord le cas n = 2. l’équi-
valence de a) et b) résulte alors de exactitude de la suite

0 - Aj(ayn ay) 5 (Afa)) @ (Alay) — AJ(ay + ay) -0

(Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n° 7, formule (30)). En outre, il existe
e,eq et e;ea, tels que 1 = e, + e, pour tout xea = a,n a,,
on a donc x = ze; + ze, ; mais par définition on a ze e a,a, et
e, € M0, done rewa,; dott ac qa, et Pinclusion opposée est
évidente.

Passons au cas général. Supposons la condition @) satis-
faite et soient k& un élément de I, by :} 'ai; Phypothése de

ik
récurrence entraine que by = IT a;, et il résulte de la prop. 4 que
ixk
ax et by sont étrangers; donec a — I | a; = a,nby = a;br = I1 a4
tel iel

par la premiére partie du raisonnement, et pour la méme
raison 1’homomorphisme canonique A/a — (Afag) X (A/br) est
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bijectif ; par 'hypothése de récurrence ’homomorphisme cano-
nique A/by — IT (A/ay) est bijectif, et il en est donc de méme de
i-k

I’homomorphisme composé

Aja — (Ajax) X (A/br) - (Afax) X .Hk(A/Cli) =1HI(A/cu)

qui n’est autre que ¢, ce qui démontre b). Inversement, supposons
b) vérifiée et montrons que les a; sont nécessairement étrangers
deux a deux. Dans le cas contraire, il existerait un idéal ¢ # A
contenant a; et a; pour ¢ # j. Posons ar = ap pour k distinct
de ¢t et de j, et af = aj == ¢ ; Vhomomorphisme canonique
9 : A - II (A/af) peut s’écrire comme le composé

ier

A 2T (AJa) > TT (Afad)
iel el

f étant le produit des homomorphismes canoniques A/a; — Afai;
il est clair que ¢’ n’est pas surjectif, la projection de ¢’(A) sur
(Ajai) X (Ajai) étant la diagonale du produit (A/c) x (A/¢), qui
est distincte de ce produit puisque ¢ # A. Comme f est surjectif,

cela montre que ¢ n’est pas surjectif.
C. Q. F. D.

ProrosiTiON 6. — Soit (0;);ey une famille finie non vide
d’idéaux d’un anneau A, élrangers deux d deux ; sott a I'intersection
des a;. Pourtout A-module M, I application canonique M — 11 (M/a;M)

iel

est surjeciive, et son noyau est aM.
11 est clair que Vapplication canonique de M dans II (M/a;M)

iel
s’annule dans aM ; elle définit done par passage au quotient un
homomorphisme 2 : M/aM — Il (M/a;M). D’autre part, d’apreés la
tel

prop. 5, ’homomorphisme canonique ¢ : A/a —>'H (A/a;) est bijec-
tif. Il en est donc de méme de 1,® ¢ : M® (A/a;e—l M® 11 (A/as).
Or M® (A/a) s’identifie 4 M/aM, et M®'H1 (Afas) zsl’cﬁif:lentiﬁe
a H M® (A/a;), qui s’identifie lui-méme & ‘HZ(EM/aiM). On vérifie
irzliiédiatement que les identifications pré::zélentes transforment
1,® ¢ en 2, d’ott la proposition.
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Ezxemple. — Soient K un corps, a: (1 € ¢ € m) des éléments deux
4 deux distincts de K, et pour chaque 7, soit g: un polynéme dans
K{X]; Pidéal principal (X - a;}) = m; est maximal dans K[X],
done pour tout systéme (n;);<i<m de m entiers > 1, les idéaux m;*
sont deux & deux étrangers. On déduit done de la prop. b qu’il
existe un polyndéme fe K[X] tel que l'on ait f(X) = g({X) (mod.
(X — ay)™) pour 1 € i < m, la différence de deux tels polyndmes
étant divisible par w(X) = II (X - a)™. Lorsqu'on prend tous

=1
les n; égaux 4 1, on retrouve le probléeme résolu explicitement par
la formule d’interpolation de Lagrange (Alg., chap. IV, § 2, n° 4).

§ 2. Anneaux et modules de fractions

1. Définition des anneaux de fractions.

DEriNiTiON 1. — Soit A un anneau. On dit qu'une partie S
de A est multiplicative si tout produit fini d’éléments de S appartient
as.

Il revient au méme de dire que 1 € S et que le produit de deux
éléments de S appartient a S.

Exemples. — 1) Pour tout ae A, ’ensemble des %, pour
n €N, est une partie multiplicative de A.

2) Soit p un idéal de A. Pour que A - P soit une partie multi-
plicative de A, il faut et il suffit que p soit premier.

3) L’ensemble des éléments de A non diviseurs de zéro est une
partie multiplicative de A.

4) Si S et T sont deux parties multiplicatives de A, ensemble
ST des produits st, ou seS et teT, est une partie multiplica-
tive.

5) Soit & un ensemble filtrant (pour la relation c) de parties

multiplicatives de A. Alors T = g S est une partie multipli-

cative de A, car deux éléments quelconques de T appartiennent
4 une méme partie S e &, donc leur produit appartient a T.

6) Toute intersection de parties multiplicatives de A est une
partie multiplicative.
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Pour toute partie S d’'un anneau A, il existe des parties
multiplicatives de A contenant S, par exemple A lui-méme. L’inter-
section de toutes ces parties est la plus petite partie multiplica-
tive de A contenant S; on dit qu’elle est engendrée par S. Il est
immédiat que c’est ensemble formé de tous les produits finis
d’éléments de S.

Prorosition 1. — Sotent A un anneau, S une partie de A. 11
existe un anneau A’ et un homomorphisme h de A dans A’ ayani
les propriétés suivantes :

10 les éléments de h(S) sont inversibles dans A’ ;

29 pour tout homomorphisme u de A dans un anneau B, tel
que les éléments de u(S) soient tnversibles dans B, il existe un homo-
morphisme u’ et un seul de A’ dans B tel que u = u'oh.

En d’autres termes, (A’, h) est une solution du probléme
d’application universelle (Ens., chap. IV, § 3, n° 1) relativement
aux données suivantes : Pespice de structure X considérée est
celle d’anneau, les morphismes sont les homomorphismes d’an-
neaux, et les a-applications sont les homomorphismes de A dans
un anneau tels que I'image de S par un tel homomorphisme se
compose d’éléments inversibles. Rappelons (loc. cit.) que, si
(A’, h) et (A1, &) sont deux solutions de ce probléme, il existe un
tsomorphisme unique j : A’ — Aj tel que h; = joh.

Soit S la partie multiplicative de A engendrée par S. Il est
clair que toute solution du probléme d’application universelle
précédent est aussi une solution du probléme d’application uni-
verselle obtenu en remplacant S par S, et inversement.

Considérons, dans Iensemble A x S, la relation suivante
entre éléments (a, s), (a, s') :

(1) «I1 existe te S tel que #(sa’ —s'a) = O».

Cetterelation est unerelation d’équivalence: il est clair, en effet,
qu’elle est réflexive et symétrique ; elle est transitive, car si 'on a
t(sa' —s'a) =0ett'(s’a’” —s"’a’) = 0, on en tire 1t's'(sa’ —s"'a) = 0
et on a it's’ € S. Soit A’ I'ensemble quotient de A X S par cette
relation d’équivalence ; pour tout couple (a,s)e A X S nous
noterons afs 'image canonique de (g, s) dans A’ et nous poserons
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h(a) = a/1 pour tout a € A. Nous allons voir qu’on peut munir A’
d’une structure d’anneau telle que le couple (A’, k) réponde a la
question.

Soient z == a/s et y = b/t deux éléments de A’. Les éléments
(ta + sb)/st et ab/st ne dépendent que de z et de y; en effet, si
x = a'[s’, il existe par hypothése re S tel que r(s’a —sa’) = 0,
d’ou r(s't(ta + sb) — st(ta’ 4 s'b)) = 0 et r(s'tab— sta’b) = 0. On
vérifie aussitdt que les lois de composition (z,y) >z + y =
(ta + sb)/st et (z,y) — xy = ab/st définissent sur A’ une struc-
ture d’anneau commutatif, pour laquelle 0/1 est élément neutre
pour I'addition, et 1/1 élément unité. En outre, il est immédiat que
k est un homomorphisme d’anneaux et que, pour tout s« S, s/1 est
inversible dans A’, son inverse étant 1/s. Enfin soient B un anneau,
#: A — B un homomorphisme tel que les éléments de u(S) soient
inversibles dans B ; il existe une application u’ : A’ — B et une
seule telle que

2) w'(afs) = u(a)(u(s))? (@A, sef).

En effet, si a/s = a'Js’, il existe teS tel que #(sa’ —s'a) =0,
d’ou u(t)(u(s)u(a’) — u(s’)u(a)) = 0 et comme u(t), u(s) et u(s’)
sont inversibles, on a bien u(a)(u(s)) ™ = u(a’)(u(s)) . On vérifie
aussitdt que u’ est un homomorphisme pour 'addition et la mul-
tiplication ; enfin, il est clair que uw'oh = u et que u’ est le
seul homomorphisme vérifiant cette relation, car elle im-
plique u'(a/s) = u'((a/1)(1/s)) = u'(1/s)u’(a/l) = u'(1/s)u(a), et
1= u'(1/1) = u'(s/V)u’(1/s) = u(s)u’(1]s), d’ou la formule (2).
C. Q. F. D.

DEriNiTION 2. — Soient A un anneau, S une partie de A,
S la partie multiplicative engendrée par S. On appelle anneau de
fractions de A défini par S et on désigne par A[S-1] ensemble quotient
de A X S par la relation d’équivalence (1), muni de la structure
d’anneau définte par

(afs) + (bft) = (ta + sb)fst,  (afs)(b]t) = (ab)/(st)
pour a, b dans A, s, t dans S. On appelle application canonique de
A dans A[S-1] Phomomorphisme a — afl, qui fait de A[S71] une
A-algébre.
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Dans ce chapitre, nous noterons le plus souvent if cette
application canonique ; la démonstration de la prop. 1 montre
que le couple (A[S-1], &) vérifie les conditions de I’énoncé de
cette proposition.

Remarques. — 1) 1 est clair que 'on a A[S-1] == A[S-1].

2) Deux éléments de A[S—*] peuvent toujours s’écrire sous la
forme a/s et a’[s (@, a’ dans A, s€S) avec le méme « dénomina-
teur » s, car si b/t et b'/t’ sont deux éléments de A[S-1], on a
bt = bt'[tt" et b'[t’ = b'tfir'.

3) Le noyau de i; est I'ensemble des ae A tels qu’il existe
seS vérifiant sa = 0 ; pour que iz soit injectif, il faut et il suffit
que S ne contienne aucun diviseur de zéro dans A.

4) S’il existe dans S un élément nilpotent, on a 0eS, et
Tanneau A[S-1] est réduit @ 0 ; cela résulte aussitot de la déf. 2.

5) Pour que 1§ soit une application bijective, il faut et il suffit
que tout élément se S soit inverstble dans A : la condition est
évidemment nécessaire, puisque s/1 est inversible dans A[S-1];
elle est suffisante, car pour tout ze S, ¢ est alors inversible dans
A eton aaft = at7'/1 dans A[S-']; donc i} est surjective, et on a
vu en outre dans la Remarque 3 qu’elle est injective. On identifie
alors A et A[S-1] au moyen de i£.

Exemple 7). — Si R est ensemble des éléments non diviseurs
de 0 dans A, Panneau A[R-1}n’est autre que ce que nous avons
appelé annean des frectione de A (Alg., chap. I, § 9, n® 4) ; pour
éviter toute confusion, nous rappellerons souvent 'anneau toial
des fractions de A. En particulier, si A est intégre, A[R-] est le
corps des fractions de A (loc. cit.).

Propostrion 2. — Soient A, B deux anneaux, S une partie de A,
T une partie de B, f un homomorphisme de A dans B tel que f(S)c T.
Il existe un homomorphisme f' et un seul de A[S-1] dans B[T-1]
tel que f'(afl) = f(a)]1 pour tout ae A.

Supposons de plus que T soit contenu dans la partie multipli-
cative de B engendrée par f(S). Alors, si [ est surjectif (vesp. injectif)
il en est de méme de f'.
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La premiére assertion revient a dire qu’il existe un homomor-
phisme f* : A[S] - B[T-!] et un seul rendant commutatif le
diagramme

K3

g T
A ‘B

A—L-B
¥ ¥
A[S7] - B[T]

Or, la relation f(S)c T entraine que i(f(s)) est inversible
dans B[T-'] pour tout seS, et il suffit d’appliquer la prop. 1 &
isof. Il résulte aussitdét de (2) que, pour ae A et seS (partie
multiplicative de A engendrée par S), on a

3) f'afs) = [(a)/f(s)-

Supposons que T soit contenue dans la partie multiplicative
engendrée par f(S), qui n’est autre que f(S). Il résulte alors de (3)
que, si f est surjectif, il en est de méme de f'. Supposons mainte-
nant f injectif. Soit a/s un élément du noyau de f. Comme la
partie multiplicative engendrée par T est f(S), il y a un élément
sie S tel que f(s,)f{a) = 0, d’ont f(s,@) = O et, par suite, s,a = 0
puisque f est injectif ; on a donc afs = 0, ce qui montre que [
est injectif.

Remarque 6). — Si les éléments de T sont inversibles dans B,
B[T ] s’identifie & B au moyen de I'isomorphisme i3, et f devient
alors identique a 'unique homomorphisme u’ de A[S-1] dans B
tel que u' 0§ = f.

CoroLLAIRE 1. — Sotent A un anneau, S une partie de A, u
un homomorphisme injectif de A dans un anneau B tel que les
éléments de u(S) soient inversibles dans B. L’ unique homomorphisme
u’ de A[S-1) dans B tel que u’ i = u est alors injectif.

C’est une conséquence immeédiate de la prop. 2 et de la Re-
marque 6.

COROLLAIRE 2, — Sotent A un anneau, S et T deux parties de
A telles que ScT. Il existe un homomorphisme iy°° et un seul de
A[S] dans A[T ] tel que iy = 1% 1f.
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Pour tout ae A, #}® applique donc I'élément afs de A[S-1]
sur I’élément a/s de A[T2].

Remarque 7). — On notera que si i; est injectif, il en est de
méme de 1% (cor. 1). C’est ce qui se produit si T est 'ensemble R des
éléments non diviseurs de 0 de A ; on peut alors identifier A[S1]
au sous-anneau de 'anneau total des fractions A[R-1] engendré
par A et par les inverses dans A[R-'] des é!éments de S.

CoroLLAIRE 3. — Sotent A, B, C trois anneaux, S (resp. T, U)
une partie multiplicative de A (resp. B, C), f: A —->B, g: B - C
deux homomorphismes, h : A — C Uhomomorphisme composé gof ;
on suppose que f(S)cT, g(T)cU. Sotent f : A[S-'] - B[T-1],
g+ BIT'] - CU?), &' : A[S7'] - C[U] les homomorphismes
correspondant a f, g, h; alors ' = g’ of".

Cela résulte aussitot des définitions.

En particulier, si S, T, U sont trois parties multiplicatives de
A telles que ScTc U, on a ip® = 1" o 1%

COROLLAIRE 4. — Soient S une partie d’un anneau A, B un
sous-anneau de A[S7] contenant i3(A), S’ DUensemble i3(S). Soit j
Uinjection canonique de B dans A[S-1]; 'unique homomorphisme g
de B[S’ 1] dans A[S-1) tel que goii = j est un isomorphisme.

L’application g est injective en vertu du cor. 1; Panneau
g(B[S’1]) contient 3(A) et les inverses des éléments de S’; il
est donc égal & A[S1].

Lorsque A est intégre et 0 ¢ S, la notation A[S—1] est conforme
a celle d’4lg., chap. 1V, § 2, n° 1 ; en outre, si S est multiplicative,
A[S-] coincide dans ce cas avec I’ensemble noté S—A dans Alg.,
chap. I, §1,no 1.

Par extension de notation, pour toute partie multiplicative S
d’'un anneau A, nous noterons désormais S—A l'anneau de frac-
tions A[S-1]. Lorsque S est le complémentaire d’un idéal premier p
de A, nous écrirons A, au lieu de S—A.

Si A est intégre et 0 ¢ S, S-TA est toujours identifié & un
sous-anneau du corps des fractions de A, contenant A (Remarque 7).
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2. Modules de fractions.

L’homomorphisme canonique if : A — A[{S-1] défini au no 1
permet de considérer tout A[S-']-module comme un A-module.

Prorosition 3. — Soient A un anneau, S une partie de A, M
un A-module, M’ le A-module M ®x A[S), f le A-homomorphisme
canonique z — x®1 de M dans M’. Alors :

10 Pour tout s€ S, Phomothétie z — sz de M’ est bijective.

20 Pour tout A-module N tel que, pour tout se S, I'homothétie
y —> sy de N soit bijective, et tout homomorphisme u de M dans N,
il existe un homomorphisme et un seul u’ de M’ dans N tel que
u=u'of.

En d’autres termes, (M’, f) est une solution du probléme
d’application universelle (Ens., chap. IV, § 3, n° 1) relativement
aux données suivantes : 'espéce de structure 2. est celle de
A-module dans lequel les homothéties produites par les éléments
de S sont bijectives, les morphismes sont les homomorphismes de
A-modules, et les «-applications sont aussi les homomorphismes
de A-modules.

Pour tout A-module N et tout ae A, désignons par k. I'ho-
mothétie y — ay dans N ; a > &, est donc un homomorphisme
d’anneaux de A dans End,(N). Dire que hq est bijective signifie
que h, est un élément inverstble de End,(N). Supposons que,
pour tout se S, h; soit inversible dans End,(N) ; les éléments kg
pour ae A et les inverses des éléments A, pour se S engendrent
alors dans End,(N) un sous-anneau commutatif B, et ’homomor-
phisme ¢ — h; de A dans B est tel que les images des éléments
de S soient inversibles. On en conclut (n°1, prop. 1) qu’il existe un
homomorphisme unique 2’ de A{S-1]dans B tel que 2'(a/s) = kq(hs)™;
on sait (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n° 14) qu'un tel homomor-
phisme définit sur N une structure de A[S-']-module telle que
(a/s).y = (hs){(a.y); la structure de A-module déduite de cette
structure de A[S-!'}-module au moyen de I’homomorphisme i}
n'est autre que la structure initialement donnée.

Inversement, si N est un A[S-'}-module, et si on le considére
comme A-module au moyen de i}, les homothéties y — sy, pour
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se S, sont bijectives, car y — (1/s)y est Papplication réciproque
de y — sy ; et la structure de A[{S-']-module sur N déduite de sa
structure de A-module par le procédé décrit ci-dessus est la
structure de A[S-']-module initialement donnée. Il y a donc
correspondance biuntvoque canonique entre A[S—]-modules et
A-modules dans lesquels les homothéties produites par les éléments
de S sont bijectives ; en outre, si N, N’ sont deux A-modules ayant
cette propriété, tout homomorphisme u : N - N’ de A-modules
est aussi un homomorphisme pour les structures de A{S-1]-modules
de N et N’, car pour tout ye N et tout seS, on peut écrire
u(y) = uls.((1/s)y))) = s.ul(1/s)y), d’ou u((1/s)y) = (1/s)uly) ;
la réciproque est évidente.

Cela étant, I’énoncé de la prop. 3 n’est autre que la caracté-
risation du module obtenu a partir de M par extension des sca-
laires ¢ A[S-1], compte tenu de I'interprétation précédente (Alg.,
chap. I, 3¢ éd., § 5, n° 1, Remarque 1).

DEFINITION 3. — Soient A un anneau, S une partie de A, S la
partie mulitplicative de A engendrée par S, M un A-module. On
appelle module des fractions de M défini par S et on note M[S—] ou

SIM le A[S)-module M ®, A[S].

Dans ce chapitre, nous noterons le plus souvent i I'applica-
tion canonique m — m® 1 de M dans M[S].

Remarques. — 1) 11 est clair que 'on a M[S-*] = M[S-1].

2) Pour meM et se S, on écrit encore m/s ’élément m @ (1/s)
de M[S-1]. Tout élément de M[S™1] est de cette forme, car un tel
élément s’écrit 2m;® (aifs) avec meeM, a;e A, seS (n° 1, Re-

1
marque 2) et on a m; @ (asfs) = (aans) @ (1/s), done Zm; ® (asfs) =
]

m® (1/s) avec m = Zaym;. On a
i

(&) (mfs) + (m'[s’) = (s'm + sm')/(ss")
(®) (a/s)(m[s") = (am)/(ss’)

pour m, m’' dans M, a€ A, s, s’ dans S.
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3) Lorsque S est le complémentaire d’un idéal premier p de
A, on écrit M, au lieu de S-IM.

4) Soit M un A{S-1]-module ; lorsque M est considéré canoni-
quement comme un A-module, & est une application bijective,
car le couple formé de M et de lapplication identique 1, est
aussi trivialement solution du probleme d’application universelle
résolu par M[S-1] et 5. On identifie alors M et M[S1].

ProposiTioN 4. — Sotent S une partie multiplicative de A,
M un A-module. Pour que mjs = 0 (meM, seS), il faut et il suffit
gu'il existe s' e S tel que s'm = 0.

Sis e S est tel que s'm =0, il est clair que m/s = (s'm)/(s"s) =0.
Inversement, supposons que mfs = 0. Comme 1/s est inversible
dans S—'A, on a m/l = 0. Pour tout sous-A-module P de S-1A
contenant 1, notons B(P, m) I'image de (m, 1) par application ca-
nonique deM X P dans M®, P ; on a done B(S—A, m) = 0. On sait
(Alg., chap. I, 3¢ éd., §6,n°7, cor. & de la prop. 12) qu’il existe un
sous-module P de type fini de S~'A contenant 1 et tel que
B(P, m) = 0. Pour tout t € S, désignons par A:’ensemble des a/t pour
ae A ; comme P est de type fini, il existe un te S tel que P c A;
(n° 1, Remargue 2), d’ott (A, m) = 0. L’application ¢ — ¢t de A
dans A; est surjective ; soit B son noyau. Elle définit une applica-
tion surjective £ : M®, A > M®, A;, dont le noyau est BM
(M étant identifié a M® A) ; on a B(A:, m) = h(tm) et par suite im
se met sous la forme .Zlbimi avec b;eB, mjeM (1 < i < 7).

i
Comme b;ft =0 pourl <t < r,ilexisteun ¢’ e S tel que t'b; = 0
pourl < i < r,d’ou t'tm = 0, ce qui démontre la prop. 4.

COROLLAIRE 1. — Pour que mfs = m'[s’ dans S—M, i faut
et il suffit qu'il existe te S tel que t(s'm —sm') = 0.
En effet (m/s) — (m'[s") = (s'm —sm/)[ss’.

CoroLLAIRE 2. — Soit M un A-module de type fini. Pour que
S—M == 0, il faut et il suffit gu’il existe s e S tel que sM = 0.

Sans hypotheése sur M, il est clair que la relation sM = 0 pour
un se S entraine SM = 0. Réciproquement, supposons que
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S-IM = 0, et soit (m4)1<i<n un systéme de générateurs de M;
les my/1 engendrent le S*A-module S—'M, donc dire que S7'M == 0
revient 4 dire que my/l =0 pour 1 < i < n; en vertu de la
prop. 4, il v a des s;eS tels que sm; = 0, et en prenant
§ = §85... Sp€ 5, on a smy = 0 pour tout i, donc sM = 0.

CoRrOLLAIRE 3. — Soit M un A-module de type fint. Pour qu'un
tdéal a de A soit tel que aM = M, il faut et il suffit qu’il existe aea
tel que (1 -+ a)M = 0.

Il est clair que la relation (1 + a)M = 0 entraine M = gM.
Pour démontrer la réciproque, nous utiliserons le lemme sui-
vant :

Lemme 1. — Pour tout idéal a de A, U'ensemble S des élémenis
1 + a pour a e q, est une partie multiplicative de A, et ’ensemble o’
des éléments de S—1A de la forme afs, ou aea et s S, est un idéal
contenu dans le radical de S—tA.

La premiére assertion est évidente, ainsi que le fait que a’
est un idéal de S—*A. D’autre part, (1/1) + (a/s) = (s + a)/s et
on a s+ aeS pour seS et aea par définition de S ; donc
(1/1) 4+ (a/s) est inversible dans S—'A pour tout a/sea’, ce qui
achéve de prouver le lemme (Alg., chap. VIII, § 6, n° 3, th. 1).

Cela étant, si on pose N = S—'M, il est clair que N est un
S-1 A-module de type fini ; siaM = M, on a a’N = N et on en
conclut que N = 0O par le lemme de Nakayama (Alg., chap. VIII,
§ 6, n° 3, cor. de la prop. 6) ; le corollaire résulte alors du cor. 2.

ProrositioN 5. — Soient A, B deux anneaux, S une partie
multiplicative de A, T une partie multiplicaiive de B, et f un homo-
morphisme de A dans B tel que f(S)cT. Sotent M un A-module,
N un B-module, et u une application A-linéaire de M dans N. Il
existe alors une application S—'A-linéaire u' et une seule de S—*M
dans TN telle que u'(m/1) = u(m)/1 pour tout m e M.

En effet, application iyou de M dans T—'N est A-linéaire.
En outre, si se S, on a f(s) e T, done ’homothétie produite par s
dans TN est bijective. L’existence et I'unicité de u’ résultent
alors de la prop. 3. On a, pourme Metse S,

(6) u'(mfs) = u(m)/f(s).
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Avec les mémes notations, soient C un troisiéme anneau, U
une partie multiplicative de C, g un homomorphisme de B dans C
tel que g(T)c U, P un C-module, ¢ une application B-linéaire de
N dans P, et ¢’ 'application T-B-linéaire de TN dans U-1P
associée a ¢. On a alors
(7N (pou) = ¢'ou
ou le premier membre est ’application A-linéaire S—*M — U-1P
associée & ¢vou. De méme, si u, est une seconde application A-li-
néaire de M dans N, on a

(8) (v 4+ w) =u +u
le premier membre étant 'application A-linéaire S-M — T-IN
associée & u + u,.

Remarque 5). — Si, dans la prop. 5,onprend B=A, T =S
et f = 1,, on voit aussitdt que u’ n’est autre que Vapplication
u®1 : M®S2A > N®S—A. Nous la noterons désormais S—u;
lorsque S est le complémentaire d’un idéal premler p de A, nous
écrirons up, au liew de S—'u.

PropositioN 6. — Soient f un homomorphisme d’un anneau A
dans un anneau B, S une partie multiplicative de A. Il existe une
application | et une seule de (f(S)) B dans S—B (ot B est considéré
comme A-module au moyen de f) telle que j(b/f(s)) = b/s pour be B,
seS. St f 1 S7TA - (f(S))'B est I"homomorphisme d’anneaux
associé & f (n° 1, prop. 2), on a jof = S7f. L’application j est un
tsomorphisme de la structure de S7*A-module de (f(S))'B, définie par
f', sur celle de SB, et ausst de la structure de B-module de (f(S))—B
sur celle de S—1B (résultant de la définition SB = (S—1A) ®, B).

Si b, b’ sont dans B, s, s’ dans S, les conditions bfs = b[s’
et b[f(s) = b’[f(s") sont équivalentes comme il résulte du cor. 1
de la prop. 4, ce qui établit I'existence de j et montre que j est
bijective ; l'unicité de j est évidente. Il est clair que j est un
isomorphisme de groupes additifs. Siae A, beB,seS,teS,ona
(afs)-(b/f(2)) = ['(a]$)(b][()) = (Ha)/[(s))(b][(1)) = ({(a)b)[(s1), d’oua
il résulte que j est (S—1A)-linéaire. I1 est clair que jof = S-1f.
Enfin, si beB, b'eB, seS, on a j(b.(b'/f(s))) = j(bb'[f(s)) =
bb'[s = b.(b'[s), ce qui démontre la derniére assertion.
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L’application j de la prop. 6 s’appelle I’tsomorphisme cano-
nique de (f(S))7'B sur S—B. On identifie en général ces deux en-
sembles au moyen de j ; on a alors f* = S-, i = i,

3. Changement de partie mulliplicative.

Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A, M un
A-module. Si T est une partie multiplicative de A contenant S,
il résulte de la prop. 5 du n® 2 qu’il existe une application
S-1A-linéaire et une seule iy : S7IM — T-1M, telle que 1§ = t;y° o i3 ;
Papplication #y® transforme I'élément m/fs de S—'M en 1’élément
mfs de T-M. On vérifie aussitdét que lon a if® = i7*®1,. Si
U est une troisiéme partie multiplicative de A telle que Tc U,
on a donc ip® = iyToty®; en outre, si #: M — N est un homo
morphisme de A-modules, le diagramme

s M % §IN
&y L

TM E—) TN

est commutatif.

Prorosition 7. — Soient A un anneau, S, T deux parties mul-
tiplicatives de A. Posons T’ = i3(T).

(1) 11 existe un isomorphisme j et un seul de Panneau (ST)A
sur U'anneau T'(S—A) tel que le diagramme

8
A —=—5S1A
a ¥ i
(ST)A e T'YS1A)
soit commutatif.

(i1) Soit M un A-module. Il existe un (ST)-1A-isomorphisme k
du (ST)-1A-module (ST)'M sur le T'-YS-1A)-module T'-1(S—M)
tel que le diagramme

8
M— - SM
& ¥ 5

(ST)™M — T"1(S1M)

soit commutatif.
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(i) Utilisons la définition de (ST)-'A comme solution d’un
probléme d’application universelle. Soient B un anneau et f un
homomorphisme de A dans B tel que f(ST) se compose d’éléments
inversibles. Comme f(S) se compose par suite d’éléments inver-
sibles, il existe un homomorphisme et un seul /' : S-TA — B tel que
f=foii (n° 1, prop. 1). Pour tout t T, f'(£5(2)) = f(t) est inver-
sible dans B par hypothése, donc f(T’) se compose d’éléments
inversibles ; il existe alors, en vertu du n° 1, prop. 1, un homomor-
phisme et un seul /" de T'-}(S-'A) dans B tel que f = [0 i,
d’ot f = f"ouen posant u = i, 0 .

En outre, si fi’ : T"(S-1A) — B est un second homomor-
phisme tel que fi'eu = f, on a (f{’ o ifa)o s = (f o iga,)e i, d’ou
1 oteay, == [ o154, et par suite f;’ = f”

Comme les images par uz des éléments de ST dans T’ -1(S-1A)
sont inversibles, le couple (T'-(S-1A), u) est solution du probléme
d’application universelle (relatif & A et ST) considéré au no 1,
Ceci démontre I'existence et 'unicité de j.

(i) La démonstration est tout a fait analogue a celle de (i),
en utilisant cette fois le n° 2, prop. 3, et elle est laissée au lecteur.

PropositioNn 8. — Soient A un anneau, S, T deux parties
multiplicatives de A telles que Sc T. Les propriétés sutvantes sont
équivalentes :

a) L’homomorphisme i7° : S7IA. — T 1A est bijectif.

b) Pour tout A-module M, homomorphisme iy®: S7'M — T M
est bijectif.

¢) Pour tout t T, tl existe a e A tel que at e S (autrement dit,
tout élément de T divise un élément de S).

d) Tout idéal premier qui renconire T rencontre S.

On a vu ci-dessus que i1’ = 1, ®i}®% ce qui prouve aussitot
Péquivalence de a) et b). Posons T’ == (T); alors (prop.7)
T-1A s’identifie & T'~1(S-1A), et a) équivaut a dire que les éléments
de T’ sont inversibles dans S—*A (n° 1, Remarque 5). Or, dire que
(t/)(als) = 1/1 (teT, ae A, seS) signifie qu’il existe s'eS tel
que tas’ = ss’, ce qui montre I’équivalence de a) et ¢).Montrons que
d) entraine c). Soit ¢ un élément de T et supposons que ¢/1 ne soit
pas inversible dans S—*A ; il existe alors un idéal maximal m’ de
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S-1A contenant t/1 (Alg.,chap.I, §8, no7, th. 2), et p = (}) H(m')
est un idéal premier de A contenant ¢ et ne rencontrant pas S
(puisque l’image par ¢ d’un élément de S est inversible). Récipro-
quement, s’il existe un idéal premier p qui rencontre T sans ren-
contrer S, aucun élément de » n'T ne peut diviser un élément de S;
ceci prouve que ¢) entraine d), et termine la démonstration.

On déduit de la prop. 8 que parmi les parties multiplicatives
T de A, contenant S et vérifiant les conditions équivalentes de la
prop. 8,1l y en a une plus grande, formée de tous les éléments de A
qui divisent un élément de S (cf. exerc. 1).

ProrositioNn 9. — Soient 1 un ensemble préordonné filirant
croissant, (S,)qe1 une famille croissante de parties multiplicatives

d'un anneau A, S ——-LHJSa. Posons ppy = 133%™ pour o < B,
4

pa = 9%, Alors (Si'A, pp) est un systéme inductif d’anneauz, et

, pour tout ael, o est Dapplication canonique de S;A dans
hm S A, il existe un isomorphisme j et un seul de hm SJA sur
S‘lA tel que jo py, = oo pour tout . 1.

On a pyy = pyao ppe pour @ < B < y(n°1, cor. 3 de la prop. 2),
done (S, A, pg.) est un systéme inductif. Posons A’ = hiri S7A
comme p, = ppoppy pour o < B (n° 1, cor. 3 de la prop. 2),
(px) est un systéme inductif d’homomorphismes, et j = lim p, est
P'unique homomorphisme de A’ dans S—'A tel que j_:;; = 0y
pour tout «e=l. Les homomorphismes pyotir : A — A’ sont tous
égaux, car pg,o Ly = 138 pour « < B ; soit u leur valeur commune.
Il est clair que les éléments de u(S) sont inversibles dans A’, ce qui
montre qu’il existe un homomorphisme A: S—'A — A’ tel que
hoif = u (n°1, prop. 1). On a

Johoti = jou = jopioljt=pyol* =17
pour tout a1, et par suite jok est I'automorphisme identique
de S—*A. D’autre part, pour tout a €I, on a

hojo p;o ii& — ho P © iitx = ho Li —_ g = P;O iia’
d’ot1 hojop; = p; pour tout a1 ; il en résulte que ko j est I'auto-
morphisme identique de A’, et par suite j est un isomorphisme.
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CoROLLAIRE. — Les hypothéses étant celles de la prop. 9, soit
M un A-module. Posons fge = 135 pour « < B, fo = i3* pour
tout a €1, et soit f, U'application canonique de S;M dans lim S;M ;
il existe alors un S—*A-isomorphisme g de S=*M sur lim S;’_I\Ttel que
gofo = fy pour tout o l. —’

Le corollaire résulte aussitot des définitions S;M = M Qi S7A
et SIM = M ®, S1A, et du fait que le passage a la limite indue-
tive commute au produit tensoriel (Alg., chap. II,3¢éd . §6,n° 7,
prop. 12).

4. Propriétés des modules de fractlions.

Dans tout ce n®, A désigne un anneau et S une partie multipli-
cative de A.

Soit (M, ¢s.) un systéeme inductif de A-modules; alors
(S—M.,, S—1gg,) est un systéme induetif de S—A-modules, et le fait
que le passage a la limite inductive commute aux produits tenso-
riels (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 6, n° 7, prop. 12) permet de définir
un isomorphisme canonique

lim (S7M,) — S lim M,.
J— —

De méme, le fait que la formation des sommes directes com-
mute aux produits tensoriels (Alg., chap. II, § 3, n° 7, prop. 7)
permet de définir, pour toute famille (M,),c; de A-modules, un iso-
morphisme canonique

(DS M, - S1DM,.

el eI

Notons enfin que, si un A-module M est somme d’une famille
(N).er de sous-modules, S—'M est somme de la famille des sous-
S—*A-modules engendrée par les i§(N,). Il en résulte que si M est
un A-module de type fini (resp. de présentation finie), S—*M =
STA®, M est un S-'A-module de type fini (resp. de présentation
finie).

THEOREME 1. — L’anneau S—A est un A-module plat (chap. I,
§ 2, n° 3, déf. 2).
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Siu: M — M est un homomorphisme injectif de A-modules,
il faut établir que S—tu : S*M’ — S—'M est injectif. Or, si m'[s
(m eM’, se85) est tel que u(m')/s = 0, cela entraine ’existence
d’un 5" €S tel que s'u(m’) = 0 (n° 2, prop. 4) ou encore u(s'm’) = 0;
comme u est injectif, on en déduit s'm’ = 0, d’ou m'/s = 0.

Le fait que S—A est un A-module plat permet de lui appliquer
les résultats du chap. 1, § 2. En particulier :

10 51 M est un A-module et N un sous-module de M, SN
g’identifie canoniquement & un sous-module de S—'™M, engendré
par ii(N') (chap. I, § 2, n° 3, Remarque 2) ; cette identification étant
faite, S-'(M/N) s’identifie a (S'M)/(S—IN), et si P est un second
sous-module de M, on a

SYN -+ P) = SN + SIP,  SYNnP) = S$INnSP

(chap. I, § 2, n° 6, prop. 6).
20 Si M est un A-module de type fint, on a

9 St Ann (M) = Ann (SM)
(chap. I, § 2, n° 10, cor. 2 de la prop. 12).

Prorostrion 10. — Soit M un A-module. Pour toul sous-
module N’ du S—*A-module SM, soit o(N’) 'image réciproque de
N’ par 5. Alors :

(i) On a S—1(N') = N".

(i1) Pour tout sous-module N de M, le sous-module ¢(S—N) de
M est formé des m € M pour lesquels il existe s €S tel que sm e N.

(iii) ¢ est un tsomorphisme (pour les structures d’ordre définies
par les relations d’inclusion) de Uensemble des sous-S—A-modules
de SM sur Pensemble des sous-modules Q de M qui vérifient la
condition suivante :

(MS) SismeQ,seS, meM, alors me Q.

On aévidemment S-1p(N’) ¢ N’; inversement, sin’ = m/s e N’,
on a m/l e N', donc m e o(N’) et par suite n’ € S (o(N")) ; d’ott (i).
Pour qu’un élément me M soit tel que me (SN}, il faut et il
suffit que m/1 e S—IN, c’est-a-dire qu’il existe seS et ne N tels
que m/1 = nfs; cela signifie qu’il existe s’ e Stelque s’'sm = s’'ne N,
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d’ou (ii). Enfin, la relation sm e o(N’) équivaut par définition a
smfl e N’ et comme s/1 est inversible dans S—'A, cela entraine
m/leN’, ou me o(N’), donc ¢(N’) vérifie la relation (MS) ; il
résulte d’autre part de (i1) que, si N vérifie (MS), on a ¢(S-IN) = N,
ce qui achéve de prouver (iii).

On dit que le sous-mndule ¢(S—N) est le saturé de N dans M
pour S, et les sous-modules vérifiant la condition (MS) (done
égaux a leurs saturés) sont dits saturés pour S. Le sous-module
®(S7IN) est le noyau de 'homomorphisme composé

8
M s M/N 25, SaM/SN

ou & est 'homomorphisme canonique, comme il résulte de la com-
mutativité du diagramme
M —2— M/N
el ¥ i
SM — STM/SIN
Lorsque S est le complémentaire dans A d’un idéal premier p,
on dit encore que (S-N) est le saturé de N dans M pour p.

CoROLLAIRE 1. — Sotent N;, N, deux sous-modules d’un A-
module M. Pour que SN, c S™IN,, il faut et il suffit que le saturé
de N; pour S soit contenu dans celut de N,

COROLLAIRE 2. — St M est un A-module ncethérien (resp. arti-
nien), S7M est un S—1A-module neethérien (resp. artinien). En parti-
culier, si 'anneau A est neethérien (vesp. artinien), il en est de méme
de lanneau S—1A.

5. Idéaux dans un anneau de fractions.

Prorosition 11. — Soient A un anneau, S une partie multi-
plicative de A. Pour tout idéal B’ de S—A, soit b = (i) ~1(b’), de
sorte que b’ = S-1b,

(1) Soit f Phomomorphisme canonique A — A[b. L’homomor-
phisme de S-'A dans (f(5))(A/b) canoniguement associé d f
(n° 1, prop. 2) est surjectif et son noyau est b’, ce qui définit par
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passage aux quotients un isomorphisme canonique de (S—'A)/b" sur
(f(S)) Y(A/b). En outre, Phomomorphisme canonique de A/b dans
((S)) (A /D) est injectif.

(i1} L’application b’ — b = (i%)YDb"), restreinte a ’ensemble des
idéaux maximaux (resp. premiers) de S—'A, est un isomorphisme
{(pour la relation d’inclusion) de cet ensemble sur Uensemble des
tdéauxr de A maximaux parmi ceux qui sont disjoints de S (resp.
sur Uensemble des tdéaux premiers de A disjoints de S).

(i11) St q' est un iwdéal premier de SIA et si q = (13)7Yq"), il
existe un tsomorphisme de Uanneau de fractions A, sur Uanneau
(5*A)y, qui transforme afb en (a/1)[/(b/1) pour ac A, be A -q.

(1) On peut identifier (f(S))~*(A/b) & S~1(A/b) au moyen de
Iisomorphisme canonique entre ces deux modules (n° 2, prop. 6).
Lasuite exacte 0 - b —> A — A/b — 0 fournit alors une suite exacte
0 — S-1b - S1A — S-3(A/b) — 0 (n° 4, th. 1) dont Pexistence dé-
montre la premiére assertion de (1), compte tenu de ce que b’ = S-1b.
Puisque b est saturé pour S, les conditions ae A, seS, aseb
entrainent aeb; I'homothétie de rapport s dans A/b est done
injective, ce qui prouve la deuxiéme assertion de (i).

(ii) Remarquons d’abord que la relation b’ = S—'A équivaut
a la relation bnS # @, cette derniére exprimant que b’ centient
des éléments inversibles de S-1A. Il résulte du n° 4, prop. 10
(iii) que b" — b = (i) (b’) est un isomorphisme (pour la relation
d’inclusion) de Pensemble des idéaux de S-tA distincts de S—'A
sur I'ensemble § des idéaux de A disjoints de S et vérifiant la
condition (MS) de la prop. 40. Si b’ est maximal (resp. premier),
il est clair que b est maximal dans & (resp. premier) et réciproque-
ment (en vertu de (i)). D’autre part, si r est un idéal de A disjoint
de S, son saturé ¥, pour S est un idéal de A contenant t et qui est
disjoint de S : aucun élément a S ne peut en effet étre tel que
saer, pour un s S, car on en déduirait seern S. On en conclut
que, st T est maximal parmi les idéaux de A disjoints de S, il est
maximal dans §. De méme, si t est un idéal premier disjoint de S,
il vérifie la condition (MS) du n° 4, prop. 10 par définition des
idéaux premiers, donc appartient a §. Ceci achéve de prouver (ii).

(i1i) Supposons q’ premier, de sorte qu’il en est de méme de
g. L’ensemble T = A - g est une partie multiplicative de A qui
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contient S, d’ou ST = T. Posons T" = #(T) ; il résulte du n° 3,
prop. 7, (i), qu’il existe un isomorphisme j et un seul de T-A = A,
sur T'-YS-1A) tel que j(a/b) = (a/1)/(b/1), pour ac A et beT.
11 est d’autre part évident que T’ ne rencontre pas q' ; inverse-
ment, soit afse S—'A; puisque 1/s est inversible dans S—A la
condition afs e« q’ équivaut a ij(a) = e/l ¢ q’, donc a a«q; il en
résulte que S—1A - q' = S-'T", et, en vertu de la prop. 8 du n° 3,
on a donc T'-1(S-1A) = (S*A),.

G. Q. F. D.

I’isomorphisme défini dans (iii) est dit canonique. Lorsque A
est intégre, les isomorphismes canoniques de Aq et de (S—TA)y sur
des sous-anneaux du corps des fractions K de A ont méme image.

Remargue. — Pour qu'un idéal a de A soit tel que S—'a = S—1A
(ou, ce quirevient au mémeen vertu dun® 4, th. 1, que S—(A/a)=0),
il faut et il suffit que an S # @, comme il résulte aussitot des dé-
nitions.

CoroLiAIRE 1. — Sotent A un anneau, S une partie multipli-
cative de A. Tout idéal p de A, maximal parmi ceux qui sont dis-
joints de S, est premier.

En effet, en vertu de la prop. 11, ’hypothése sur p signifie
que P == (z;)~}(m’), ot m’ est un idéal maximal de S2A ; comme
m’ est premier, il en est de méme de p.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau, S une partie multipli-
cative de A. Pour tout idéal a de A ne rencontrant pas S, il existe un
idéal premier contenant a et ne rencontrant pas S.

En effet, on a S7*a #% S-1A (Remarque), doncil existe un idéal
maximal de S—1A contenant S—'a (Alg., chap. I, §8,no7, th. 2) et le
corollaire résulte de la prop. 11, (ii).

COROLLAIRE 3. — Soient A, B deux anneaunz, ¢ un homomor-
phisme de A dans B, et p un idéal premier de A. Pour qu’il existe un

tdéal premierp’ deB tel que_p](p’)=p, il faut et il suffit que}:l(B o(P)) =p.
S'il existe un idéal p’ de B tel que p(p’) = P, on a o(p) CP’,
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d’olt Bo(p) c P’ et o(Bp(P)) € p(p’) c P ; comme I'inclusion opposée
est évidente, on a bien —pl(Bp(p)) = p. Inversement, supposons
que Pon ait —pl (Bp(p)) = P, et considérons.la partie multiplicative
S = p(A -p) de B; Ihypothése montre que SnBp(p) = J; en
vertu du cor. 2, il existe un idéal premier p’ de B contenant Bp(p)
et disjoint de S ; alors _pl (p’) contient p et ne peut contenir aucun
élément de A — p, donc est égal a p.

COROLLAIRE 4. — Soient A et B deux anneaux, p un homo-
morphisme de A dans B.

(i) Supposons qu’il existe un B-module E tel que 0.(E) soit un
A-module fidélement plat. Alors, pour tout idéal premier p de A, il
existe un idéal premier P’ de B tel que o(p’) = p.

(i1) Inversement, supposons que B soit un A-module plat. Alors,
st, pour tout tdéal premier P de A, il existe un idéal p’ de B tel que
o(p') = 1, B est un A-module fidélement plat.

(i) L’hypothése entraine que, pour tout idéal a de A, on a
2(Bo(a)) = a (chap. I, § 3, n° 5, prop. 8, (ii)), et il suffit d’appli-
quer le cor. 3.

(i) 11 suffit de montrer que pour tout idéal maximal m de A,
il existe un idéal maximal m’ de B tel que ‘pl(m’) = m (chap. I,
§ 3, n° 5, prop. 9, ¢€)). Or il existe par hypothése un idéal q de B
tel que ~pl(q) = M ; comme ¢ # B, il existe un idéal maximal m’ de
B contenant q, et par suite _pl(m') D M1 ; mais comme _pl(m') ne peut

. -1
contenir 1, on a p(Mm’) = m.

COROLLAIRE 5. — Soient A un anneau, S une partie mulii-
plicative de A, B un anneaun tel que i3(A) cB < S—*A. Soit q un idéal
premier de B tel que U'idéal premier p = (i) 7Yq) de A nre rencontre
pas S, et sott p’ U'idéal premier S7p de S—*A. On a alors pP'nB = q.

Soit S’ = i(S) ; on a défini un isomorphisme canonique de
S’1B sur S—1A (n° 1, cor. 4 de la prop. 2) ; nous identifierons ces
deux anneaux au moyen de cet isomorphisme. Comme qn S’ = @,
q’ = S’~'q est 'unique idéal premier de S—A = S'-1B tel que
0'nB = ()a") = q (prop. 11, (ii)), dou (i)-q) = p; par
suite on a 9’ = p’ (prop. 11, (ii)).
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Avec les notations du cor. 5, on a des isomorphismes eano-
niques de Ay et de Bg sur (S—1A), (prop. 11, (iit)), d’ot un isomor-
phisme canonique A, — B,.

6. Nilradical et idéaux premiers minimaux.

Dans un anneau (commutatif) A, Pensemble des éléments
nilpotents est un idéal, car si x, y sont des éléments de A tels que
zm = y* = 0, on a (z + y)ymt* = 0 en vertu de la formule du

bin6éme.

DEFINITION 4. — On appelle nilradical d’un anneau (commu-
tatify A Uidéal des éléments nilpotents de A. On appelle racine
d’un idéal a de A l'image réciproque, par Uapplication canonigue
A — Ala, du nilradical de Ala.

Nous noterons souvent r(a) la racine d’un idéal a de A.

Dire qu’un élément z e A appartient a la racine de q signifie
donc qu’il existe un entier n > 0 tel que z” € a. Si f est un homo-
morphisme de A dans un anneau B, b un idéal de B, la racine de
f(lb) est I'image réciproque par f de la racine de b, car dire que
" e?(b) signifie que (f(x))* e b.

Le nilradical d’'un anneau A est contenu dans son radical
(Alg., chap. VIII, §6, n°o 3, cor. 3 du th. 1) mais peut en étre
distinet ; il Iui est toutefois égal lorsque A est artinien (Alg.,
chap. VIII, § 6, n° 4, th. 3).

Nous dirons qu’un idéal premier P d’un anneau A est un
idéal premier minimal 8’1l est minimal dans 'ensemble des idéaux
premiers de A, ordonné par inclusion.

Prorosition 12. — Soient p un idéal premier minimal d'un
anneau A. Pour tout xep, il existe un se A =D et un entter k> 0
tels que sa*¥ = 0.

En effet, 'ensemble S des éléments de la forme sz* (% en-
tier > 0, se A — p) est une partie multiplicative de A. Si on avait
0«5, il existerait un idéal premier p’ disjoint de S (n° 5, cor. 2
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de la prop. 11). On aurait alors p’cp et p’ # p puisque z & p’,
contrairement a ’hypothése que p est minimal.

ProrosiTion 13. — Le nilradical d’un anneau A est I'inter-
section de tous les idéaux premiers de A, et c’est aussi I'intersection
des idéaux premiers minimaux de A.

Il est clair que, si z € A est nilpotent, il est contenu dans tout
idéal premier de A (§ 1, n° 1, déf. 1). Inversement, soit z un élé-
ment non nilpotent de A ; I’ensemble S des 2% (% entier > 0) est
alors une partie multiplicative de A ne contenant pas 0, donec il
existe un idéal premier p de A ne rencontrant pas S (n° 5, cor. 2
de la prop. 11), et a fortiori x ¢ P ; ceci établit la premiére asser-
tion. Pour démontrer la seconde, il suffit de prouver le

Lemme 2. — Tout idéal premier p d'un anneau A contient un
idéal premier minimal de A.

I1 suffit, en vertu du th. de Zorn, de montrer que 'ensemble P
des idéaux premiers, ordonné par la relation o, est irnductif. Or,
si G est une partie totalement ordonnée non vide de P, l'intersec-
tion P, des idéaux pe G est encore un idéal premier : en effet,
si x &Py et y& Py, 1l existe un idéal pe G tel que z¢p et y«p,
d’ou zy ¢ P et a fortiori xy & p,. i

Remarque. — Au § 4, n° 3, cor. 3 de la prop. 14, nous mon-
trerons que dans un anneau nethérien 'ensemble des idéaux pre-
miers minimaux est firni ; nous verrons en outre plus tard que toute
suite décroissante d’idéaux premiers dans un anneau noethérien
est stationnaire.

COoROLLAIRE 1. — La racine d'un idéal a d’un anneau A est
Uintersection des idéaux premiers contenant a, el ¢’est ausst U'inter-
section des éléments minimauz de cet ensemble d’idéaux premiers.

COROLLAIRE 2. — Pour tout idéal a d’un anneau A, notons
r(a) la racine de a. Alors, pour deux idéaux a,bde A, ona
t(anb) = r(ab) = r{a) nx(b);

en particulier, siac b, on ar(a) c x(b).



96 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. II, § 2

En effet, pour qu'un idéal premier contienne anb (ou ab), il
faut et il suffit qu’il contienne 'un des idéaux a, b (§ 1, n° 1,

prop. 1).

ProposiTioN 14. — Pour que deux idéaux a, b d’un anneau A
sotent étrangers, il faut et il suffit que leurs racines r(a) et t(b) le
soient.

La nécessité de la condition est évidente puisque acr(a) et
b c1(b) ; la condition est suffisante en vertu du § 1, n° 2, prop. 3.

ProrositioN 15. — Dans un anneau A, soteni a un idéal et
b un idéal de type fini contenu dans la racine de a. Alors il existe
un entier k > 0 tel que b% c a.

Soit (bs)1<i<n» un systéme de générateurs de b. Par hypothése,
il existe un entier A tel que b € a pour 1 < ¢ < n. Quand on déve-
loppe un produit de nh éléments dont chacun est combinaison
linéaire des b; a coefficients dans A, chaque terme est multiple
d’un produit de nk facteurs dont chacun est égal & un b;; parmi
ces facteurs, 2 au moins correspondent & un méme indice i, done
le produit appartient a a, et le nombre k = nh répond i la
question.

COROLLAIRE. — Dans un anneau ncethérien, le nilradical est
un idéal nilpotent.

Prorosition 16. — Soient B un anneau, A un sous-anneau de
B. Pour tout idéal premier minimal » de A, il existe un idéal pre-
mier mintmal q de B tel que gn A = p.

Posons S = A ~p ; anneau A, = S—'A s’identifie alors & un
sous-anneau de S71B (n° 1, prop. 2), et d’autre part A, ne posséde
qu’un seul idéal premier P’ puisque p est minimal (n° 5, prop. 11).
Comme S—'B n’est pas réduit & 0 (puisqu’il contient A,), il possede
au moins un idéal premier 1’, et on a alors nécessairement

-1
'nA, =P ;8] =i et sion poser = j(t'), on a alors
BrtnA)ct'nAp, =9’

donc tnAcp, et comme P est minimal, tNnA = p; en outre
¥ est premier dans B ; si q est un idéal premier minimal de B
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contenu dans r (lemme 1), on aafortiorignAcp,doncqgnA =1p
puisque P est minimal.

DErinNiTiON 5. — On dit qu'un anneau A est réduit si son nil-
radical est réduit a 0, autrement dit st aucun élément # 0 de A n’est
nilpotent.

Si M est le nilradical d’un anneau A, A/M est réduit, car si la
classe mod. ;! d’un élément ze A est nilpotente dans A/R, cela
signifie que z* € N pour un entier 2, donc 27 = 0 pour un entier £,
etze M.

Prorosition 17. — Soient A un anneau, N son nilradical.
Pour toute partie multiplicative S de A, SN est le nilradical de
S—1A. En particulier, st A est réduit, S7A est réduit.

En effet, si ze A, seS sont tels que (z/s)? = zn/s* = 0, il
existe s'eS tel que s'2» = 0 (n° 1, Remarque 3) et a fortior:
(s’z)r = 0, donc s'ze M et z/s = s'z[s’se S ; la réciproque est
immeédiate.

7. Modules de fractions de produils tensoriels et de modules
d’homomorphismes.

ProrositioN 18. — Soient A un anneau, S une. partie multi-
plicative de A.

(i) St M et N sont deux A-modules,les S=*A-modules (S—*M) &, N,
M®, (SIN), (S-IM) @41, (SIN) et SEHM®, N) sont canoniquement
Lsomorphes.

(i1) St M’ et N’ sont deux S—1A-modules, '’ homomorphisme cano-
nigque _

M’ @, N* > M’ @4, N’
dédutt de Uapplication A-bilinéaire (z',y’) -2’ @y’ de M’ x N’
dans M’ @41, N’ est bijectif.

L’assertion (i) est conséquence immédiate de la définition
S-IM = M®, SA et de I'asscciativité du produit tensoriel, qui
donne a des isomorphismes canoniques pres

(STM) B, (STN) = (SIM) By (STA G, N) = (SM) @, N

= (STA) @, M@, N = S M®, N).
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Pour prouver (ii), notons d’abord que dans M’ et N’, consi-
dérés comme A-modules, les homothéties produites par les
éléments s € S sont bijectives, donc on a M’ = SM’ et N' = SIN’
(n° 2, Remarque 4) et de méme S~} (M’ ®, N’) = M'®, N'; (i) est
alors un cas particulier de (i).

COROLLAIRE. — Sotent M un A-module, a un idéal de A.
Les sous-S-tA-modules (S—ta)(S—*M), a(S—M), (S—ta)j(M) (our j:
M — SIM est Papplication canonique) et S7(aM) de S—M sont
tdentiques. En particulier, st a et b sont deux idéaux de A, on a
(S1a)(5-1b) = a(S-1b) = (S~'a)b = S—(ab).

Remarque. — Soient M, N, P trois A-modules, f: M X N > P
une application A-bilinéaire, S-'f : (S*M) X (SN) — S-1P
Papplication S—1A-bilinéaire obtenue a partir de f par extension
a S—1A de Panneau des scalaires (Alg., chap. IX, §1,n° 4, prop. 1).
Soient t : M — S—M, j : N — S—IN les homomorphismes cano-
niques ; il est immédiat que, si Q est le sous-A-module de P engen-
dré par (M x N), S7Q est le sous-S~*A-module de S—'P engendré
par (S7)(EUM) x j(N)).

ProposiTiON 19. — Soient A un anneau, S une partie multi-
plicative de A.

(i) St M et N sont deux A-modules, et st M est de type fini (resp.
de présentation finte), I’ homomorphisme canonique (chap. I, § 2,
n¢ 10, formule (10))

S1Hom, (M, N) - Homg,, (S*M, S7IN)

est injectif (resp. bijectif).
(ii) St M’, N’ sont deux S-'A-modules, Uinjection canonique
Homg.., (M’, N’) - Hom, (M’, N')
est bijective.

Comme S—'A est un A-module plat, (i) est un cas particulier
du chap. I, § 2, n° 10, prop. 11. D’autre part, on a déja remarqué
que tout A-homomorphisme de S—*A-modules est nécessairement
un S-1A-homomorphisme, au cours de la démonstration de la
prop. 3 du n° 2; d’ou (ii).
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Prorosition 20. — Soient A, A’ deux anneaux, p: A — A’
un homomorphisme, S une partie multiplicative de A, S = p(S),
o’ : S1A - 8 -1A’ Phomomorphisme correspondant ¢ p (n° 1,
prop. 2).

(1) Pour tout A’-module M', il existe un S—tA-isomorphisme et
un seul

J i 5px(M') — 04(SM)
tel que j(m'[s) = m/[p(s) pour m’e M’',se S.

(i1) Pour tout A-module M, il existe un isomorphisme et un

seul
77 (SIM) ®gay (S TA") - STIM R, A')
de S'A’-modules, tel que j'{((m/s) ® (a'[s")) = (m ® a’)[(e(s)s’).

(i) Si on considére S’-'M’ comme A-module au moyen de ’ho-
momorphisme composé . op, les homothéties produites par les
éléments de S sont bijectives, done il existe un homomorphisme j
et un seul possédant la propriété énoncée (n° 2, prop. 3). Comme
o(S) = 8’, j est surjectif ; en outre, sim’e M’ se S, m'[p(s) = 0, il
existet’ e S’ tel que t’'m’ = 0 ; comme il existe t € S tel que p(z) = ',
on a t.m' = 0 dans p.(M’), done m'[s = 0 dans S, (M').

(i1) Comme (S7M) ®g-1, (S 1A’) = (M ®, S1A) ®g1, (S'2A’), et
S M@, A) = (MR, A)®, (81A’), 'existence de ;' résulte de
I’associativité du produit tensoriel.

8. Application aux algébres.

Soient A un anneau, B une A-algébre (non nécessairement
associative ni commutative, et n’ayant pas nécessairement
d’élément unité), S une partie multiplicative de A. On sait que
sur le S—*A-module S-'B = B &, S—*A on définit canoniquement
une structure de S—*A-algébre, dite obtenue par extension a S—1A
de Panneau des scalaires {Alg., chap. III, § 3) et pour laquelle le
produit (z/s)(y/t) est égal & (xy)/st. Si e est élément unité de B,
e/l est élément unité de S—'B, et si B est associative (resp. com-
mutative), il en est de méme de S—1B.

Soient A un anneau, M un A-module ; désignons par T(M)
(resp. A (M), S(M)) Valgébre tensorielle (vesp. 'algébre extéricure,
V'algébre symétrique) de M (Alg., chap. I11, 3¢ éd.). On sait que,
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pour toute A-algebre commutative C, il existe un isomorphisme et
un seul j de TM)®,C sur TM®, C) (resp. de A (M)®,C sur
A(M®,C), de S(M)®, C sur SM®, C)) tel que j(x®@1) = 2®1
pour z € M, M étant canoniquement identifié a un sous-module de
T(M) (resp. \ (M), S(M)) (loc. cit.). On voit donc en particulier que,
pour toute partie multiplicative R de A, on a des isomorphismes
canoniques

ROT(M) - T(RZM), R2A (M)A (RM), RIS(M) — S(RIM)

qui se réduisent a I'identité dans R—M.

9. Modules de fractions de modules gradués.

Soient A un anneau gradué, M un A-module gradué, A le
monoide des degrés ; nous supposerons dans ce n® que A est un
groupe. Rappelons (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 11) que A et M sont
respectivement sommes directes de groupes additifs

A=DA, M=ODOM,
ieA i€A

avec AjAy;c Agyy et AgM;c My quels que soient i, j dans A. Soit
S une partie multiplicative de A dont tous les éléments sont homo-
génes. Pour tout ie A, nous poserons S; = Sn A;, et nous note-
rons (S—IM); ensemble des éléments m’ de S—*M pour lesquels il
existe des éléments j, £ de A, un élément me M; et un élément
se Sy tels que j—k =1 et m' = m/s. Si (mg)i<q<r est une famille
finie d’éléments de S—M telle que mye (SM)s(q, 1l existe des
éléments j(g)e A et ke A, des éléments meeMyqg (1 < ¢ < 1)
et s € Sy tels que mg = myfs pour 1 < q¢ < r (n° 1, Remarque 2).

ProrosiTion 21, — L’anneau S72A muni de la famille ((S1A);)
est un anneau gradué, et S7*M muni de la famille ((S—*M);) est un
module gradué sur Uanneau gradué S—A. Les applications cano-
niques iy et iy sont homogénes de degré 0.

Soient meM;, seSg, m'eMy, s =Sy, et supposons que
j—k=j -k =i, alors (m/s) — (m'[s') = (s'm — sm’)[ss" et on a
s'm—sm' € My = Mjrixet ss” € Sgyrr, done (mfs) —(m'[s’) e (SM),
par définition ; ceci montre que les (5S-*M); sont des sous-groupes
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additifs de S7'M. La somme de ces sous-groupes est S—M tout
entier : en effet, tout x e S—™M s’écrit m/s ot me M, seS; s est
homogéne par hypothése, et m somme d’éléments homogénes m; ;
donc z est somme des my/s, qui appartiennent chacun a un sous-
groupe (S—tM);. Enfin, la somme des (S-IM); est directe ; considé-
rons en effet une famille finie d’éléments z4 (1 < ¢ < n) tels que

zg € (SM)yq, ou les indices i(q) sont distincts, et supposons
n

que X z¢ = 0. Chaque =z, §’écrit x4, = mgfs avec s e Sp et
ag=1

mge Migy+x ; Phypothése entraine qu’il existe s'eS tel que

n
s’< > mq> == (; si les §'mq n’étaient pas tous nuls, on aurait une
g=1

contradiction puisque, si s €Sy, on a s'mg e Myg1a, et les i(g) -+ d
sont tous distincts. On en conclut que x4 = O pour tout indice q.

On vérifieimmédiatement que, si a € (5'A); et z e (5-'M);, on
a az e (SM);+;. Appliquant ce résultat au cas ou M = A, on voit
d’abord que S—'A est un anneau gradué par les (S—'A);; on voit
ensuite que S™M est un module gradué sur S—*A. Enfin, comme

1eA,, i} et iy sont homogénes de degré 0.

Prorosition 22. — Soient A (resp. B) un anneau gradué de
type A, M (resp. N) un module gradué sur Uanneau gradué A (resp.
B), S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B) dont tous les
éléments sont homogénes, f : A —> B un homomorphisme homogéne
de degré 0 tel que {(S)cT, u : M — N une application A-linéaire
qui est homogéne de degré k. Alors U homomorphisme f' : S7TA — T-1B
déduit de f (n° 1, prop. 2) est homogéne et de degré 0, et Papplication
(S1A)-linéaire u' : S7™M — T-IN déduite de f et u (n°® 2, prop. 5)
est homogeéne et de degré k.

Ceci résulte aussitot des formules f'(a/s) = f(a)/f(s) et u'(m[s) =

u(m)/f(s).

Notons enfin que, si E est une A-algébre graduée, S une partie
multiplicative de A formée d’éléments homogénes, SE muni de
sa structure de (S—1A)-algébre (n° 8) et de la graduation (S—1E);
est une S—'A-algébre graduée, comme il résulte aussitot des défini-
tions.
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§ 3. Anneaux locaux. Passage du local au global

1. Anneaux locaux.

Prorosition 1. — Soient A un anneau, I Uensemble des élé-
ments non inversibles de A. L’ensemble 1 est la réunion des idéauzx
de A distincts de A. En outre, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) I est un idéal.

b) L’ensemble des tdéaux de A distincts de A posséde un plus
grand élément.

¢) A posséde un idéal maximal unique.

En effet, la relation z € I équivaut & 1 ¢ 2A, donc a zA # A.
Si a est un idéal de A distinct de A et si z<a, on a xAca, done
zA # A et z e 1. Done tout idéal distinct de A est contenu dans I
et tout élément zel appartient & un idéal principal zA # A.
Ceci prouve la premiére assertion, et celle-ci entraine aussitdt
Péquivalence des propriétés a), b), c).

Remarque 1). — On notera que, si ¢) est vérifiée, I est le radi-
cal de Panneau A (A4lg., chap. VIII, § 6, n° 3, déf. 3).

DiriniTioN 1. — On dit qu’un anneau A est un anneau local
s’il vérifie les conditions équivalentes a), b), ¢) de la prop. 1. Le quo-
tient de A par son radical (qui est alors U'unique idéal maximal de A)
s’appelle le corps résiduel de A.

DiriNiTiON 2. — Soient A, B deux anneaux locaux, m, 1 leurs
idéaux maximauzx respectifs. On dit qu’un homomorphisme u: A —B
est local st u(m) cn.

I1 revient au méme de dire que Zzl(n) = 1, car Zzl(n) est alors
un idéal contenant m et ne contenant pas 1, donc égal & m. Par
passage aux quotients, on déduit alors canoniquement de z un
homomorphisme tnjectif Ajm — B/t du corps résiduel de A dans
celui de B.
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Exemples. — 1) Un corps est un anneau local. Un anneau
réduit a4 0 n’est pas un anneau local.

2) Soient A un anneau local, k£ son corps résiduel. L’anneau
de séries formelles B = A[[X,..., X,]] est un anneau local, car les
éléments non inversibles de B sont les séries formelles dont le
terme constant est non inversible dans A (Alg., chap. 1V, § 5,
n® 6, prop. 4). L'injection canonique de A dans B est un homo-
morphisme local, et 'injection correspondante des corps résiduels
est un isomorphisme.

3) Soit b un idéal d’un anneau A qui n’est contenu que dans
un seul idéal maximal m; alors A/b est un anneau local d’idéal
maximal m/b et de corps résiduel canoniquement isomorphe a
A/m. Ceci s’applique en particulier au cas oun b = m¥, m étant
un idéal maximal quelconque de A (§ 4, n° 1, cor. de la prop. 1).
Si A est lui-méme un anneau local d’idéal maximal m, alors, pour
tout idéal b # A de A, A/b est un anneau local, ’homomorphisme
canonique A — A/b un homomorphisme local, ’homomorphisme
correspondant des corps résiduels étant bijectif.

4) Soient X un espace topologique, z, un point de X, A I’an-
neau des germes au point z, des fonctions numériques continues
dans un voisinage de z, (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 6, n° 10). 11
est clair que, pour que le germe en z, d’une fonction continue f soit
inversible dans A, il faut et il suffit que f(z,) # 0, car cette condi-
tion entraine que f(z) # O dans un voisinage de z,. [’anneau A
est donc un anneau local dont I'idéal maximal m est ’ensemble
des germes des fonctions nulles en z,; par passage au quotient,
Papplication g — g(z,) de A dans R donne un isomorphisme du
corps résiduel A/m sur R.

PropositioN 2. — Soient A un anneau, p un tdéal premier de
A. L’anneau Ay est local ; son idéal mazximal est I'idéal PA, = Py,
engendré par l'image canonique de P dans Ay ; son corps résiduel
est canoniquement isomorphe au corps des fractions de A[p.

En effet, soit S = A ~p, et soit j : A - Ap 'homomorphisme
canonique ; ’hypothése que p est premier entraine que p est

saturé pour S, done }tpAp) =P (§ 2, n° 4, prop. 10), et comme les
idéaux de A disjoints de S sont ceux contenus dans p, les deux
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premiéres assertions sont des cas particuliers du § 2, n°5, prop. 11,
(ii). En outre, si f est 'homomorphisme canonique A — A/p,
f(S) est I'ensemble des éléments # 0 de l'anneau intégre A/p,
done la derniére assertion est un cas particulier du § 2, n° 5,

prop. 11, (1).

DEriNiTiON 3. — Soient A un anncau, p un idéal premier de
A. L’anneau A, s’appelle Uanneaw local de A en D, ou I'anneau
local de p lorsqu’ aucune confusion n’est & craindre.

Remarque 2). — Si A est un anneau local et m son idéal maxi-
mal, les éléments de A —m sont inversibles (prop. 1), done A,
s’identifie canoniquement 4 A (§ 2, n° 1, Remarque 5).

Ezemples. — 5) Soit p un nombre premier. L’anneau local
Zp) est I'ensemble des nombres rationnels a/b, ol @, & sont des
entiers rationnels tels que b soit étranger a p ; le corps résiduel
de Z(y) est isomorphe au corps premier Fp = Z/(p).

*6) Soient V une variété algébrique affine, A Panneau des
fonctions réguliéres sur V, W une sous-variété irréductible de V,
et p I'idéal (nécessairement premier) de A formé par les fonctions
nulles en tout point de W. L’anneau A, s’appelle anneaun local
de W sur V.,

Prorosition 3. — Sotent A un anneau, p un idéal premier
de A, S = A —p. Pour tout idéal V' de A, distinct de Ay, soit b
Uidéal (i3)71(b") de A, de sorte que b’ = DA,.

(1) Sott f Phomomorphisme canonigue A — A/b. L’homomor-
phisme de A, dans (A[D)pp canoniquement associé a f (§ 2, n° 1,
prop. 2) est surjectif et son noyau estb’, ce qui définit par passage aux
quotients un isomorphisme canonique de Ay/b" sur (A/b)ys.

(1) L’application b — b = (¢})-1(b"), resireinte q l'ensemble
des idéaur premiers de Ay, est un isomorphisme (pour la relation
d’inclusion) de cet ensemble sur U'ensemble des idéaux premiers de A
contenus dans p. St b’ est premier dans Ay il existe un isomor-
phisme de Uanneau A, sur Uanneau (Ap)y qui applique als sur
(a/1)/(s/1) pour ac A, se A -D.

Ceci n’est qu’un cas particulier du § 2, n° 5, prop. 11.
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Remarques. — 3) Si a est un idéal de A non contenu dans p,
onaald, = Ayet (Afa), = 0(§ 2, n° b, Remarque).

4) Soient A, B deux anneaux, ¢ : A — B un homomorphisme,
q un idéal premier de B, p I'idéal premier —pl(CI) de A. Comme
p{A —p)c B - q, on déduit canoniquement de p un homomorphisme
pa:Ap = Bq(§2,n01, prop. 2), et il est immédiat que po(PAy) c qBy,
done pq est un homomorphisme local.

2. Modules sur un anneau local.

ProprosiTioN 4. — Soient A un anneau non nécessairement
commutatif, m un idéal @ droite de A contenu dans le radical de A,
M un A-module & gauche. On suppose vérifide Uune des conditions
suipantes :

(1) M est de type fini ;

(i1) m est nilpotent.

Alors la relation (Ag/m) 22 M = 0 entraine M = 0.

L’assertion relative a I’hypothése (i) n’est autre que le cor. 3
de la prop. 6 d’Alg., chap. VIII, § 6, n® 3. D’autre part, la relation
(Ag/m) @ M = 0 équivaut 4 M = mM et entraine donc M = m=M
pour tout entier n > 0 ; d’oll Passertion relative & Phypothése (i1).

CoroLLAIRE 1. — Soient A un anneau non nécessairement
commutatif, m un idéal & droite de A contenu dans le radical de A,
M et N deuxr A-modules a gauche, u : M — N une application
A-linéaire. Si N est de type fini ou st m est nilpotent, et si
1®u: (Ag/m) @M —> (Ag/m) ®a N est surjective, alors u est sur-
jective.

En effet, (Ag/m)®a (N/u(M)) est canoniquement isomorphe
a((Ag/m)®s N}/Im (1 ® u) (Alg., chap. I, 3¢ éd., §3,1n°6, cor. 1 de
la prop. 6) ; ’hypothése entraine donc (Ag/m)Rs(N/u(M)) = 0,
donc N/u(M) = 0 en vertu de la prop. 4.

CoROLLAIRE 2. — Soient A un anneau non nécessairement
commutatif, m un idéal bilatére de A contenu dans le radical de A,
M un A-module & gauche, (z).,er une famille d’éléments de M.
Si M est de type fint ou si m est nilpotent, et siles éléments 1 @ zx,
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(v 1) engendrent le (Ajm)-module & gauche (Ajm) @,y M, les z, en-
gendrent M.

Soit en effet (¢,).e; la base canonique du A-module a gauche
AP : il suffit d’appliquer le cor. 1 & Dlapplication A-linéaire
u: AP — M telle que u(e]) = x, pour tout 1e 1.

ProrosiTioN 5. — Soient A un anneau non nécessairement
commutatif, M un idéal bilatére de A contenu dans le radical de A,
M un A-module a gauche. On suppose vérifice Uune des conditions
suivantes :

(1) M admet une présentation finie ;

(i1) m est nilpotent.

Alors, si (A/m) .M = M/mM est un (Aj/m)-module a gauche
libre et si ’homomorphisme canonique de m & M dans M est injectif,
M est un A-module libre. De facon précise, st (x,).e1 est une famille
d’éléments de M telle que (1®z.) soit une base du (A[m)-module
M/mM, (x.) est une base de M.

SiaeA,zeMetsiaestlaclasse deadans Ajm,onae®z =
1®(ax), donc I’hypothése entraine qu’il existe une famille
(.).e1 d’éléments de M telle que (1 ® z.) soit une base du (A/m)-
module (A/m) @, M. On sait déja que les z, engendrent M (cor. 2 de
la prop. 4); nous allons voir qu’ils sont linéairement indépen-
dants sur A. Pour cela, considérons le A-module libre L = A{D; soit
(e.) sa base canonique, et soit u : A{Y — M Papplication A-linéaire
telle que u(e,) = x, pour tout el ; si R est le noyau de u, nous
allons prouver que R = 0. Dans I’hypothése (i), (A/m)®. M est
un (A/m)-module de type fini, donc I est nécessairement fini
et R est un A-module de type fini en vertu du chap. I, § 2, n° 8,
lemme 9. D’aprés la prop. 4, il suffira donc de prouver (dans 'une
ou l’autre hypothése) que 'on a R = mR.

Soit j 'injection canonique R — L ; on a done le diagramme
commutatif

moR 2 moL 224 meM
o by ey
R——>L——M

7

dans lequel les deux lignes sont exactes, j est injectif et 1 ® u est
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surjectif (chap. I, § 2, n° 1, lemme 1) ; comme par hypotheése
Ker (¢) = 0, on adonc une suite exacte

0 -5 Coker (a) — Coker (b) > Coker (c)

(chap. I, § 1, n° 4, prop. 2) ; il suffit de vérifier que ¢ est bijectif,
car on en déduira Coker (a) = 0, autrement dit que a est surjectif
et par suite R = mR. Or, Coker () = (A/m) &1 L et Coker (¢) =
(A/m)@s M, et par définition ¢(1®e) =1®z ; comme (1Re)
est une base de (A/m)®,L, la définition des z. montre que ¢ est
bijectif.

CoroLLAIRE 1. — Soient A un annreau non nécessairement
commautatif, m le radical de A, M un A-module a gauche. On suppose
que AJm est un corps, que ’homomorphisme canonique de m®, M
dans M est injectif, et que U'une des conditions (i), (ii) de la prop. 5
est satisfaite. Pour qu’une famille (y,) d’élémenis de M soit une
base d’un facteur direct de M, il faut et il suffit que la famille (1 ® )
soit libre dans M/mM.

En effet, si cette condition est vérifiée, on peut supposer
que (y) est une sous-famille d’une famille (x,) d’éléments de M
telle que (1®x,) soit une base de M/mM (4lg., chap. 11, 3¢ éd.,
§7,n01, th. 2), et la prop. 5 prouve alors que (x,) est une base de M.

CoroLLAIRE 2. — Sotent A un anneau non nécessairement
commutatif, m le radical de A, M un A-module ¢ gauche. On suppose
que A/m est un corps, et que U'une des conditions sutvantes est vérifide :

(i) M admet une présentation finie ;

(ii) m est nilpotent.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est libre ;

b) M est projectif ;

¢) M est plat ;

d) Uhomomorphisme canonique m @M — M est injectif ;

*e) on a Torf(A/m, M) = 0.,

Les implications a = b) = ¢) = d) sont immédiates. Comme
A/m est un corps, (A/m)®. M est un (A/m)-module libre, et la
prop. 5 montre que d) implique a).
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- *Enfin, on sait que Tor{(A, M) = 0, et de la suite exacte
0—-m—>A - A/m — 0, on déduit donc la suite exacte

0 — Tor*(A/m, M) > m&, M - M;

cela prouve que Tor{(A/m, M) est isomorphe au noyau de I’homo-
morphisme canonique mM®. M — M ; d’ou’équivalence de d) et e).4

On peut montrer que, pour tout anneau A ayant un radical m
tel que A/m soit un corps, tout A-module projectif est libre (exere. 3).

ProrosiTiOoN 6. — Soient A un anneau non nécessairement
commautatif, M son radical ; supposons que A/m soit un corps.
Soient M et N deux A-modules libres de type fini, et soit u: M — N
un homomorphisme. Les propriéiés suivantes sont équivalentes :

a) u est un isomorphisme de M sur un facteur direct de N ;

by1®u:(Am)y@M — (A/m)®a N est injectif ;

c) u est injectif et Coker (u) est un A-module libre ;

d) Phomomorphisme transposé tu : N* — M* est surjectif.

On sait (Alg., chap. IT, 3¢ éd., § 1, n° 11, prop. 21) que, si
N/u(M) est libre, u(M) est facteur direct dans N, donc ¢) implique a);
inversement, a) implique que Coker(u), isomorphe a un supplé-
mentaire de u(M) dans N, est un A-module projectif de type fini,
et a foritort de présentation finie (chap. I, § 2, n°® 8, lemme 8) ;
donc ce module est libre en vertu du cor. 2 de la prop. b, et a)
implique c). Il est évident d’autre part que a) entraine b). Posons
pour simplifier M’ = (A/m)@. M, N’ = (A/m)®R:s N ; comme M
et N sont de type fini, les duals M'* et N'* des (A/m)-modules M’
et N’ ¢’identifient canoniquement a4 M* @, (A/m) et N* @i (A/m)
et {1 Qu) a (fu)®@1 (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 5, n° 4, prop. 8);
comme M’ et N’ sont des espaces vectoriels sur le corps A/m,
Phypothése que 1 ® u est injectif entraine que ¥(1 ® u) est surjec-
tif (Alg., chap. I1, 32 éd., § 7, n° 5, prop. 10) ; le cor. 1 de la prop. 4
montre alors que ‘u est surjectif, et nous avons ainsi prouvé que b)
entraine d). Montrons enfin que d) entraine a). Supposons *u surjec-
tif ; comme M* est libre, il existe un homomorphisme f de M* dans
N* tel que 1y = tuof (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n°® 11, prop. 21);
comme M et N sont libres de type fini, il existe un homomorphisme
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gde Ndans M tel que f =tg;onadonctl, =1 =tuoctg ="*(gou),
d’out 1,y = gou; ceci prouve que u est un isomorphisme de M sur
un sous-module facteur direct de N (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1,
n° 9, cor. 2 de la prop. 15).

CoROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la prop. 6, les propriéiés
sutvantes sont équivalentes :

a) u est un tsomorphisme de M sur N

b) M et N ont méme rang (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 7, n°2) et u
est surjectif ;

c) 1®u: M/mM — N/mN est bijectif.

Il est clair que a) entraine b) ; b) entraine que 1® u est sur-
jectif ; en outre I’hypothése que M et N ont méme rang entraine
qu’il en est de méme des espaces vectoriels (A/m)®@: M et (A/m)@s N
sur A/m, done 1 ® u est bijectif (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 7, n° 4,
cor. de la prop. 9) et b) entraine ¢). Enfin, la condition ¢) entraine,
en vertu de la prop. 6, que N est somme directe de u(M) et d’un
sous-module libre P et u un isomorphisme de u sur u(M) ; si on
avait P # 0, on aurait (A/m)®.:P # 0, et 1 ®u ne serait pas
surjectif ; donc ¢) entraine a). '

Les propositions démontrées ci-dessus dans ce n° seront le
plus souvent appliquées lorsque A est un anneau local et m son
tdéal maximal. Le cor. 2 de la prop. b se compléte alors par la

ProprositioNn 7. — Soient A un anneau local réduit, m son
tdéal maximal, (P).e1 la famille des idéaux premiers minimaux
de A, K, le corps des fractions de A[p., M un A-module de type fini.
Pour que M soit libre, il faut et il suffit que Uon ait

1 [(AMyR,M: (A/m)] =[K,®,M: K,] pouritout.el.

Si M est libre, il est clair queles deux membres de (1) sont
égaux au rang de M pour tout vel. Supposons maintenant la
condition satisfaite, et notons n la valeur commune des deux
membres de (1) ; en vertu du cor. 2 de la prop. 4, M posséde un
systéme de n générateurs z; (1 < j < n). Suppesons d’abord A
intégre, auquel cas p, = 0 pour tout tel. Les éléments 1® z
(1 £ j < n) engendrent Pespace vectoriel K®M sur le corps des
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fractions K d2 A ; mais comme par hypothése cet espace est de
rang n sur K, les éléments 1 ® z; sont linéairement indépendants
sur K. On en déduit (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n° 13, Remarque 1)
que les z; sont linéairement indépendants sur A, donc forment
une base de M.

Passons au cas général ; il existe un homomorphisme surjec-
tif ¢ de L = A® sur M. Considérons le diagramme commutatif

L ° M
u Jr ‘L u’
T} ((A/p)®L) — H ((A/p) ® M)

ou u (resp. u’) est l'application z — (@(x)) (resp. y — (4(¥))),
e : L > (A/p)®L (resp. ¢ : M — (A/p.) ® M) étant I’application
canonique, et ¢’ est I'application produit des 1,;®¢. On a
(A/p)/(M/P.) Oup, ((A[P.) ®sM) = (A/m) s M, et comme A/p, est
un anneau local intégre, il résulte de la premiére partie du
raisonnement que chacun des 1., ® ¢ est un isomorphisme ; il en
est donc de méme de ¢’. D’autre part, comme A est réduit, on a

‘ I p. = (0) (§2,n°6, prop. 13), d’ou ' l {(p.L.) = 0 puisque L est

libre (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 3, n® 7, Remarque) ; comme p,L est
le noyau de ¢, cela montre que u est injectif. On en conclut que
¢’ouw = u'o ¢ est injectil, done ¢ est injectif, et comme ¢ est surjec-
tif par définition, cela montre que M est libre.

3. Passage du local au global.

Prorosition 8. — Soient A un anneau, m un idéal maximal
de A, M un A-module. S’il existe un idéal a de A tel que m soit le
seul idéal maximal de A contenant a, et que aM = 0, alors I’ homomor-
phisme canonique M — My, est bijectif.

En effet, Aja est alors un anneau local d’idéal maximal
nt/a ; on peut considérer M comme un (A/a)-module ; pour tout
se A ~m, 'image canonique de s dans A/a est inversible, done
I’homothétie £ — sx de M est bijective d’aprés la définition de My
comme solution d’un probléme universel (§ 2, n° 2) ; d’ou la pro-
position.
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En particulier, s’il existe £ > 0 tel que m*M = 0, ’homo-
morphisme M — My, est bijectif (§ 1, n° 1, cor. de la prop. 1).

ProrositioN 9. — Soient A un anneau, m un idéal maximal
de A, M un A-module, k un entier > 0. L’homomorphisme cano-
nigue M — My/m*M,, est surjectif, admet M*M pour noyau, et
définit un isomorphisme de M/m¥M sur My, /%My,

Le cas ot k = 0 étant trivial, supposons £ > 1. Il résulte de la
prop. 8 que I'’homomorphisme canonique M/m*M -» (M/m*M),,
est bijectif. D’autre part (M/mkM),, s’identifie canoniquement a
Mu/(MEM)p (§ 2, no 4, th. 1) et on a (MFM)p, = MMy, (§ 2, n0 7,
cor. de la prop. 18), d’olt un isomorphisme de M/m*M sur
My /m*M,, qui transforme la classe d’un élément x € M en la classe
de z/1.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau, Ny, M,,..., M, des idéaux
mazimauz de A deux d deux distincts, M un A-module, ky, k,,..., kn
des entiers > 0. L’homomorphisme canonique de M dans

”
z1;[1 My, /mt¥iMy, est surjectif, et son noyau est ( ' . m’gi> M.

i=1

Cela résulte aussitot dela prop. 9 et du § 1, n® 2, prop. 6, les
m¥i étant deux & deux étrangers (§ 1, n° 2, prop. 3).

Dans la suite de ce n°, A désigne un anneau, et Q(A) (ou Q)
Iensemble des idéaux maximauz de A.

Prorosition 10. — Le A-module m@nA"" somme directe
des Ay pour me Q, est fidélement plat.

En effet, chacun des A;; est un A-module plat (§ 2, n° 4,
th. 1), donc E =m@2QAm est plat (chap. I, § 2, n° 3, prop. 2).
En outre, pour tout idéal maximal m de A, mA,, est 'unique idéal
maximal de Ap, donec MA,;, # Ay, d’olt on conelut que mE # E,
et par suite E est fidélement plat (chap. I, § 3, n° 1, prop. 1, d)).

TatorEME 1. — Soient M, N deux A-modules, u: M — N un
A-homomorphisme et pourtoutm e Q, $0it Uy : My — N le Ap-homo-
morphisme correspondant(§2,n°2, Remarqueb). Pour que usottinjec-
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tif (resp. surjectif, bijectif, nul) il faut et il suffit que, pour tout me Q,
ui sott tnjectif (resp. surjectif, bijectif, nul).

En effet, dire que pour tout me Q, u,, est injectif (resp. sur-
jectif, bijectif, nul) équivaut a dire que 'homomorphisme Q;;Bum :
t:r‘}l\{m — @Nm a la méme propriété. Mais G,?M"‘ = M®&\E,
@?Nm = N@&LE et @um =u®1, avec E = (:?Am; comme E est
fidélement plat (prop. 10), le théoréme résulte du chap. I, § 3,
ne 1, prop. 1 c) et prop. 2.

COROLLAIRE 1. — Soient M un A-module, N un sous-module
de M, z un élément de M. Pour que x € N, il faut et il suffit que, pour
tout me Q, 'tmage canonique de x dans My, appartienne @ Ny,.

Soit z la classe de z dans M/N ; dire que z < N signifie que
I’application A-linéaire u : « — «x de A dans M/N est nulle. Or
(M/N)n, s’identifie & Mm/Niw (§ 2, n° 4, th. 1) et um: A > Mm/Nn
a l'application A — ATy, Ol Zm est la classe mod. Ny, de 'image
canonique de z dans M. Comme la relation u = 0 équivaut a
um = 0 pour tout m en vertu du th. 1, cela prouve le corollaire.

CoROLLAIRE 2. — Soit M un A-module et, pour tout me Q,
soit fm Uhomomorphisme canonique M — Mn. L’homomorphisme

z = (fm(z)) de M dans II My, est injectif.
meQ

En effet, en appliquant le cor. 1 & N = 0, on voit que la rela-
tion z = 0 équivaut a fm(z) = 0 pour tout me Q.

COROLLAIRE 3. — (i) Soient b un idéal de A, a un élément de A.
Pour que aeb, il faut et il suffit que, pour tout me Q, l'image cano-
nique de a dans Ay appartienne d bAn.

(i1) En particulier, sotent b et ¢ deux éléments de A. Pour que
¢ sott multiple de b, il faut et il suffit que, pour tout me Q, l'image
canonique de ¢ dans Aw soit multiple de celle de b.

Comme bAw = bn (§ 2, n° 7, cor. de la prop. 18), (i) est un
cas particulier du cor. 1 ; (ii) résulte de (i) appliqué a I'idéal Ab.

COROLLAIRE 4. — Sotent A un anneau intégre, K son corps des
fractions, M un A-module sans torsion, de sorte que M s’identifie
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canoniquement & un sous-A-module de K @M. Alors, pour tout
meQ, My s'identifie canoniquement & un sous-A-module de

K®M,etonaM =mMm.

meQ
En effet, comme M est identifié & un sous-module de K@i M,

M, Pest & un sous-Ap-module de (K®@s M)y = Knn @M (§ 2, n° 4,
th. 1) ; comme Ky = K, on voit déja que My, est sans torsion ;
en outre, la commutativité du diagramme

M— KoM

¥ ¥
My — (K Ry M)m

prouve que lapplication canonique M — My, est injective. Le
corollaire résulte donc du cor. 1 appliqué au A-module K@M
et & son sous-module M.

En particulier, pour tout anneau intégre A, on a

(2) A=l A

meQ

CorOLLAIRE 5. — Soit A un anneau. Tout systéme de généra-
teurs du A-module A™ ayant n éléments est une base de A*®,

Soient (eh<i<n la base canonique de A", (zsigign un
systéme de générateurs de A” ayant n éléments, u : A" - A"
Papplication A-linéaire telle que u(e;) = z; pour 1< ¢ < n. Par
hypothése u est surjective et il faut montrer que u est injective.
On se rameéne aussitot, en vertu du th. 1, au cas ot A est un anneau
local ; si m est Pidéal maximal de A, les éléments 1 @ z; (1 <€ ¢ < n)
dans (A/m)# forment alors un systéme de générateurs du (A/m)-
module libre (A/m)” ; comme A/m est un corps, ce systéme est
une base de {(A/m)"* ; comme A” est un A-module libre, on déduit
de la prop. 5 que (z;) est une base de A"

Prorosition 11. — Sotent M un A-module, N un A-module
de type fini, u: M — N un homomorphisme. Pour que u soit
surjectif, il faut et il suffit que, pour tout me Q, ’homomorphisme
M/mM — N/mN déduit de u par passage aux quolients soit sur
jectif.
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En effet, il résulte du th. 1 que, pour que u soit surjectif, il
faut et il suffit que um : M — Ny soit surjectif pour tout me Q.
Comme Ay est un anneau local et que Ny est un Ap-module de
type fini, il revient au méme de dire que I’homomorphisme
Um : My /MMy, — Ni/mNp, obtenu par passage aux quotients, est
surjectif (n° 2, cor. 1 de la prop. 4) ; mais My, /mM,;, (resp. Nyp/mMNyy,)
s'identifie & M/mM (resp. N/mN) (prop. 9), d’ou la proposition.

Prorositiox 12. — Soient E, ¥, G trois A-modules, v: G — F
et u: E — F des homomorphismes. On suppose que E est de présen-
tation finte. Pour qu’il existe un homomorphisme w : E — G tel
que u se factorise en u: E 5 G > F, il faut et il suffit que, pour
tout meQ, il existe un homomorphisme w™ : En — Gum tel que
um : Em — Fy se factorise en Ey, i G 5 Fy.

L’existence de w vérifiant I'énoncé est équivalente a la pro-
priété suivante : u appartient a P'image P de lapplication
r = Hom (g, ¢) : Hom, (E, G) — Hom, (E, F). Or, (Hom, (E, F))m
(resp. (Hom, (E, G))m) s’identifie canoniquement & Hom,, (Ein, Fin)
(resp. Hom, (Ew, Gw)) (§ 2, n® 7, prop. 19, (i)), I'image cano-
nique de u dans (Hom, (E, F))m s’identifie & um, rm s’identifie
a Hom, (1s,, ¢,) et Pm & 'image de ry. La proposition résulte
alors du cor. 1 du th. 1 appliqué & Hom, (E, F) et a son sous-
module P.

CoroLLAIRE 1. — Soient M un A-module, N un sous-module
de M tel que M/N admette une présentation finie. Pour que N soit
facteur direct de M, il faut et il suffit que, pour tout me Q, Ny, soit
facteur direct de My,.

En effet, dire que N est facteur direct de M signifie que 'ho-
momorphisme identique de M/N se factorise en M/N 5 M S M/N
ou ¢ est Phomomorphisme canonique et w un homomorphisme
(Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, n® 9, prop. 14) ; comme (M/N)yn =
M /Ny et que ¢m est 'homomorphisme canonique My —> Mu/Ni,
le corollaire résulte aussitot de la prop. 12.

COROLLAIRE 2. — Soient M un A-module libre de type fini, N
un sous-module de M qui est un A-module libre de type fini. Pour
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que N soit facteur direct de M, il faut et il suffit que, pour tout
me Q, on ait MmN = Nn (mM).

En effet, par définition M/N admet une présentation finie ;
d’autre part, Ny et My, sont des An-modules libres de type fini.
Pour que Ny, soit facteur direct de My, 1l faut et il suffit que
Papplication canonique Nyu/mNy — My,/mM,, soit injective
(n° 2, prop. 6) ; il revient au méme de dire que ’application cano-
nique N/mN — M/mM doit étre injective (prop. 9), et comme son
noyau est (N n mM)/mN, cela démontre le corollaire.

La prop. 12 (resp. son corollaire 1) s’appliquera en particu-
lier lorsque A est neethérien et E (resp. M/N) un A-module de
type fini (chap. I, § 2, n° 8, lemme 8).

4. Localisation de la platitude.

Proposition 13. — Soient S une partie multiplicative d’un
anneau A, et M un A-module. St M est plat (resp. fidélement plat),
S—M est un S—*A-module plat (resp. fidélement plat), et un A-module
plat.

Comme SM = M®, S-1A, la premiére assertion résulte du
chap. I, § 2, n° 7, cor. 2 de la prop. 8 (resp. du chap. 1, § 3, n° 3,
prop. 5) ; en outre, S—'A est un A-module plat (§ 2, n° 4, th. 1);
done, si M est un A-module plat, il en est de méme de S-*M en
vertu du chap. I, § 2, n° 7, cor. 3 de la prop. 8.

Remarque. — Si N est un S—*A-module, SN s’identifie & N,
et il est par suite équivalent de dire que N est un S—'A-module
plat ou un A-module plat.

Prorosition 14. — Soient A un anneau, B une A-algébre
commutative, T une partie multiplicative de B. Si N est un B-
module qui est plat en tant que A-module, T-IN est un A-module
plat.

On a en effet TN == T-'B®; N ; la proposition résulte alors
du chap. I, § 2, n° 7, prop. 8, appliquée en remplacant A par B,
B par A, E par T-'B et F par N.
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ProrositioN 15, — Soient A, B deux anneauzx, o : A — B un
homomorphisme, N un B-module. Les propriéiés suivanies sont
équivalentes :

a) N est un A-module plat.

b) Pour tout idéal maximal n de B, Ny, est un A-module plat.

¢) Pour tout idéal maximal wt de B, si Pon pose m = Ep}(n),
Ny est un Aw-module plat.

Pour tout a ¢ m, ’homothétie de N, produite par a est bijec-
tive, donc Ny s’identifie canoniquement & (Ny)m, et ’équivalence de
b) et c) résulte de la Remarque suivant la prop. 13 ; le fait que
a) entraine b) est un cas particulier de la prop. 14. Reste & prouver
que b) entraine a), c’est-a-dire que, si b) est vérifiée, pour tout
homomorphisme injectif u : M - M’ de A-modules, 'homomor-
phisme ¢ = 1®u: N®,M - N®, M’ est injectif. Or, ¢ est aussi
un homomorphisme de B-modules, et pour qu’il soit injectif, il
faut et il suffit que o : (N®, M)y - (N®, M), le soit pour tout
idéal maximal n de B (n° 3, th. 1). Comme

(N ®A M)n == BH®B(N ®A M) - Nn ®A I\/I,

vn n’est autre que I’homomorphisme {®u: Ny® M — N, @, M/,
qui est injectif puisque Ny est un A-module plat par hypethése.

CoroLLAIRE. — Pour qu'un A-module M soit plat (rvesp. fidéle-
ment plat) il faut et il suffit que, pour tout idéal maximal m de A,
M, soit un An-module plat (resp. fidélement plat).

La nécessité des conditions résulte de la prop. 13. Inverse-
ment, si My est un Axp-module plat pour tout idéal maximal m
de A, M est un A-module plat en vertu de la prop. 15 appliquée aun
cas ou o est 'identité. Enfin, s1 My, est un Ap-module fidélement
plat pour tout m, on a MMy = MA My # M, done mM # M
pour tout m (n° 3, prop. 9), ce qui prouve que M est un A-module
fidélement plat (chap. I, § 3, n° 1, prop. 1, d)).

5. Anneaux semi-locaux.

ProrosiTioN 16. — Soil A un anneau. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
a) ensemble des idéaux maximaux de A est fini ;
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b) le quotient de A par son radical est composé direct d’un
nombre fini de corps.

Supposons que le quotient de A par son radical R soit com-
posé direct d’'un nombre fini de corps. Alors A/R ne posséde
qu'un nombre fini d’idéaux et a fortiori n’a qu’un nombre finl
d’idéaux maximaux. Comme tout idéal maximal contient R
(Alg., chap. VIII, §6, no 2, déf. 2), les idéaux maximaux de A
sont les images réciproques des idéaux maximaux de A/R
par ’homomorphisme canonique A — A/R ; ils sont donc en
nombre fini.

Réciproquement, supposons que A ne posséde qu'un nombre
fini d’idéaux maximaux distincts my,..., m,. Les A/m; sont des
corps, et il résulte du § 1, n° 2, prop. 5, que I'application cano-

n
0
nique A — Il A/m; est surjective ; comme son noyau ' Im;
i=1 =1

est le radical R (Alg., chap. VIII, § 6, no 2, déf. 2), A/R est iso-

n
morphe & Il Ajmy.
i=1

DEFINITION 4. — On dit qu’un anneau est semi-local s’il satis-
fait aux conditions équivalentes a), b) de la prop. 16.

Exemples. — Tout anneau local est semi-local. Tout quotient
d’un anneau semi-local est semi-local. Tout produit fini d’anneaux
semi-locaux est semi-local. *Si A est un anneau semi-local noe-
thérien, et si B est une A-algébre quiest un A-module de type fini,
alors B est semi-local (chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9).«

Un autre exemple, généralisant la construction des anneaux
locaux Ay, est fourni par la proposition suivante :

Proprosition 17. — Solent A un anneau, py,..., Py des idéaus

n n
premiers de A. Posons S == ﬂ (A=p) = A~ U pi.
=1 i=1

a) L’anneau S—YA est semi-local ; st qy,..., Gr sont les éléments
mazimauz distincts (pour la relation d’inclusion) de I'ensemble des
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Ps, les idéaux mazximaux de S'A sont les S7q; (1 <j<r), et
ces idéaux sont deux d deux distincts.

b) L’anneau A,, est canoniquement isomorphe d (S—TA)sy,
pour 1 <t < n. .

c) St A est intégre, on a S7'A = ﬂ Ay, dans le corps des
=1

fractions de A.

a) Les idéaux de A ne rencontrant pas S sont les idéaux con-
tenus dans la réunion des Pp;, donc dans Pun des P; au moins
(§ 1, no 1, prop. 2); les q; sont donc les éléments maximaux de
I’ensemble des idéaux ne rencontrant pas S; par suite, les S—q;
sont les idéaux maximaux de S—!A en vertu du § 2, n° 5, prop.
11, (ii).

b) est un cas particulier du § 2, no 5, prop. 11, (iii).

¢) Supposons A intégre. Si P;CPz, on a A, DA, ; pour
prouver c), on peut donc supposer les p; non comparables deux a
deux. I1 resulte alors de a) et du n° 3, cor. 4 du th. 1, que I'on a

SA = m (S2A)s1y, ; d’ott ¢}, en vertu de b).

Si A est intégre, il en est de méme de S—*A, et la prop. 17 fournit
donc un exemple d’anneau semi-local qui n’est pas composé direct
d’anneaux locaux (cf. chap. I1I, § 2, n° 13).

CoRrROLLATRE. — Soient A un anneau intégre, Vi,..., Pn des
idéauz premiers de A, non comparables deux ¢ deux pour la relation
n

d’inclusion. St A = m Ay, dans le corps des fractions de A, les
i=1

tdéaux maximauzx de A sont Pi,..., Pa.

Posant S = ﬂ (A=p¢), on a STA = A en vertu de la
i=1

prop. 17 ¢) ; donc les éléments de S sont inversibles dans A, et
on a S7p; = p; pour tout i. D’ou notre assertion en vertu de
la prop. 17 a).



§4,n°1 SPECTRES D'ANNEAUX ET SUPPORTS DE MODULES 119

§ 4. Spectres d’anneaux et supports de modules

1. Espaces irréductibles.

DEFiNITION 1. — On dit qu’un espace topologique X est irré-
ductible st toute iniersection finie d’ensembles ouverts non vides de X
est non vide.

En considérant la famille vide d’ensembles ouverts de X, on
voit qu’un espace irréductible est non ¢ide; pour qu'un espace
topologique X soit irréductible, il faut et il suffit qu’il soit non
vide et que I'intersection de deux ensembles ouverts non vides de
X soit toujours non vide (ou, ce qui revient au méme, que la réu-
nion de deux ensembles fermés distincts de X soit toujours dis-
tincte de X).

Proposition 1. — Soit X un espace topologique non vide.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est irréductible ;

b) tout ensemble ouvert non vide de X est dense dans X ;

c) tout ensemble ouvert de X est connexe.

Par définition, un ensemble dense dans X est un ensemble qui
rencontre tout ensemble ouvert non vide, donc a) et b) sont
équivalentes. Il est immédiat que ¢) entraine @), car si U, et U,
sont des ensembles ouverts non vides disjoints, U, u U, est un
ensemble ouvert non connexe. Montrons enfin que a) entraine c) :
s1 U est un ensemble ouvert non connexe, il est réunion de deux
ensembles non vides disjoints U’, U’ qui sont ouverts dans U,
donc ausst ouverts dans X, ce qui implique que X n’est pas irré-
ductible.

Un espace séparé n’est irréductible que §'il est réduit & un seul
point.

On dit qu'une partie E d’un espace topologique X est un en-
semble irréductible si le sous-espace E de X est irréductible. Pour
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout couple d’en-
sembles U, V ouverts dans X et rencontrant E, Un V rencontre
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aussi E, ou (ce qui revient au méme) que, pour tout couple d’en-
sembles F, G fermés dans X et tels que ECcFuG, on ait EC F ou

E c G. Par récurrence sur n, on en déduit que, si (F;)1gi<n est une
n

famille finie d’ensembles fermés dans X, tels que Ec U Fy, il
i=1

existe un indice ¢ tel que Ec Fy.

ProrositioN 2. — Dans un espace topologique X, pour qu'un
ensemble B soit irréductible, il faut et il suffit que son adhérence B
le soit.

En effet, pour qu'un ensemble ouvert de X rencontre E, il
faut et il suffit qu’il rencontre E, et la proposition résulte des
remarques précédentes.

ProrosrrioN 3. — (1) Si X est un espace irréductible, tout en-
semble ouvert non vide de X est irréductible.

(11) Soit (U,)eea un recouvrement non vide d’un espace topolo-
gique X, formé d’ensembles ouverts tels que Uy n Uy # O pour tout
couple d’indices (a, B). St les ensembles U, sont irréductibles, Ues-
pace X est irréductible.

(1) Si X estirréductible, U c X ouvert non vide dans X et Vc U
ouvert non vide dans U, V est aussi ouvert dans X, done dense
dans X et a fortiort dans U. Donc U est irréductible (prop. 1).

(i1) Montrons que, pour tout ensemble V ouvert dans X et non
vide, on a Vn U, = @ pour tout « € A : il en résultera que Vn U,
est dense dans U, par hypothése, done que V est dense dans X, et
cela prouvera que X est irréductible (prop. 1). Or il existe au
moins un indice y tel que Vn U, # 0 ; comme U,n U, # @ pour
tout «, et que Vn U, est dense dans Uy,ona U,nU,nV £ et
a fortiori U, n'V 5 @, ce qui achéve la démonstration de (ii).

Prorosition 4. — Soient X et Y deux espaces topologiques,
f une application continue de X dans Y. Pour toute partie irréductible
E de X, f(E) est une partie irréductible de Y.

En effet, si U, V sont deux ensembles ouverts dans Y rencon-

trant f(E), ;‘EU) et RV) sont des ensembles ouverts dans X rencon-
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~ - -1
trant E. Par suite fl(U)nfl(V) = f(UnV) rencontre E, ce qui
entraine que UnV rencontre f(E) et démontre la proposition.

DEriNITION 2. — On appelle composante irréductible d’un
espace topologique X toute partie irréductible maximale de X.

Il résulte de la prop. 2 que toute composante irréductible de
X est fermée dans X.

ProrosiTioN 5. — Soit X un espace topologique. Toute partie
irréductible de X est contenue dans une composante irréductible de
X, et X est réunion de ses composantes irréductibles.

Pour démontrer la premiére assertion, il suffit, en vertu du
th. de Zorn, de prouver que I’ensemble J des parties irréductibles
de X est inductif. Soit ® une partie de I totalement ordonnée par
inclusion ; montrons que la réunion E des ensembles Fe ® est
irréductible. Soient U, V deux ensembles ouverts dans X et ren-
contrant E ; comme ® est totalement ordonnée, il existe un en-
semble Fe ® rencontrant U et V; comme F est irréductible,
U n V rencontre F, donc aussi E, ce qui prouve que E est irréduc-
tible, donc que J est induectif. La seconde assertion résulte de la
premiére, car toute partie de X réduite & un seul point est irréduc-
tible.

CoroLLAIRE. — Toute composante connexe d’un espace topolo-
gique X est réunion de composantes irréductibles de X.

En effet, tout sous-espace irréductible de X est connexe en
vertu de la prop. 1, donc contenu dans une composante connexe
de X.

On notera que deux composantes irréductibles distinctes de X
peuvent avoir des points communs (exerc. 11).

PropositioN 6. — Soient X un espace topologique, (P¢)i1<i<n
un recouvrement fint de X formé d’ensembles fermés irréductibles.
Alors les composantes irréductibles de X sont les éléments maximauz
(pour la relation d’inclusion) de 'ensemble des Py.

On peut se borner au cas ot les P; sont deux a deux incompa-
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rables. Si E est une partie irréductible de X, on a Ec gPi,

donc E est contenu dans 'un des ensembles fermés Py ; cela prouve
que les P; sont les seules parties irréductibles maximales de X.

CoroLLAIRE. — Soient X un espace topologique, E un sous-
espace de X n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréduc-
tibles distinctes Q; (1 < i < n) ; alors les composantes irréductibles
de Uadhérence E dans X sont les adhérences Qs des Q; (1 < i < n)
etona Qs # Q; pouri # j.

En effet, E est la réunion des Qq, qui sont irréductibles (prop.
2); comme Q; est fermé dans E, on a Q;nE = Q;; comme
Q:axQjpouri # j,ona Qi ¢ Qj, d’ot1 le corollaire, en vertu de la
prop. 6.

Remarque. — Supposons que X n’ait qu’un nombre fini
de composantes irréductibles distinctes X; (1 € ¢ < n); alors

U = [}( L;/il Xj) est ouvert dans X et dense dans X; puisque
7

X: ¢ Lﬂ) X3 les Ug (1 € i € n) sont done des ouverts non vides
1

de X, irréductibles (prop. 2), deux a deux disjoints, et dont la
réunion est dense dans X.

ProrosiTioN 7. — Soit U une partie ouverte d’un espace topo-
logique X. L'application V — V (adhérence dans X) est une bijec-
tion de Pensemble des parties irréductibles de U, fermées dans U,
sur Uensemble des parties trréductibles de X, fermées dans X etren-
contrant U 5 la bijection réciproque est Z — Z n U. En particulter,
cette bijection applique Uensemble des composantes irréduciibles de
U sur Uensemble des composantes irréductibles de X rencontrant U.

En effet, si V est fermée dans U et irréductible, V est irré-
ductible (prop. 2) et on a V = V n U. Inversement, si Z est irré-
ductible, fermé dans X et rencontre U, Zn U est un ouvert non
vide dans Z, donc est irréductible (prop. 3), dense dans Z, et, comme
Z est fermé, on a Z = Z n U. Cela démontre la proposition.
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2. Espaces topologiques nathériens

DEriNiTION 3. — On dit qu’un espace topologique X est ncethé-
rien si tout ensemble non vide de parties fermées de X, ordonné
par inclusion, posséde un élément minimal.

Il revient au méme de dire que tout ensemble non vide de
parties ouvertes de X, ordonné par inclusion, posséde un élément
maximal, ou que toute suite décroissante (resp. croissante) d’en-
sembles fermés (resp. ouverts) est stationnaire (Ens., chap. 111,
§ 6, n° 5, prop. 6).

ProrositioN 8. — (1) Tout sous-espace d’un espace neethérien
est neethérien.

(ii) Soit (As)ier un recouvrement fini d’un espace topologique
X. St les sous-espaces Aq de X sont neethériens, X est ncethérien.

(i) Soient X un espace ncethérien, A un sous-espace de X,
(Fr) une suite décroissante de parties de A, fermées dans A ; on
a done F, = Fpn A, et les adhérences F, des F, dans X forment
une suite décroissante de parties fermées de X. Comme cette suite
est stationnaire, il en est de méme de la suite (Fp).

(ii) Soit (Gn)n=>o une suite décroissante de parties fermées de X;
par hypothése, chacune des suites (Gnn Ag)n>o est stationnaire.
Comme [ est fini, il y a un entier n, tel que, pour n > n,, on ait

GnnA; = Gy, nA; pour tout iel. Mais G, = Q (Gnn Ay),

donc la suite (Gy) est stationnaire, et X est noethérien.

ProrositioN 9. — Pour qu’un espace topologique X soit neethé-
rien, il faut et il suffit que tout ensemble ouvert dans X soit quasi-
compact.

Pour démontrer que la condition est nécessaire, il suffit, en
vertu de la prop. 8, de prouver que tout espace noethérien X est
quasi-compact. Soit (Uier un recouvrement ouvert de X ;
Pensemble des réunions finies d’ensembles U, est non vide et admet

donc un élément maximal V = LE_HJ U, ot H est une partie finie
L

de I. Par définition, on a Vu U, = V pour tout re I, done V = X,
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Réciproquement, supposons que tout ensemble ouvert dans
X soit quasi-compact, et soit (U,) une suite croissante de parties
ouvertes de X. La réunion V des U, est ouverte, donc quasi-
compacte ; comme (U,) est un recouvrement ouvert de V, il y a
une sous-famille finie de (U,) qui est un recouvrement de V,
donc V = U, pour un indice n, ce qui prouve que la suite (Uy)
est stationnaire.

Lemme 1 (« principe de récurrence noethérienne »). — Soient
E un ensemble ordonné dont toute pariie non vide admet un élément
minimal. Soit ¥ une partie de E ayant la propriété suivante : si
ae E est tel que la relation z < a entraine xe F, alors ae F. On a
alors F = E.

En effet, supposons F s E; alors 6F aurait un élément
minimal b. Par définition, on a ze F pour tout z < b, ce qui
entraine b F, d’ou contradiction.

Prorosition 10. — St X est un espace naethérien, Uensemble
des composantes irréductibles de X (et a fortiori I'ensemble des com-
posantes connexes de X) est fini.

Il suffit de prouver que X est réunion finie de parties fermées
irréductibles (n° 1, prop. 6). Montrons qu’on peut appliquer le
principe de récurrence noethérienne en prenant pour E Pensemble
des parties fermées de X, ordonné par inclusion, pour F len-
semble des réunions finies de parties fermées irréductibles. Soit Y
une partie fermée de X telle que toute partie fermée # Y de Y
appartienne a F. S1 Y est irréductible, on a Y € F par définition ;
sinon, Y est réunion de deux parties fermées Y,, Y, distinctesde Y.
On a donc Y, e F et Y, e F par hypothese, d’ou Y e F par défini-
tion de F. ’

Il en résulte en particulier qu’un espace ncethérien séparé est
nécessairement fini.

3. Le spectre premier d’un anneau

Soient A un anneau, X P’ensemble des idéaux premiers de A.
Pour toute partie M de A, nous noterons V(M) I’ensemble des
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idéaux premiers de A contenant M ; il est clair que, si a est 'idéal
de A engendré par M, on a V(M) = V(a) ; si M est réduit a un seul
élément £, on écrira V(f) au lieu de V({f}), et on a V(f) = V(Aj).
L’application M — V(M) est décroissante pour les relations d’in-
clusion dans A et X. En outre, on a les formules suivantes :

(1 Vio)y=X, V() =g;
(2) V< L_J M) =V(ZM) = F] V(M)

pour toute famille (M.).e1 de parties de A ;
(3) V(ana’) = V{aa') = V(a)u V(a’)

pour tout couple d’idéaux a, a’ de A. En effet, les formules (1) et
(2) sont évidentes ; d’autre part, la formule (3) signifie que, pour
qu’un idéal premier p de A contienne I'un desidéaux aou a’, il faut
et il suffit qu’il contienne aa’, ou qu’il contienne a n a’ ; elle résulte
par suite du § 1, n°® 1, prop. 1. La seconde formule (1) admet la
réciproque suivante : si a est un idéal de A tel que V(a) = 0,
alors a = A, car il n’existe aucun idéal maximal de A contenant a.
Enfin, si a est un idéal de A et r(a) sa racine {§ 2, n° 6, déf. 4), on a

(4) V(a) = V(r(a))

comme 1l résulte du § 2, n°® 6, cor. 1 de la prop. 13.

Les formules (1) & (3) montrent que les parties V(M) de X
satisfont aux axiomes des ensembles fermés d’une topologie (Top,
gén., chap. I,3¢éd., §1,n04).

DEriNiTION 4. — S0it A un anneau. On appelle spectre premier
de A et on note Spec (A) Uensemble X des tdéaux premiers de A,
munt de la topologie pour laquelle les ensembles fermés sont les en-
sembles V(M) ou M parcourt B(A). La topologie ainsi définie s’ap-
pelle topologie spectrale ou topologie de Zariski sur X.

Il est clair que la relation Spec (A) = est équivalente &
A =10l

Soit X le spectre premier d’un anneau Aj; pour tout fe A,
notons Xy I’ensemble des idéaux premiers de A ne contenant pas | 3
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ona Xy = X = V(f), et X est donc un ensemble ouvert. En vertu de
(2), toute partie fermée de X est intersection d’ensembles fermés de
la forme V(f), done les X; forment une base de la topologie spec-
trale sur X. En outre, il résulte aussitét des définitions que ’on a

(5) Xp =9, X, =X,
et plus généralement Xy = X pour tout élément inversible fde A ;

(6) Xyrg = Xrn Xg pour f, g dans A.

Pour toute partie Y de X, notons J(Y) lintersection des
idéaux premiers de A qui appartiennent a Y. Il est clair que J(Y)
est un idéal de A, et que Papplication Y — J(Y) est décroissante
pour les relations d’inclusion dans X et dans A. On a évidemment
les relations

) (@) = A
® f p v.) = @ELS

pour toute famille (Y,), <y, de parties de X. En outre :

ProrositioN 11. — Soient A un anneau, a un idéal de A, Y
une partie de X = Spec (A).

(1) V(a) est fermé dans X et I(Y) est un idéal de A égal a sa
racine.

(i1) J(V(a)) est la racine de a, et V(I(Y)) est Padhérence de Y
dans X.

(iti) Les applications I et V définissent des bijections décrots-
santes réciproques lune de Dautre, entre Uensemble des parties
fermées de X et 'ensemble des idéaux de A égauz & leurs racines.

I’assertion (i) et la premiére assertion de (ii) résultent des
définitions et du § 2, n° 6, cor. 1 de la prop. 13. Si un ensemble
fermé V(M) (pour un M c A) contient Y, on a Mcp pour tout
idéal premier pe Y, d’ou M c I(Y) et par suite V(M) 2 V(I(Y)) ;
comme on a Y c V(I(Y)), V(I(Y)) est le plus petit ensemble
fermé de X contenant Y, ce qui achéve de prouver (ii). Enfin, il
résulte de (ii) que, si a est un idéal égal a sa racine,on a J(V(a)) = a
et que, si Y est fermé dans X, V(J(Y)) = Y ; ce qui démontre (iii).
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On déduit aussitét de la prop. 11 que, si M est une partie quel-
conque de A et Y une partie quelconque de X, on a V(M) =
VS(VIM))) et J(Y) = I(V(I(Y))).

CoRrOLLAIRE 1. — Pour toute famille (Y,)rer de parties fer-

méesde X, 3( ﬂ Y;\) est la racine de la somme des idéaux 3(Y,).

A€l

En effet, il résulte de la prop. 11, (iii), que 3( ﬂ Yx) est le

r€L
plus petit idéal égal a sa racine et contenant tous les J(Y,);

cet idéal contient donc 2 J(Y,) et par suite aussi la racine de
r€L

2 3(Y1) (§ 2, n° 6, cor. 2 de la prop. 13), d’out le corollaire.
AEL

COROLLAIRE 2. — Désignons par t(a) la racine d’un idéal a
de A ; st a et b sont deur idéaux de A, la relation V(a) c V(b) est
équivalente & b c ¥(a) et & r(b) c r(a).

Il est immédiat que les relations bcr(a) et ¥(b) cr(a) sont
équivalentes, et comme V(a) = V(x(a)), le corollaire résulte aussi-
t6t de la prop. 11 ,(iii).

COROLLAIRE 3. — Soit (Hhher une famille d’éléments de A.

Pour qu'un élément ge A soit tel que Xyc l}\\.;l Xp, il faut et il
€

suffit qu’il existe un entier n > 0 tel que g™ appartienne a 'idéal
engendré par les f.

En effet, la relation X,y c U Xy, équivaut a V(g) o l I V(fs),
AEL A€l
et il suftit d’appliquer le cor. 2.
COROLLAIRE 4. — Pour que deux éléments f, g de A sotent tels

que Xy = Xg, il faut et il suffit qu’il existe deux entiersm > O, n > 0
tels que fme Ag et gne Af.

COROLLAIRE 5. — Pour que fe A soit tel que Xy = 0, il faut
et tl suffit que f soit nilpotent.
Cela résulte aussitdt du cor. 4.
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COROLLAIRE 6. — L’adhérence d’un ensemble réduit ¢ un point
pe X = Spec (A) est Uensemble V(p) des idéaux premiers conte-
nant p. Pour que lensemble %p% soit fermé dans X (ou, comme on
dit encore par abus de langage, pour que P soit un point fermé de
X), il faut et il suffit que p soit maximal.

CoroLLAIRE 7. — St A est un anneau neethérien, X = Spec (A)
est un espace noethérien.

ProrositioN 12. — Pour tout f € A, ensemble ouvert Xy dans
X = Spec(A) est quasi-compact ; en particulier, lespace X est
quasi-compact.

Comme les X, forment une base de la topologie, il suffit de
prouver que, si (§)rern est une famille d’éléments de A telle que

Xsc UX;,A, alors il existe une sous-famille finie (g)ren telle
eL

que XfCUXgA. Mais la relation Xfc:UXg;\ signifie qu’il
r€H A€l

existe un entier n > 0 et une sous-famille finie (g))iex telle que
f* appartienne a I'idéal engendré par cette sous-famille (cor. 3
de la prop. 11) ; d’ou la proposition.

ProrositioNn 13. — Soient A, A’ deux anneauzr, X =
Spec(A), X’ == Spec(A’), b un homomorphisme de A dans A’ ;

-1
Papplication ®h : p' — k(p’) de X' dans X est coniinue.
En effet, pour Mc A, 'ensemble (*2)(V(M)) est I'ensemble

des idéaux premiers p’ de A’ tels que M C—é(p’), ce qui équivaut a
h(M) c p’; cet ensemble est donc égal & V(2(M)) et est par consé-
quent fermé.

On dit que %% est 'application associde & ’homomorphisme A.

Remarque. — Si k est surjective et si a est son noyau, il résulte
de la définition de la topologie spectrale que %k est un homéomor-
phisme de X' sur le sous-espace fermé V(a) de X ; en effet, pour

qu’un idéal plremier p’ de A’lcontienne un idéal b’ de A’, il faut et
il suffit que A(p’) contienne A(b’) ; on voit d’abord que °% est injec-
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tive en prenant b’ premier; en outre, pour toutidéal b’ de A’, I'image
—1

par °k de V(b') est V(A(D')), &’ ol notre assertion, les idéaux de la
-1
forme h(b’) étant tous les idéaux de A contenant a.

COROLLAIRE. — Sotent S une partie multiplicative de A,
A’ = S7TA, h Phomomorphisme canonigue iy ; alors “h est un
homéomorphisme de X' = Spec(A’) sur le sous-espace de X =
Spec(A) formé des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.

En effet, soit /' = f/s ou feA, seS; on a Xp= X
puisque s/1 est inversible dans A’. On sait déja que *h est injec-

tive et que, pour tout p’ e X', les relations f/l ep’ et ]‘e_it(p') =
“h(p’) sont équivalentes, donc les conditions p’ & X/ et 2h(p’) € X,
sont équivalentes ; cela montre que *A(X}) est égal & Xyn *A(X"),
d’olt la premiére assertion, puisque les Xy (resp. Xy) forment une
base de la topologie de X (resp. X’). La seconde assertion résulte
du § 2, n° 5, prop. 11, (ii).

Prorosition 14. — Soit A un anneau. Pour qu’une partie Y
de X = Spec (A) soit irréductible, il faut et il suffit que U'idéal I(Y)
soit premier.

Posons p = 3(Y), et notons que, pour un élément fe A, la
relation f e p est équivalente & Y € V(f). Supposons Y irréductible,
et soient f, g des éléments de A tels que fg e p. On a done

Y e V(fg) = V()Hu V(g);

comme Y est irréductible, V(f) et V(g) fermés, on a Y c V(f) ou

Y c© V(g), donc fe p ou gep, ce qui prouve que P est premier.
Supposons maintenant p premier ; on a Y = V(p) (prop. 114,

(ii)), et comme P est premier, P = 3({]3}), dou Y = V(3(§p§)> =

%p; (prop. 11, (11)). Comme un ensemble réduit & un point est irré-
ductible, Y est irréductible (n° 1, prop. 2).

CoroLLAIRE 1. — Pour gqu’'un anneau A soit tel que
X = Spec (A) soit irréductible, il faut et il suffit que le quotient de
A par son nilradical M soit iniégre. :

En effet (prop. 11, (1)), I(X) est la racine de I'idéal (0), ¢’est-
a-dire N.
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CoROLLAIRE 2. — L’application p — V(p) est une bijection de
X = Spec (A) sur U'ensemble des parties fermées irréductibles de X ;
en particulier les composantes irréductibles d’une partie fermée Y
de X sont les ensembles V(P), ot P parcourt l'ensemble des éléments
minimaux de Uensemble des idéaux premiers de A qui contien-
nent 3(Y).

Comme J(V(p)) = p pour tout idéal premier p de A, et
Y = V(3(Y)) pour toute partie fermée Y de X, la premiére asser-
tion résulte de la prop. 14 ; d’autre part, pour que Y o V(p), il
faut et il suffit que p = J(V(p)) 2 J(Y) (prop. 11), d’ou la seconde
assertion.

COROLLAIRE 3. — L’ensemble des idéaux premiers minimaux
d’un anneau neethérien A est fini.

En effet, X = Spec(A) n’a alors qu’un nombre fini de com-
posantes irréductibles (cor. 7 de la prop. 11 et n° 2, prop. 10) et le
corollaire résulte du cor. 2 précédent.

ProrositioNn 15. — Sotent A un anneau, I un ensemble fini,
E Vensemble des familles orthogonales (e;);1 d’tdempotents e; # 0 de
A, telles que X e; = 1. Pour tout (e)ie1€ E, posons w((e)ier) =

iel

(VAL - e)))ier, o((e)iey) = (Ae)ier. Alors = est une bijection
de E sur Uensemble P des partitions (U;)jer de X = Spec (A)
en ensembles ouverts, et o est une bijection de ¥ sur U'ensemble S
des familles (0);e; d’idéaur # 0 de A telles que A soit somme
directe des a;.

Soit (&)ier un élément de E et posons Y; = V(A(1-¢));
sit#£j,onal=1-¢e+e(l-¢)ecAll-e)+ A(l-¢), d’ou
Y:nY; =@ (formules (1) et (2)). D’autre part,

U Y = V(_H A(1 - ¢y)) (formule (3));

iel

par hypothése Il (1 -e) =1-2e = 0, d’ou UY¢ = X
iel iel el
(formule (1)). Comme les Y; sont fermés, ils sont aussi ouverts, d’ou

=(E) c P. Par ailleurs, on a évidemment A = X Ae;; si 0 = X azeq
iel iel
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avec a; € A, on en tire, par multiplication par e;, 0 = as€f = aes
pour tout ¢ ; ceci prouve que o(E)cS.

Lemme 2. — St e, f sont deux idempotents de A tels que Ae et
Af aient méme racine, on a e = f.

En effet, il existe par hypothése des entiers m > 0, n > 0
tels que e = eme Af et f = fre Ae; soient z, y des éléments de
A tels que e=zf, f =ye; on a ef = zf* = af = e et de méme
ef = ye* =ye=f, d’oll e =1.

Le lemme 2 et le cor. 2 de 1a prop. 11 montrent que les applica-
tions @ et o sont injectives.

Montrons que o est surjective. Si (a;);<; est un élément de
S, 11 y a des éléments e; e a; tels que 1 :iz eg; 811 #j,on a

el

eejea;na; = {0}, d'ou e; = Zee; = ef; enfin, on a Agca;
jel

pour tout ie I et X Ae; = A, d’oul Ae; = ay.

il
Reste enfin 4 montrer que & est surjective. Soit (U;);er un

élément de P et posons Z; = bu, = U Uj; comme U; et Z; sont
ey

fermés, il existe des idéaux a;, b; de A tels que U; = V(ay),
Z; = V(b;). On va montrer qu’'on peut de plus supposer que
arnb;=0. On a UynZ; = @, d’ou a; + b; = A ; solent a; e ay,
bieb; tels que a; + by = 1. On a X = UyuZ; = V(asb;) (for-
mule (3)); tout élément de ab; est donc nilpotent (cor. 2 de la
prop. 11) ; soit p un entier tel que afb? = 0. On a U;c V(Aa;) =
V(Aaf), Zsc V(Ab;) = V(ABY) et V(Aag) 0 V(Aby) = V(Aa; + Aby)
= @, done U; = V(Aad?) et Z; = V(AbF), ce qui établit notre
assertion en remplacant a; par Aa? et by par Ab?. Les idéaux a; et
b; étant ainsi choisis, il résulte de ce que o est bijective qu’il existe
deux idempotents f;ea;, e;eb; tels que 1 = e; + fi, esfi = 0,
a; = Afs, by = Aes. Si 7 #j, on a X = Z;uZ; = V(Aeey),
et comme ese; est un idempotent, le lemme 2 montre que ¢;¢; = 0.

Enfin e = X e; est idempotent et on a e; = Ae pour tout iel,
tel

d’ot V(Ae) c Z; pour tout i ; il en résulte que V(Ae) = 0 = V(A1)
et le lemme 2 montre encore que e = 1.
C. Q. F. D,
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CororLLAIRE 1. — Sotent A un anneau, vt un nilidéal de A,
h: A — Ajx Phomomorphisme canonique. Pour toute famille ortho-
gonale finie (e});er d'idempotents de Afr, telle que Xej =1, il

el
existe une famille orthogonale finie (e;);e1 d'tdempotents de A telle

que X e; = 1 et h{e;) = ej pour toutie L.
Z?osons A’ = A/x. On sait (Remarque suivant la prop. 13) que
“h : Spec (A’) — Spec (A)
est un homéomorphisme bijectif, tout idéal premier de A conte-
nant t par hypothése. La prop. 15 montre qu’il existe dans A une

famille orthogonale finie (e;);; d’idempotents telle que Xe, = 1
i€l

et que 'image par %4 de V(A'(1 — ei)) soit V(A(L — ¢;)). Mais il est

clair que V(A(1 — e;)) est aussi I'image par ®k de V(A'(1 — &(e:))) ;

comme 1 - ej et 1 — A(e;) sont des idempotents, le lemme 2 montre

que e; = h(e;), d’ou le corollaire.

COROLLAIRE 2. — Pour que le spectre premier X = Spec(A)
d'un anneau A soil connexe, il faut et il suffit qu’il n’existe dans A
aucun tdempotent autre que O et 1.

Dire en effet que X n’est pas connexe signifie qu’il existe
dans X un ensemble ouvert et fermé distinct de & et de X.

4. Support d’un module

DeFiNiTION b, — Sotent A un anneau, M un A-module. On
appelle support de M, et on note Supp (M), Uensemble des idéaux
premiers P de A tels que My # 0.

Comme tout idéal maximal de A est premier, il résulte aussi-
tot du § 3, n° 3, cor. 2 du th. 1, que, pour qu'un A-module M soit
réduit & 0, il jaut et il suffit que Supp (M) = 0.

Ezxemple. — Soit a un idéal de A ; avec les notations dun° 3,
on a
(9) V(a) == Supp (A/a).

En effet, si p est unidéal premier de A tel que a ¢ p, on sait que
(A/a)y = 0 (§ 3, n° 1, Remarque 3) ; si au contraire acp, aA, est
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contenu dans Pidéal maximal pA, de A, et (A/a), est isomorphe
a Ap/aA,, doncest # 0(§3,n°4, prop. 3) ; d’ot notre assertion.
En particulier, on a Supp (A) = Spec(A).

Prorosition 16. — Soient A un anneau, M un A-module.
(i) St N est un sous-module de M, on a
Supp (M) = Supp (N) u Supp (M/N).

(11) St M est somme d'une famille (N,).c; de sous-modules, on a

Supp (M) = L&J Supp (N.).

(1) De la suite exacte 0 - N - M — M/N — 0, on déduit,
pour tout idéal premier p de A, la suite exacte

0 - N, > M, - (M/N), -0

(§ 2, n° 4, th. 1). Pour que M, soit réduit a O, il faut et il suffit
donc qu’il en soit ainsi de N, et de (M/N),. Autrement dit, la
relation P & Supp (M) équivaut a «p ¢ Supp (N) et p & Supp (M/N) »
ce qui prouve (i).

(i1) Pourr tout idéal premier p de A, M, est somme de la fa-
mille de sous-modules (N.)p (§ 2, n® 4). Dire que M, 3 0 signifie
qu’il existe ve I tel que (N.)p # 0, d’ou (i1).

COROLLAIRE. — Sotent A un anneau, M un A-module, (m,),e1
ur systéme de générateurs de M, et a, Uannulateur de m,. On a alors

Supp (M) = EJ V(a).

En effet, Supp (M) = u Supp (Am,) en vertu de la prop. 16,
L&
(i1). D’autre part, Am, est isomorphe au A-module A/a, et on a vu

que Supp (A/a) = V(a,) (Exemple ci-dessus).

Prorosition 17. — Sotent A un anneau, M un A-module,
a son annulateur ; si M est de type fini, on a Supp (M) = V(a), et
Supp (M) est donc fermé dans Spec (A).

Soit (m4)1<i<n un systéme de gonerateurs de M, et solt ag

Pannulateur de m;; on a a = m a;, donc V(a) == U Vi{ag)

(n° 3, formule (3)), et la proposmon resulte du cor. dela prop' 16.
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CoroLLAIRE 1. — Soient A un anneau, M un A-module de
‘type fini, a un élément de A. Pour que a appartienne d tout idéal
premier du support de M, il faut et il suffit que Uhomothétie de M,
de rapport a, soit nilpotente.

En effet, il résulte de la prop. 17 que I'intersection des idéaux
premiers appartenant a Supp(M) est la racine de I’annula-
teur a de M (n° 3, prop. 11, (ii)). Dire que a appartient a cette
racine équivaut a dire qu’il existe une puissance a* e a, donc que
akM = 0.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau neethérien, M un A-
module de type fini, a un idéal de A. Pour que Supp (M) c V(a), il
faut et il suffit qu’il existe un entier k tel que a*M = 0.

En effet, si b est ’annulateur de M, la relation Supp (M) c V(a)
équivaut a V(b) c V(a) d’aprés la prop. 17, done a a c ¥(b), ot 1(b)
estlaracinedeb (n°3, cor. 2 de la prop. 11). Puisque A est noethérien,
cette condition équivaut encore i V'existence d’un entier £ > 0
tel que a¥ c b (§ 2, n° 6, prop. 15).

PROPOSITION 18. — Soient M, M' deux modules de type fini
sur un anneau A ; on a alors
(10) Supp (M ®, M’) = Supp (M) n Supp (M’).

Il s’agit de prouver que, si p est un idéal premier de A, les
relations (M®aM'), # 0 et « My # 0 et My # 0 » sont équiva-
lentes. Comme les Ap-modules M,®, My et (M®:M'), sont

isomorphes (§ 2, no 7, prop. 18), notre assertion résulte du lemme
suivant :

Lemme 3. — Soient B un anneau local, E et E’ deux B-modules
de type fini. SiE # 0 et E' # 0,0on a EQE’ £ 0.

En effet, soit k le corps résiduel de B. En vertu du § 3, n° 2,
prop. 4, on a A@E # 0 et k®E’ #0; on en déduit que
(kR E)®r (kRz E’) # 0 (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 3, n° 7). Mais
en vertu de P’associativité du produit tensoriel (loc. cit., § 3, n° 8)
ce produit tensoriel est isomorphe & E®,((kQrk)®,E’) =
E®;(k®:;E") donc & kR (E®sE’), d’ou la conclusion.
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CoROLLAIRE. — Soient M un A-module de type fini, n son
annulateur. Pour tout idéal a de A, on a Supp (M/aM) = V(a)n V(n)
= V({a + n).

En effet, M/aM = M ®x(A/a), et Aja est de type fini.

Prorosition 19. — Soient A, B deux anneauz, ¢ : A - B
un homomorphisme, % : Spec(B) > Spec(A) lapplication conti-
nue associée 4 o (prop. 13). Pour tout A-module M, on a
Supp (M) € %9 {Supp (M) ; si en outre M est de type fini, on a
Supp (Mm) = “¢(Supp (M)).

Soit g un idéal premier de B et soit p = Epl(q). Supposons que
q appartienne & Supp (M) ; on a Mg ®; By = (M®,B)®;B; =
M®,B; = (M®, A;) ®,, B,puisque’homomorphisme A —~ B — B,
se factorise en A — A, — By (§ 2, n° 1, prop. 2) ; ’hypotheése
Mg ®:Bg # 0  entraine donc M®,A, #0, d’ou la premiére
assertion. Comme I’homomorphisme ¢4 : Ay, — B, est local, la
seconde assertion résulte du lemme suivant :

Lemme 4. — Sotent A, B deux anneaux locauzx, p : A - B un
homomorphisme local, E un A-module de type fini. SCE # 0, on a
E(B) #* 0.

En effet, soit m I'idéal maximal de A et soit k = A/m le corps
résiduel ; ’hypothése entraine que B®,k = B/mB 3 0; en vertu
de Vassociativité du produit tensoriel, (E®,B)®,%k est iso-
morphe & E®, (B®, k), donc aussi & E®, (kR (B®,k)) et fina-
lement & (E®, k)@ (B®,k); en vertu du § 3, n° 2, prop. 4, on a
E®.k #0, done (E®,B)®,k #0 (Alg., chap. II, 3¢ éd.,
§3,n°7) et a fortiort E®Q, B # 0.

Prorosrrion 20. — Sotent A un anneau, M un A-module de
type fini. Pour tout idéal premier p € Supp (M), il existe un A-homo-
morphisme non nul w : M — A/fp.

Soit p e Supp (M). Comme M est de type fini et My # 0, on
a My/pM, = M;®,, (Ap/PAy) # 0 (§ 3, n° 2, prop. 4). Soit
K = Ap/pA, le corps des fractions de l'anneau integre AJp;
puisque M, /pM, est un K-espace vectoriel non réduit a 0, il existe
une forme linéaire non nulle u : My/pM, — K. Si (z¢)i1<i<n est un
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systéme de générateurs du A-module M, il existe un élément
o # 0 de A/p tel que les images des x; par 'application A-linéaire
composée

v: M— M, - M,/pM, > K

appartiennent 4 A/p. L’application v induit alors une application
A-linéaire non nulle w de M dans A/p.

§ 5. Modules projectifs de type fini

Idéaux fractionnaires inversibles

1. Localisation par rapport a un élément.

Soient A un anneau, M un A-module. Pour tout élément fe A,
nous poserons Ay = A[f1'], M; = M[f?] = M®, Al (§ 2,
no% 1 et 2); si Sy est I'ensemble des f* pour r > 0, on a donc
As= S7*A, My = S/M. Si f est inversible dans A, Ay (resp. My)
s’identifie canoniquement & A (resp. & M) ; si f est nilpotent, on a
Ay =0 et Mf=0. Pour tout homomorphisme z : M - N de
A-modules, on écrira uy = u®1 : My — Nj.

Soit g un second élément de A ; Ay (resp. My,) s’identifie
canoniquement & (Ayf)g1 (resp. (Myf)gn), ot g/1 est I'image de g
dans Ay, et usy a (uy5)g1 (§ 2, n° 3, prop. 7).

Prorosrrion 1. — Soit f un élément d’un anneau A, et soit
9 : A — Af Dapplication canonique. L'application ®¢ : Spec(Ay) —
Spec(A) est un homéomorphisme de Spec(Ay) sur le sous-espace
ouvert Xyde X = Spec(A) (§ 4, n° 3).

C’est un cas particulier du § 4, n° 3, cor. de la prop. 13.

Prorosition 2. — Soient A un anneau, u : M — N un homo-
morphisme de A-modules, et P un tdéal premier de A.

(i) Supposons que up : My — Ny soit surjectif et que N soit de
type fini. Il existe alors f e A ~ D tel que uy : My — Ny soit surjectif.

(it) Supposons que uy soit bijectif, que M soit de type fini et N
de présentation finie. Il existe alors fe A=p tel que uy soit bi-
jectif.
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Soient R et Q le noyau et le conoyau de u ; si ge A, le noyau
et le conoyau de uy (resp. up) sont Ry et Qg (resp. Ry et Qp)
(§ 2, n° 4, th. 1). On a done Q, = 0; comme N est de type fini, il
en est de méme de Q, de sorte qu’il existe g'e A—p tel que
g'Q =0 (§ 2, n° 2, cor. 2 de la prop. 4), d’ou Q4 = 0. Sous les
hypothéses de (i), la suite 0 - Ry - My - Ny — 0 est
exacte, done Ry est de type fini (chap. I, § 2, no 8, lemme 9).
Or, on a (Rg)pr,, = Rp = 0; done il existe g1 e Ay = pAy tel que
ga1iRy = 0 (§ 2, n° 2, cor. 2 de la prop. 4). On a g, = g''/g'?,
oug'’ e A~p;commeg’/lestinversibledans Ry,,ona (g”"/1)Ry =0
d’ou Ry = (Rg)g71 = 0. 51 f = g'g”, on a feA-p, Qr =0
et Ry = 0, de sorte que uy est bijectif.

CoroLLAIRE. — Si N est de présentation finie et st Ny est un
Ap-module libre de rang p, il existe fe A~p tel que Ny soit un
Ajg-module libre de rang p.

Il existe par hypothése p éléments x;e N (1 < i < p) tels
que les z;/1 forment une base du Ap-module libre N,. Considérons
I'bomomorphisme u : A? > N tel que u(e;) = x; pour 1 < ¢ < p,
(ei)1<i<p €tant Ia base canonique de A?. Comme u, est bijectif
par hypothése, il existe fe A ~ p tel que uy soit bijectif, en vertu
de la prop. 2.

Prorosition 3. — Soit (fi)ier une famille finie déléments

d’un anneau A, engendrant I'idéal A de A. L’anneau B = Il Ay,
est alors un A-module fidélement plat. <
En vertu du § 2, n° 4, th. 1, chacun des Ay, est un A-module
plat, donc il en est de méme de B (chap. I, § 2, n° 3, prop. 2).
D’autre part, si p est un idéal premier de A, 1l existe un indice ¢
tel que f; &P et Py, = PAy, est donc un idéal premier de Ay,. On a

alors pPBcpAy x 1L Ay # B puisque pAy # Ay ceci suffit a
i#i
entrainer que B est un A-module fidélement plat (chap. I, § 3,

ne 1, prop. 1).

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la prop. 3, pour qu’un
A-module M soit de type fini (resp. de présentation finte), il faut et
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il suffit que, pour tout indice i, le Ay-module My, soit de type fini
(resp. de présentation finie).

La condition est évidemment nécessaire (§ 2, n° 4). Inverse-
ment, si tous les My, sont de type fini (resp. de présentation finie),
M’ = II My, est un B-module de type fini (resp. de présenta-

1€l
tion finie, car on peut évidemment supposer que pour chaque i
il y a une suite exacte AF — A7, — My, —> 0, ou m et n sont
indépendants de i). Or, on a M’ = M ®.B. Le corollaire résulte

alors de la prop. 3 et du chap. I, § 3, n° 6, prop. 11.

On notera que la condition sur les f; signifie que les ensembles
ouverts Xy, forment un recoucrement de Spec(A) (§ 4, n° 3, cor. 3
de la prop. 11).

2. Caractérisation locale des modules projectifs de type fini.

TaiortEME 1. — Soient A un anneau, P un A-module. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) P est un module projectif de type fin:i.

b) P est un module de présentation finte, et pour tout idéal maxi-
mal mde A, P, est un A,-module libre.

c) P est un module de type fini, pour tout pe Spec(A), le
Ap-module Py est libre, et si on désigne son rang par ry, la fonction
P —ry est localement constante dans Uespace topologigue Spec(A)
(c’est-a-dire que tout point de Spec (A) admet un voisinage dans
lequel cette fonction est constante).

d) Il existe une famille finie (f;);e1 d'éléments de’A engendrant
Vidéal A, telle que, pour tout i e 1, le As-module Py, soitlibre de rang
fini.

e) Pour tout idéal maximal m de A, il existe fe A-m tel
que Py soit un Ag-module libre de rang fini.

Nous démontrerons le théoréme suivant le schéma logique

a)<:d)\\4
Y L)
b) = e)

¢)

a) = b): On sait qu’un module projectif de type fini est de pré-
sentation finie (chap. I, § 2, n° 8, lemme 8, (ii1)) ; si P est un A-mo-
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dule projectif, P, = P®, A, est un A,-module projectif (4Alg.,
chap. 11, 3¢ éd., § 5, n° 1, cor. de la prop. 4); enfin, commme A est
un anneau local, tout A, -module projectif de présentation finie
est libre (§ 3, n° 2, cor. 2 de la prop. b).

b) => e) : Cela résulte du corollaire de la prop. 2duno 1.

¢) == e) : Soit m un idéal maximal de A ; posons r, = n, et
s0it (r¢)1 <i <n une base de Py. Quitte & multiplier les 2; par un
élément inversible de A, on peut supposer que les z; sont images
canoniques d’éléments p;e P(1 < i < n). Soit (e)1 <i < la base
canonique de A" et soit u : A® — P ’homomorphisme tel que
u(es) = ps pour 1 < i € n. Comme P est de type fini, il résulte
de la prop. 2 du no 4 qu’il existe fe A —m tel que uy soit surjectif.
On en conclut que wuyg est aussi surjectif pour tout ge A-m, et
par hypothése il existe ge A—m tel que rp=n pour pe Xy On
peut donc, en remplacant f par fg, supposer que r, = n pour tout
pe Xy Alors up, : A} — Py est un homomorphisme surjectif
et P, et Ay sont deux Ay-modules libres de méme rang; donc
(§ 3, n° 2, cor. de la prop. 6) uy est bijectif pour tout p € X;. Soit
p’ un idéal premier de Ay, et soit p son image réciproque dans A
par Papplication canonique ; si on identifie (A}), et (Py)yr & A%
et Py, par les isomorphismes canoniques, (uy)y s’identifie & up et est
par suite bijectif. On en conclut que uy est bijectif (§ 3, n° 3, th. 1),
ce qui établit e).

e) = d) : Soit E I'ensemble des fe A tels que Py soit un Ay
module libre de type fini. L’hypothése entraine que E n’est con-
tenu dans aucun idéal maximal de A, donc E engendre P'idéal A,
et il existe par suite une famille finie (f;)1<i<n d’éléments de E

n
etdesa;eA(1 < i < n)telsquel = X aifs ; d’ou d).
=1

d) = c¢): Il résulte duno 1, cor. de la prop. 3, que P est de type
fini. D’autre part, pour tout idéal premier p de A, il existe un
indice ¢ tel que pe Xy, ; si P’ = Py, on a Py = (Py)p (§ 2, no° 5,
prop. 10), donc par hypothése P, est libre de méme rang que Py,
ce qui prouve c¢).

d) = a) : Considérons I'anneau B = II Ay, et le B-module
ie1
M = II Py, = P®,B. Pour chaque indice 7, il y a un Ay-module

tel
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libre L; tel que Py, soit facteur direct de L, et on peut supposer que

les L; ont tous méme rang ; donec L = II L; est un B-module
iel

libre, dont M est facteur direct, autrement dit M est un B-module

projectif de type fini. Comme B est un A-module fidélement plat

(n° 4, prop. 3), on en conclut que P est un A-module projectif

de type fini (chap. I, § 3, n° G, prop. 12).

CoroLLAIRE 1. — Supposons vérifides les propriéiés équiva-
lentes de Uénoncé du th. 1. Soit m un entier > 0 tel que, pour toute

famille (x:)1 <i <m d’éléments de P, il existe une famille (a1 <i <m
m

d’éléments de A, non tous diviseurs de zéro, et pour lesquels 2 a;x; = 0.
i=1

Alors, pour tout p € Spec (A), on ary, < m.

En effet, soit p un idéal premier de A ; posons r == ry et soit
(y7)1 <j <r une base du Ap-module libre P,. Il existe des éléments
2z {1 <j<rydePet unse A-ptels quey; = z;/s pour tout j. Pour

r

toute famille (ay)1 <5 <r d’éléments de A tels que 2 az; = 0, on
=1

r
a alors 2 (a;/1)y; = 0 dans Py, dou a;/1 =0 pour 1 <j <
j=1

Comme A ~ D ne contient pas 0, cela montre que les a; sont tous
diviseurs de zéro dans A (§ 2, n° 1, Remarque 3), donc on a néces-
sairement r < m.

COROLLAIRE 2. — Tout module plat de présentation finte est
projectif.

En effet, si P est un A-module plat de présentation finie,
et m un idéal maximal de A, le A,-module P, est plat (§ 3, n° 4,
prop. 13) et de présentation finie (§ 2, n° 4), donc libre (§ 3,
n° 2, cor. 2 de la prop.5). La condition 6) du th. 1 est donc vé-
rifiée.

Remarques. — 1) 11 existe des modules plats de type fini qui ne
sont pas projectifs (exerc. 7).

2) Le cor. 2 du th. 1 s’étend aux modules sur un anneau non
commutatif (chap. I, § 2, exerc. 15).
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3. Rangs des modules projeclifs.

DerinirioNn 1. — Soit P un A-module projectif de type fini.
Pour tout idéal premier p de A, le rang du Ay,-module libre Py
s’appelle le rang de P en p et se note rgy(P).

En vertu du th. 1, la fonction p — rgp(P) & valeurs entiéres
est localement constante dans X = Spec (A) ; elle est par suite cons-
tante si X est ‘coﬁ'}wxe, et en particulier lorsque Panneau A est
tntégre (§ 4,[10 3, cor. 2 de la prop. 15).

DeriNiTION 2. — Soit n un entier = 0. On dit gu’'un A-module
projectif P est de rang n s’il est de type fini et si rgp(P) = n pour toui
tdéal premier p de A.

Il est clair que tout A-module libre de type fini L est de
rang n au sens de la définition 2, n étant égal a la dimension (ou
rang) de L définie en Alg., chap. 11,3eéd., §7, no2.

Un module projectif de rang 0 est nul (§ 3, n° 3, cor. 2 du
th. 1). Si A n’est pas réduit a 0 et si un A-module projectif P est
de rang n, l'entier n est déterminé de facon unique ; on le note
alors rg(P).

TuHEOREME 2. — Soient P un A-module et n un entier > 0. Les
propriéiés sutvantes sont équivalentes :

a) P est projectif de rang n.

b) P est de type fint el, pour tout idéal mazimal m de A, le
An-module Py, est libre de rang n.

c) P est de type fini et, pour tout idéal premier p de A, le Ap-mo-
dule Py est libre de rang n.

d) Pour tout idéal maximal m de A, il existe fe A —m tel que
le Agy-module Py soit libre de rang n.

En vertu de la déf. 2 et du th. 1, a) et ¢) sont équivalentes ;
b) implique ¢), car pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal
maximal 1 contenant P, et si on pose p’ = Py, Py est isomorphe &
(Pm)p (§ 2, n° 5, prop. 11) ; si Pir est libre de rang n, il en est donc
de méme de Pp. La propriété ¢) implique d) en vertu du th. 1 et
du fait que, si fe A = m et si m’ = my, Py, est isomorphe & (Pr)n,
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donec les rangs de Py et Py, sont égaux. Enfin ce dernier raisonne-
ment et le th. 1 montrent que d) implique b).

Remargque. — Si A est un anneau intégre, un A-module projec-
tif admet un rang bien défini (au sens de la déf. 2), comme on I'a
observé plus haut ; en outre ce rang coincide avec le rang défini
en Alg.,chap. 11, 3¢ éd., §7,n92;ilsuffit en effet d’appliquerle th.2¢)
avec p = (0).

Soient E et F deux A-modules projectifs de type fini. On
sait (Alg.,chap. II,3¢éd., §§2et 3) queE X F, E®, F, Hom,(E, F)
et le dual E* de E sont projectifs de type fini; il en est de méme

k
de la puissance extérieure /\ E pour tout entier £ > 0 (4lg., chap.
II1, 3¢ éd.). De plus, on déduit immédiatement de la déf. 1 et
du §2,n°7, prop. 18 et 19, et n° 8, que, pour tout idéal premier
pdeA,ona:

(1) gy (E X F) = rgy (E) + rg, (F)

(2) rgy (E®, F) = rg, (E).rg, (F)

(3) rg, (Hom, (E, F)) = rg, (E) . rg, (F)
(%) rgy (E*) = rgy (E)

o ) — (508,

Lorsque les rangs de E et de F sont définis, il en est de méme

k
de ceuxde E x F, E®, F, Hom,(E, F), E* et /A E, et les formules
ci-dessus sont encore valables en omettant lindice p. En outre :

CoROLLAIRE. — Pour qu’'un A-module projectif de type fini P

n
soit de rang n, il faut et il suffit que \ P soit de rang 1.

ProposiTION 4. — Sotent B une A-algébre commutative, P un
A-module projectif de rang n. Le B-module Pg = B®, P est alors
projectif de rang n.

On sait que Pg est projectif de type fini (Alg., chap. I1, 3¢ éd.,
§ 5, n° 1, cor. de la prop. 4). Si g est un idéal premier de B et p son
image réciproque dans A, on a (Py)q = (P®,B)®;By =P ®,By;=
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(P ®, Ap) ®,, Bg, et comme, par hypothése, P®, A, est un A,-
module libre de rang n, (P)q est un By-module libre de rang n.

Prorosition 5. — Soient A un anneau semi-local, P un
A-module projectif de type fini. Si le rang de P est défini, P est un
A-module libre.

Supposons d’abord que A soit isomorphe & un produit de
corps K; (1 < i < n). Les K; s’identifient alors aux idéaux mini-
maux (Alg., chap. VIII, § 3, n° 1) de A, et, pour tout ¢, la somme p;
des K; d’indice j # i est un idéal maximal de A, les p; (1 < i < n)
étant les seuls idéaux premiers de A. Tout A-module P de type fini
est alors somme directe de ses composants isotypiques P; (1 < i< n),
P; étant isomorphe & une somme directe d’un nombre fini r; de
A-modules isomorphes a K; (4lg., chap. VIII, § 5, n° 1, prop. 1
et n° 3, prop. 11) ; 'anneau A,, s’identifie & K; et annule les P;
d’indice j # i, donc r; = rg,(P) ; si tous les r; sont égaux a un
méme nombre r, P est isomorphe & A", d’ou la proposition dans
ce cas. Dans le cas général, soient R le radical de A, et B = A/R ;
comme B est un produit de corps, le B-module projectif Py, est
libre d’aprés ce qui précede et la prop. 4. Par ailleurs P est un A-
module plat, et la proposition résulte donc du § 3, n° 2, prop. 5.

4. Modules projectifs de rang 1.

THEOREME 3. — Soient A un anneau, M un A-module de type
fini.

(i) 8’il existe un A-module N tel que M®, N soit isomorphe a
A, le module M est projectif de rang 1.

(i1) Réciproquement, st M est projectif de rang 1 et si M* est le
dual de M, U'homomorphisme canonique u: M®, M* — A corres-
pondant & la forme bilinéatre canonigue (x,x*) — <x, a:*> sur
M x M* (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 2, n° 3) est bijectif.

(i) Il s’agit de prouver que, pour tout idéal maximal m de A,
le A,,-module M,, est libre de rang 1 (th. 2 4)) ; quitte & remplacer
A par A, on peut donc supposer que A est un anneau local (§ 2,
no 7, prop. 18). Soit k = A/m. L’isomorphisme ¢ : M® N - A
définit un isomorphisme ¢ ® 15 : (M/mM) ®; (N/mN) — k : comme
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le rang sur k& de (M/mM)®; (N/mN) est le produit des rangs de
M/mM et N/mN, ces derniers sont nécessairement égaux a 1, autre-
ment dit M/mM est monogéne. On en conclut que M est mono-
gene (§ 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 4); d’autre part, Pannulateur de
M annule aussi M®, N, donc est nul, ce qui prouve que M est iso-
morphe 4 A,

(ii) 1l suffit de prouver que, pour tout idéal maximal mde A,
i, est un isomorphisme (§ 3, n° 3, th. 1). Comme M est de pré-
sentation finie (chap. I, § 2, n° 8, lemme 8) (M*),, s’identifie cano-
niquement au dual (M,}* (§ 2, n° 7, prop. 19) et comme M,, est
libre de rang 1 ainsi que son dual (M,,)*, il est clair que ’homomor-
phisme canonique uy @ (My,) Oy (Mi)* — A, est bijectif, ce qui
achéve la démonstration.

Remarque 1). — S1 M est projectif de rang 1 et si N est tel
que M ®, N soit isomorphe & A, alors N est isomorphe a M* : en
effet, on a des isomorphismes

N->NRA->NOIMOIM* > AQM* - M*,

ProprosiTioN 6. — Sotent M et N des A-modules projectifs de
rang 1. Alors M®, N, Hom, (M, N) et le dual M* de M sont projec-

tifs de rang 1.
Cela résulte aussitdt des formules (2), (3) et (4).

Notons maintenant que tout A-module de type fini est iso-
morphe & un module quotient de L = A®™ ; on peut donc parler
de Uensemble F(A) des classes de A-modules de type fint pour la rela-
tion d’isomorphie (Ens., chap. I, 28 éd., § 6, n° 9) ; nous désigne-
rons par P(A) la partie de F(A) formée des classes de A-modules
projectifs de rang 1, et par ci(M) 'image dans P(A) d’un A-module
projectif M de rang 1. Il est immédiat que, pour deux A-modules
projectifs M, N de rang 1, ci(M ®, N) ne dépend que de cl(M) et
de c¢l(N); on pose par définition

(6) el (M) + el (N) = ¢l (M®, N)

et on définit ainst une loi de composition interne dans P(A).
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ProrositioNn 7. — L’ensemble P(A) des classes de A-modules
projectifs de rang 1, muni de la loi de composition (6), est un groupe
commutatif. St M est un A-module projectif de rang 1 et M* son
dual, on a

(7) l(M*) = —cl(M) et el(A) = O.

L’associativité et la commutativité du produit tensoriel
montrent que la loi de composition (6) est associative et commu-
tative ; I'isomorphie de A®, M et de M prouve que cl(A) est
élément neutre pour cette loi, et on a, en vertu du th. 3,
cl(M) + cl(M*) = cl(A), d’ou1 la proposition.

Soient B une A-algébre commutative, M un A-module pro-
jectif de rang 1 ; alors Mg = B®, M est un B-module projectif
de rang 1 (n° 3, prop. 4). 1l existe donc une application dite cano-
nique ¢ : P(A) — P(B) telle que

(8) ¢(cl (M)) = cl(Mg).

La formule M) ®5 N = (M ®, N)g) pour deux A-modules M,
N prouve que Vapplication ¢ est un homomorphisme de groupes
commutatifs.

*Remarque 2). — La condition ¢) du th. 1 (équivalente au fait
que P est projectif de type fini) peut aussi s’exprimer en disant que
le faiscean de modules Psur X = Spec(A) associé (*) @ P est locale-
ment libre de type fint, et peut par suite s’interpréter comme le
faisceau des sections d’un fibré vectoriel sur X. Inversement, tout
fibré vectoriel sur X provient d’un module projectif de type fini,
déterminé a un isomorphisme unique prés; les modules projec-
tifs de rang n correspondent ainsi aux fibrés vectoriels dont toutes
les fibres ont la dimension n. En particulier, les fibrés vectoriels
de rang 1 correspondent aux modules projectifs de rang 1. Sil'on
note Oy le faisceau structural &, et OF le faisceau des unités de Oy
{(dont les sections sur un ouvert U de X sont les éléments inver-
sibles de ’anneau des sections de Oy sur U), on en déduit que le

(*) Voir A. GROTHENDIECK, Eléments de géométrie algébrique,1(§1) (Publ
Math. 1. H. E. S., n° &, 1960).
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groupe P(A) est isomorphe au premier groupe de cohomologie
HY(X, O%). «

5. Sous-modules non dégénérés.

Dans ce n° et les deux suivants, on note A un anneau, S une
partie multiplicative de A formée d’éléments non diviseurs de zéro
dans A, et B Uanneau S—A ; on identifie canoniquement A a un sous-
anneau de B (§ 2, n® 1, Remarque 3). Les éléments de S sont alors

inversibles dans B.

L’un des cas particuliers les plus importants pour les applica-
tions est celul ot A est intégre et S I’ensemble des éléments # 0
de A ; B est alors le corps des fractions de A.

DEriniTiON 3. — Soit M un sous-A-module de B. On dit que M
est non dégénéré si B.M = B.

Lorsque B est un corps, cette condition signifie simplement
que M n’est pas réduit a 0.

Prorosition 8. — Soit M ur sous-A-module de B. Les condi-
tions suigantes sont équivalentes :

a) M est non dégénéré.

b) M rencontre S.

¢) St j : M —> B est Dinjection canonique, I'homomorphisme
u = S : SIM — B est bijectif.

a) implique b), car si B.M = B, il existe ae A, seS et zeM
tels que (a/s)r = 1, donc ax = s appartient & Sn M. Pour voir
que b) implique ¢), remarquons déja que u est injectif (§ 2, no 4,
th.-1) ; en outre si xe M nS, Pimage par u de z/z e S*M dans B
est égale & 1, et u est done surjectif. Enfin, il est clair que ¢) en-
traine a).

CoRrOLLAIRE. — St M et N sont deux sous-A-modules non dégé-
nérés de B, les A-modules M + N, M.N et M n N sont non dégénérés.

L’assertion est triviale pour M -+ N; d’autre part,sise SnM
etteSnN,onasteSn(M.N)etsteSn (Mn N).
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Etant donnés deux sous-A-modules M et N de B, désignons
par N: M le sous-A-module de B formé des be B tels que bMc N
(chap. I, § 2, n° 10, Remarque). Si l'on fait correspondre a tout
be N :M I’homomorphisme Ay : & — bz de M dans N, on obtient
un homomorphisme canonique b — hp de N : M dans Hom, (M, N).

ProrosiTion 9. — Soient M, N deux sous-A-modules de B.
St M est non dégénéré, I'homomorphisme canonique de N:M dans
Hom, (M, N) est bijectif.

Soit se SN M. Sibe N:Mest tel que bx = 0 pour tout ze M,
on a bs = 0, d’'ot b = 0 puisque s est non diviseur de 0 dans B.
D’autre part, soit f € Hom, (M, N) et posons b = f(s)/s ; pour tout
rxeM, il existe te S tel que tz e A. On a done

f(x) = s f(stx) = sUxf(s) = bz,

d’'ou be N: M et f = hy, ce qui démontre la proposition.

Remargue. — En particulier, A : M s’identifie canoniquement
au dual M* de M, la forme bilinéaire canonique sur M x M*
s’identifiant a la restriction & M X (A:M) de la multiplication
B x B -B.

6. Sous-modules inversibles.

(On conserve les notations du n° b.)

DErINITION 4. — Or dit qu’un sous-A-module M de B est
inverstble s’il existe un sous-A-module N de B tel gue M. N = A.

Exemple : Si b est un élément inversible de B, le A-module Ab
est inversible, comme on le voit en prenant N = Ap—1.

PropositioN 10. — Soit M un sous-A-module tnverstble de B.
Alors :

(i) Il existe s S tel que Asc M c As— (et en particulier M est
non dégénéré).

(11) A : M est le seul sous-A-module N de B tel que M. N = A.

Si MN=A,onaB.M=B.(B.M)>B.(M.N)=B.A =B,
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donc M est non dégénéré. De méme, N est non dégénéré. Si

teSnMet ueSn N (n° 5, prop. 8), I’élément s = tu appartient

aSnMnN, dou MscM.N = A, et par suite Asc Mc As™.
D’autre part, on a évidemment Nc A: M, d’ou

A=M.NcM.(A:M)cA

et M.(A:M) = A ; multipliant les deux membres par N, on en
déduit A : M = N, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 4. — Soit M un sous-A-module non dégénéré de B.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est inversible.

b) M est projectif.

¢} M est projectif de rang 1.

d) M est un A-module de type fini et, pour tout idéal mazximal m
de A, le A,-module M, est monogéne.

Montrons d’abord I’équivalence des propriétés a), b) et ¢). Si
a) est vérifiée et si N est un sous-A-module de B tel que M.N = A,
on a une relation

Y4
(9) Dmyng =1 (myeM, n; e N pour tout 7).
i=1

Pour tout z e M, posons vi(z) = nsz; les v; sont des formes
n

linéaires sur M et on a, en vertu de (9), z = X m;ve(x) pour tout
=1

z =M ; cela prouve (Alg., chap. I, 3¢ éd., § 2, n° 6, prop. 12) que M
est projectif et engendré par les m; ; donc M est un module pro-
jectif de type fini.

Soit mt un idéal maximal de A ; montrons que I'entier
r = rg (M) est égal & 1. Soit S’ 1'image de S dans A, ; comme
les éléments de S sont non diviseurs de 0 dans A, ceux de S’ sont
non diviseurs de 0 dans A,,, puisque A, est un A-module plat (§2,
no 4, th. 1 et chap.l, §2, n® 4, prop. 3);ona donec S’1A,, # 0, et
comme M, est un A, -module libre de rang r, S'-*M,, est un S’'1A, -
module libre de rang r. Mais si T’ est ’'image de A = m dans S—A,
S’-1A,, (resp. S'-'M,) s’identifie canoniquement a T’'-I(S-tA)
(resp. T'-%(S-M)) (§ 2, n° 3, prop. 7). Or S'M = B (prop. 8 ¢)),
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donc T'-1(S-'M) est un module libre de rang 1 sur T'-1(S-tA), ce qui
prouve que r = 1 et démontre I'implication a) = c).
IL’implication ¢) = b) est triviale. Montrons que b) = a). Il
existe par hypothése une famille (non nécessairement finie) (e
de formes linéaires sur M et une famille (m;), < d’éléments de M
tels que, pour tout x e M, la famiile (fy(z)) ait un support fini et que
Yon ait z = % myfa(x) (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 2, n° 6, prop. 12).

Puisque M est non dégénéré, on a fr(x) = mz pourun mye A: M en
vertu de la prop. 9 du n° 5. Prenant pour  un élément de Mn S
(n° 5, prop. 8), on voit qu’on a nécessairement n, = 0 sauf pourun

nombre fini d’indices, et 2 myny = 1. Cela entraine évidemment
A

M.(A: M) = A,dolua).

En vertu de la déf. 2 du n° 3, ¢) entraine d). Démontrons la
réciproque. Comme M est non dégénéré, son annulateur est nul,
(prop. 8 b)), donc il en est de méme de 'annulateur de Mn (§ 2, n° 4,
formule (9)). Comme on suppose que Mw est un Am-module mono-
géne, il est donc libre de rang 1 et il résulte alors du n° 3, th. 2,
que M est projectif de rang 1.

CoRroLLAIRE. — Tout sous-A-module inversible de B est plat

et de présentation finie.
Cela résulte du th. 4 ¢).

ProposiTion 11. — Sotent M, N deux sous-A-modules de B.
On suppose M inverstble. Alors :

(i) L’homomorphisme canoniqgue M @, N — M. N est bijeciif.

(i) Ona N:M = N.(A:M) et N =(N:M).M.

Soit j I’injection canonique N — B. Puisque M est un A-mo-
dule plat (cor. du th. 4), 1®;j: M®, N > M®,B est injectif.
Mais comme B = S-1A, le B-module M ®, B est égal & S-'M, done
s’identifie & B puisque M est non dégénéré (n° 5, prop. 8). Si 'on
effectue cette identification, I'image de 1 ®j est M. N, d’ou (i).

Posons M’'= A:M. On a évidemment M'.NcN:M et
M.(N:M)c N. D’autre part, puisque M. M’ = A (prop. 10), on a
N:M=M M.(N:M)cM'.Net N=M.M'.NcM.(N: M), d’ou
(ii).
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Remarque. — Lia démonstration de (i) dans la prop. 11 utilise
seulement le fait que M est plat et non dégénéré.

7. Le groupe des classes de modules inversibles.

(On conserve les notations des nos b et 6.)

Pour la multiplication, Ies sous-A-modules de B forment un
monoide commutatif M, admettant A pour élément neutre. Les
modules inversibles sont donc les éléments inversibles de IR, et
forment par suite un groupe commutatif 3. On a vu (n° 6, prop. 10)
que linverse de M e J est A: M.

Soit A* (resp. B¥) le groupe multiplicatif des éléments inver-
sibles de A (resp. B), et notons u I'injection ecanonique A — B.
Pour tout beB* 06(b) = bA est un sous-A-module inversible.
L’application 6 : B* - J est un homomorphisme dont le noyau est
u(A*) ; son conoyau sera noté € ou €(A). On dit que le groupe €
est le groupe des classes de sous-A-modules tnversibles de B. On a
par construction la suite exacte

(10) (1) > A* 5B* 2 32 € - (1)

ou (1) désigne un groupe réduit a 'élément neutre, et p est Vappli-
cation canonique I — € = J/6(B*).

Comme tout sous-A-module inversible M de B est projectif de
rang 1 (n° 6, th. 4), I'élément cl(M) € P(A) est défini (n° 4).

Prorosition 12. — L’application cl: 3 — P(A) définit, par
passage au quotient, un isomorphisme de € = J[0(B*) sur le noyau
de U homomorphisme canonique ¢ : P(A) — P(B) (n° 4).

En d’autres termes, on a une suite exacte

(11) (1) - A* 5 B* L 3 % pA) 2 P(B).

I1résulte de la prop. 11 dun® 6, et de la définition de ’addition
dans P(A) que Pon a el(M.N) = cl{M) 4+ cl(N) pour M, N dans 3,
ce qui montre que cl est un homomorphisme. Si Me3J3 est iso-
morphe 4 A, il existe b« B tel que M = Ab, et comme M est inver-
sible, il existe b’ e B tel que 4’6 = 1, autrement dit b est inversible
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dans B ; la réciproque est immédiate. Donc le noyau de cl dens J
est O(B*).

Déterminons maintenant Iimage de cl. Si Me3J, on a
M&B =SM =B (n°® 5 prop. 8 ¢)), dou cl(M)e Ker(op).
Réciproquement, soit P un A-module projectif de rang 1 tel que
P = P®.B soit B-isomorphe a B. Comme P est un A-module
plat, Pinjection : A — B définit une injection u®@1: P — Py =B
et P se trouve ainsi identifié & un sous-A-module de B ; en vertu
de la prop. 8¢) du n° 5, P est non dégénéré, et le th. 4 du n°6
montre que P est inversible. Le noyau de ¢ est donc bien égal &
Pimage de ¢l: 3 — P(A).

CoRrROLLAIRE 1. — Pour que deux sous-A-modules inversibles de
B atent méme image dans €, il faut et il suffit qu’ils soient isomorphes.

COROLLAIRE 2. — Si lanneau B est semi-local, le groupe € des
classes de sous-A-modules inversibles de B s’identifie canoniguement
au groupe P(A) des classes de A-modules projectifs de rang 1.

En effet, on a alors P(B) = 0 (n° 3, prop. b).

Remarque. — L’hypothése du cor. 2 est remplie dans les deux
cas suivants :

1) A est intégre et S est 'ensemble des éléments # 0 de A,
B étant donc le corps des fractions de A. Les sous-A-modules inver-
sibles de B sont aussi appelés dans ce cas idéaux fractionnaires in-
versibles ; ceux qui sont des A-modules libres monogénes Ab (b #0
dans B) ne sont autres que les idéaux principauz fractionnaires
définis dans Alg., chap. VI, §1,no 5.

*2) L’anneau A est noethérien et S est ensemble des éléments »
de A qui ne sont pas diviseurs de 0, de sorte que B est ’anneau

total des fractions de A. En effet, on a alors S = A —L{J pi, ou

les p¢ sont les éléments (en nombre fini) de Ass (A) (chap. IV, § 1),
donec B est semi-local (§ 3, n° b, prop. 17).,



EXERCICES

§ 1

€ 1) @) Montrer qu'un groupe G ne peut étre réunion de deux sous-
groupes distincts de G. Montrer que, pour tout ensemble I ayant au
moins 2 éléments, le groupe commutatif G = FY’ est réunion de trois
sous-groupes distincts de G.

b) Soit (Hg)ier une famille finie de sous-groupes d’un groupe G,
telle que chacun des H: soit un sous-groupe de G d’indice infini. Montrer
que G ne peut étre réunion d’un nombre fini de classes & gauche suivant
les H;. (Raisonner par récurrence sur le nombre des éléments de I ; s’il
existe deux indices distincts i, j tels que Vindice (H;: (H:n Hj)) soit
fini, on peut supprimer H;; si au contraire H;n H; est d’indice infini
dans H; pour tout couple (¢, j) d’indices distincts, considérer un indice %
tel que Hy soit maximal dans 'ensemble des H;, et montrer que Hy est
réunion d’'un nombre fini de classes & gauche suivant les Hz n H; pour

t# k)
¢) Donner un exemple d’anneau commutatif A et de quatre idéaux

a,b,,b,, b, de A tels que aq: b, (1 =1, 2, 3), mais @ = U b, (utiliser a}).

2) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, a, P,,..., P,
des idéaux bilateres de A. On suppose que a est contenu dans la réunion
des Py, et que tous les P;, sauf deux d’entre eux au plus, sont des idéaux
premiers (Alg., chap. VI11, § 8, exere. 6). Montrer que a est contenu dans
T'un des p,.

3) Dans I’'anneau produit A = R¥, soit (pour chaque n e N) 11, 'idéal
maximal formé des f: N — R telles que f(n) = 0. Montrer que a == RN
est un idéal de A contenu dans la réunion des 1,, mais dans aucun de
ces idéaux maximaux.

4) Dans un anneau A, soient P un idéal premier, ¢ un élément tel
que P € Ag mais a ¢ p. Montrer que 'on a P = ap.

5) a) Soient A un anneau neethérien, a un idéal de A. Montrer qu’il
existe un nombre fini d’idéaux premiers P, (1 < i < r)telsque p;P,. .. D, Ca.
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(Raisonner par I'absurde en considérant parmi les idéaux contenant a,
distincts de A, et qui ne contiennent aucun produit fini d’idéaux pre-
miers, un élément maximal ; observer d’autre part que, si 'idéal b n’est
pas premier, il existe deux idéaux ¢, D contenant b, distincts de b et tels
que ¢d c b.) (Cf. chap. IV.)

Si A est intégre et a # 0, on peut supposer les p, # 0.

) Donner un exemple d’anneau non neethérien A pour lequel le ré-
sultat de a) est en défaut. (Prendre par exemple A égal 4 'anneau des

fonctions numériques continues dans [0, 1])

9 6) @) Soient A un anneau, a, b deux 1déaux de A tels que b soit de
type fini ; montrer que, si les anneaux quotients A/a et A/b sont nacthé-
riens, il en est de méme de A/ab (observer que b/ab est un (A/a)-module
de type fini)..

b) Montrer que, si un annean A est tel que tout idéal premier de A
soit de type fini, A est ncethérien, (Raisonner par Pabsurde, en montrant
que, dans 'ensemble des idéaux de A non de type fini, il existerait un
élément maximal ¢, non premier par hypothése; il y aurait donc deux
idéaux a 2 ¢, b o ¢, distincts de ¢ et tels que ab c ¢ ; utiliser alors a).)

7) Soit A = Il A; un produit d’une famille finie d’anneaux, les
=1

i=
A: étant canoniquement identifiés & des idéaux de A. Soit B un sous-
anneau de A tel que prsB = A;pourl <7 < n. ’

a) Montrer que, si les A; sont necethériens (resp. artiniens), B est
neethérien (resp. artinien) (cf, Alg., chap. VIII, § 2, exere. 12).

b) Soit 1; Vidéal de B, noyau de la restriction de pr; & B. Montrer
que tout idéal premier P de B contient I'un des 1; (utiliser la prop. 1) ;
en déduire que, pour cet indice i, on a pr; (P) % Ai. Montrer que, si chacun
des A; ne contient qu’un nombre fini k; d’idéaux maximaux, B contient

n
au plus .2 ki idéaux maximaux.

=1

¢) Soient M(A), R(B) les radicaux de A et de B respectivement.
Montrer que Pon a R(B) = B n R(A). Si chacun des A; ne contient qu'un
nombre fini d’idéaux maximaux, montrer que, pour tout entier &k > 1,
on a pr((R(B))*) = (R(A:))* pour tout i et (R(B))* = (R(A))*nB
(écrire R(B) comme produit d’idéaux maximaux distincts, et remar-
quer que, st M est un idéal maximal de B tel que pr;(m) = m; soit un
idéal maximal de A4, on a pr; (M%) = ME).

8) @) Soient a, b deux idéaux étrangers dans un anneau A. Montrer
que Pon a a: b=a, b:a=D. Si ¢ est un idéal de A tel que accbh,
on acch.

b) Soient P, q deux idéaux premiers dont aucun n’est contenu dans
Pautre; ona p: g = p et q : p = . Donner un exemple de deux idéaux
P, g premiers et principaux dans Panneau de polyndémes A = K[X, Y]
{ou K est un corps), dont aucun n’est contenu dans 'autre et qui ne sont

pas étrangers.
¢) Soit a un élément non diviseur de 0 dans A. Montrer que, si I'idéal
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principal P = Aa est premier, la relation P = D¢ pour deux idéaux b, ¢
de A entraine b = A ou ¢ = A.

9) a) Soit (03);<icn une famille finie d’idéaux deux & deux étrangers
d’un anneau A, telle qu’aucun a; ne soit de la forme bc =bnc,oubetc
sont deux idéaux étrangers. Si {af);1<j<m st une seconde famille d’idéaux
deux a deux étrangers de A, telle que a,0,... 0, = a{a;...dq,, montrer
que 'on a m € n; si m = n, il existe une permutation = de [1, n] telle
que af = Qnypour 1 < I < n (utiliser la prop. b, ainsi que Alg., chap. VILI,
§ 1, exerc. 1d)).

b) Soit A un anneau noethérien. Montrer que tout idéal a de A est
égal au produit d’un nombre fini d’idéaux deux a deux étrangers, dont
aucun n’est le produit de deux idéaux étrangers. (Raisonner par 'absurde,
en considérant un élément maximal de ’ensemble des 1déaux n’ayant pas
cette propriété.)

10) Donner un exemple d’un anneau A et d’une famille infinie

d’idéaux maximaux distincts (M,), ey de A, telle que ' ' 1, = 0, mais
n
que Papplication canonique A — II(A/m,) ne soit pas surjective.
n

11) Soit A un anneau non nécessairement commutatif, et soient a, b
deux idéaux bilatéres de A tels que a + b = A. Montrer que anb =
ab + ba. Donner un exemple ou anb # ab (considérer Panneau des
matrices triangulaires inférieures d’ordre 2 sur un corps).

§ 2

1) On dit qu’une partie multiplicative S d’un anneau A est saturée
sila relation 2y € S entraine x € Set y « S.

a) Pour qu'une partie S de A soit multiplicative et saturée, il faut et
il suffit que A — S soit réunion d’idéaux premiers de A.

b) Soit S une partie multiplicative de A, et soit S I'ensemble des
z e A pour lesquels il existe y € A tels que xy e S. Montrer que S est la
plus petite partie multiplicative saturée contenant S, A — S est la réunion
des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, et pour tout A-module
M, ’homomorphisme canonique de S-*M dans S-1M est bijectif.

¢) Soient S et T deux parties multiplicatives de A. Montrer que les
deux propriétés suivantes sont équivalentes : o) Sc T ; B) pour tout
A-module M tel que S7IM = 0, on a T-'M = 0. (Pour voir que $) entraine
«), considérer un A-module quotient A/As, ot s € S.)

2) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A. Montrer
que I'ensemble 11 des « € A tels que sz = 0 pour un s € S est un idéal de A.
On pose A; = A/1t et on désigne par S; image canonique de S dans
A,. Montrer qu’aucun élément de S, n’est diviseur de 0 dans A, et que
Phomomorphisme canonique S2A — S7*A,; est bijectif.

En déduire que, pour que S*A soit un A-module de type fini, il faut
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et il suffit que tous les éléments de S, soient inversibles dans A,, auquel
cas S7tA s’identifie & A,.

3) Soient S = Z* (complémentaire de %0 % dans Z), p un entier > 1,
M le Z-module somme directe des modules Z/p"Z pour neN. Montrer
quel’onaS-M = 0 bien que M soit un Z-module fidéle, et que 'application
canonique StEndy (M) — Endgaz (S*™M) n’est pas injective.

4) Soient S = Z* M un Z-module libre ayant une base infinie. Mon-
trer que Papplication canonique S'Endy (M) — Endg1y (S~2M) n’est pas
surjective. Déduire de la et de I'exerc. 3 un exemple de Z-module M tel
que Iapplication canonique S-1Endz (M) — Endgz (S-'M) ne soit ni
injective ni surjective.

5) Donner un exemple d’une suite (P,) de sous-Z-modules de Z telle que,

pour S == Z*, le sous-module S~ 1( I ’ Pn)smt distinct de i I (571Px).

6) Donner un exemple de —module M tel que, pour S = Z" on ait
Ann (M) = 0 mais Ann (SIM) = Q (cf. exerc. 3).

7) Soit S une partie multiplicative d’'un anneau A ; pour toute fa-
mille (M,),er de A-modules, définir un homomorphisme canonique
S1IT M, — IT S-1M, de S'A-modules. Donner un exemple ou cet

tel te1
homomorphisme n’est ni injectif ni surjectif (cf. exerc. 3).

8) Soient A un anneau, (S;),e1, une famille de parties multiplicatives

de A, et soit M :AEBLS;}A. Montrer que les deux propriétés suivantes
=

sont équivalentes : a) M est un A-module fidélement plat ; B) pour tout

idéal maximal Mt de A il existe Ae L tel que mn S, = 0. En particulier,

si S est une partie multlphcatlve de A, le A-module S7A n’est fidélement

plat que si les éléments de S sont inversibles, auquel cas S7A s’identifie

aA.

9) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A, q un 1déal
premier de A. Montrer que, si T est Pimage de A — g dans S*A, T'an-
neau T-1(571A) est isomorphe & S'A ) ot §’ est le complémentaire de la
réunion des idéaux premiers de A contenus dans g et ne rencontrant
pas S.

10) a) Soient K un corps commutatif, A Ianneau de polyndmes
KIX, Y], = (X),qg=(Y),Sle complementalre de p u g dans A. Mon-
trer que le saturé pour S de P + ¢ est distinct de la somme des saturés
depetdeq.

) Soient K un corps commutatif, A Yanneau de polynémes K[X,Y,Z],
p=(X)+(Z), q=(Y) 4+ (Z), S le complémentaire de P U g dans A,
Montrer que le saturé pour S de pq est distinct du produit des saturés
de p et de q.

11) Soit p un nombre premier ; quels sont les idéaux de Z qui sont
saturés pour I'idéal (p) ?

12) Dans un anneau A, on désigne par r(a) la racine d’un idéal a.

a) Montrer que, pour trois idéaux, a, b, c de A, on a x(a + be¢) =
ra -+ (bn ) =r(a 4 Hynya + o).
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b) Donner un exemple d’une suite infinie d’idéaux (a.) de A telle

que r( m a,.) # m (Ax).

*c) Donner un exemple d’idéal principal a tel que t(a) ne soit pas de
type fini, et qu’il n’existe aucun entier n > 0 tel que (r(a))" c a. (Consi-
dérer un anneau de valuation non discréte de rang 1.),

13) Soit A un anneau.

a) Donner une autre démonstration de l'exerc. 6 b) d’'Alg.,
chap. VIII, § 6, en considérant les images du polynome f dansles anneaux
(A/P)[X], ot P parcourt I'ensemble des idéaux premiers de A.

b) Soit N une matrice carrée d’ordre r sur A; pour que N soit
nilpotente, il faut et il suflit que chacun des coefficients (autres que le
coefficient dominant) de son polyndéme caractéristique le soit. (Pour voir
que la condition est nécessaire, utiliser la méme méthode que dans a) ;
pour voir qu’elle est suffisante, utiliser le th. de Hamilton-Cayley).

¢} Montrer que, pour tout couple -d’entiers positifs k, r, il existe un
plus petit entier positif m(k, r) indépendant de I'anneau A, tel que la rela-
tion N* = 0 entraine (Tr(N))"* " —= 0. (Considérer Panneau A — Z[Ty],
ou les Ty sont r2 indéterminées, la matrice X = (Ty) sur A et I'élément

r

t= 2 Tu=Tr(X) de A; si ar est I'idéal de A engendré par les élé-
f=1

ments de X, montrer, & I'aide de &), qu’il existe un entier m tel que
e q,.)

d) Montrer que m(2, 2) = 3.

%] 14) a) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif) noethé-
rien & gauche, a un idéal a gauche de A. On suppose qu’il existe un idéal
a gauche b # 0 tel que anb = 0.

Montrer que tout élément a e a est diviseur & droite de 0. (Soit
b # 0 un élément de b, et soit a, = Ab 4 Aba + - - - + Aba™; considérer
le plus petit entier r tel que Gn = Ane).

b) Soient E un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps K,
et A Panneau End (E). Donner un exemple de deux éléments u, ¢ de A
tels que ni u ni ¢ ne soient diviseurs & droite de 0, et AunAe¢ = 0.

9 15) Soient X un espace topologique complétement régulier, X
son compactifié de Stone-Cech (Top. gén., chap. IX, 2¢¢d., § 1, exerc. 7).
Pour tout xeBX, on désigne par J(z) I'idéal maximal de I'anneau
C(X; R) formé des f e C(X ; R) telles que « soit adhérent au sous-en-

semble f(O) de X (Top. gén., chap. X, 2¢ éd., § 4, exerc. 15) ; on désigne

par U(z) I'idéal formé des f e C(X ; R) telles que f(O) soit la trace sur X
d’un voisinage de x dans BX ; U(x) est égal a sa racine.

On dit qu'un idéal a de C(X ; R) est isolé (resp. absolument isolé)
si, pour tout f > 0 dans @, tout gtel que 0 < g < f (resp. | g| < f) appar-
tient & a (cf. Alg., chap. VI, § 1, exerc. 4) ; alors C(X ; R)/a est muni
d’une structure d’ordre (resp. d’une structure d’ordre réticulée) compa-
tible avec sa structure d’anneau et pour laquelle les éléments > 0 sont
les classes mod. a des éléments > 0 de C(X ; R) (loc. cit.).
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a) Montrer qu’un idéal a de C(X ; R) égal & sa racine est absolument
isolé (sife aet|g] < |f], considérer la fonction égale & 0 pour f(x) = 0,
a (g(x))¥/f(x) pour f(x) # 0). Pour que dans ce cas C(X ; R)/a soit totale-
ment ordonné, il faut et il suflit que a soit premier ; I'ensemble des idéaux
premiers de C(X ; R)/a est alors totalement ordonné par inclusion.

b) Pour qu’un idéal isolé a de C(X ; R) soit tel que C(X ; R)/a soit
totalement ordonné, il est nécessaire que @ soit contenu dans un seul
idéal maximal 3(z), et alors a contient nécessairement U(z) ; il est suffi-
sant que a contienne un idéal premier, et alors a est absolument isolé
(remarquer que la relation fg = 0 implique alors f e @ ou g « a).

¢) On prend X == R, = 0 ; montrer que I'idéal principal engendré
par la fonetion t — |¢| est contenu dans 3(0) et contient U(0), mais
n’est pas isolé ; I'idéal principal engendré par Papplication identique ¢ — ¢
est contenu dans 3(0), contient U(0) et est isolé, mais non absolument isolé.

d) Montrer que, si P et q sont deux idéaux premiers dans C(X ; R),
on a Pq = pn q (et en particulier P2 = P) et P + q est premier ou égal
a C(X:R). (S1p + q # C(X; R), observer que P -+ q est absolument
isolé et égal A sa racine, et utiliser a).)

e) Pour que U(z) soit premier, il faut et il suffit que, pour toute fone-
tion fe C(X; R), Vadhérence dans $X de I'un des deux ensembles

fl ((0, + =f), fl (J- 0, 0)) soit un voisinage de z. En déduire un exemple
ou Y(x) est premier et non maximal (considérer I'espace topologique
associé & un ultrafiltre non trivial ; cf. Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 6, n° 5).

f) On suppose que z « X. Pour que U(z) = I(=z), il faut et il suffit que
toute intersection dénombrable de voisinages de xz dans X soit un voisi-
nage de x. (Cf. Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 7, exerc. 7.)

g) Montrer que C(X ; R) s’identifie canoniquement a I’anneau tota
des fractions de C*(X ; R).

16) Soit A un anneau topologique (non nécessairement commutatif).
On dit que la topologie de A est linéaire (4 gauche) si les idéaux a gauche
ouverts de A forment un systéme fondamental de voisinages de 0.
Lorsqu’il en est ainsi, Pensemble & des idéaux & gauche ouverts de A
satisfait aux conditions suivantes :

10 Tout idéal & gauche de A contenant unidéal m € & appartienta F.

20 Toute intersection finie d’idéaux de & appartient a &

30 Simed et ae A, I'idéal & gauche 1 formé des x € A tels que
za € M appartient & F.

Réciproquement, si un ensemble F d’idéaux & gauche d’un anneau
A vérifie ces trois conditions, il existe une topologie et une seule compa-
tible avec la structure d’anneau de A et pour laquelle F est Iensemble
des idéaux a gauche ouverts de A. On dit qu’un tel ensemble 5 d’idéaux
a gauche est topologisant (4 gauche).

17) (*) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), F
un ensemble topologisant (exerc. 16) d’idéaux & gauche de A.

(*) Les exercices 17 & 25 (inédits) nous ont été communiqués par
P. Gabriel.
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a) On dit qu’'un A-module (& gauche) M est F-négligeable si annula-
teur de tout élément de M appartient & F. Si M est F-négligeable, il en
est de méme de tout sous-module et de tout module quotient de M.
Si M et N sont deux A-modules F-négligeables, M @ N est F -négligeable.
Pour que A,/ soit F-négligeable, il faut etil suffit quem e F. 51 (0) e F,
tout A-module est F-négligeable ; si F est réduit au seul idéal & gauche
A, tout A-module  -négligeable est réduit a 0.

b) Pour tout A-module M, il existe un plus grand sous-module
F-négligeable de M que V'on note M. Pour tout homomorphisme u :
M — N de A-modules, on a u(FM) c FN ; soit Fu Papplication de FM
dans & N dont le graphe coincide avec celui de u | FM. Si

K2 v

0 M N P

est une suite exacte de A-modules, la suite
0— M 5 gN 22
est exacte. Montrer que 5 A est un idéal bilatére de A.
¢) Soient M, 1 deux éléments de F tels que M cn; pour tout A-
module & gauche M, P'injection canonique j : 1 —> 1 définit un homomor-
phisme de groupes commutatifs

FP

Um,yn = Homa(j, 1m) : Homa(1, M) — Homa(m, M).

Lorsqu’on ordonne J par la relation o, les uy, ., définissent un sys-
téme inductif de groupes commutatifs, dont on notera la limite induc-
tive M. ). Les applications um,a, forment un systéme inductif, dont la
limite inductive est une application (dite canonique) de M = Homa(A,, M)
dans M(g). De méme, si ¢ : M — N est un homomorphisme de A-modules
& gauche, les ¢y = Homa(4, ¢) : Homa(m, M) — Homa(m, N) forment
un systéme inductif dont la limite inductive est un homomorphisme

de groupes commutatifs ¢ @ Mgy >Ny Si 0—-M ANEpP
) e W, o

est une suite exacte de A-modules, la suite 0 — M4 N N 5 P

est exacte.

18) @) Soient A un anneau, F et G deux ensembles topologisants
(exerc. 16) d'idéaux & gauche de A. On note & .G l'ensemble des idéaux
a gauche [ de A pour lesquels il existe un idéal & gauche e § tel que
1/l soit F-négligeable. Montrer que F .G est topologisant ; pour qu’'un
A-module M soit F.SG-négligeable, il faut et il suffit qu’il existe un
sous-module F-négligeable M’ de M tel que M/M’ soit G-négligeable.
Montrer que la loi de composition (¥, §) — F .G dans ensemble des
ensembles topologisants d’idéaux a gauche de A est associative.

On dit que F est idempotent si F.F = F.

b) Montrer que & .G contient tous les idéaux de la forme m.n, ou
meFetneG.

¢) Soient K un corps commutatif, B 'anneau des polynémes a coeffi-
cients dans K par rapport 4 un systéme infini d’indéterminées (X,)
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( = 0). Soit b I'idéal de B engendré parles éléments XX, (¢ # j);soient
A Panneau B/b, &; la classe mod. b de X;, m I'idéal de A engendré par
les £; ; on prend pour F Pensemble des idéaux contenant une puissance
de m. Montrer que J est topologisant et contient le produit de deux
idéaux quelconques de J, mais n’est pas idempotent.

d) On suppose que A est commuiatif et § un ensemble topologisant
d’idéaux de A tel que toutidéal M e F contienne unidéal N e F de type
fini. Montrer que, si le produit de deux idéaux de J appartient & F, F
est idempotent.

9 19) Soit F un ensemble d’idéaux & gauche d’un anneau A ; on
suppose J topologisant et idempotent (exerc. 16 et 18). )

a) Montrer que, si Me F,Me F et ue Homa(1, Ay), alors u(m) e F

=1 -1
(considérer la suite exacte 0 -»m[u(M) —> As/u(m) — A/t — 0). Pour
tout A-module M et tout ¢ € Homa (M, M), on désigne par u.¢ I'image
canonique dans Mg (exerc. 17 ¢)) de I'’homomorphisme composé

;Ll(m) S m 5 M. Montrer que P'application (u, ¢) —> u.¢ est Z-bilinéaire ;
il lui correspond une application Z-linéaire
G, n + Homa (1, Ay) @z Homa (111, M) — M(g.

Ces applications forment un systéme inductif, et leur limite inductive
correspond donc canoniquement & une application Z-bilinéaire

¥ Ay X Mg — M-

Montrer que, si M == A, { est une loi de composition interne qui fait de
A gy un anneau, et l'application canonique A — Ag est un homomor-
phisme d’anneaux pour cette structure. Pour un A-module 4 gauche M
quelconque, § est une loi externe définissant sur Mg, une structure de
Ag)-module & gauche ; pour cette structure (et pour I’application cano-
nique A — Ag) l'application canonique M — Mgy est un homomor-
phisme de A-modules.

b) Sit: M- M est Phomomorphisme canonique, montrer que
Ker (i) = FM et que le A-module Coker (i) = Mg)/i(M) est F -négligeable.

¢) Pour tout A-module & gauche M, on désigne par Mg le A-module
a gauche (M/FM)), par jy application canonique composée

M—>M/FM — Mg;

on a Ker (jy) = FM et le A-module Coker (jy) = Mg//u(M) est F-négli-
geable.

Soient u : P —M, & : P - Q des homomorphismes de A-modules,
tels que Ker (k) et Coker (A) soient F-négligeables ; montrer qu’il existe
un A-homomorphisme ¢ : Q —> Mg et un seul rendant commutatif le dia-
graminie

P—sM
ry J T

Q—~> My
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(Se ramener d’abord au cas ol  est injectif ; identifiant alors P & un sous-
module de Q, remarquer que, pour tout ze Q, il existe N e F tel que
mzc P, et faire correspondre 4 x I'image canonique dans Mg de ’'homo-
morphisme composé 1m S mz P -5M-—>M/FM).

d) Pour tout homomorphisme u : M — N de A-modules, montrer
qu'il existe un unique homomorphisme ug : Mg — Ng# rendant commu-
tatif le diagramme

M—»N
I ¥ | ix

Mgz — N
F g NF

(utiliser a), b) et ¢)). Montrer que, si

u v

0 M N P

est une suite exacte de A-modules, la suite

0 My‘?Nnggy

est exacte (remarquer que lapplication M/FM — N/FN déduite de u
par passage aux quotients est injective).
Montrer que les applications jyg et (ju)g coincident et sont des iso-

morphismes (et par suite FMg = 0). Si N’ est un sous-A-module
de Mg, (—;M(N’))g s’identifie canoniquement & NZ (observer que, si on
pose N = ;;(N’), N'/ju(N) est F-négligeable).

e) Soient M un A-module a gauche, ¢ : A X M — M Papplication
Z-bilinéaire (a, m) — am. Montrer qu’il existe une application Z-bilinéaire
et une seule pg : Ag X Mg — Mg rendant commutatif le diagramme

AxM-—M
iy Xiae & ¥ 7
AgXMg:GMy

On définit ainsi sur Ag une structure d’anneau et sur Mg une
structure de Ag-module & gauche. Siu: M — N est un homomorphisme de
A-modules, ug : Mg — Ng est un homomorphisme de Ag-modules. Afin
que, pour tout A-module M, I'application u —> ug de Hom, (M, N) dans
Hom, g (Mg, Ng) soit bijective, il faut et il suflit que jx soit bijective.

f) On prend pour A 'anneau de polyndémes K[X, Y] sur un corps
commutatif K, pour F l’ensemble (topologisant et idempotent) des
idéaux de A contenant une puissance de l'idéal m = (X) + (Y). Si
M = AJ/AX, et si n : A — M est Papplication canonique, montrer que
ug : Ag —> Mg n’est pas surjective. (Montrer que Ay s’identifie 4 A, et
Mg a K[Y, 1/Y], o1 Y est la classe de Y dans M, de sorte que XY = 0
et X(1/Y) = 0).
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2) Si Yon pose FM = Mg/jx(M), montrer que, pour toute suite
exacte 0 >M - N —P -0 de A-modules, on a une suite exacte
0+>FM—>IFN—->FP - FM -—>FN - F'P (utiliser le diagramme
du serpent).

k) Soit F” Vensemble des idéaux a gauche I' de Ag tels que (Ag),/I’
soit un A-module F-négligeable : montrer que § est I’ensemble des
idéaux a gauche de Ag contenant les j, (1), ou MeF (observer que
Mg = Ag pour tout Me F, en utilisant la suite exacte de d) ; par suite
Ag/j (M) est F-négligeable). Pour tout Ag-module M’, on a FM’ =
F'M’ (M’ étant considéré comme A-module au moyen de j,), F' est
topologisant et idempotent, et Mg~ s’identifie canoniquement a M.

20) Soit F un ensemble topologisant et idempotent d’idéaux a
gauche d’un anneau A.

a) On suppose que tout idéal de F contient un idéal de type fint
appartenant & 5. Soient M un A-module, (N,),e1 une famille filtrante
croissante de sous-modules de M, dont la réunion est M. Montrer que
Mg est réunion de ses sous-Ag-modules (N,)#. En particulier, pour toute

famille (My)yer, de A- modules @ Ml)g- est canoniquement isomorphe
a @ M;\

b) On suppose vérifide la condition de a), et en outre que, pour tout
homomorphisme surjectif u : M — N de A-modules, g : Mg — Ng soit
surjectif. Alors, 'application canonique Ag ®, M -> Mg définie par la
loi externe de Ag-module de Mg est un isomorphisme de Ag-modules (se
ramener au cas o M est libre) ; 'anneau Ag est un A-module & gauche
plat, et les Ag-modules a4 gauche coincident avec les A-modules a
gauche M tels que I'application jy : M — Mg soit bijective.

¢) On suppose que A est un produit infini I A, d’anneaux ; on

el
désigne par e, 'élément unité de A, et on prend pour & I’ensemble des

idéaux a gauche de A contenant I'idéal bilatére a = @A (les A, étant

canoniquement identifiés & des idéaux de A). Montrer que, pour tout
A-module & gauche M, Mg s’identifie au produit II(eM) et en parti-
el

culier Ag = A. En déduire que, pour tout A-homomorphisme surjectif
u:M— N, ug : Mg — Ng est surjectif, mais donner des exemples de
A-modules M tels que jy ne soit pas bijectif.

d) On suppose vérifiée la condition de a), et en outre que A est
commautatif. Montrer que, si M est & ‘neghgeable Mgy = 0.

21) Soient A un anneau commautatif, F un ensemble topologisant et
idempotent d’idéaux de A.

a) I’anneau Ag est alors commutatif (remarquer que, si Mme J et
ue Hom, (1M, A), on a a(M2cm; si ¢ est un second élément de
Hom,(m, A), montrer que ¢(u(zy)) = u(v(zy)) pour x € 1, y = M),

b) Soit 5’ la famille des idéamx I’ de Ag tels que Az/l' soit
F-négligeable (exerc. 19 )). Montrer que l'application P — Pg est une
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bijection de ’ensemble des idéaux premiers P de A n’appartenant pas &
F sur 'ensemble des idéaux premiers de Ag n’appartenant pas a F'.
{Montrer d’abord que, si A est intégre, il en est de méme de Ag, en utili-
sant la méme remarque que dans a) ; utiliser ensuite la suite exacte de
Pexerc. 19 d) pour montrer que pg est premler Si P’ est un idéal premier

de Ag n’appartenant pas A F ', et p = ]A(p ), on rappelle que P’ = Pg).

¢) Soient B une A-algébre, G Pensemble des idéaux & gauche { de B
tels que B/l soit F-négligeable. Montrer que § est ensemble des idéaux
a gauche de B contenant un idéal de la forme B.1m, ou M e F; en déduire
que G est topologisant et idempotent, et que, pour tout B-module N, on a
FN = 6N et Ng s’identifie canoniquement 4 Ng.

d) Soit S une partie multiplicative de A, et soit F Pensemble des
idéaux de A rencontrant S. Montrer que & est topologisant et idempotent,
et que, pour tout A-module M, Mg, et Mg s'identifient canoniquement
a4 S-IM (remarquer que tout idéal de § contient un idéal principal As,
ou s e S).

91 22) Soit A un anneau (non nécessairement commutatif), et soit S
une partie multiplicative de A.

a) Soit F l'ensemble des idéaux & gauche [ de A tels que, pour tout
a e A, ilexiste s € Stel que sa e | ; cela entraine en particulier [ n S # .
Montrer que & est topologisant et idempotent.

b) Soient B un anneau, ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux.
On dit que le couple (B, ¢) est un anneau de fractions a gauche de A a
dénominateurs dans S s’il vérifie les conditions suivantes :

1) Si g(a) = 0, il existe s & S tel que sa = 0.

IT) Sis e S, o(s) est inversible dans B.

I11) Tout élément de B est de la forme (¢(s))2¢(a), ou a € A.

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

«) I’anneau A posséde un anneau de fractions & gauche & dénomi-
nateurs dans S.

B) Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

B} Quels que soient se S, ae A, il existe teS et be A tels que
ta = bs.

Bo) Sia e A et se Ssont tels que as = 0, il existe € S tel que ta = 0.

v) Les images canoniques des éléments de S dans Ag sont inver-
sibles.

En outre ces propriétés entrainent les suivantes :

8) Les idéaux principaux As, ott s € S, appartiennent & § et tout
idéal me §F contient un de ces idéaux principaux.

) L’annulateur a gauche de tout s € S est contenu dans §F

{) Pour toute suite exacte 0 - M ENBP 50 de A-modules, la

k
suite 0 — Mg 4 Ng e Ps — 0 est exacte.

(On montrera que o) = B) = v) = «}. Pour voir que v) entraine «),
remarquer que, pour tout A-module M et tout zeFM, il existe se S
tel que sz == 0. Pour voir que B) entraine y), prouver d’abord que B)
entraine 3), €) et {). Pour montrer que 8) entraine ), on établira, a
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Paide de 8), que, si M e F et si u e Hom, (M, P/FP), alors il existe se S
tel que Ascm et ¢ € Hom, (As, N/FN), tels que le diagramme

As —> N/FN
i v

soit commutatif, ¢ étant I'injection canonique et p’ I'application déduite
de p par passage aux quotients. On comnsidérera enfin, pour tout se S,
la suite exacte

0 N A5 A AJAs 0

ou ps est ’homothétie A— As; on utilisera ), {) et P'exerc. 4 de Alg..
chap. I, § 8).

¢) Déduire de b) que, si A posséde un anneau de fractions & gauche
(B, ¢) 4 dénominateurs dans 5, cet anneau posséde la propriété univer-
selle suivante : pour tout homomorphisme d’anneaux f : A — C tel que
f(s) soit inversible dans C pour tout s € S, il existe nun homomorphisme et
un seul g : B — C tel que f = goo. En particulier B est canoniquement
isomorphe a Ag.

d) On définit de méme la notion d’anneau de fractions & droite de A
a dénominateurs dans S. Déduire de ¢) que, s’il existe ala fois un anneau de
fractions & gauche et un anneau de fractions & droite de A, & dénomina-
teurs dans S, ces deux anneaux sont isomorphes.

e) Soient E un espace vectoriel sur un corps K, (¢,),e1 une base
de E, T Palgébre tensorielle de E. Soient J une partie de I non vide et
distincte de I, S la partie multiplicative de T engendrée par les e, tels
que te J. Montrer que T n’admet pas d’anneau de fractions & gauche
ou & droite & dénominateurs dans S.

f) Avec les notations de e), on suppose I = N, et on considére 'anneau
A quotient de T par I'idéal bilatére engendré par les éléments €2 et
eo2i — eiv16o pour tout ¢ > 0, et eie; — ¢jes pour £ > 0,7 > 0. Soit S’ Ien-
semble multiplicatif engendré par les images canoniques des e; dans A,
pour ¢ > 0; montrer que A admet un anneau de fractions & gauche,
mals non un anneau de fractions a droite, & dénominateurs dans S'.

¢) On suppose que A admet un anneau de fractions & gauche a déno-
minateurs dans S. Dans 'ensemble S x A, soit R la relation entre
(s, z) et (t,y) 1 «ilexistere S, ue A, ve A tels quer = us = vtet que
uz = ¢y ». Montrer que R est une relation d’équivalence, et définir sur
Pensemble B = (S % A)/R une structure d’anneau telle que le couple
formé de S et de Papplication ¢ : A — B transformant x € A en la classe
de (1, ) soit un anneau de fractions a gauche de A & dénominateurs
dans S (utiliser le fait que, pour seS et te S, il existe ue A et ve A
tels que r = us = ¢t appartienne & S). Cas ou S = A - g()%(cf. Alg.,
chap. I, § 9, exerc. 8).

23) a) Soit A un anneau ncethérien & gauche sans diviseur de 0
autre que 0. Montrer que A posséde un corps des fractions & gauche
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(utiliser I'exerc. 14 a) pour montrer que la condition B;) de 'exerc. 22 b)
est remplie pour S = A — gO %)

b) Soit A un anneau ncethérien & gauche et a droite et sans divi-
seur de 0. Montrer que tout A-module & gauche M, de type fini et dont
tout élément s O est libre, est sous-module d’un A-module libre. (Plonger
canoniquement M dans K ®, M, ou K est le corps des fractions (4 gauche
ou & droite) de A considéré comme A-module & droite ; si (x;) est
une base du K-espace vectoriel & gauche K @, M, montrer qu’il existe
a # 0 dans A tel que M soit contenu dans le sous-A-module de K @, M
engendré par les a~1x:.)

9] 24) Soient A un anneau commutatif ou non, § l'ensemble des
idéaux a gauche [ de A tels que I n M % 0 pour fout idéal & gauche M £ 0
de A.

Pour que [ € & 1l faut et il suffit que pour tout élément a # 0 de A,
il existe b & A tel que ba # 0 et ba € L. Tout idéal | de F contient le socle
gauche de A (Alg., chap. VIII, § 5, exerc. 9), et si A est artinien, 5 est
formé des idéaux contenant le socle gauche de A.

a) Montrer que J est un ensemble topologisant (exerc. 16). En dé-
duire que P'ensemble ades a € A tels que la = 0 pour un le & (réunion
des annulateurs & droite des [ € &) cst un idéal bilatére de A, qui ne
contient aucun idempotent. Si A est noethérien 4 gauche, montrer que a
est nilpotent (prouver d’abord que tout élément ¢ e a est nilpotent, en
considérant les annulateurs & gauche des a» ; puis utiliser I'exerc. 26 &) de
Alg., chap. VIII, §6).

Soient K un corps commutatif, B I’anneau de polynémes & coeffi-
cients dans K par rapport & des indéterminées Y et X; (¢ > 1). Soit b
I'idéal de B engendré parles X:X; (i # j) et les YI'1X,, et soit A 'anneau
quotient B/b ; montrer que dans A T'idéal a défini ci-dessus contient la
classe de Y, qui n’est pas nilpotente.

b) Montrer que, pour tout idéal & gauche m de A, il existe unidéal a
gauche i de A tel que M1t =0 et M + 1 e F. (Prendre pour Munidéal
maximal parmi les idéaux 4 gauche [ tels que m n 1= 0.)

¢) On dit qu'un anneau A est net (& gauche) si I'idéal bilatére a
défini dans a) est réduit & 0. Lorsqu’il en est ainsi, ’ensemble F est
idempotent (solent [, m, n des idéaux & gauche de A tels que ne F,
lcn, w/l étant F-négligeable, et M 5 0. Si x 5 0 appartient & mnan,
il existe t € F tel que r.z clnm).

9 25) Avec les notations de I'exerc. 24, on suppose que A est un
anneau net a gauche.

@) Montrer que Papplication canonique ja : A — Az est injective,
ce qui permet d’identifier A & un sous-anneau de Ag. Soit ' I'ensemble
des idéaux & gauche I’ de Ag tels que Iz = Ag; montrer que F' est Pen-
semble des idéaux & gauche I’ de Ag tels que I' n ' # 0 pour tout idéal
a gauche M’ 5% 0 de Ax. (Montrer d’abord que, pour tout idéal & gauche
m # 0 de Ag, ona Anm’ # 0; remarquer d’autre part que les idéaux
I e 5 sont exactement les idéaux & gauche de Ag contenant un idéal
M e F.) Montrer que 'anneau Ag est net & gauche.
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b) Montrer que Ag est un A-module injectif, ¢’est-a-dire (41g., chap.
11, 3¢ éd., § 2, exerc. 11) que, pour tout idéal & gauche [ de A et tout
u € Hom, (I, (Ag),), il existe @’ € Ag tel que u(z) = za’ pourtout x e L.
(Utiliser Pexerc. 24 b) et I'exerc. 19 ¢).) En déduire que tout endomor-
phisme du A-module A est delaformen : & — za’ olt ' € Ag (remarquer
que Hom,(A, Ag) = Hom, . (Ag, Ag) en vertu de l'exerc. 19 ¢)); en
outre on a Ker(u) = (Ker (u))g.

¢) Montrer que, pour tout idéal & gauche [ de A, [ est facteur direct
de Ag. (Soit M un idéal & gauche de A tel quemnl=0et m+IeF;
prolonger la projection de m + | sur m, nulle dans [, en un endomor-
phisme p de Ag ; montrer que p? = p et que Ker (p) = I5.)

d) Montrer que Ag est un anneau absolument plat (chap. I, § 2,
exere. 17). (Se ramener au cas o A = Ag. Si u est 'endomorphisme
z — za du A-module & gauche A;, on a Ker (1) = (Ker (u))5, et Ker(u)
admet par suite un idéal supplémentaire M dans A:; remarquer que
Im (u) est isomorphe a M, donc injectif (Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 2,
exerc. 11), et par suite facteur direct de A, (loc. cit.). Utiliser enfin
Pexerc. 13 de Alg., chap. 11, 32 éd., § 1.)

9 26 a) Montrer que tout anneau de Zorn A (4lg., chap. VIII, § 6,
exerc. 13) sans nilidéal # O est net & gauche ; en particulier, tout anneau
absolument plat et tout anneau primitif dont le socle n’est pas réduit &4 0
est un anneau net & gauche.

b) Soit A un anneau primitif & gauche dont le socle n’est pas réduit &
0 ; montrer que, si A est représenté comme sous-anneau dense d’un anneau
d’endomorphismes End,(V) d’un espace vectoriel (Alg., chap. VIII,
§ b, exerc. 10), 'anneau Ag correspondant & A (exerc. 25) est isomorphe
a Endy(V).

¢) Montrer que tout anneau quasi-simple A (Alg., chap. VIII, § 5,
exerc. 5) est net & gauche et & droite, et que ’anneau correspondant Ag
est quasi-simple. En déduire que, pour tout anneau B non réduit a 0, il
existe un homomorphisme ¢ : B — R dans un anneau R qui est quasi-
simple, absolument plat et tel que R; soit un R-module injectif.

d) Soit A un anneaun ncethérien 4 gauche sans idéaux nilpotents.
Montrer que A est net a gauche et que I'anneau correspondant Ag
est un anneau simple (« théoréme de Goldie »; utiliser exerc. 24 a)
et d’autre part, utiliser Alg., chap. VIII, § 2, exerc. 7, en remarquant
que, dans I'anneau absolument plat Ag, il ne peut exister de famille
infinie d’idempotents orthogonaux deux & deux, sinon A contiendrait
une somme directe infinie d’idéaux a gauche # 0). Montrer que, si
se A n’est pas diviseur & droite de 0 dans A, il est inversible dans Ag,
et réciproquement ; 'ensemble S de ces éléments est une partie multipli-
cative de A. Montrer que J est 'ensemble des idéaux a gauche de A ren-
contrant S (pour voir que les idéaux rencontrant S appartiennent a 5, re-
marquer que les éléments de S ne sont pas diviseurs a gauche de 0 dans
A ; pour voir que tout e F contient un élément de S, représenter Ag
comme anneau d’endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension
n, et définir par récurrence n éléments ui,..., un. de | tels que ui; = 0
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pour J < i et u} £ 0, les u, étant de rang 1 ; on montrera enfin que le
noyau de s = u, + --- + ua est nul). En déduire que (A, j,) est un
anneau de fractions & gauche de A, 4 dénominateurs dans S (exerc. 22).

27) a) Soient A un anneau, M un A-module fidéle de type fini.
Montrer que si a, b sont deux idéaux de A tels que aM = DM, les racines
de a et de b sont égales (utiliser le n® 2, cor. 2 de la prop. 4).

b) Déduire de a) que si, dans un anneau intégre A, P est un idéal
premier de type fini, on a p™ # Pp* pour m #* n.

¢) Soient K un corps, A I'anneau de polynémes K[X, Y] & deux
indéterminées. Dans A, soient a I'iddéal AX* 4+ AX3Y 4 AXY? + AYY,
b lidéal a + AX?Y2; montrer que I'on a b # a et b2 = a2,

§ 3

1) a) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, I, (resp. Is)
I'ensemble des éléments de A qui n'ont pas d’inverse a gauche (resp. &
droite). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 1° la
somme de deux éléments de I, appartient 4 I, ; 20 I, est un idéal 4 gauche ;
30 il y a un plus grand idéal a gauche I dans I'ensemble des idéaux a
gauche # A. Si ces conditions sont réalisées, 'anneau opposé A® vérifie
aussi ces conditions, on a I, = la = 3, J est P'unique idéal maximal
(2 gauche ou a droite) de A, donc le radical de A, tout élément x ¢ J est
inversible, et A/J est un corps (cf. Alg., chap. VIII, § 6, n° 3). On dit
encore alors que A est un anneau local.

b) Montrer que dans un anneau local il n’existe pas d’idempotent
distinct de O et de 1.

2) a) Soit A un anneau local (commutatif) dont I'idéal maximal m

soit principal et tel que ' Im" = 0 (cf. chap. III, § 3, n° 2, cor. de la

nzl
prop. 4). Montrer que les seuls idéaux de A sont 0,A et les puissances m*;
en déduire que A est nccthérien et est, *soit un anneau de valuation
discréte {chap. VI),, soit un anneau quasi-principal dans lequel 1 est
un idempotent indécomposable (Alg., chap. VII, § 1, exerc. 6).

b) Soit A Yanneau des germes au point ¢ = 0 des fonctions numsé-
riques définies et continues -dans un voisinage. de 0 et dérivables au point
0 (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § G, n° 10). Montrer que A est un anneau
local dont I'idéal maximal m est engendré par le germe de la fonction
J:it—1t;onam" # 0 pour tout n, mais A n’est pas principal. Si c est le
germe de la fonction ¢ — exp (- 1/t?), et P un idéal premier de A ne conte-
nant pas ¢, montrer que ’anneau quotient B = A/p est un anneau local
intégre non principal dans lequel I'idéal maximal est principal.

41 3) Soient A un anneau local (non nécessairement commutatif,
¢f. exerc. 1), m son radical.

a) Soient L. un A-module & gauche libre, z # 0 un élément de L.
Soit (e,).e1 une base de L pourlaquelle le nombre des composantes # 0 de
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x soit le plus petit possible ; si z = X E.e, soit J Pensemble des e I tels
[1=34

que E. # 0. Montrer qu’aucun des . (+ « J) n’appartient & I'idéal 4 droite
de A engendré par les autres.

b) Les hypothéses et notations étant celles de a), soient P, Q des sous-
modules supplémentaires de L tels que zeP; pour-tout el soit
e = Y + z, ot y. € P, z, € Q. Montrer que la famille formée des y. pour
te J et des e, pour & J est une base de L. (Prouver, en utilisant a),
que si 2 = Y} {we les composantes ¥y, telles que xeJ et teJ appar-

teX
tiennent nécessairement & M et utiliser le cor. 2 de la prop. 4.) En déduire
qu'il existe un sous-module libre de P qui contient z et est facteur
direct de P.

¢) Montrer que tout A-module projectif P est libre {(en utilisant le
th. de Kaplansky (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 2, exerc. 4) on se raménera
au cas ou P est engendré par une famille dénombrable d’éléments, et on
appliquera b) a ce cas).

d) Donner un exemple d’un anncau local A et d’'un A-module plat M
qui ne soit pas libre et soit tel que MM = M (prendre A = Z). *(Au
chap. III, § 3, nous donnerons des exemples de A-modules fidélement
plats et non libres sur un arnneau local nocthérien A.),

e) Soient A un anneau local, M un A-module plat de type fini.
Montrer que M est un A-module libre (utiliser I'exerc. 23 ¢) du
chap. I, § 2).

4) Soient A un annecau local (non nécessairement commutatif),
m son radical. Soient M et N deux A-modules libres (de type fini ou
non), # : M — N un homomorphisme tel que 1®u : M/mM —» N/mN
soit bijectif. Montrer que u est injectif. ( On pourra commencer par se
ramener au cas ou les modules M et N sont de type fini et utiliser la
prop. 6.)

5) Montrer par un exemple que la prop. 7 ne s’étend pas au cas ou
I’anneau local A n’est pas réduit.

6) a) Soit M le Z-module défini dans Alg., chap. VII, § 4, exerc. 22 h);
soit T le sous-module de torsion de M. Montrer que, pour tout nombre
premier p, le sous-module Tz de M(y) est facteur direct de My, bien que
T ne soit pas facteur direct de M.

b) Soit N le Z-module défini dans Alg., chap. VII, § 3, exerc. 5;
montrer que, pour tout nombre premier p, M) est un Z)-module libre
bien que M ne soit pas un Z-module libre.

7) Soient A un anneau, (S)),<1, une famille de parties multiplicatives
de A telles que, pour tout idéal maximal m de A, il existe A e L tel que
mnS, = (cf. § 2, exerc. 8). Soient M, N deux A-modules, u: M — N
un homomorphisme. Pour que u soit surjectif (resp. injectif, bijectif, nul),
il faut et il suffit que, pour tout A e L, S;*u : S;*M — S;*N le soit. Com-
ment se généralisent les corollaires du th. 1 dun°3 ?

8) Soient A un anneau, B une A-algébre (non nécessairement commu-
tative), E un B-module & gauche de type fini.
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a) Soient S une partie multiplicative de A, et munissons S'B =
S1A ®,B de sa structure de S-'A-algébre; SIE peut alors étre consi-
déré comme un S'B-module 4 gauche (Alg., chap. VIII, § 7, n° 1), iso-
morphe & SB ®y E. Montrer que, si E est un B-module plat, SE est
un S'B-module plat.

b) Soit (Sy)re1, une famille de parties multiplicatives de A telle que
pour tout idéal maximal m de A, il existe Ae L tel que mn Sy = 4.

Montrer que b SIB est un B-module fidélement plat (A gauche et a
A€L

droite ; cf. § 2, exere. 8). Montrer que si, pour tout A& [, S;'E est un
S3'B-module plat (resp. fideélement plat), alors E est un B-module plat
(resp. fidélement plat) (utiliser le chap. 1, § 3, exerc. 9, avec G, = Si'A).

¢) On suppose que les S, vérifient la condition de ) et que L soit
fini. Montrer que si, pour tout rel, Si'E est un un Sy'B-module
projectif de type fini, alors E est un B-module projectif de type
fini.

9) Montrer que, pour qu'un anneau (commutatif) A soit absolu-
ment plat (chap. I, § 2, exerc. 17) il faut et il suffit que, pour tout idéal
maximal m de A, A, soit un corps (remarquer qu'un anneau local
absolument plat est nécessairement un corps, et utiliser le cor. de la
prop. 15).

10) Soient A, B deux anneaux, p : A — B un homomorphisme, q un

idéal premier minimal de B, p = p(q). On suppose qu’il existe un B-mo-
dule N tel que Ng soit un A-module plat non réduit a 0, et que Ny s0it
un Ap-module de type fini; alors Pidéal premier P est minimal dans A.
(Observer que Ny est alors un Ap-module fidélement plat, et utiliser le
§ 2, n° 5, cor. 4 de la prop. 11.)

11) Soient A un anneau, a un idéal de A, S la partie multiplicative
de A formée des éléments dont 'image canonique dans A/a est non divi-
seur de 0 ; soit @ I'ensemble des éléments maximaux de 'ensemble des
idéaux de A ne rencontrant pas S (de sorte que les idéaux p e @ sont
premiers, ¢f. § 2, n° 5, prop. 11). Montrer que a est I'intersection de ses
saturés pour les idéaux P e @ (se ramener au cas ot a = 0 et utiliser le
cor. 1 du th. 1).

M12) Soit A = Il A; un produit d’une famille finie d’anneaux
=1

locaux Ay, identifiés canoniquement a des idéaux de A. Soit B un sous-
anneau de A tel que prdB = A; pour 1 < i < n. Montrer que B est com-
posé direct d’au plus r anneaux locaux, et ne peut étre composé direct
de » anneaux locaux que si B = A. (Procéder par récurrence sur n, en
considérant les idéaux a; = Bn A; de B. Examiner successivement le
eas ou &; = A; pour un indice 7 au moins, et le cas ou a: # A: pour tout ¢.
Remarquer que, 1 0; # A;, tout idéal maximal de B contient a;, et en consi-
dérant ’'anneau B/a,, en conclure qu’il y a au plus z —- 1 idéaux maximaux
distinets dans B ; si alors B n’est pas un anneau local, se ramener au cas
ou 0; == A; pour un j # ¢ en utilisant ’hypothese de récurrence et
Pexerc. 1 b).) Donner un exeraple ou n > 1, B est un anneau local mais
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n’est isomorphe 4 aucun des A; (prendre pour les A; des algébres sur un
méme corps K, dont les idéaux maximaux M, sont de carrés nuls.)

9 13) Soient G un groupe fini dont 'ordre » est une puissance p/
d’un nombre premier p, et K un corps de caractéristique p.

a) Soit E un ensemble fini out opére G (Alg., chap. I, § 7, n® 2) ; si
E’ est ensemble des éléments de E invariants par tout g e G, montrer
que Card (E) = Card (E’) (mod. p). En déduire que, si G n’est pas réduit
4 son élément neutre e, le centre Z de G n’est pas réduit 4 e (faire opérer
G dans lui-méme par automorphismes intérieurs). Conclure que G
est résoluble (Alg., chap. 1, § 6, exerc. 14).

b) Soit V un espace vectoriel sur K, et soit p un homomorphisme de
G dans GL(V). Soit V' I'ensemble des x € V invariants par les applications
linéaires p(g), out g € G. Montrer que, si V' est réduit a 0, V est nécessaire-
ment réduit 4 0. (Sixz e Vet z 5 0, appliquer a) au sous-groupe additif E
de V engendré par les éléments p(g).z, ou g G).

¢) Soit A = K® Dalgebre du groupe G sur K (Alg., chap. 111, 32 éd.,
§ 1), et soit I le sous-espace vectoriel de A (sur K) engendré par les élé-
ments 1 - g ou g e G. Montrer que I est le radical de A et que A/I est
isomorphe & K (utiliser ) et la définition du radical) ; en déduire que I est
nilpotent.

d) Soient V un A-module de type fini, V' 'enserable des éléments x
de V tels que g.x = z pour tout ge G. Montrer que 'on a les inéga-
lités

(*)  dimg(V) < n. dimg(V/IV); (**)  dimg(V) < n. dimg(V').

(Pour établir (*), utiliser le cor. 2 de la prop. 4 ; en déduire (**) en
considérant le dual de 'espace vectoriel V sur K.) Pour que les deux
membres de 'inégalité (*) (resp. (**)) soient égaux, il faut et il suffit que
V soit un A-module libre (cf. cor. 1 de la prop. 5).

14) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, dont le
radical 11 est tel que A/t soit un corps, et M un A-module libre de type
fini.

a) Soit M’ un second A-module libre de type fini, et soit u : M — M’
un homomorphisme tel que u(M) soit facteur direct de M"; on appelle
rang de u et on note rg(u) le nombre dim #(M). Pour un tel homomor-
phisme, Ker () est facteur direct de M et p(u) = dim M — dim (Ker (u)) ;
pour que z soit injectif (resp. surjectif), il faut et il suffit que rg(z) = dim M
(resp. rg(u) = dim M’), Le transposé ‘u est tel que ‘u(M'*) soit facteur
direct dans M* et on a rg(‘u) = rg(u).

b) Soit n = dim M. On appelle droites (resp. hyperplans) dans M les
facteurs directs de M de dimension 1 (resp. » — 1). On dit qu’un automor-
phisme # e GL(M) distinct de Pidentité est une transvection s’il existe un
hyperplan H de M dont les éléments sont invariants par u ; on a alors
u(x) = x -+ a¢(x), ou ¢ est une forme lindaire sur M telle que H = Ker (¢)
et a e H ; réciproque. Si A est commutatif, montrer que tout automor-
phisme u € GL(M) de déterminant 1 est produit de transvections (obser-
ver que, dans la matrice de u par rapport & une base quelconque de M,
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toute colonne contient au moins un élément inversible de A, et une
matrice de la forme I + AEy (¢ 5 j) est la matrice d’une transvection).

¢) Donner un exemple d’un automorphisme u e GL(M) tel que le
noyau de 1 — u ne soit pas facteur direct de M (prendre pour A I’anneau
local K[[X]] des séries formelles 4 une indéterminée sur un corps K,
et M = A).

d) Donner un exemple de facteurs directs N, P de M (nécessairement
libres) tels que N + P et N n P ne soient pas des facteurs directs de M.
(Prendre A = K[X]/(X?), ou K est un corps, et M = A2)

91 15) Soient A un anneau (commutatif), M un A-module.

a) Pour qu’un sous-module M’ de M soit pur (chap. I, § 2, exerc. 24),
il faut et il suffit que, pour tout idéal maximal m de A, My, soit un sous-
Ay-module pur de My, {utiliser le th. 1 du n° 3).

b) On suppose que A soit un anneau local d’idéal maximal m, et M
un A-module libre de type fini. Pour qu’un sous-module M’ de type
fini de M soit pur, il faut et il suffit qu’il soit facteur direct de M. (En
utilisant le cor. 1 de la prop. 5 du n° 2, se ramener 4 prouver que, si
M’ cmM, M’ ne peut étre sous-module pur de M que si M’ = 0.)

16) Soit (Ax, fu) un systéme inductif filtrant d’anneaux locaux,
tel que les fu soient des homomorphismes locaux ; soif my, I'idéal
maxtimal de A, et soit K = Ay/nt. Alors A = 1311) A, est un anneau
local dont m = lin; m, est I'idéal maximal et K = liin> Kai le corps rési-
duel. En outre, si on a My, = A, M, pour A < p, on a M = ANy, pour
tout A.

§ 4

1) Soient (X, fap) un systéme projectif d’espaces topologiques, dont
Iensemble d’indices est filtrant, X = lim X, f« 'application canonique
-

de X dans X,. On suppose que, pour tout «, f. soit surjective; montrer
que si les X, sont irréductibles, X est irréductible (cf. Top. gén., chap. I,
3e éd., § 4, n° 4, cor. de la prop. 9). En particulier, tout produit d’espaces
irréductibles est irréductible.

2) On dit que, dans un espace irréductible X, un point z est géné-
rique si §x} est partout dense dans X.

a) Si X est un espace de Kolmogoroff (Top. gén., chap. I, 3¢ éd.,
§ 1, exerc. 2), il admet au plus un point générique; si X est un espace
accessible (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 8, exerc. 1), il ne peut admettre
un point générique que s’il est réduit & un point.

b) Donner un exemple d’espace accessible irréductible et infini (cf.
Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 8, exerc. b).

¢) Soient X, Y deux espaces irréductibles admettant chacun un
point générique ; on suppose en outre que Y admet un seul point géné-
rique y. Soit f: X — Y une application continue ; pour que f(X) soit
dense dans Y, il faut et il suffit que, pour tout point générique = de X,
on ait f(z) = y.
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d) Soit (X, fup) un systéme projectif d’espaces irréductibles dont
Pensemble d’indices est filtrant ; on suppose que chacun des X, admet
un seul point générique xy. Montrer que si, pour a < B, f«g(Xg) est dense
dans X, alors X = lim X, est irréductible et admet un seul point géné-

<«
rique (méme méthode que dans 'exerc. 1).

3) Soient X un espace topologique, (Y,) une famille filtrante crois-
sante de sous-espaces de X ; montrer que, si chacun des sous-espaces Y
est irréductible, et si X est réunion de la famille (Y,), X est irréductible.
En déduire un exemple ot X est un espace de Kolmogoroff, chacun des
Y, admet un point générique, mais X n’admet pas de point générique.

4) Soient Y un espace irréductible admettant un seul point géné-
rique ¥, X un espace topologique, f : X — Y une application continue.

-1
a) Pour toute composante irréductible Z de X rencontrant f(y),
f(Z) est dense dans Y.

~1

b) Donner un exemple oi1 f(X) est dense dans Y mais f(y) est vide
{prendre pour X un sous-espace de Y).

¢) Montrer que, si Z admet un point générique z et si f(Z) est dense

dans Y, on a f(z) = y et z est point générique de Z n fl(y).

5) Soit G un groupe semi-topologique (ZTop. gén., chap. 111, 3¢ éd.,
§ 1, exerc. 2) connexe. Montrer que, si G n’admet qu’un nombre fini de
composantes irréductibles, il est nécessairement irréductible (obser-
ver que les composantes irréductibles se déduisent de la composante irré-
ductible contenantl’élément neutre e par translation a gauche ou a droite).

6) Soit X un espace topologique.

a) Soient z un point de X, U un voisinage ouvert de x n’ayant qu'un
nombre fini de composantes irréductibles. Montrer qu’il existe un voisi-
nage V de z tel que tout voisinage ouvert de 2 contenu dans V soit
connexe.

by On suppose que tout point de X posséde un voisinage ouvert
n’ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles. Montrer que
les propriétés suivantes sont équivalentes :

o) Les composantes irréductibles de X sont ouvertes.

B) Les composantes irréductibles de X sont identiques 4 ses compo-
santes connexes.

v) Les composantes connexes de X sont irréductibles.

3) Deux composantes irréductibles distinctes de X ne se rencontrent
pas.

7) Soient X un espace compact métrisable, R une relation d’équi-
valence ouverte dans X telle que I'espace quotient X/R soit irréduc-
tible. Montrer qu’il existe un point x € X dont la classe mod. R soit par-
tout dense. (Remarquer d’abord que toute partie ouverte de X saturée
pour R est partout dense. Utiliser ensuite le théoréme de Baire.)

8) Montrer que le produit de deux espaces nocthériens est noethé-
rien. (Si X et Y sont des espaces noethériens et A une partie ouverte de
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X X Y, montrer que, pour tout z e priA, il existe un voisinage ouvert
V de x tel que V X A(x) c A et en déduire que A est quasi-compact.)

9) a) Montrer que le spectre premier d’'un anneau commutatif est
un espace de Kolmogoroff (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., §1, exerc. 2), dans
lequel toute composante irréductible admet un (et unseul) point générique.

b) Soient A un anneau intégre, £ = (0) le point générique de X =
Spec (A). Pour que le point £ soit isolé dans X, il faut et il sulfit que I'in-
tersection des idéaux premiers # 0 de A soit un idéal # 0. Donner un
exemple d’anneau local ayant cette propriété.

10) Soiecnt A un anneau, N son nilradical. Pour que le spectre de
A soil discret, il faut et il suffit que A/ soil composé dircct d’un nombre
fini de corps.

11) Soient K un corps, A 'anneau de polynémes K[X, Y], B I'anneau
quotient A/(XY) ; montrer que Spec (B) est connexe mais a deux compo-
santes irréductibles distinctes.

12) Soient Y un espace complétement régulier, A = C*(Y ; R),
B = C(Y ; R). Montrer que le compactifié de Stone-Cech BY de Y s’iden-
tific canoniquement & un sous-cspace partout dense de Spec(A) et &
un sous-espace partout dense de Spec (B).

13) Soient A un anneau, X = Spec (A) son spectre.

a) Si une partie F de X est fermée, elle posséde les deux propriétés
suivantes : a) pour tout p € F, V(p) c F ; £) pour tout p & F,-il existe une
partic fermée de V(P) qui contient Fn V(p) et ne contient pas p.

) On suppose X ncethérien. Montrer que toute partie F de X possé-
dant les propriétés «) et ) de a) est fermée dans X (considérer les com-
posantes irréductibles de F et utiliser 'exerc. 9 a)).

¢) Avec les notations de P'exerc. 12, on prend pour Y lintervalle
(O, 1] de R. Montrer que Y n’est pas fermé dans X = Spec(A) (cl. § 2,
exerc. 15), mais vérific les conditions «) et 8) de a).

14) Soient A un anneau, X = Spec(A) son spectre, P I'ensemble des
idéaux premiers minimaux de A.

a) Soit R§{p, p'} la relation symétrique et réflexive : il existe un
idéal premier p”’ de A contenant P 4 P’ » entre les éléments p, p’ de P;
soit S la relation d’équivalence dont le graphe est le plus petit des
graphes d’équivalence contenant le graphe de R (Ens., chap. 1I, § 6,
exerc.-10). Montrer que, si I est une classe d’équivalence suivant S, I'en-

semble V, = vLEIJ V(p) est connexe.

b) Montrer que, st P est fini (et en particuliersi A est nccthérien),
les V| sont les composantes connexes de X. Ce résultat s’étend-il au
cas ot P est infini (cf. exerc. 12)?

91 15) Soient A un anneau, a un idéal de type fini de A. Montrer que
les propriétés suivantes sont équivalentes : «) a2 = a; B) a est engendré
par un idempotent ; y) V(a) est a la fois ouvert et fermé dans X =
Spec(A) et a est minimal parmi les idéaux b tels que ¥(b) = r(a)
(utiliser le § 2, cor. 3 de la prop. 4). Donner un exemple o a2 = a, a
n’est pas de type fini et ne contient pas d’idempotent #0 (cf. § 2,exerc. 15).
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9 16) a) Soit A un anneau (commutatif) ebsolument plat (chap. I,
§ 2, exerc. 17). Montrer que X = Spec (A) est un espace compact totale-
ment discontinu, que tout idéal premier p de A est maximal et que Ap
est canoniquement isomorphe au corps A/p (montrer d’abord que, pour
tout f e A, V(f) est & la fois ouvert et fermé dans X ; utiliser d’autre part
le § 3, exerc. 9).

b) Montrer que P’application a — V(q) est une bijection de Ten-
semble des idéaux de A sur l'ensemble des parties fermées de X. En
outre, les conditions suivantes sont équivalentes : «) V(a) est ouvert ;
B) a est de type fini ; y) a est engendré par un idempotent ; §) A/a est un
A-module projectif.

*¢) Soit A le faisceau structural d’anneaux sur X. Montrer que tout
A-Module F est de la forme £, out E est un A-module défini & un isomor-
phisme unique prés (prendre E = I(X, &) et utiliser le fait que tout
point de X admet un systéme fondamental de voisinages ouverts et
fermés). Pour tout idéal a de A, montrer que Hom, (a, E) s’identifie a
(X - V(a), ) (remarquer que X - V(a) est réunion des X., ol e par-
court I'ensemble des idempotents e € a). En déduire que, pour que E
soit un A-module injectif, il faut et il suffit que & soit flasque.,,

d) Soient A un anneau, M son nilradical. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

@) A/M est absolument plat.

B) X = Spec(A) est séparé.

y) Tout point de X est fermé (autrement dit, tout idéal premier de A
est maximal).

(Utiliser Vexerc. 9 du § 3).

9] 17) *a) Soient X un espace compact totalement discontinu, O
un faisceau d’anneaux sur X tel que, pour tout z € X, O, soit un corps
commutatif. Montrer que, si A = I'(X, O), Panneau A est absolument
plat et que son spectre (muni du faisceau d’anneaux A) s’identifie cano-
niquement & X (muni du faisceau Q). (Observer que pour tout fe A
Pensemble des x e X tels que f» = 0 est a la fois ouvert et fermé dans X
et en déduire 'existence de g € A tel que f = gf2.)4

b) Soient X un espace compact totalement discontinu, K un corps
(commutatif), A 'anneau des applications localement constantes de X
dans K. Montrer que A est absolument plat (raisonner directement ou
utiliser a)).

¢) Soit A l'anneau des fonctions en escalier numériques définies
dans I = [0, 1[, dont les points de discontinuité sont de la forme
k/2"(n e N,0 < k < 2"), et qui sont continues & droite. Soit J I’ensemble
des réunions finies d’intervalles semi-ouverts [x, y{c1 dont les extré-

mités sont de la forme k/2%. Pour tout fe A, Pensemble Z{f) = ]‘(10)
appartient & 3. Si @ est un idéal de A, Pensemble B des Z(f), ou f parcourt
a, est tel que : 1° Pintersection de deux ensembles de B appartient 4 B ;
20 tout ensemble de J contenant un ensemble de B appartient a B
Réciproque. Pour que @ soit premier, il faut et il suffit que B soit une
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base de filtre qui converge vers un point de [O, 1]. Montrer que A est
un anneau réduit absolument plat et que pour tout idéal maximal M de A,
A est isomorphe au corps R. Décrire I'espace Spec (A).

91 18) a) Soit Y un espace complétement régulier. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

«) Tout idéal premier de C(Y ; R) est maximal.

B) Toute intersection dénombrable de parties ouvertes de Y est ou-
verte.

v) Toute fonction numérique continue dans Y est localement cons-
tante.

8) L’anneau C(Y ; R) est absolument plat.

(Utiliser exerc. 15 f) du § 2).

Lorsqu’il en est ainsi, I'espace X = Spec (C(Y ; R)) s’identifie canoni-
quement au compactifié de Stone-Cech 8Y de Y. On dit qu’un tel espace
Y est plat.

b) Tout sous-espace d’un espace plat est plat. Tout espace quotient,
compléetement régulier d’un espace plat est plat. Tout produit fini d’es-
paces plats est plat. Toute somme d’espaces plats est un espace plat.

¢) Dans un espace plat, tout sous-espace dénombrable est fermé ef,
discret. En particulier, tout espace plat dénombrable est discret.

d) Tout espace complétement régulier weierstrassien (7op. gén.,
chap. IX, 2¢e éd., § 1, exerc. 22) (et a fortiori tout espace compact) qui
est plat, est fini.

e) L’espace associé & un ultrafiltre non trivial est extrémement dis-
continu (Top. gén., chap. I, 3¢ éd., § 11, exerc. 21) mais n’est pas plat.

f) L'espace discret N est plat, mais son compactifié de Stone-Cech
n’est pas plat, et les spectres des anneaux C(N ; R) et C*(N¥ ; R) ne sont
done pas isomorphes.

19) a) Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux. Montrer que,
pour tout idéal b de B, on a *o(V(b)) = V(3(b)).

b) Déduire de a) que, pour que %¢(Spec (B)) soit dense dans Spec (A),
il faut et il suffit que Ker (@) soit un nilidéal de A.

¢) Montrer que si tout be B s’écrit b = ho(a), ot k est inversible
dans B et ae A, “p est un homéomorphisme de Spec (B) sur un sous-
espace de Spec (A).

20) Donner un exemple d’homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B tel
que tout idéal maximal de A soit de la forme Epl(m), ol M est un idéal
maximal de B, mais qu’il existe des idéaux premiers de A qui ne sont
pas images réciproques par ¢ d’idéaux de B (prendre pour B un corps).

21) Soit (A, @g,) un systéme inductif d’anneaux dont I’ensemble d’in-
dices est filtrant, et soient A =1lim A,, ¢, : A, > A Phomomorphisme
canonique. Si on pose X, = Spec(A,), (X,, *pg,) est un systéme projec-
tif d’espaces topologiques, et si X = Spec (A), les %p, : X — X, forment
un systéme projectif d’applications continues. Montrer que u = lim “g,
est un homéomorphisme de X sur ly_n_ X, (Prouver d’abord que, si pour

tout «, P, est un idéal premier de A, tel que p, = ?blga(pe) pour a < B,
la réunion p des ¢,(P,) est un idéal premier de A ; inversement, tout idéal
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premier P de A est réunion des ¢, (p,), ot P, = _q}a(P)- Enfin, si f, e A,
et f = oulfa), remarquer que la relation P e X, est équivalente &

u(p) € pra((Xa)r)).

22) a) Soient M un A-module, (N;) une famille finie de sous-modules

de M. Montrer que l'on a Supp (M/I AlNa):USupp (M/N:)

(remarquer que M/l _ lNi est isomorphe a un sous-module de la

somme directe des M/N).

b) Soit p un nombre premier ; le support du Z-module Z est distinct
de Yadhérence de la réunion des supports des Z-modules Z/p*Z (k « N).

¢) Soit M la somme directe des Z-modules Z/p*Z (k e N) ; montrer
que Supp (M) est fermé mais distinct de V(a), ot a est 'annulateur
de M

d) Soit N la somme directe des Z-modules Z/rZ (n > 1) ; montrer
que Supp (N) n’est pas fermé dans Spec (Z).

e) Déduire de ¢) et d) un exemple de A-module M tel que, si a est
son annulateur, Supp (M) soit non fermé et ait une adhérence distincte
de V(a). .

f) Montrer que le support du Z-module II (Z/p*Z) est distinct de

k=1
Padhérence de la réunion des supports des modules facteurs Z/p*Z.

23) Soit p un nombre premier ; donner un exemple de Z-modules
M, N ou N est de type fini, tels que Mgy = 0 et Ny % 0, mais
(M ®; N)ipy = 0 (prendre M = Q).

24) a) Soient A un anneau, M, N deux A-modules tels que M soit
de type fini. Montrer que Supp (Hom, (M, N)) est contenu dans I'inter-
section Supp (M) n Supp (N).

b) Donner un exemple ot M et N sont tous deux de présenta-
tion finie et ou Supp (Hom, (M, N)) est strictement contenu dans
Supp (M) n Supp (N) (prendre A = Zp) et N = A).

¢) Soit M le Z-module somme directe des Z/p*Z (p premier, &k e N).
Montrer que Supp (Homy, (M, M)) n’est pas contenu dans Supp (M).

25) Soient A un anneau ncethérien, X = Spec (A) son spectre, M
un A-module de type fini et Y = Supp (M). Soient Yz (I < & < n) les
composantes connexes distinctes de Y.

a) Montrer qu’il existe une et une seule décomposition de M en
somme directe M = M, ® M, ®- - - © M, telle que Supp (Mx) = Y& pour
tout k.

b) Si @ = Ann (M) et Gz = Ann (M), montrer que les @ sont deux

n
a deux étrangers et que I a; = a.
E=1

(En utilisant la prop. 17 du n® 4, se ramener an casou =0, Y = X
et appliquer la prop. 15 dun° 3.)
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26) Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux, tel que I'applica-
tion 4p : Spec (B) — Spec (A) soit surjective. Soit N un A-module de type -
fini ; montrer que, si u: M —> N est un homomorphisme de A-modules
tel que 2 ®1 : Mg — N soit surjectif, alors u est surjectif (appli-
quer la prop. 19 du n° 4 4 Coker (u)).

27) Donner un exemple d’homomorphisme local p : A — B et d’un
A-module M (non de type fini) tel que Supp (M) ne soit pas égal
2o~ (Supp (M)) (prendre A = Zy,), B = Z/pZ, pour un nombre pre-
mier p).

28) Donner un exemple de Z-module M tel que, pour un nombre
premier p tel que (p) e Supp (M), il n’existe aucun Z-homomorphisme
# 0 de M dans Z/pZ.

§5

1) Définir un endomorphisme u du Z-module M = Z® tel que,
pour lidéal premier P = (0) de Z, up soit un automorphisme de My,
mais qu’il n’existe aucun f # 0 dans Z tel que u, soit un endomorphisme
surjectif de My.

2) Soient K un corps, B I'anneau des polyndmes & coefficients dans K
par rapport & un systéme infini d’indéterminées X; (¢ e N) ; soit b I'idéal
de B engendré par les produits XiX; (¢ # j), A 'anneau quotient B/b,
£; la classe de X, mod. b (i eN), p I'idéal de A engendré par les £; d’in-
dice ¢ > 1, qui est premier, u Papplication canonique A —> A/p. Mon-
trer que up : Ap — (A/P)p est bijectif mais qu’il n’existe aucun fe A = p
tel que uy soit bijectif.

3) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini. Mon-

trer que A est isomorphe & un produit fini d’anneaux Il A;, P isomorphe
iel
a un produit II P;, ot P; est un A¢-module projectif de rang ni, les
i€l
n; étant deux a deux distincts (utiliser le th. 1 et le fait que Spec (A) est
quasi-compact).

4) Soient A un anneau {(commutatif), B un anneau (non nécessaire-
ment commutatif) contenant A. On suppose que le A-module 4 gauche B
est projectif de type fini. Montrer que A est facteur direet de B. (Se ra-
mener au cas ou A est un anneau local et utiliserle § 3, n° 2, cor. 1 de la

rop. b.)
P 5) Soient A un anneau réduit, M un A-module de type fini. Suppo-
sons qu’il existe un entier » > O tel que, pour tout homomorphisme ¢
de A dans un corps Kg, on ait [M®, Ko : K;] = n. Montrer que M est
un module projectif de rang n. (Se ramener au cas ou A est un anneau
local et utiliser le § 3, n° 2, prop. 7.)

91 6) Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions, M un
A-module. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

o) M est un A-module projectif tel que [M ®, K : K] soit fini.

B) M est un A-module projectif de type fini.
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v) M est de type fini, et pour tout idéal maximal m de A, le Ay-
module M, est libre,

(Pour montrer que «) entraine B), utiliser Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 5,
n° 5, prop. 9. Pour voir que y) entraine o), observer d’abord que M est sans
torsion, et en conclure que, pour tout idéal premier P de A, Mp est un Ap-
module libre de rang constant).

7) Soit A un anneau (commutatif) absolument plat (cf. § 4, exere.
16) et soit X son spectre.

a) Soient F une partie fermée de X, a I'idéal de A correspondant
(loc. cit.). Montrer que M = A/a est un A-module plat monogéne, tel
que My, soit un A,-module libre pour tout M e X, mais que M n’est
projectif que si I est ouveort.

b) Soit E le module somme directe des A/, pour 1t € X. Montrer
que E est un A-module plat tel que Ep, soit un Ap-module libre de rang 1
pour tout M e X ; pour que E soit un A-module projectif, il faut et il
suffit que X soit fini (remarquer que, si A/ est un A-module projectif,
m est de type fini).

8) Soient A un anneau, M un A-module projectif de rang n. Mon-
trer qu'il existe une A-algébre (commutative) de type fini B, telle que le
A-module B soit fidélement plat et que My = M ®, B soit un B-module
libre de rang n (utiliser le th. 1 d) et la prop. 3). Réciproque.

N19) @) Soient A un anneau, (fi)ie1 une famille finie d’éléments
de A engendrant l'idéal A, M un A-module. On suppose donné dans
chacun des Aj-modules My un élément z;, de sorte que, pour i # j,
les images canoniques de z; et de z; dans My,; soient égales. Montrer qu’il
existe un z € M et un seul tel que, pour tout i, 'image canonique de z
dans My, soit égale & zi. (Remarquer que, pour tout entier £ > 0, il existe

une famille (g:):e1 d’éléments de A tels que E gift = 1).

b) Soient A un anneau, P un A-module projectif de rang 1. Montrer
que Panneau End, (P) est canoniquement isomorphe & A (utiliser le th. 3).
¢) Soient A un anneau, P un A-module projectif de rang n. Pour

n
tout endomorphisme u de P, il correspond canoniquement & NAu, en
vertu de b), un élément det(u) € A, appelé déterminant de u, tel que
det (uov¢) = (det u)(det ¢) pour deux endomorphismes u, ¢ de A. On
appelle polyndme caractéristique de u 1'élément y4(T) = det (T.1 - u)
de A[T] (cf. n° 3, prop. 4); montrer que y. est un polyndéme unitaire
de degré n et que I'on a yu(u) = 0 (utiliser a), et le § 3, n° 3, th. 1). En
déduire que, pour que u soit bijectif, il faut et il suffit que det (u) soit
n
inversible dans A. Si A est un anneau intégre, yu(T) = Il (T ~a) la
i=1
décomposition en facteurs linéaires de y» dans une extension algébrique-

n
ment close du corps des fractions de A, on a yqw(T) = I (T - g(a))
fe1

pour tout polynéme g e A[T]. Généraliser de méme la prop. 14 d’Alg.,
chap. VII, § 5,n°6.
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10) Soient A un anneau, E(A) I'ensemble des classes de A-modules
projectifs de type fini; soient G le Z-module des combinaisons linéaires
formelles des éléments de E(A), N le sous-module de G formé des élé-
ments £E-E'-£", ou &, &', E" sont les classes de trois A-modules projectifs
de type fini M, M’, M" tels qu’il existe une suite exacte

0O->-M >M->M’"—=0

(il revient au méme de dire que M est isomorphe a la somme directe
M @ M"” en vertu d’Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 2, n° 2). Soit K(A) le Z-
module quotient G/N, et pour tout A-module projectif de type fini M,
801t x(M) (ou %, (M)) sa classe dans K(A).

a) Montrer qu’il existe sur K(A) une structure d’anneau commutatif
et une seule dont 'addition est celle du Z-module K(A) et la multiplica-
tion est telle que x(M)x(N) = (M ®, N) pour deux A-modules projec-
tifs de type fini, M, N ; »(A) est I'élément vnité de K(A).

b) Pour tout A-module projectif de type fini M et tout entier p > 0

P
on désigne par A?(M) I'élément »(/AM) de K(A). Montrer que I'on a
22M®N) = Z )\f(M) A5(N). On désigne par a(M) ’élément E A2(M)T»

dans I'anneau K(A)[[T]] des séries formelles d une mdetez;'mmee sur
Panneau K(A); monter que A(M ® N) = A(M)An(N); en déduire un
homomorphisme encore noté x — A (x) de K(A) dans le groupe multi-
plicatif des séries formelles de K(A)[[T]] dont le terme constant est égal
a 1. On désignera par A?(z) le coefficient de T? dans i (x) ; on a

Az - ) 2137: pk’(x)ls(y)

pour z, ¥ dans K(A).

¢) Si A est un anneau local, 'anneau K(A) s'identifie canoniquement
a Z, et on a AP(n) = (3). En déduire que, si A est composé direct de m
anneaux locaux, K(A) est isomorphe 4 Z™.

d) Soit ¢ : A—B un homomorphisme d’anneaux. Montrer qu’il
existe un homomorphisme d’anneaux ¢!: K(A) > K(B) et un seul tel
que ¢0'(x,(M)) = %3(Me)) pour tout A-module projectif de type fini M;
on a o'(A?(z)) = A(¢!(x)) pour tout x € K(A) ; si ¢ : B — C est un second
homomorphisme d’anneaux, on a (Yo )l = J!oel

e) Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux, pour lequel B soit
un A-module projectif de type fini; pour tout B-module projectif de
type fini, @4(IN) est alors un A-module projectif de type fini; en déduire
quil existe un homomorphisme de Z-modules o): K(B) — K(A) tel
que ¢ 1 (xp(N)) = xa(94(IN)). Montrer que I'on a, pour z € K(A) ety € K(B),
o1(y.9" (@) =¢i(y).x. SiY:B —->C est un second homomorphisme
d’anneaux pour lequel G est un B-module projectif de type fini, alors
ona(yoo) = @rodr.

11) Soit K un corps de caractéristique # 2 ; on considére un poly-
nome g(X) e K[X] de degré pair > 2, ayant toutes ses racines distinctes
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(dans une extension algébriquement close de K) et tel que g(0) 5 O.
On pose B = K[X], A = B[Y}/(Y? - f(X)) avec (X) = Xg(X).

a) Soit y la classe de Y dans A. Montrer que tout a e A s’éerit
de facon unique ¢ = P 4+ yQ, avec P et Q dans B. Soient @ = P - yQ,
N{a) = aa = P2 - fQ2. Montrer que la relation N(a) = 0 entraine ¢ = 0 ;
en déduire que A est un anneau integre. Montrer que les éléments inver-
sibles de A sont les éléments # 0 de K.

by Soit m lidéal AX 4- Ay de A; montrer que M est maximal
et que lidéal my, de Ay est engendré par y (remarquer que Pon a
X = y?/g(X)). En déduire que m est un A-module inversible (utiliser
le th. 1). Montrer que m? = AX ; en déduire que W n’est pas un idéal
principal de A, et que le groupe des classes de A-modules inversibles
dans le corps des fractions de A n’est donc pas réduit & I’élément
neutre. (Si on avait m = Af, on aurait X = a2 avec Ae K, dou 11X =
P2 4 fQ% avec P eB et Q e B; prouver qu'une telle relation est impos-
sible).

9 12) Soient A un anneau, I un A-module, B 'unique anneau dont le
groupe additif sous-jacent est A © I, A étant un sous-anneau de B, I
un idéal de carré nul, dont la structure de A-module obtenue par restric-
tion des scalaires est la structure donnée (Alg., chap. 1I, 3¢ éd., § 1,
exerc. 7).

a) Supposons que tout élément non inversible de A appartienne a
I'annulateur d’un élément # 0 de I. Montrer que dans B tout élément non
diviseur de 0 est inversible, autrement dit que B est égal & son anneau
total des fractions.

b) Soit (M), er. une famille d’idéaux maximaux de A telle que tout
élément non inversible de A appartienne & un M, au moins. Montrer que,
si on prend pour I la somme directe des A-modules A/, la condition
de a) est satisfaite.

¢) Déduire de b) que, s’il existe un A-module projectif de rang 1 non
libre, on peut déterminer I de sorte que B soit égal & son anneau total
des fractions, mais qu’il existe un B-module projectif de rang 1 non
libre (ce module étant nécessairement non inversible, puisque B est le
seul sous-B-module de B non dégénéré).

d) On suppose qu’il existe dans A un idéal maximal nt tel que,
pour tout z e M, il existe un idéal maximal W’ % M de A contenant x.
Si on prend pour I le A-module somme directe des A/nm’, ou M’ parcourt
Pensemble des idéaux maximaux de A distinets de m, 'anneauB = A ® 1
correspondant est égal a son anneau total des fractions; si on pose
N = m® I, qui est un idéal maximal de B, montrer que B, est isomorphe
a Ay st A est intégre (nécessairement différent d’un corps en vertu de
Phypothese), B, est done un anneau intégre distinet de son corps des
fractions. Si de plus MA,, est un idéal principal de I'anneau intégre A,,,
montrer que 'idéal mB = m ®, B de B est un B-module projectif dégénéré
non libre de rang 1. (On verra au chap. VII qu’il v a des anneaux de Dede-
kind A dans lesquels il existe des 1déaux maximaux m dont aucune
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puissance n’est un idéal principal; pour un tel anneau A, toutes les hypo-
théses précédentes sont satisfaites.)

9 13) Soient A un anneau (commutatif), B une A-algébre (non néces-
sairement commutative). On suppose que le A-module B est fidéle et
engendré par un nombre fini d’éléments b; (1 < ¢ < r); on rappelle que
B° désigne Palgebre opposée de B, et qu’on définit un homomorphisme
canonique de la A-algébre B ®, B dans la A-algébre End; (B), en fai-
sant correspondre & b ® b’ 'endomorphisme z — bzb".

@) Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

«) Les b; forment une base du A-module B et ’homomorphisme
canonique B ®, B® — End, (B) est bijectif.

B) La matrice U = (u4) telle que us; = b;b; est inversible dans M(B).

b) On suppose de plus que A est un anneau local, d’tdéal maximal
m; on désigne par 8; 'image canonique de b; dans B/mB. Montrer que
les conditions «) et ) sont alors équivalentes 4 chacune des conditions :

v) Les B forment une base du A/m-module B/mB, et’B/mB est une
A/mt-algebre centrale simple (Alg., chap. VIII, §5, no 4).

3) La matrice (B;fs) est inversible dans M.(B/imB).

(Pour prouver que 8) entraine §3), utiliser le fait que MB est contenu
dans le radical de B, et 'exerc. 5 d’Alg., chap. VIII, § 6).

14) Soient A un anneau (commutatif), B une A-algebre telle que le
A-module B soit fidele et de présentation finie. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

«) Pour tout idéal maximal 1t de A, la A/nt-algébre B/mB est cen-
trale simple.

B) B est un A-module projectif, et si B° désigne I'algebre opposée
a B, 'homomorphisme canonique B @, B® — End, (B) est bijectif.

(Se ramener au cas ou A est un annecau local, et appliquer’exerc. 13.)

On dit alors que B est une algebre d’ Azumaya sur A.

91 15) Soit B une A-algébre d’Azumaya (exerc. 14).

a) Montrer que le centre de B est identique au sous-anneau A de B
et, est facteur direct du A-module B (cf. chap. I, § 2, exerc. 21, et chap. 11,
§ b, exerc. 4).

b) Montrer que, pour toutidéal bilatére b de B, on a b = (bn A)B.
(Noter d’abord que b est stable par tout endomorphisme du A-module B,
et utiliser I'existence d’un projecteur de B sur A.)

16) a) Soient A un anneau (commutatif), A" une A-algeébre commuta-
tive qui est un A-module plat, B une A-algébre. Montrer que, si B est une
algébre d’Azwmaya, B’ = A’ @, B est une A’-algebre d’Azumaya; la
réciproque est vraie si 'on suppose que A’ est un A-module fidélement
plat (cf. Alg., chap. II, 3¢ éd., § 5, n° 1, cor. de la prop. 4 et Alg.
comm., chap. 1, § 2, n° 9, prop. 10 et § 3, n° G, prop. 12).

b) Montrer que le produit tensoriel B @, C de deux A-algebres d’Azu-
maya B, C est une A-algébre d’Azumaya (cf. Alg., chap. VIII, §7, no 4,
cor. 2 du th. 2).

€ 17) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini
et fidele.
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@) Montrer que la A-algebre B = End, (P) est une algébre d’Azu-
maya. (Observer d’abord que le A-module B est isomorphe a P ®, P*,
donc de présentation finie, puis utiliser le § 2, n° 7, prop. 19.)

b) Montrer que P est un B-module projectif & gauche (utiliser le
th. 1 d) et le § 3, exerc. 8 ¢)).

¢} Soit P’ un second A-module projectif de type fini et fidéle.
Montrer que P ®, P’ est un A-module projectif de type fini et fidele
et que End, (P ®, P') s’'identifie canoniquement 4 End, (P)®, End, (P’)
(utiliser le th. 1 €), le § 2, n° 7, prop. 18 et 19 et le § 3, n° 3, th. 1). Cas
ou P’ est de rang 1.

9 18) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini et
fidele, B la A-algébre End, (P), E un B-module & gauche, F le A-module
Homg (P, E). Montrer que 'homomorphisme canonique

B:P®,F—E

défini dans Alg., chap. VIII, § 1, n° 4, est bijectif. (Se ramener au cas
ou A est un anneau local comme dans I'exerc. 17 ¢) ; appliquer dans ce cas
Pexerc. 9 d’Alg., chap. VIII, § 1, en observant que I'* et Hom,(P, E")
sont des A-modules canoniquement isomorphes.)

Montrer qu’il existe une application bijective strictement crois-
sante de Pensemble des sous-A-modules de F sur 'ensemble des sous-B-
modules de E (méme méthode).

9 19) Soient A un anneau, B et C deux A-algébres, ¢ : B — C un
homomorphisme de A-algebres. On suppose que B est une algébre d’Azu-
maya (exerc. 14). Soit C’ la sous-A-algebre de C formée des éléments qui
commautent aux éléments de ¢(B). Montrer que C est isomorphe a ’algébre
B®, . (Considérer G comme un B ®, B®module et appliquer I'exerc.
18 en tenant compte de ce que B @, B® est isomorphe & End, (B).)

9 20) Soient A un annean, P, P’ deux A-modules projectifs de type
fini et fidéles. Montrer que, st 0 : End,(P) ~> End,(P") est un isomor-
phisme de A-algebres, il existe un A-module F projectif de rang 1 et un
A-isomorphisme ¢: P’ > P, F, tels que 0(u) = 9o (u®1) o pour
tout u < End, (P). (Appliquer Vexerc. 18 & E = P’ considéré comme un
(End, (P))-module au moyen de 0 ; pour prouver que Homy(P, P)
est un A-module projectif de rang 1, utiliser le th. 2 du n° 3, ainsi que
Alg., chap. VIII, § 5, exere. 7 ¢).)

4 21) Soient A un anneau, # un entier > 0.

a) Montrer que les A-modules F tels que F* soit isomorphe a A"
sont projectifs de rang 1, et que leurs classes dans P(A) forment un sous-
groupe P,(A) dont tout élément est annulé par n. (Pour démontrer la
premiére assertion, utiliser la prop. 5 du § 2, n° 2; pour la seconde,

observer que /\F” et F sont canoniquement isomorphes.)

b) Soit Auta(A) Ie groupe des automorphismes de la A-algébre de
matrices Ma(A) et soit Int.(A) le sous-groupe des automorphismes inté-
rieurs de Ma(A). Montrer que le groupe quotient Aut,(A)/Int.(A) est
isomorphe & P,(A) (utiliser I'exerc. 20 avec P = P’ = A", ou lexerc. 9
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de Alg., chap. VIII, § 1). En déduire que, si A est un anneau semi-local
ou un anneau principal, on a Aut,(A) = Int.(A). k

*c) Lorsque A est un anneau de Dedekind, montrer que Pn(A) est
identique au sous-groupe de P(A) formé des éléments annulés par n.,

9 22) Soient A un anneau, M un A-module projectif de type fini.
Pour qu’un sous-module M’ de M, de présentation finie, soit facteur
direct de M, il faut et il suffit qu’il soit un sous-module pur de M (utiliser
le th. 1, ainsi que le § 3, exerc. 15).

23) Soient A un anneau, (f;);e:; une famille finie d’éléments de A
engendrant 1'idéal A.

a) Soit M un A-module. Montrer que si, pour tout : e I, My, est un
Aj-module de type fini, M est un A-module de type fini.

b) Soit B une A-algebre (commutative). Montrer que si, pour tout
tel, By, est une Aj-algebre de type fini, B est une A-algebre de type
fini.

24) Soit A un anneau tel que Spec(A) soit connexe.

a) Si M est un A-module projectif de rang n, tout facteur direct N
de M non réduit & 0 admet un rang < n.

b) Soit u un homomorphisme d’'un A-module projectif de rang fini M
dans un A-module projectif de rang fini M’, tel que u(M) soit facteur
direct de M’. Montrer que Ker(u) est alors facteur direct de M
(cf. exerc. 23), et on a

rg(Ker (a)) 4- rg(Im(u)) = rg(M).

En outre le transposé *u est tel que tu(M'*) soit facteur direct de M* et
rg(tu(M’*)) = rg(u(M)) (cf. § 3, exerc. 14 a)).

25) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A. On dit
qu’un idéal a de A est S-inversible 8’il existe s € S et un idéal b de A tels
que ab = As; on dit que deux idéaux a, b de A sont S-équivalents s’il
existe s, t dans S tels que sa = ¢b. Montrer que les classes de S-équiva-
lence d’idéaux S-inversibles de A forment un groupe multiplicatif €.
Si S est saturée (§ 2, exerc. 1) et si aucun élément de S n’est diviseur de
0 dans A, montrer que Je groupe @ est isomorphe au groupe des classes
des sous-S—tA-modules inversibles de 'anneau total des fractions B de
A (et de S1A).



CHAPITRE III (%

GRADUATIONS, FILTRATIONS
ET TOPOLOGIES

Tous les anneaux considérés dans ce chapitre sont supposés
avoir un élément unité ; tous les homomorphismes d’anneaux sont
supposés transformer Uélément unité en Uélément unité. Par un
sous-anneau d’'un anneau A, on entend un sous-anneau contenont
Délément unité de A. Sauf mention expresse du contraire, tous les
modules sont des modules a gauche.

§ 1. Algebres graduées de type fini.

1. Systémes de générateurs d’une algébre commutative,

Soient A un anneau commutatif, B une A-algébre commuta-
tive. Rappelons (Alg., chap. IV, § 2, no 1) que st z = (z,),<3 €5t
une famille d’éléments de B, 'application f -» f(z) de 1’algébre
de polyndémes A[X,],e; dans B est un homomorphisme de A[X ] 1
sur la sous-algébre de B engendrée par les x,, dont le noyau a est
I’idéal des polyndmes f tels que f(x) = 0, appelé idéal des relations
algébriques (a coefficients dans A) entre les x..

DeEriniTiON 1. — Dans une algébre commutative B sur un
anneau commutatif A, on dit quwune famille (z,),e; &’ éléments de B

(*) Sauf au § 5, qui utilise les résultats du chap. I, § 4, et par suite P’al-
gébre homologique, il n’est fait, dans ce chapitre, aucun usage d’autres Livres
e la Deuxiéme Partie.
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est algébriquement libre sur A (ou que les x. sont algébriquement
indépendants sur A) si 'idéal des relations algébriques entre les .,
& coefficients dans A, est réduit ¢ 0. Une famille (z.) qui n’est pas
algébriquement libre sur A est encore dite algébriquement lice sur A
(et on dit aussi que ses éléments sont algébriguement dépendants
sur A).

Cette définition généralise celle donnée en Alg., chap. V, § 5,
no 1, déf. 1 pour les familles d’éléments d’un corps commutatif.

Dire que la famille (z,),e; est algébriquement libre sur A re-
vient encore a dire que les mondmes [Iz™ par rapport aux z,

gsont linéairement indépendants sur A ; en particulier les z, sont
alors linéairement indépendants sur A.

DiriNiTION 2. — On dit qu’une algébre commutative B sur un
anneau commutatif A est de type fint si elle est engendrée par une
famille finie d’éléments.

Il revient au méme de dire que B est isomorphe a une A-
algebre de la forme A[X,,..., X,]/a (ou les X; sont des indétermi-
nées et a un idéal de I’anneau de polyndémes A[X;,..., Xu]).

Si la A-algébre B est un A-module de type fini, elle est évidem-
ment une A-algébre de type fini ; la réciproque est fausse, comme le
montre 'exemple des algébres de polynomes (cf. chap. V).

SiB est une A-algébre de type fini et A’ une A-algébre commu-
tative quelconque, B,y = B®, A’ est une A’-algébre de type
fini, car si (z,),<; est un systéme de générateurs de la A-algébre B,
il est clair que les . ® 1 forment un systéme de générateurs de la
A’-algébre By

Si B est une A-algébre de type fini, et C une B-algébre de type
fini, alors C est une A-algébre de type fini; en effet, il résulte aussi-
tot des définitions que si (,), 1 est un systéme de générateurs de
la A-algeébre B et (¢,).ey un systéme de générateurs de la B-al-
gebre C, tout élément de C est égal & un polyndme & coefficients
dans A, par rapport aux b, et aux ¢,.
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2. Critéres de finitude pour les anneaux gradués.

Dans ce n° et les sutvants, toutes les graduations envisagées
(Alg., chap. II, 3¢ éd., § 11) sont supposées de type Z. St A
(resp. M) est un anneau gradué (resp. un module gradué), on note
Ay (resp. My) Uensemble des éléments homogénes de degré 1 de A
(resp. M).

SiA; = {0} (resp. My = }0{) pouri < 0, on dira, pour abré-
ger, que A (resp. M) est un anneau (resp. un module) gradué d
degrés positifs.

Prorosition 1. — Sotent A = GBZAi un anneau commutatif
: ie
gradué a degrés positifs, m PUidéal gradué ¢@1Ai’ (T3 )her une

famille d’éléments homogénes de A, de degrés > 1. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) L’idéal de A engendré par la famille (x,) est égal a .

b) La famiile (x;) est un sysiéme de générateurs de la Ag-algébre A.

c) Pour tout i = 0, le Ay-module A; est engendré par les élé-
ments de la forme I;Ixfl qui sont de degré i dans A.

Il est clair que les conditions b) et ¢) sont équivalentes. Si
elles sont vérifiées, tout élément de m est de la forme f((x,)) ou f
est un polynéme de A [X;]ier sans terme constant ; on a done

m = > Az, ce qui prouve que ¢) entraine @). Inversement,
reLl

supposons vérifiée la condition a). Soit A’ = Aj[zyher 12 sous-Aqy-
algébre de A engendrée par la famille (z;), et montrons que
A’ = A. Pour cela, il suffit de montrer que A;c A’ pour tout
i = 0. Procédons par récurrence sur i, la propriété étant évidente
pour i = 0. Soit donc y = A; avec ¢ > 1. Puisque y e m, il existe
une famille (a;),er, d’éléments de A, de support fini, telle que
Yy = %axxx, et on peut supposer chacun des @, homogéne et de

degré i —deg(x;) (en le remplacant au besoin par sa composante
homogéne de ce degré) ; comme deg(z,) > 0, 'hypothése de ré-
currence montre que I'on a a, € A’ pour tout Ae L, d’ou ye A’
et Ajc A’, ce qui achéve de prouver que a) implique b).
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COROLLAIRE. — Solent A = iEBzAi un anneau commutatif gra-
(=3
dué d degrés positifs et m Uidéal gradué z@lAi.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’tdéal m est un A-module de type fini.

b) L’anneau A est une Ag-algébre de type fini.

(il) Supposons vértfides les conditions de (i) et soit M = ﬁszi

un A-module gradué de type fini. Alors, pour tout i € Z, My est un
Aq-module de type fini, et il existe ig tel gue My = 10! pour i < i,

(1) Si une famille (y,) d’éléments de A est un systéme de gé-
nérateurs du A-module m (resp. de la Ag-algébre A), il en est de
méme de la famille formée des composantes homogénes des ¥y, ;
Péquivalence des conditions a) et b) résulte donc de la prop. 1.

(ii) On peut supposer A engendré (en tant que A,-algébre)
par des éléments homogeénes a; (1 < ¢ < r) de degrés > 1, et M
engendré (en cant que A-module) par des éléments homogénes
z; (1 <7 < s);s0it by = deg(ai), k; = deg(z;). 11 est clair que My,
est formé des combinaisons linéaires a coefficients dans A, des
éléments ala3..ajx; tels que les o; soient des entiers > O véri-

r

fiant la relation k; 4 tzlaihi = n; pour chaque n il n’y a qu'un
nombre fini de familles (xs)1 <1 <r vérifiant ces conditions, puisque
hs = 1 pour tout i; on en conclut que M, est un Ag-module
de type fini, et en outre il est clair que M, = %0% lorsque
n < lelf (kj)

3. Propriétés de Panneau AD,

Soient A = @ A; un anneau gradué, M = €D M; un A-
teZ teZ

module gradué ; pour tout couple d’entiers (d, k) tel que d > 1,
0 < k <d-1, posons

AD = (D Ay,  M@GB — D Mgy
teZ ied
I1 est clair que A est un sous-anneau gradué de A et M@ #

un A®-module gradué ; en outre, si N est un sous-module gradué
de M, N@® est un sous-A®-module gradué¢ de M®®, On écrira
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M@ au lieu de M9 ; pour chaque d > 1, M est somme directe
des A@-modules M%® (0 < k < d-1).

Prorosition 2. — Soient A = EBzAi un anneau commulatif
=
gradué a degrés positifs, M = ‘GBZMi un A-module gradué. On
1=

suppose que A est une Ag-algébre de type fini et M un A-module de
type fint. Alors, pour tout couple (d, k) d’entiers tels que d > 1,
0<k<d-1:

(1) A9 est une Ay-algébre de type fini.

(i1) M@ B o5t un AD-module de type fini.

Montrons que A est un A‘®-module de type fini. Soit (a¢)i1<s<s
un systéme de générateurs de la Ag-algébre A formé d’éléments
homogénes. Les éléments de A (en nombre fini) de la forme
ar'az®..ay tels que 0 < oy < d pour 1 € ¢ < s constituent un
systéme de générateurs du A®-module A ; en effet, pour tout
systéme d’entiers n¢ 2 0 (1 < i < ), il y a des entiers positifs
qi, ri tels que ng = qud + rraveer; < d(1 €7 < §); on a alors

aade. ..o = (af. . .al)(dpr. . . af)

ce qui prouve notre assertion, car tout élément homogéne ze A
est tel que 2% e A@, Alors, si M est un A-module de type fini,
c’est aussi un A?-module de type fini ; comme M est somme
directe des M“® (0 < k < d - 1), chacun des M%® est un A@-
module de type fini, ce qui prouve (ii).

Appliquons ce qui précéde au A-module gradué m = i@;lAi,

qui est de type fini en vertu du cor. de la prop. 1 dun° 2 ; on voit
que M@ est un A®-module de type fini ; par suite (n® 2, cor. de la
prop. 1) A® est une Aj-algébre de type fini.

Lemme 1. — Soient A un anneau commutatif gradué tel que
A = AJA, M un A-module gradué, (hhe1 un systéme de génera-
teurs homogénes de M tels que deg(y,) < n,o pour tout he L. Alors,
pour toutn > ngettoutk > 0,0n a Myx = Ap. M.

Soit n = ng et soit z e Myi3. Puisque les y; engendrent M, il
existe une famille (@) e5, d’éléments de A, de support fini, telle
que z = %ax.%\; on peut en outre supposer chaque a, homogéne et
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de degré n -+ 1 — deg(y,) (en le remplacant au besoin par sa com-
posante homogéne de ce degré). Comme A = A [A;]et deg(a;) > 0,
chaque g, est somme d’éléments de la forme bb’ avec be A,
b'e A, d’ottxe AxM,. Onadone My = AiMy,, d’ou My = AxM,
par récurrence sur X.

Lemme 2. — Soit A un anneau commutatif gradué tel que
A = A JA;], et soit S = _@081 une A-algébre commutative gra-
=

duée a degrés positifs, qui soit un A-module de type fini. Il existe
alors un entier ny = 0O tel que :

(i) Pour n = ngetk = 0, Spsr = Si.Sa.

(i1) Pour d = ny, S = S,[Sa].

En vertu du lemme 1, il existe un entier n, > 0 tel que pour
n = ngetk = 0onait Spye = ArS,, d’ov a fortiori Sy = SiSa,
ce qui établit (1). Pour d > ny et m > 0, on a alors Spg = (Sg)™
comme on le voit par récurrence sur m en appliquant (i); ceci
établit (i1).

Prorosition 3. — Soit R = igDoRi un anneau commautatif
gradué & degrés positifs qui soit une R,-algébre de type fini. 11
existe un entier ¢ 2 1 tel que Rme = R [Ry.] pour tout m > 1.

Soit (2;)1<7<s un systéme de générateurs homogénes de la
Ry-algébre R, dont les degrés soient > 1. Soit Ay = deg(z;), soit ¢
un multiple commun des %; et posons ¢; = g/h; pour 1 < j < s;
les éléments zfi sont donc tous de degré g. Soit B la sous-Rg-
algebre de R engendrée par les z77; c’est une sous-algébre graduée
de R, et 'on a B; = 0 si { n’est pas multiple de ¢. Soit A (resp. S)
l'anneaun gradué dont I’anneau sous-jacent est B (resp. R?) et la
graduation formée des A; = Byg (resp. S; = Ryg). Ona A = A [A]
par définition de B. Considérons les éléments de R (en nombre
fini) de la forme z%23%.. 25%, 00 0 < o; < gy et by + -+ - + ahs =0
(mod. ¢) ; montrons qu’ils engendrent le B-module R(?. Il suffit
de prouver que tout élément de R? de la forme zy'zs%..x5° est
combinaison B-linéaire des éléments précédents. Or, il existe des
entiers positifs &y, r; tels que ny = kjq; + ryaveer; < ¢;(1 <j <s);
on a alors

aflyle. . ale = (af)B | (do)ke (202, 4l
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et par hypothése X nshy = 0 (mod. g), doncizlr,h, =0 (mod. ¢);
f=1 -

comme les z§7 appartiennent 4 B par définition, cela prouve notre
assertion. Comme S est un A-module de type fini, on peut appli-
quer le lemme 2 : il existe no tel que pour d > no, S = So[Sq],
donc R® — Ro[Rgs] pour d > no. La proposition en résulte,
avec e = gno.

4. Idéauxr premiers gradués.

Soient A = ‘@oAt un anneau commutatif gradué a degrés
positifs, m I'idéal gradué @1 A¢; nous dirons que deux idéaux gra-
dués a = tEPoat, b = gaobg de A sont équicalents s'il existe un

entier n, tel que az = b, pour n > n, (il est clair que c’est bien
une relation d’équivalence). On dit qu'un idéal gradué est essen-
tiel 8’1l n’est pas équivalent a m.

ProposiTiON 4. — Soit p = g}om un idéal gradué de A ;

pour que P soit premier, il faut et il suffit que st £ € Am, y € Aa sont
tels que xepetyep, on ait zy«p.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle
est remplie, alors, dans I’anneau gradué A/p = @) A4/py, le produit

de deux éléments homogénes 3 0 est # 0, donc A/p est intégre
(Alg., chap. 1I, 3e éd., § 11, n° 4, prop. 7).

ProrosIiTioN 5. — Soient a = ‘Qj aq un tdéal gradué de A, n,
20
un entier > 0. Pour qu'il existe un idéal premier graduép = ‘@opg

‘tel que Pn = a4 pour n > n,, il faut et il suffit que, pour tout couple
d’éléments homogénes z, y de degrés = n,, la relation zyea
entraine «x <@ ou yea». S'il existe n > ny tel que ap # Ay,
Uidéal premier gradué vérifiant les conditions précédentes est
unique.

La condition de 1'énoncé est évidemment nécessaire. Si ’'on a
ap, = A, pour-tout n > n,, il est clair que tout idéal premier con-
tenant m est gradué et répond & la question ; il peut donc y avoir
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plusieurs idéaux premiers gradués répondant i la question ; toute-
fois, deux quelconques de ces idéaux sont évidemment équiva-
lents. Supposons donec qu’il existe un élément homogéne ae Ay
(avec d > n,) n’appartenant pas a agz. Soit p l'ensemble des
z & A tels que az € a. Il est clair que p est un idéal de A ; comme les
composantes homogénes de ax sont les produits par a de celles
de z, et que a est un idéal gradué, p est un idéal gradué ; en outre,
on a 1 «p, done p # A. Pour prouver que p est premier, il suffit
de montrer que si z € Ay, y € A, sont tels que z¢ p et y ¢ p, alors
on a xye«p (prop. 4). On a alors ax & amrq, ay ¢ ayiq, d’ol par
hypothése a?ry ¢ Gipiniza ; On en conclut que azy ¢ Aminig, puis
que zy«p. Enfin, si n > ny, et xeA,, les conditions zea, et
az € Gn4q sont équivalentes par hypothése, donc pn A, = a,, ce
qui achéve de prouver lexistence de I'idéal premier gradué p
répondant & la question. Si en outre p’ est un second idéal pre-
mier gradué de A tel que p’n A, = a, pourn > ng,ona aep’ et
ar € p’ pour tout x e p, d’ou p c p’ puisque p’ est premier. D’autre
part, si z est un élément homogéne de degré n > 0 de p’, ax
est homogéne de degré n + d > n, et appartient par suite a
p' 0 Aptd = Quia, d’oll par définition zep, ce qui montre que
p’ C p, et finalement p’ = p.

ProrosiTiON 6. — Soit d un entier > 1.

(i) Pour tout idéal premier gradué essentiel p de A, pn A@ est
un idéal premier gradué essentiel de A@,

(i1) Inversement, pour tout idéal premier gradué essentiel p’ de
A@ il existe un idéal premier gradué (nécessairement essentiel) p
de A, et un seul, tel quepn A@ = p’.

(i) Si a e A n’appartient pas a pg, a*? n’appartient pas a piq,
donc pn A@-est essentiel.

(ii) Pour tout n > 0, Pensemble pn A, doit étre égal a I’en-

semble a, des z € A, tels que 2% € p’. Montrons que a = @ a, est
7Z0

un idéal premier gradué ; comme a, = p, lorsque r est multiple
de d, puisque p’ est premier, cela prouvera I'existence et I'uni-
cité de p. Or, 8i x€y, Yy, (z—y)? est somme de termes
dont chacun est produit de z? ou de y? par un élement homogéne
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de degré nd, donc (z—y)**ep’, et puisque p° est premier,
(x — y)* ep’, donec a, est un sous-groupe de A. Comme p’ est un
idéal de A@ qa est un idéal gradué de A ; enfin, la relation
(zy)? e p’ entraine z¢ e p’ ou y? e p’, ce qui achéve la démonstra-
tion en vertu de la prop. 4.

Soient A un anneau commutatif gradué & degrés positifs,
p un idéal premier gradué essentiel de A. L’ensemble S des élé-
ments khomogénes de A n’appartenart pas a p est multiplicatif, et
Panneau de fractions S—*A est donc gradué de facon canonique
(chap. II, § 2, n° 9) (on notera qu’il y aura en général des éléments
homogeénes # O de degré négatif pour cette graduation). Nous dési-
gnerons par Ay le sous-anneau de S—*A formé des éléments
homogeénes de degré 0, autrement dit I'ensemble des fractions
z/s, ou x et s sont homogénes de méme degré dans A et s« p. De
méme, pour tout A-ruodule gradué M, S—M est gradué de facon
canonique (loc. cit.) et nous désignerons par My le sous-groupe
des éléments homogénes de degré 0, qui est évidemment un Agy,-
module.

ProposiTioN 7. — Sotent p un idéal premier gradué de A, d
-un entier > 1, p’ idéal premier gradué p n A de AP ; pour tout
A-module gradué M, homomorphisme (M@), — Mg, déduit de
Dinjection canonique M® — M est bijectif.

Si S est ’ensemble des éléments homogénes de A n’apparte-
nant pas 4 p, et S’ = SnA@, Phomomorphisme canonique ¢ :
S'IM@ — S'M est un homomorphisme homogéne de degré 0,
et il est injectif, car si x e Muq est tel que sx = 0 pour se A,,
sep, on a aussi sfr = 0, et s2e Apq, s¢&p’. Reste & voir que
I'image par ¢ de (M@)q, est M, tout entier ; mais si zeM,,
seA,et sep,on aaussi zfs = (zs?1)/s? avec x5t € Ayg, s? € Apa
et st ¢ p’, d’ou notre assertion.

ProposiTioN 8. — Soit m = @A;; sotent (P®)i1<k<n une
/1

famille finie d’idéaux premiers gradués de A et a un idéal gradué
de A tel que a nm & pW®) pour tout k; alors il existe un élément homo-
géne zeanm r’appartenant @ aucun des p®,
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Raisonnons par récurrence sur n, la proposition étant triviale
pour n = 1. §’il existe un indice j tel que a nm n p? soit contenu
dans un des p® d’indice &k # j, il résulte de Phypothése de récur-
rence qu'il y a un élément homogeéne z’ e a nm n’appartenant a
aucun des p® pour k # j, donc n’appartenant pas non plus &
PO, et cet élément répond a la question. Supposons done que pour
tout indice j, anmnp? ne soit contenu dans aucun des p&®
d’indice & # j;hypothese de récurrence entraine done I'existence
d’un élément homogéne y;eanmnp® n’appartenant & aucun
des p® d’indice & # j; comme les y; sont tous de degrés > 1,

on peut en les remplacant par des puissances convenables (puisque
n
les p( sont premiers) supposer que y;.et 1] y;sont de méme degré.
=2

n
Alors z = y; - Il y; est homogéne de degré > 1 et le méme rai-
j=2

sonnement que dans le chap. 1I, § 1, n° 1, prop. 2 montre que z
répond a la question.

§ 2. Généralités sur les anneaux et modules filtrés.

1. Anneaux et modules filirés.

DEriniTION 1. — On appelle filtration croissante (resp. décrots-
sante) sur un groupe (x une suite croissante (resp. décroissanie)
(Gr)rez de sous-groupes de G.

On appelle groupe filtré un groupe muni d’une filtration.

Si (Gr)nez est une filtration croissante (resp. décroissante)
sur un groupe G et si'on pose G, = G_p, 1l est clair que (Gp)rez
est une filtration décroissante (resp. croissante) sur G. On peut
done se borner a étudier les filtrations déeroissantes, et lorsque nous
parlerons désormais de filtration, il s’agira d’une filtration décrois-
sante, sauf mention expresse du contraire.

Etant donnée une filtration décroissante (Gp)rez sur un

groupe G, il est clair que m Gy et U G, sont des sous-groupes

ned nel
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de G; on dit que la filtration est séparée si l lGn est réduit a

nez

I'élément neutre, exhaustive si L_g G, = G.
ne

DEFINITION 2. — Elant donné un anneau A, on dit qu’une fil-
tration (Ap)nez sur le groupe additif A est compaitble avec la struc-
ture d’anneau de A si lon a

(1) ApAncApin pour meZ,nel
(2) 1eA,.

L’anneau A, muni de cette filtration, est alors appelé anneau
filtré.

Les conditions (1) et (2) montrent que A, est un sous-anneau
de A, et les A, des Ay-modules (a4 gauche et & droite). L’ensemble

B = U A, est un sous-anneau de A, et 'ensemble n = l ]A,,,

neZ neZ
un tdéal bilatére de B : en effet, si x ent et ae Ay, pour tout keZ

on a xeAg_p, Aot axe Ay et zae Ag par (1) ; par suite axzen
et raen.

Un cas particulier important est celu1 ou A, = A; alors
A, = A pour n < 0 et tous les A, sont des idéauz bilatéres de A.

DiriniTioN 3. — Soient A un anneau filiré, (Az)nez sa filtra-
tion, E un A-module. On dit qu’une filtration (Ex)nez sur E est
compatible avec sa structure de module sur Uanneau filiré A, si
lona
3) AnEncEmin pour meZ nel.

Le A-module E, munt de cette filtration, est appelé module filtré.

Les E, sont tous des Ag-modules ; si B = LE' A,, 1l est clair
ne

que U E, est un B-module, et il en est de méme de I l E,, par

neZ neZ

le méme raisonnement que ci-dessus pour I IAn. Lorsque
nel
A, = A, ‘ousles E, sont des sous-modules de E.
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Exemples. — 1) Soit A un anneau gradué de type Z; pour tout
ieZ, soit Ay le sous-groupe des éléments homogeénes de degré ¢
dans A. Posons A, = X A ; alors il est immédiat que (Ay)

izn
est une filtration décroissante, exhaustive et se’parée, compatible
avec la structure d’anneau de A ; on dit que cette filtration est
associée a la graduation (Ap)iez et que l'anneau filtré A est
associé a Panneau gradué A donné.
Soit maintenant E un module gradué de type Z sur I’anneau
gradué A et pour tout i € Z, soit E() le sous-groupe des éléments

homogénes de degré i de E. Posons E, = X E) ; alors (E,) est

izn
une filtration décroissante, exhaustive et séparée, compatible avec
la structure de module de E sur Panneau filtré A ; on dit que cette
filtration est associde a la graduation (Eq))iez et que le module
filtré E est associé au module gradué E donné,
2) Soient A un anneau filtré, (Az)rez sa filtration, E un A-
module. Posons E, = ALE ; il résulte de (1) que 'on a

AmEn = AmAnE [on Am+nE S Em+n,

et de (2) que E, = E; donc (E,) est une filtration exhaustive
compatible avec la structure de A-module de E. On dit que cette
filiration sur E est déduite de la filtration donnée (A,) sur A ;
on notera qu’elle n’est pas nécessairement séparée, méme si (Ap)
est séparée et si E et les A, sont des A-modules de type fini
(cf. § 3, exerc. 2 ; voir cependant § 3, n® 3, prop. 6 et n° 2, cor. de
la prop. 4).
3) Soient A un anneau, nt un idéal bilatére de A. Posons
»=mn pour n > 0, A, = A pour n < 0; il est immédiat que
(An) est une filtration exhaustive sur A, dite filtration m-
adigque. Soit E un A-module ; on appelle filtration m-adique sur
E la filtration (E,) déduite de la filtration wm-adique de A
autrement dit, on a E; = m?E pour n > 0 et E, = E pour
n < 0.

St A est commutatif et B une A-algébre, n = mB est un idéal
bilatére de B, et pour tout B-module F, on a n¥*F = m¥F, donc la
filtration n-adique sur F coincide avec la filtration m-adique
(lorsque F est considéré comme A-module).
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4) St A est un anneau filtré, (A,) sa filtration, le A-module
a gauche A, est un A-module filtré pour la filtration (Aj). Il est
clair d’autre part que (A,) est une filtration compatible avec la
structure d’anneau de ’anneau opposé A% et Ay est un A%module
(4 gauche) filtré pour la filtration (Ay).

5) Sur un anneau A, les ensembles A, tels que A, = 0 pour
n >0, A, = A pour n < 0 forment une filtration dite triviale,
associée (Ezemple 1) a la graduation triviale de A ; sur un A-
module E, toute filtration (E,) formée de sous-A-modules est
alors compatible avec la structure de module de E sur I'anneau
filtré A. On peut donc dire que tout groupe commutatif filtré G
est un Z-module filtré, lorsque Z est muni de la filtration triviale.

Soient G un groupe filtré, (Ga)nez sa filtration ; il est clair
que pour tout sous-groupe H de G, (H n Gu)rnez est une filtration,
dite indutte par celle de G ; elle est exhaustive (resp. séparée) si
celle de G l'est. De méme, si H est un sous-groupe distingué de G,
la famille {((H.Gy)/H)nez est une filtration sur le groupe G/H,
dite quotient par H de la filtration de G ; elle est exhaustive si
(Gg) lest. Si G est un second groupe filtré, (Gplnez sa filtration,
(Ga X Gp) est une filtration sur G x G’ dite produit des filtrations
de G et G’, qui est exhaustive (resp. séparée) si (Gp) et (Gr) le
sont.

Soit maintenant A un anneau filtré et soit (A,) sa filtration ;
sur tout sous-anneau B de A, il est clair que la filtration induite
par celle de A est compatible avec la structure d’anneau de B.
Si b est un idéal bilatére de A, la filtration quotient de celle de A
sur A/b est compatible avec la structure de cet anneau, car on a
(An + b)(Am + B)cApim + b. Si A’ est un second anneau
filtré, la filtration produit sur A X A’ est compatible avee la strue-
ture de cet anneau.

Soit enfin E un A-module filtré et soit (E,) sa filtration ; sur
tout sous-module F de E, la filtration induite par celle de E est
compatible avec la structure de A-module de F, et sur le module
quotient E/F, la filtration quotient de celle de E est compatible
avee la structure de A-module, car on a

An(F + Ep)cF 4+ ALERcF 4 Enga.
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On notera que si la filtration de E est déduite de celle de A
(Exemple 2), il en est de méme de la filtration quotient sur E/F,
mais non en général de la filtration induite sur F (exerc. 1 ; voir
cependant § 3, n° 2, th. 2).

Si E’ est un second A-module filtré, la filtration produit sur
E x E’ est compatible avec la structure de A-module. Si les
filtrations de E et E’ sont déduites de celle de A (Ezemple 2), il
en est de méme de leur filtration produit.

2. Fonction d’ordre.

Soient A un anneau filtré, E un A-module filtré, (E,) la filtra-
tion de E. Pour tout z € E, on désigne par ¢(x) la borne supérieure
dans R de I’ensemble des entiers n € Z tels que z € E,. On a done
les équivalences suivantes :

gv(x):—oo < erEn

neZ
(4) o(x) = p < reBEp et z¢Epq
/o(x):—}—oo < xemEn

y ne

On dit que Papplication ¢ : E — R est la fonction d’ordre du
module filtré E. La connaissance de ¢ entraine celle des E,, car
E, est 'ensemble des z < E tels que ¢{z) > n; le fait que les E,
sont des sous-groupes additifs de E se traduit par la relation
() o(z - y) > inf(o(z), o(y)).

La définition précédente s’applique en particulier au A-module
filtré A; ; soit w sa fonction d’ordre. Il résulte de la formule (3) du
n°1 que pouracsAetzekE, ona
(6) o(az) = w(a) + o(z)
lorsque le second membre est défini; en particulier, pour ac A
etbe A, ona
(7) w(ab) > w(a) + w(b)

lorsque le second membre est défini.
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On définit de la méme maniere la fonction d’ordre sur un groupe
filtré G non nécessairement commutatif ; la relation correspondant
a (b) 8’écrit alors

(5) o(yz™t) = o(xy™) = inf (¢(2), o(y)).

3. Module gradué associé @ un module filtré.

Soient G un groupe commutatif (noté additivement), (G)
une filtration sur G. Posons

( gra(G) = Gau/Gnr1 pour ne?
®) [ £:(0) = D gr(C).
neZ

Le groupe commutatif gr(G) est donc un groupe gradué de
type Z, dit groupe gradué associé au groupe filtré G, les éléments
homogénes de degré n de gr(G) étant ceux de gry(G).

Soient maintenant A un anneau filtré, (A;) sa filtration, E un
A-module filtré, (E,) sa filtration. Quels que soient peZ, geZ,
on définit une application

G grp(A) X gro(E) — grp+o(E)
de la facon suivante : étant donnés a«egrp(A), £ e gr (E), deux
représentants a, a’ de «, deux représentants xz, =z’ de £, on a
are Epiq, 'z’ e Epyg et ax = o'z’ (mod. Ep441), car
ax —a'x’ = (a —a)xz + a'(xr - x)

eta—-a'e Apy1 et - ' € Bgy1, done notre assertion résulte de la
formule (3) du n® 1. On peut donc noter of la classe dans

Epte/Eptgrt == grpiqo(E)
du produit ax d’un représentant quelconque a € « et d’un repré-
sentant quelconque xz ek Il est immédiat que P'application (9)
est Z-bilindaire ; par linéarité, on en déduit une application Z-
bilinéaire
(10) gr(A) X gr(E) — gr(E).

Si on applique d’abord cette définition au cas ou E = A,,
Papplication (10) est une loi de composition interne sur gr(A),
dont on vérifie aussitot qu’elle est associative et posséde un élé-
ment neutre, image canonique dans gro(A) de I’élément unité de
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A ; elle définit done sur gr(A) une structure d’anneau, et la gradua-
tion (gra(A))nez est par définition compatible avec cette struc-
ture. On dit que 'anneau gradué gr(A) (de type Z) ainsi défini
est Vanneau gradué associé a 'anneau filtré A ; il est évidemment
commutatif lorsque A est commutatif ; gro(A) est un sous-anneau
de gr(A). L’application (10) est d’autre part une loi externe de
gr(A)-module sur gr(E), les axiomes des modules étant triviale-
ment vérifiés, et la graduation (gry(E))sez sur gr(E) est évidem-
ment compatible avec cette structure de module. On dit que le
gr(A)-module gradué gr(E) (de type Z) ainsi défini est le module
gradué assocté au A-module filtré E.

Ezemples. — 1) Soient A un anneau commutatif, £ un élément
de A non diviseur de 0. Munissons A de la filtration (t)-adique
(n° 1, Exemple 3). Alors Panneau gradué associé gr(A) est canoni-
quement isomorphe a 'anneau de polynémes (A/(t))[X]. En effet,
on a gry(A) = 0 pour n < 0, et par définition Panneau gry(A)
est 'anneau A/(z). Notons maintenant qu’en vertu de ’hypo-
thése sur ¢ la relation at* = 0 (mod. ¢#+1) est équivalente 4 a =
{(mod. ?) ; si T est 'image canonique de ¢ dans gr,(A), tout élément
de gra(A) s’écrit done d’une maniére et d’une seule sous la forme
at? 0l a € gry(A) ; d’ou notre assertion.

2) Soient K un anneau commautatif, A ’anneau de séries for-
melles K[[Xj,..., X;]] (4lg., chap. IV, § 5), m I'idéal de A dont les
éléments sont les séries formelles sans terme constant. Munis-
sons A de la filtration m-adique (n° 1, Exemple 3) ; si M,,..., M;
sont les différents mondmes en Xi,..., X, de degré total n — 1, 1l
est clair que toute série formelle u d’ordre total «(u) = n (loc.

. s

cit., n° 2) g’écrit kzlukMk, ou les u; appartiennent & m; on voit
donc que m» est Pensemble des séries formelles u telles que
o(u) > n,ce qui montre que w est la fonctiorn d’ordre pour la filtra-
tion m-adique. Il est clair alors que pour toute série formelle
ueme, il existe un polyndme homogéne de degré r en les Xy et un
seul qui soit congru a4 u mod. mr+l savoir la somme des termes
de degré n de u; on en conclut que gr(A) est canoniquement
isomorphe a 'anneau de polynémes K[Xx,..., X,].
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3) Plus généralement, soient A un anneau commutatif, b un
idéal de A, et munissons A de la filtration b-adique. Si on pose
B = gry(A), ¥ = grj(A) = b/b?% on sait (Alg., chap. 111, 3¢ éd.)
que Papplication identique du B-module F sur lui-méme se pro-
longe de fagon unique en un homomorphisme u de I’algébre symé-
trigue S(F) de F dans la B-algébre gr(A) ; il résulte de la défini-
tion de gr(A) que u est un homomorphisme surjectif d’algébres gra-
duées ; en effet, pour n = 1, tout élément de gr,{A) est somme de
classes mod. brtl d’éléments de la forme y = x,7,...x,, 00
z;eb (1 < 1 € n);si € est la classe de z; mod. b2 il est clair que
la classe de y mod. br+ est I’élément u(%,)...u(E,), d’ou notre
assertion. En particulier, tout systéme de générateurs du B-
module F est un systéme de générateurs de la B-algébre gr(A).

Si maintenant E est un A-module et que 'on munit E de la
filtration b-adique, on voit de méme que le gr(A)-module gradué
gr(E) est engendré par gro(E) = E/bE. De facon plus précise, la
restriction ¢ a gr(A) X gro(E) de la loi externe du gr(A)-module
gr(E) est une application Z-bilinéaire de gr(A) X gro(E) dans
gr(E); de plus gr(A) est un (gry(A), gro(A))-bimodule et gry(E)
un gro(A)-module ; on vérifie aussitot que pour «egr(A),
oo € gro(A), Eegry(E), on a ¢(awn,, &) = o(«, 2sE), donc ¢ définit
une application gry(A)-linéaire surjective

(11) e ¢ Zr(A) Bgr,a) gro(E) — gr(E)

dite canontque.

*4) Soient K un anneau commutatif, g une algébre de Lie sur
K, U Yalgébre enveloppante de g. On définit sur U une filtration
croissante (Un)nez en prenant U, = {0} pour n < 0, et en dési-
gnant par U,, pour n > 0, I'ensemble des éléments de U qui
peuvent s’exprimer comme somme de produits d’au plus n élé-
ments de g; on a U, = K, et gr(U) est une K-algébre commuta-
tive (Gr. et alg. de Lie, chap. I, § 2, n° 6). L’application canonique
de g dans gr,(U) = U,/U, se prolonge de facon unique en un homo-
morphisme & de I'algébre symétrique S(g) du K-module g dans la
K-algébre gr(U) ; Phomomorphisme £ est surjectif, et lorsque le
K-module g est libre, % est bijectif (loc. cit., n®7, th. 1).,

5) Soient A un anneau gradué de type Z, E un A-module gra-
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dué de type Z; soit Ag) (resp. E(y) le sous-groupe des éléments ho-
mogénes de degré ¢ de A (resp. E). Munissons A et E des filtrations
associées & leurs graduations (n° 1, Exemple 1) et notons A’ et E’
T'anneau filtré et le A’-module filtré ainsi obtenus. Alors il est
immédiat que 'application Z-linéaire A — gr(A’) qui transforme
un élément de Ay en son image canonique dans

gl‘n(A) = (ingnAm)/((ZE?—HA“))

est un isomorphisme d’anneaux gradués. On définit de méme un
isomorphisme canonique E — gr(E’) de A-modules gradués.

ProrositioNn 1. — Soient A un annean filtré, (Az)nez sa fil-
tration, ¢ sa fonction d’ordre. Supposons que gr(A) soit un anneau
sans diviseur de zéro. Alors, pour tout couple d’éléments a, b de

Panneau B = UAn, on a ¢(ab) = v(a) + e(b).
nezZ

Comme n == l lAn est un idéal bilatére de ’anneau B, la

nel
formule est vraie si ¢(a) ou ¢(b) est égal & + oo. Dans le cas con-
traire, ¢(a) = r et ¢(b) = s sont des entiers; les classes o« de a
mod.Ary et B de b mod.A; 5 sont % 0 par définition, d’ou par
hypothése «8 # 0 dans gr(A), et par suite abe& Aris41 ; comme
abe A,is, on a o(ab) = ¢(a) + v(b).

COROLLAIRE., — Sotent A un anneaw filiré, (Az)nez sa filtra-

tion ; posons B = UAn, n = mAn. St Panneau gr(A) est

nez nez
sans diviseur de zéro, il en est de méme de I'anneau B/n.
En effet, si @ et & sont des éléments de B n’appartenant pas
amn,on a ¢(a) # + o, ¢(b) # + o, d’ou v(ab) # + «, et par
suite ab & 1.

On notera que 'anneau A peut étre un anneau intégre, la filtra-
tion (A.) exhaustive et séparée, sans que gr(A) soit un anneau
intégre (exerc. 2).

Remarque. — Soit G un groupe non nécessairement commuta-
tif, muni d’une filtration (Gp)rez telle que Gpy1 soit distingué
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dans G, pour tout n € Z; posons encore gry(G) = Gn/Gp+1. On ap-

pelle encore groupe gradué associé & G et on note gr(G) le produit

restreint de la famille (gr.(G))sez, ¢'est-a-dire le sous-groupe du

produit Hzgrn((}) formé des éléments (E,) dont toutes les com-
ne

posantes, sauf au plus un nombre fini, sont égales & I’élément
neutre.

4. Homomorphismes compatibles avec les filtrations.

Soient G, G’ deux groupes commutatifs (notés additivement),
(Gpr) une filtration sur G, (Gz) une filtration sur G’ ; on dit qu’un
homomorphisme % : G — G’ est compatible avec les filtrations de G
et G’ si Pon a h(G,) € Gy, pour tout n e Z. ’homomorphisme com-
posé G SEE Ny YA G7/Gr41 est nul dans Gy41, donc définit par
passage aux quotients un homomorphisme 2z : Gu/Gni1 — Gn/Gri1;
il y a par suite un homomorphisme de groupes additifs gr(k) :
gr(G) — gr(G’") et un seul, tel que, pour tout rn e Z, gr(k) coincide
avec h, dans gra(G) = Gun/Gpai. On dit que gr(h) est I’homomor-
phisme de groupes gradués associé d h. Si G’ est un troisiéme groupe
filtré, et A’ : G’ — G’ un homomorphisme compatible avec les
filtrations, h'o% est un homomorphisme compatible avec les
filtrations, et on a

(12) gr(h'oh) = gr(h’) > gr(h).

Prorosition 2. — Soient G un groupe commutatif filtré, H un
sous-groupe de G ; on munit H de la filtration induite et G/H de la
filiration quotient. Si j : H — G est Uinjection canonique et p :
G —> G/H la surjection canonique, j et p sont compatibles avec les
filtrations, et la suite

(13) 0 gr(H) =25 gr(G) <25 gr(G/H) — 0

est exacte.

La premiere assertion est évidente ; si (Ga) est la filtration
de G, on a (Hn Gp) n Gpy1r = Hn Guia, donce gr(j) est injective; en
outre Papplication canonique G, — (H + Gy)/H est surjective,
donc il en est de méme de gr(p), et on a gr(p)egr(j) = O par
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(12). Enfin, soit £ € G,/Gn+1 dans le noyau de gr(p); il existe donc
xekttelque xe H 4+ Gy ; mais comme Gpy1 € Gy, 0n a

Gan(H 4 Gra) = (Hn Gy) 4+ Gaa,

done z =y + z avec ye Hn G, et ze Gypi1; cela prouve que £
est la classe mod. Gp+1 de j(y), autrement dit appartient & I'image
de gr(H) par gr(j).

On notera que si l'on a une suite exacte 0 — G’ L6356 >0
de groupes commutatifs filtrés, ol u et ¢ sont compatibles avec les

filtrations, la suite 0 —> gr(G") LGN gr(G) 20, gr(G") — 0 n'est

pas nécessairement exacte (exerc. 4).

Si maintenant A et B sont deux anneaux filtrés,2: A - Bun
homomorphisme d’anneaux compatible avec les filtrations, on
veérifie aussitdot que Phomomorphisme de groupes gradués gr(h) :
gr(A) — gr(B) est aussi un homomorphisme d’anneaux. En parti-
culier, si A’ est un sous-anneau de A muni de la filtration induite,
gr(A’) s'identifie canoniquement & un sous-anneau gradué de
gr(A) (prop. 2) ; s1 b est un idéal bilatére de A, et si A/b est muni
de la filtration quotient, gr(A/b) s’identifie canoniquement a
I'anneau gradué quotient gr(A)/gr(b) (prop. 2).

Enfin, soient A un anneau filtré, E, F deux A-modules filtrés,
u: E — F un A-homomorphisme compatible avec les filtrations.
Alors il est immédiat que gr(z) : gr(E) — gr(F) est une application
gr(A)-linéaire, donc un homomorphisme homogéne de degré 0 de
gr(A)-modules gradués. En outre, si ' : E — F est un second
A-homomorphisme compatible avec les filtrations, il en est de
méme de u + u’, et on a

(14) gr(u 4 u') = gr(u) + gr(u’).

Remarques. — 1) 11 est clair que les homomorphismes d’an-
neaux filtrés (resp. de modules filtrés sur un anneau filtré donné A)
compatibles avec les filtrations peuvent étre pris comme mor-
phismes pour la structure d’anneau filtré (resp. de A-module
filtré) (Ens., chap. IV, § 2, no 1).
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2) Soient E et F deux modules sur un anneau filtré A, et mu-
nissons-les des filtrations déduites de la filtration (A,) de A (n° 1,
Exemple 2). Alors toute application A-linéaire u : E — F est com-
patible avec les filtrations, puisque u(AE) = Ayu(E)c A,F.

3) On notera qu'un homomorphisme u : £ — F de A-modules
filtrés, compatible avec les filtrations, peut étre tel que gr(u) = 0
sans étre nul; il en est ainsi par exemple de I'endomorphisme
z —> nx du groupe additif Z muni de la filtration (r)-adique (pour
un entier n > 1 quelconque). La relation gr(z) = gr(¢) pour deux
endomorphismes u, ¢ de E dans F, compatibles avec les filtrations,
n’entraine donc pas nécessairement u = .

4) Les définitions du début de ce n?s’étendent immédiatement
a deux groupes non nécessairement commutatifs G, G/, filtrés
par des sous-groupes Gg, Gz, tels que Gpe1 (resp. Gpnig) soit distin-
gué dans G, (resp. G). La prop. 2 est encore valable en faisant la
méme hypothése sur les G, et en supposant que H est distingué
dans G, la démonstration étant inchangée aux notations prés.

5. Topologie définie par une filtration.

Soit G un groupe filtré par une famille (G,)nez de sous-groupes
distingués de G. Il existe une topologie et une seule sur G compa-
tible avec la structure de groupe et pour laquelle les G, consti-
tuent un systéme fondamental de voisinages de 1’élément neutre
e de G (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 1, no 2, Exemple) ; on
Yappelle la topologie de G définte par la filtration (G,). Lorsqu’on
utilisera des notions topologiques relatives a un groupe filtré, il
s’agira, sauf mention expresse du contraire, de la topologie définie
par la filtration. On notera que les G,, étant des sous-groupes
de G, sont a la fois ouverts et fermés (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd.,
§2,n°1, cor. dela prop. 4).

Comme chaque G, est distingué dans G, les entourages des
structures uniformes droite et gauche de G coincident; on en
déduit que G admet un groupe séparé complété G (Top. gén.,
chap. III, 3¢ éd., § 3, n% 4, th. 1 et n° 1, prop. 2).

Pour tout partie M de G, I'adhérence de M dans G est égale
a m(M.G") == r:' (Gn.M) (ZTop. gén., chap. I1I, 3¢ éd., § 3,

ne

nel
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n° 1, formule (1)) ; en particulier m Gn est Padhérence de {e};

neZ
on voit donc que pour que la topologie de G soit séparée, il faut et ik

suffit que la filtration (Gy) soit séparée. Pour que la topologie de G
soit discréte, il faut et il suffit qu’il existe un n € Z tel que Gn = {e
(auquel cas Gn = {e{ pour m > n); on dit alors que la filtration
(Ga) est discréte.

Le groupe séparé associé & G étant H = G/(ﬂ Gn), les

nez
groupes gradués associés gr(G) et gr(H) (lorsque H est muni de

la filtration quotient) s’identifient canoniquement.

Soient maintenant G’ un second groupe filtré, u : G - G" un
homomorphisme compatible avec les filtrations ; la définition des
topologies sur G et G’ montre aussitot que u est continu (*). Si
H est un sous-groupe (resp. un sous-groupe distingué) de G, la
topologie induite sur H par celle de G (resp. la topologie quotient.
par H de celle de G) est la topologie sur H (resp. G/H) définie par la
filtration induite par celle de G (resp. quotient de celle de G).
La topologie produit de celles de G et G’ est la topologie définie
par le produit des filtrations de G et de G’.

Soit ¢ la fonction d’ordre (n°2) de G. L’hypothése sur les G
entraine que ¢(zyz~) = ¢(y), donc ¢(zy) = o(yx?) = v(zly) =
¢(y~'z) quels que soient z, y dans G. Soit p un nombre réel
tel que 0 < p < 1 (on peut par exemple prendre p = 1/e) et
posons d(z, y) = p*@¥™ pour z,y dans G. On a d(z, z) = 0,
d(z, y) = d(y, z) et 'inégalité (5') du n° 2 donne

(15) d(z,y) < sup (d(z, 2), d(y, 2))
pour z, y, z dans G, ce qui entraine I’inégalité du triangle
d(z, y) < d(z, z) + d(y, 2).

Donec d est un écart sur G, invariant par translation a droite et
a gauche, et G, est I’ensemble des z € G tels que d(e, ) < p?; la

(*) Nous employons dans tout ce chapitre les mots « homomorphisme con-
tinu » au sens de ce qui est appelé « représentation continue » dans Top. gén.,
chap. III, 3¢ éd., § 2, n° 8 ; le mot « homomorphisme » ne sera jamais employé
au sens de Top. gén., chap. I11I, 3¢ éd., § 2, n° 8, déf. 1 ; nous utiliserons toujours
pour cette notion le terme « morphisme strict » afin d’éviter toute confusion.
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structure uniforme définie par d est done la structure uniforme
du groupe topologique G. Si G est séparé, G est un espace topolo-
gique métrisable éparpillé (Top. gén., chap. 1X, 2¢ éd., § 6, n° 4) ;
d est une distance sur G si de plus la filtration (G,) est exhaustive.

Etant donné un anneau topologique A, rappelons qu’on appelle
A-module topologique ¢ gauche un A-module E, muni d’une topo-
logie compatible avec sa structure de groupe additif et tel que
Papplication (a, ) —> axr de A X E dans E soit continue (Top.
gén., chap. III, 3¢ éd., § 6, n° 6).

Prorosition 3. — Soient A un anneau filtré, (Az) sa filtration,

B le sous-anneau Léﬁj An de A, E un B-module filtré, (Ex) sa filtra-
n

tion, F le sous-B-module Leg Ex de E. Alors Uapplication (a, )— ax
n

de B X F dans F est continue.
Soient en effet g, B, 2, F ; il existe par hypothése des
entiers r, s tels que g, € A, et 2, € E;. La relation

ar — agTy = (@ — Ag)Tp -+ ao(T — To) + (@ — ap) (x ~ x)
montre que si @ — aqoe A et z— 2y E;, ax — ayr, appartient a
Ets + Ejir + Eigs. S1 donc on suppose donné un entier n, on

aura ar — agry< E, pourvu que l'on ait i 2 n—s,j =2 n-r et
I + j = n,c’est-a dire dés que 7 et j sont assez grands.

CoroLLAIRE. — L’anneau B est un anneau topologique et le
B-module F un B-module topologique.

La premiére assertion s'obtient en appliquant la prop. 3
a F =B,

On voit en particulier qu'un anneau filtré A dont la filtration
est exhaustive est un anneau topologique ; lorsqu’il en est ainsi,
tout A-module filtré dont la filtration est exhaustive est un A-mo-
dule topologique.

ProrositioNn 4. — Sotent A un anneau commutatif filtré par
une filiration exhaustive (Ay), p un idéal de A. Supposons que l'idéal
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gr(p) =n€§z(pnAn)/(pnAn+1) de Vanneau gr(A) soit premier.

Alors Padhérence de p dans A est un idéal premier.
On sait que 'anneau gr(A/p) est isomorphe & gr(A)/gr(p) (n° 4,

prop. 2), donc est intégre ; on en conclut que A/ m (p + An) est.
neZ

intégre (n° 3, cor. de la prop. 1). Donc I'adhérence ﬂ (p + An)

neZ
de p est un idéal premier.

Soient A un anneau, m un idéal bilatére de A ; la topologie:
définie sur A par la filtration m-adique (n° 1, Exemple 3) est dite:
topologie m-adique ; comme la filtration m-adique est exhaustive,
A est un anneau topologique pour cette topologie (cor. dela prop. 3).
De méme, pour tout A-module E, on appelle topologie m-adique sur
E la topologie définie par Ia filtration m-adique ; E est un A-
module topologique pour cette topologie.

Soit M’ un second idéal bilatére de A ; pour que la topologie
m’-adique sur A soit plus fine que la topologie m-adique, il faut et
il suffit qu’il existe un entier n > 0 tel que m’» cm ; la condition
est en effet nécessaire, et si elle est remplie, on a m’22 c m® pour
tout 2 > 0, donc la condition est suffisante. Lorsque A est un
anneau commutatif ncethérien, il revient au méme de dire que
Pon a V(m)c V(m') dans le spectre premier de A (chap. I1, § 4,
n° 3, cor. 2 de la prop. 11 et § 2, n° 6, prop. 15).

6. Modules filtrés compleis.

ProrosiTioN 5. — Soit G un groupe filiré, dont la filtration
(Gn) est formée de sous-groupes distingués de G. Les conditions:
suivantes sont équivalentes :

a) G est un groupe topologique complet.

b) Le groupe séparé associé G’ = G/< | I Gn) est complet.

ne
¢) Toute suite de Cauchy dans G est convergente.

Lorsque G est commutatif et noté additivement, ces conditions
sont aussi équivalentes d la suivante :
d) Toute famille (x))re1. d'éléments de G' qui converge vers O
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sutvant le filtre § des complémentaires des parties finies de L est
sommable dans G'.

Pour qu'un filtre sur G soit un filtre de Cauchy (resp. un filtre
convergent), il faut et il suflit que son image par I'application
canonique G — G’ soit un filtre de Cauchy (resp. convergent).
(Top. gén., chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 1, prop. 4); d’oit en premier
lieu I’équivalence de a) et b) ; d’autre part, comme G’ est métri-
sable, I’équivalence de d) et c) résulte de la prop. 9 de Top. gén.,
chap. IX, 2¢ éd., § 2, n° 6.

Supposons maintenant G commutatif. Supposons G’ complet,
et soit ()rer une famille d’éléments de G’ qui converge vers 0
suivant §. Pour tout voisinage V' de 0 dans G’ qui est un sous-
groupe de G, il existe une partie finie J de L telle que la condition

re L - J entraine 7, € V'; on a donec X z, eV’ pour toute par-
reH

tie finie H de L ne rencontrant pas J, ce qui montre que la famille
(T )re1 est sommable (Top. gén., chap. II1, 3¢ éd., § 5, n° 2, th. 1).

Réciproquement, supposons vérifiée la condition d), et soit
(z5) une suite de Cauchy dans G’ ; la famille (x41 — 24) est alors
sommable, et en particulier la série de terme général x,41 — x5 est
convergente, done la suite (z,) est convergente.

Soit G un groupe filtré dont la filtration (Gy) est formée de sous-
groupes distingués de G ; les groupes quotients G/G, sont discrets,
done complets, puisque les G, sont ouverts dans G. Soit f, ’appli-
cation canonique G —> G/Gy, et pour m < n, soit fu, 'applica-
tion canonique G/Gy - G/Gn ; (G/Gaz, fma) est un systéme projec-
tif de groupes discrets ayant Z pour ensemble d’indices (Top. gén.,
chap. 111, 3¢ éd., § 7, n® 3). Soit G le groupe topologique limite
projective de ce systéme projectif, et pour tout n, soit g, :
G — G/Gy Papplication canonique ; soit f : G — G la limite projec-
tive du systéme projectif d’applications (f»), telle que f, = gupof
pour tout n; enfin, soit j ’application canonique de G dans son
séparé complété G ; comme les G/Gp sont complets, il existe un iso-
morphisme et un seul ¢ : G > G de groupes topologiques tel que
| = ioj (loc. ctt., cor. 1 de la prop. 2) ; nous dirons que ¢’est I'iso-
morphisme canonique de G sur G.
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Soit H un second groupe filtré dont la filtration (H,) est
formée de sous-groupes distingués de H, et soit u: G — H un
homomorphisme compatible avec les filtrations (n°® 4). Posons
H= lim H/H, ; pour tout n, u définit par passage aux quotients

un homomorphisme us: G/Gn - H/Ha, et les u,; forment évidem-
ment un systéme projectif d'applications; posons # = lim u,.
—

Soient par ailleurs f le séparé complété de H, &: G — H I’homo-
morphisme déduit de u par passage aux séparés complétés (Top.
gén., chap. II, 3¢ éd., § 3, n° 7, prop. 15). Il résulte aussitdét des
définitions que lorsqu’on identifie GaGet Haf au moyen
des isomorphismes canoniques, & s'identifie & #. On en conclut
en particulier que si, pour tout n, u, est un isomorphisme, alors &
est un isomorphisme de groupes topologiques.

Exemples de groupes et d’anneauz filtrés complets. — 1) Soit G
un groupe filtré complet. Tout sous-groupe fermé de G muni de la
filtration induite, est complet (Top. gén., chap. II, 3¢ éd., § 3,
n° 4, prop. 8). Tout groupe quotient de G, muni de la filtration
quotient, est complet (Top. gén., chap. IX, 2¢ éd., § 3, n° 1, Re-
marque 1).

2) Soit A un anneau commutatif filtré, dont nous désignons
par (as)aecz la filtration ; soit A’ Ianneau de-séries formelles
Al[Xyyeeey Xs]). Pour tout e = (e,..., &) €N°, nous poserons

8 &
le| = 1216" X = cH1X:" de sorte que tout élément PeA’

peut s’écrire d’une seule maniére P = X «,pX° avec a,pecA.
eeN?

Pour tout n € Z, désignons par a, I’ensemble des P e A’ tels que
aep € An_|¢) pour tout e N°; il est clair que a; est un sous-groupe
additif de A"; d’autre part, si Peay et Q € a5 on a, pour e N*,
%e, PQ = E Le’, Qe 1
ete’=¢e
et la relation ¢’ 4¢'’ = e entraine «¢’,qx¢”,» € Am—e|An~je*| C Am+n—]e|s
ce qui prouve que (an)nez est une filtration compatible avec la
structure d’anneau de A’ (car on a évidemment 1 e ag). Lorsqu’on
parlera désormais de A’ comme d’un anneau filtré, il s’agira tou-
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jours, sauf mention expresse du contraire, de la filtration (az).

Il est clair que I 'a;. est ’ensemble des séries formelles dont
nelZ

tous les coeflicients appartiennent a l 'a,,; done, si A est
neZ

séparé, il en est de méme de A".Sia, = A,onaq, = A'.

ProprosiTiON 6. — Les notations étant comme ci-dessus, suppo-
sons que aq = A, et désignons par h Uapplication P — (ac,r)een.
Alors h est un tsomorphisme du groupe additif topologique A’ sur le
groupe additif topologique AN'. L’anneau de polynémes A[Xy,..., X;]
est dense dans A’ ; si A est complet, il en est de méme de A’.

Il est clair que % est bijective ; V, = h(ay) est ’ensemble
des (a) € AN tels que @ s pour tout e N°® tel que |e| < n;
comme ces éléments e sont en nombre fini, V, est un voisinage de
0 dans AY'. Inversement, si V est un voisinage de 0 dans AN,
il y a une partie finie E de N° et un entier v tel que les conditions
a. € a, pour tout ee E entrainent (a,) e V; si done n est le plus
grand des entiers v 4+ |e| pour ee E, on a A(az) €V, ce qui prouve
la premiére assertion de la prop. 6. De plus, rn et E étant définis

comme ci-dessus, on a k(P - X «,,pX% eV pour tout Pe A’, ce
ecE

qui montre que A[Xj,..., X;] est dense dans A’. La derniére
assertion résulte de la premiére et du fait qu'un produit d’espaces
complets est complet.

Soit m un idéal de A et supposons que (a,) soit la filtration
m-adique ; alors, si n est I'idéal de A’ engendré par m et les X;
(1 <t < s), 1a filtration (a3) est la filtration n-adigue. En effet,
il est clair que pour tout k > O, n* est engendré par les éléments
aX® tels que aemk-lel pour tout eeN® tel que |e| < &, d’ou
nkc a;. Prouvons inversement que aipcnt. Pour tout Peaj,
on a P=P 4 P” avec P' = X o,pX%, P’ = X «,pX% Il

le} <k lel=k

est clair que lon peut écrire P’ = X X°Q, ou les Q. sont
lej=%

des éléments de A’, d’ou P”ent ; par ailleurs, il est clair
que o, pX°en* pour tout eeN’, d’ou P'en®. On a donc bien
nk = ag.
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COROLLAIRE. — Soient A un anneau commutatif,
A" = A[[Xy,..., X4]]

Panneau de séries formelles a s indéterminées sur A, nlidéal de A’
formé des séries formelles sans terme constant. L’anneau A’ est séparé
et complet pour la topologie n-adique, et U'anneau de polynimes
A[Xqy,..., X¢] est partout dense dans A’.

11 suffit d’appliquer ce qui vient d’étre dit au cas m = }0/.

7. Propriétés de compacité linéaire des modules filtrés
complets.

Rappelons que si E est un A-module, on appelle partie affine
(ou variété linéaire affine) de E toute partie F qui est vide ou de
la forme a + M, o1 ae E et M est un sous-module de E, appelé
direction de F (Alg., chap. I, 3¢ éd., §9, no% 1 et 3).

Propositiox 7. — Sotent A un anneau filiré, E un A-module
filtré, (E,) la filiration de E ; on suppose que Eq = E, que les E,, sont
des sous-modules de E, que les A-modules E[E, sont artiniens, et
enfin que le groupe topologique E est séparé et complet. Alors U'inter-
section d’une suite décroissante de parties affines fermées non vides
de T est non vide.

On a vu au n° 6 que E, étant séparé et complet, s’identifie a
E = lim E/E,. Soit (W,) une suite décroissante de parties
aflines fermées non vides de E, et pour tout n = 0, soit Wy, ,
Iimage canonique de W, dans E/E, ; nous allons construire une
suite £ = (x,) E telle que z, € Wy, , pour tout p et tout »; on
aura donc-z e W, 4+ E, pour tout p et tout n, et comme les W,
sont fermés, z € W, pour tout p (n° 5), ce qui démontrera la pro-
position.

Comme E/E, = 0, nous prendrons z, — 0. Supposons définis
les z; pour 0 < i< n -1, et soit W5, , Pensemble des éléments de
Wy, » dont I'image canonique dans E/E,-; est z,-;; comme
Zn—1€ Wp,n-1 6t que Wy »_1 est 'image canonique de Wy, », Wh, 2
n’est pas vide, et est évidemment une partie affine de E/E, ; en
outre la suite (Wp,»)peN est.décroissante. Comme E/E, est
artinien, cette suite est stationnaire (sans quoi la suite des sous-
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modules de E/E, qui sont les directions des W, », serait stricte-
ment décroissante, ce qui est absurde). Il suffit alors de prendre

pour z, un élément de | IW’,,,,, et la construction de (x,) peut
reN

donc se faire par récurrence.

ProrosiTiON 8. — On suppose que A et E vérifient les hypothéses
de la prop. 7. Soit (Fp) une suite décroissante de sous-modules fer-

més de E tels quel IF,, == 0. Alors, pour tout voisinage V de 0
P

dans E, il existe p tel que Fpc V (autrement dit, la base de filtre
(Fp) converge vers 0).

On peut supposer que V est 'un des E,, auquel cas E/V est
artinien. Posons Fj = (F, 4 V)/V; comme les F} forment une
suite décroissante de sous-modules de E/V, il existe un entier j
tel que F%, = Fj pour tout p > j. Nous allons voir que F} = {04,
ce qui achévera la démonstration. Soit x e Fj, et soit W, ensemble
des éléments de F, dont l'image dans E/V est 2 (p = j); par
définition de j, les W, sont des parties affines fermées non vides
de E, et on a évidemment Wy € Wy il résulte done de la
prop. 7 qu’il existe un élément y appartenant a tous les Wiy,

Comme W,cF, et que me = $0{, on a y = 0; puisque z
reN

est 'image canonique de y dans E/V, on a bien z = 0 (cf. exerc.
15 & 21).

8. Reléevement d’homomorphismes de modules gradués
associes.

TutoriEME 1. — Soient X, Y deux groupes filtrés dont les
filtrattons (X5), (Yn) sont formées de sous-groupes distingués ;
soit w : X — Y un homomorphisme compatible avec les filtrations.

(i) Supposons la filtration (X,) exhaustive. Pour que gr(u)
soit injectif, il faut et il suffit que izl(Yn) = X, pour tout n<Z.

(i1) Supposons vérifiée Uune des hypothéses suivantes : o) X est
complet et Y séparé ; B) Y est discret. Alors, pour que gr(u) soit
surjectif, il faut et il suffit que Yo = u(Xy,) pour tout neZ.
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(1) Dire que P'application gra(u) est injective signifie que I'on a
Xan EI'I(Yv'n+1) ¢ Xn+1-

, . < -1 .
C’est évidemment le cas si u(Yy+1) = Xp41. Inversement, si on a
-1 . ,
X0 u(Yr+1) € Xpy1 pour tout n, on en déduit, par récurrence sur

k, que X, nizl(YnH)anH pour tout neZ et tout k > 0.
Comme la filtration (X,) est exhaustive, on voit que, pour tout n,
X est réunion des X, (k > 0), done bl(YnH) c Xp41 pour tout
n et on a par hypothése X,41c ?zl(YnH), ce qui achéve la démons-
tration.

(it) Dire que Papplication gry(u) est surjective signifie que
Ton a

Y. = u(Xn)YnH-

C’est évidemment le cas si Y, = u(X,). Réciproquement, suppo-
sons que Y, = u(Xn)Yyn+1 pour tout n e Z. Soient n un entier, y un
élément de Y, ; on va définir une suite (zz)r>o0 d’éléments de X,
telle que l'on ait xxe Xy, Zri1 = 2% (mod. Xpiz) et ulze) =y
(mod. Yg+x) pour tout £ > 0. Nous prendrons x, égal & I'élément
neutre de X, ce qui donne bien u(x,) =y (mod. Y,). Suppo-
sons construit un zx e X, tel que u(rx) =y (mod. Yux); on a
(w(xk)) 'y € Yasr; Phypothése entraine qu’il existe t € X, tel que
u(t) = (u(zx)) 'y (mod. Yr4x+1), done u{zgt) = y (mod. Yypix41) ; il
suffit de prendre zx41 = xxt pour poursuivre la récurrence. Cela
étant, s1 Y est discret, il existeun & > 0 tel que Yy = ge'ﬁ (éle-
ment neutre de Y), d’ol u(zx) = y, et on adonc dans ce cas prouvé
que u(X,) = Y, pour tout n. Supposons maintenant X complet
et Y séparé. Comme z3'xr e Xuex pour b > k > 0, (zx) est une
suite de Cauchy dans X, ; comme X, est fermé dans X, done
complet, cette suite a au moins une limite x dans X,. En vertu
de la continuité de u, u(x) est 'unique limite de la suite (u(xx))
dans Y, Y étant séparé. Mais les relations u(zx) = y (mod. Yypiz41)
montrent que y est aussi limite de cette suite, d’oit u(x) = y et on
a encore prouve que u(Xy) = Y. c.0.F.D.

CoroOLLAIRE 1. — Supposons que X soit séparé et sa filtra-
tion exhaustive. Alors, si gr(u) est injectif, u est injectif.
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Soient e, ¢’ les éléments neutres de X et Y respectivement.

On a
wencl Vay. = MNx, = fel

par hypotheése, d’ou le corollaire.

CoROLLAIRE 2. — Supposons vérifice Uune des hypothéses
suivantes :

a) X est complet, Y est séparé et sa filtration est exhaustive ;

B) Y est discret et sa filtration est exhaustive.

Alors, si gr(u) est surjectif, u est surjectif.

En effet, on g alors Y = LnJ Yy = LZJ u(Xyp) c u(X).

COROLLAIRE 3. — Supposons X et Y séparés, les filtrations de
X et Y exhaustives et X complet. Alors, st gr(u) est bijectif, u est
bijectif.

Soient A un anneau local, m son idéal maximal, M un A-mo-
dule ; munissons A et M des filtrations m-adiques et soient gr(A) et
gr(M) l'anneau gradué et le gr(A)-module gradué associés & A
et M. On a vu (n° 3, Exemple 3) que 'application canonique (11)
est toujours surjective ; nous allons considérer la propriété suivante
de M :

(GR) L’application canonique

Yu ¢ EP(A) Ogrya) gro(M) — gr(M)

est bijective.

ProrosiTioN 9. — Soient A un anneau local, m son idéal ma-
zimal, M, N deux A-modules, u : N - M un A-homomorphisme. On
munit M et N des filtrations m-adiques, et on suppose que : 1° M
vérifie la propriété (GR) ; 20 gry(u) : gro(N) — gro(M) est injectif.
Alors gr(u) : gr(N) — gr(M) est injectif, N et P = Coker (u) véri-
fient la propriété (GR), et on a m»N = izl(m”M) pour tout entier
n > 0.



214 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. III, § 2

On vérifie aussitot que le diagramme

R ery(u
gr(A) Ogay gro(N) 2222 01(A) @gr iy gro(M)
Y.

N\L Tm

gr(N) gr(M)

est commutatif. Comme gry(A) = A/m est un corps, 'hypotheése
entraine que 1 ® gry(u) est injectif ; comme par hypothése vy, est
injectif, il en est de méme de v, o (1 ® gry(«)). Ceci entraine d’abord
que vy est injectif, donc bijectif, et ensuite que gr(u) est injectif.

gr(u)

La formule izl(m"M) = m=»N est alors conséquence du th. 1, (i).

En outre, posons N’ = u(N), et soit j: N’ — M Pinjection
canonique. Si p : M — P = M/N’ est 'homomorphisme cano-
nique, alors, dans le diagramme commutatif

gr(A) ®¢gro(N') 195D 01(A) @ gro(M) 2252 gr(A) @ gry(P) > 0
TN Ym Yp

gr(N’) gr(M) gr(P) 0

gr(f) gr(p)

la ligne du bas est exacte (n° 4, prop. 2), et il en est de méme de
la ligne du haut, en vertu de la prop. 2 du n° 4 et du fait que
gro(A) est un corps. D’ailleurs, gr(j) est injectif (n° 4, prop. 2), done
gry(j) est injectif. La premiére partie du raisonnement, appli-
quée a j, montre que vy est bijectif ; comme il en est de méme de
vy par hypothése, on en conclut que y, est bijectif (chap. I, § 1,
n® 4, cor. 2 de la prop. 2).

CoROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la prop. 9, st on sup-
pose en outre N séparé pour la fillration m-adique, alors u est
injectif.

En effet, cela résulte de ce que gr(u) est injectif (cor. 1
du th. 1).

*Remarque. — Supposons vérifiées les hypothéses de la
prop. 9, et en outre V'une des conditions suivantes :

10 m est nilpotent ;

20 A est neethérien, et P idéalement séparé (cf. § 5, no 1) ;
alors P est un A-module plat. Cela résulte en effet de ce que v,
est bijectif et du § 5, n° 2, th. 1, (iv), puisque A/nt est un corps.,
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9. Relévement de familles d’éléments d’un module gradué
associé.

Soient A un anneau commutatif filtré, (Az)nez sa filtration,
C un sous-anneau de A, tel que Cn A, = {0;. La restriction a C
de Papplication canonique A, — Ag/A; = gry(A) est alors injec~
tive, ce qui permet d’identifier C & un sous-anneau de gro(A) ; c’est
ce que nous ferons d’ordinaire en pareil cas. Si A; # Ag et si K est
un sous-corps quelconque de Ay, ona KnA; = {0{ puisque Kn A,
est un idéal de K ne contenant pas 1 ; on peut donc identifier K &
un sous-corps de gry(A).

Proposition 10. — Soient A un anneau commutatif filiré, (Ay)
sa filtration ; on suppose qu’il existe un sous-anneau C de A, tel que
CnA; =1{0{ et on identifiec C & un sous-anneau de gro(A). Soit
(zih1<i<q une famille finie d’éléments de A ; supposons que
zie Ap, pour 1 < i < g, et soit & la classe de x; dans gra(A) pour
1 <1<y

(1) Sila famille (E;) d’éléments de gr(A) est algébriqguement libre
sur G, la famille (x;) est algébriguement libre sur C.

(i1) St la filtration de A est exhaustive et discréte et st (E;) est un
systéme de générateurs de la C-algébre gr(A), alors (xz;) est un sys-
téme de générateurs de la C-algébre A.

Soit A’ algébre de polyndmes C[Xy,..., Xq] sur C ; munissons
A’ de la graduation (A7) de type Z pour laquelle A, est I'ensemble

des combinaisons C-linéaires des mondmes X§{MV...X5? tels que
q

2 ns(t) = n. Soit u ’homomorphisme f — f(a1,..., 2g) de la C-
i=1

algébre A’ dans la G-algébre A ; par définition, on a u(Ay)c A,
pour tout n e Z, donc u est compatible avec les filtrations (A’ étant
muni de sa structure d’anneau filtré associé a sa structure d’an-
neau gradué, cf. n° 1, Exemple 1). Cela étant, 'hypothése de (i)
signifie que gr{u) : A" = gr(A’) — gr(A) est injectif ; comme la
filtration de A’ est exhaustive et séparée, on peut appliquer le
cor. 1 du th. 1 du n° 8, et u est injectif, ce qui démontre la conclu-
sion de (1). De méme ’hypothése (ii) sur les (&;) signifie que gr(u)
est surjectif ; comme A est discret et que sa filtration est exhaus-



216 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. III, § 2

tive, on peut appliquer le cor. 2 du th. 1 du n° 8 et u est surjectif,
ce qui prouve la conclusion de (ii).

Prorosition 11. — Soient A un anneau commautatif filiré,
séparé et complet, C un sous-anneau de Ay tel que CnA; = %O%,
(ze)1<i<q une famille finie d’éléments de A telle que xie Ay, avec
ng > 0 pour 1 <t < ¢q; soit & la classe de x; dans gry(A) pour
1<i<aq.

(1) 11 existe un C-homomorphisme et un seul ¢ de lalgébre de
séries formelles A" = C[[Xy,-.., X¢]] dans A tel que o(X;) = x4
pour 1 £ i < gq.

(i1) St la famille (&:) est algébriquement libre sur G, Uhomo-
morphisme v est injectif. ‘

(i1} St la filtration de A est exhaustive et si la famille (&) est
un systéme de générateurs de la C-algébre gr(A), homomorphisme
v est surjectif.

q aq
Comme n; > 1 pour tout i, on a X ns(i) > X s(i) pour tout
=1 i=1

q a
mondéme XiM X9 et d’autre part X ms(i) < r. X s(i) sir
=1 i=1

est le plus grand des ns Si Pon désigne par A V'ensemble des
séries formelles dont les termes non nuls a;X{®...X3@ sont tels

q
que X ngs(i) > n, il résulte du n° 6, cor. de la prop. 6 que A"
=1

rr

est séparé et complet pour la filiration exhaustive (A7) et que
A’ = @[X}4,..., Xq] est dense dans A’’; en outre 'homomorphisme
u défini dans la démonstration de la prop. 10 est continu dans A’
et se prolonge donc de facon unique en un homomorphisme continu
¢ A" — A, puisque A est séparé et complet (Zop. gén., chap. 111,
3e éd.; § 3, n® 3, prop. b), ce qui démontre (i) ; en outre, on a
gr(A') = gr(A') et gr(v) = gr(u); (ii) et (iii) résultent donc res-
pectivement des cor. 1 et 2 du th. 1 du n° 8, vu les hypothéses
sur A.

On exprime parfois la conclusion de (ii) (resp. (iii)) dans le
corollaire en disant que la famille (z:) est formellement libre sur
C (resp. est un systéme formel de générateurs de A).



n° 9 GENERALITES SUR ANNEAUX ET MODULES FILTRES 217

Prorosition 12. — Soient A un anneau filiré, E un A-module
filiré, (Ayn) et (Ej) les filtrations respectives de A et E. On suppose A
complet, et la filtration (E.) exhaustive et séparée. Soit (x¢)iex une
famille finie d’éléments de E et, pour tout i el, soit n(t) un entier
tel que xy€ Enqy ; s0it enfin £ la classe de xy dans grp(E). Alors,
st (E4) est un systéme de générateurs du gr(A)-module gr(E), (x¢) est
un systéme de générateurs du A-module E.

Dans le A-module L = Aj, désignons par L, 'ensemble des
(a:) tels que ase Ap_n pour tout el ; 81 p et g sont le plus petit
et le plus grand des n(i), on a Ah_¢>L,D A}, et la topologie
définie sur L par la filtration (L,) est la méme que la topologie
produit ; donc L est un A-module filtré complet. Comme L est
libre, il existe une application A-linéaire u : L - E telle que
u((as) =1Z agry, et elle est évidemment compatible avec les

€1

filtrations ; nous devons prouver que u est surjective, et pour cela,
il suffit, en vertu du cor. 2 du th. 1, n° 8, de montrer que gr(z) :
gr(L) — gr{E) est surjective, ou encore que, pour tout z e E,, il
existe une famille (a;) telle que a;e Ap.pu pour tout iel et

z = 2 a;x; (mod. E, ). Soit £ la classe de z dans grn(E) ; puisque
iel

les &; engendrent le gr(A)-module gr(E), il existe des «; e gr(A)
tels que £ = X ¥y, et on peut supposer que o; € gra—n(A), en
el

remplagant au besoin «; par sa composante homogeéne de degré
n— n(i). Alors o; est I'image d’un élément a;e Ajp_p, et la
famille (a;) posséde la propriété requise.

COROLLAIRE 1. — Sotent A un anneau filiré complet, E un
A-module filtré dont la filiration est exhaustive et séparée. St gr(E)
est un gr(A)-module de type fini (resp. nothérien), alors E est un
A-module de type fini (resp. neethérien).

Si gr(E) est de type fini, il a un systéme fini de générateurs.
homogeénes, et la prop. 12 montre que E est de type fini. Suppo-
sons maintenant gr(E) ncethérien, et soit F un sous-module de E;
la filtration induite sur F par celle de E est exhaustive et séparée et
gr(F) s’identifie & un sous-gr(A)-module de gr(E) (n° 4, prop. 2),
donc est de type fini par hypothése ; on en conclut que F est un
A-module de type fini, donc E est neethérien.
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COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau filiré séparé et complet,
dont la filtration est exhaustive. St gr(A) est un anneau noethérien
4 gauche, il en est de méme de A.

11 suffit d’appliquerle cor. 1 4 E = A,.

COROLLAIRE 3. — Soient A un anneau filtré complet, (A,) sa
filtration, B un A-module filtré séparé, (Ey) sa filtration, F un sous-
module de type fint de E ; on suppose Ay, = Aet £, = E.

(1) Si, pour toutk = 0, 0n a By = Egq1 -+ AgF, alors F = E.

(i1) S% on suppose de plus quela filtration de E est déduite de celle
de A (n° 1, Exemple 2), la relation & = B, 4+ F entraine ¥ = E.

Soient £; (1 < i < n) les classes mod. E, d’un systéme fini de
générateurs de F. Il résulte de I'hypothése faite que pour tout

n

k > 0, tout élément de gri(E) se met sous la forme X «;£; avec
i=1

ag s gr(A) ; les &; engendrent donc le gr(A)-module gr(E), ce qui
démontre (i), en vertu de la prop. 12. Si la filtration de E est dé-
duite de celle de A, la relation E = E; + F, entraine Ex = AyE =
ArE; + AyF = AdA\E + AyF C Ap iE 4 AgF = B + ApF c By,
d’ou (ii).

ProposiTion 13. — Soient A un anneau, M un idéal bilatére de
A contenu dans le radical de A, E un A-module. On munit A et E
des filtrations m-adiques (n° 1, Exemple 3). On suppose que lune
des conditions suivanies est vérifiée :

a) E est un A-module de type fint et A est séparé ;

b) m est nilpotent.

Pour que E soit un A-module libre, tl faut et il suffit que EjmE
soit un (A/m)-module libre et que ¥ oérifie la propriété (GR) (n° 8).

Si E est un A-module libre, et (e)) une base de E, m¥E est
somme directe des sous-modules m¥e, de E pour tout & > 0 (Alg.,
chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 7, Remarque) ; par suite m*E/m*+'E s’iden-
tifie & la somme directe des mke/mk+le, (Alg., chap. 11, 3¢ éd.,
§1, n°6, prop. 7). On en déduit d’abord (pour k = 0) que les
classes 1®e; des e, dans E/mE = (A/m)®, E forment une base
du (A/m)-module E/mE, puis que 'application canonique

(mE/mE) @, (E/mE) - mFE/ms+1E
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‘est_bijective pour.tout k£ > 0 ; donc yg est bijective. On notera
que cette partie de la démonstration n’utilise pas la condition a)
ni b).

Supposons inversement vérifiées les conditions de 1’énoncé,
et 80it (z,),e; une famille d’éléments de E dont les classes mod.
mE forment une base du (A/m)-module E/mE ; soient L le A-mo-
dule libre AP, (f,).e; sa base canonique, et u: L — E 'applica-
tion A-linéaire telle que u(f) = x. pour tout « e I. Les hypothéses
entrainent déja que u est surjective (chap. II, § 3, n° 2, cor. 1 de
la prop. 4), et il reste & prouver que z est injective. Or, chacune des
hypothéses a), b) entraine que A est séparé, donc il en est de
méme de L muni de la filtration m-adique, puisque m*L, = (m*)®
(Alg., chap. 1I, 3¢ éd., § 3, n® 7, Remarque), et gr(L) s’identifie
a gr(A) ®am (L/mL) d’aprés la premiére partie de la démonstra-
tion ; 'homomorphisme u est compatible avec les filtrations et on
peut écrire gr(u) = yzov ol ¢ est la bijection de gr(L) sur
gr(A) @ym (E/mE) appliquant la classe de f, mod. mM sur
1®z, o z, est la classe de z, mod. mE. L’hypothése entraine
done que gr(u) est injectif et on conclut & 1’aide du cor. 1 du th. 1,
no 8.

10. Application : exemples d’anneaux ncethériens.

Lemme 1. — Soit A un anneau gradué de type Z, dont la gra-
duation (An) est telle que A, = 0 pour tout n < 0, ou Ay = 0 pour
tout n > 0. Soit M un A-module gradué de type Z. Pour que M soit
un A-module neethérien, il faut et il suffit que tout sous-module gra-
dué de M sott de type fini.

Comme n — — n est un automorphisme du groupe Z, on peut
se borner au cas ou A, = 0 pour tout n > 0. Désignons par A’ et
M’ Panneau A et le module M munis des filtrations associées a
leurs graduations respectives (n° 1, Exemple 1), qui sont exhaus-
tives et séparées; ’hypothése sur A entraine que A’ est discret,
donc complet. Si E est un sous-A-module de M, le A’-module
filkré E’ obtenu en munissant E de la filtration induite est séparé
et sa filtration est exhaustive; en outre gr(E’) s’identifie 4 un
sous-A-module gradué de M = gr(M’), donc est de type fini par
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hypothése. La conclusion résulte donec du cor. 1 de la prop. 12
duno9,

TrEOREME 2. — Soient A un annean gradué de type N, M un
A-module gradué de type N, (An) et (My) leurs graduations respec-
tives. On suppose qu’il existe un élément a e A, tel que A, = Aga® et
M, = a®M, pour tout n > 0. Alors, st My est un Ag-module neethé-
rien, M est un A-module neethérien.

En vertu du lemme 4, il suffit de prouver que tout sous-module
gradué N de M est de type fini. Pour tout r > 0, soit N, = NnM,
et soit L, I'ensemble des meM, tels que ameN,. Comme
arAgc Ay = Apa’ on a a'AoL,c Apa’L,c AgN,c N,, donc les L,
sont des sous-Ag-modules de My ; en outre on a

aN,eNnaM, = NnM,;4; = Ny,

done la suite (Ly)rzo est croissante. L’hypothése entraine qu’il
existe un entier n > 0 tel que L, = L, pour r > n. Pour chacun
des r < n, soit (mr,s)1<s<r, Un systéme de générateurs du Ag-
module L,. On va prouver que les éléments a"m, s pour 1 < s < ki,
0 < r € n forment un systéme de générateurs du A-module N.
Comme M, = a'M, pour tout r, on a N, = a’L, pour tout r, par
définition de L,. Pour r < n, on a donc

ky kr

Nr _ arLr - 2 arA()mrs c Z Aoa’mm,
8=1 §=1
et pourr>n
kn kn kn
N, = al, = 21 arAomy, s C Zlea’mn,s c Zlea'—".(anmn,s)
8= 8= §=

ce qui acheéve la démonstration (cf. exerc. 10).

CororLLAIRE 1 (théoréme de Hilbert). — Pour tout anneau
commutatif neethérien C, 'anneau de polyndmes C[X] est ncethérien
(cf. exerc. 10). ‘

COROLLAIRE 2. — Pour tout anneau commutatif neethérien G
et tout entier n > 0, Uanneau de polynomes C[Xy,..., X»] est noethé-
rien.

Cela résulte du cor. 1 par récurrence sur n.
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CoRroLLAIRE 3. — 51 C est-un anneau commutatif neethérien,
toute C-algébre commutative de type fint est un anneau neethérien.

En effet, une telle algébre est isomorphe & un quotient d’une
algébre de polynémes C[X1,..., Xn] (§ 1, n01).

COROLLAIRE 4. — Soit A un anneau commutatif gradué de type
N, et soit (Ay) sa graduation. Pour que A soit neethérien, il faut et
il suffit que A, soit neethérien et que A soit une Ay-algébre de type
fini.

La condition est suffisante en vertu du cor. 3. Inversement,

supposons A ncethérien ; m = 2 A,, qui est un idéal de A, est
nz1

donc de type fini; par suite A est une Aj-algébre de type fini
(§ 1, n° 2, cor. de la prop. 1) ; d’autre part A,, qui est isomorphe
A Aj/m, est un anneau neethérien.

COROLLAIRE D. — Soient A un anneau commautatif, m un
idéal de A tel que A|m soit neethérien, que m/m? soit un (A/m)-
module de type fini et que A soit séparé et complet pour la topologie
m-adique. Alors gr(A) et A sont neethériens.

En effet, gr(A) est une (A/m)-algébre engendrée par m/m?
(n° 3, Exemple 3), donc 'anneau gr(A) est ncethérien en vertu du
cor. 3. On en déduit que A lui-méme est noethérien (n° 9, cor. 2
de la prop. 12).

COROLLAIRE 6. — Pour tout anneau commutatif ncethérien C
et tout entier n > 0, U'anneau de séries formelles C[[X,,..., Xa]]
est neethérien.

Cela résulte du cor. 5 et du n° 6, cor. de la prop. 6, car si m
est 'idéal de A = C[[Xj,..., X5]] formé des séries formelles sans
terme constant, A/m est isomorphe & C et m/m? au C-module C”,

Remarques. — 1) Les corollaires 2, 3 et 6 s’appliquent en
particulier lorsque C est un corps commutatif.

*2) Soit g une algébre de Lie sur un anneau commutatif ncethé-
rien C, et supposons que ¢ soit un C-module de type fini. Munis-
sons 'algébre enveloppante U de ¢ de la filtration croissante (Us,)
définie au n° 3, Exemple 4. Pour la topologie correspondante, U
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est discret, donc séparé et complet ; 'anneau gradué associé gr(U)
est une C-algébre de type fini, étant un quotient de ’algébre symé-
trique S(g), donc gr(U) est un anneau noethérien (cor. 3) et on en
déduit que U est un anneau ncethérien a gauche et a droite (n° 9,
cor. 2 de la prop. 12).,

11. Anneaux m-adiques complets et limites projectives.

On a vu au n® 6 que si A est un anneau commutatif et m
un idéal de A tel que A soit séparé et complet pour la topologie
m-adique, alors l’anneau topologique A s’identifie canonique~
ment & la limite projective des anneaux discrets A; = Ajmi+
(teN) pour les applications canoniques A @ Aj/mi+l > Afmi+t
(¢ < j); on notera que hy; est surjectif et que, si 1y est son noyau,
on a

Mgy = MM — (mjmi+H)ia = (15,)i+ ;

en particulier (1g;)+! = 0. Réciproquement :

ProrosiTioN 14. — Soit (A, ki) un systéme projectif d’an-
neaux commutatifs discrets, dont I'ensemble d’indices est N, et soii
(My, uy;) un systéme projectif de modules sur le systéme projectif
d’anneaux (Ay, hy). On désigne par n; le noyau de hy; © A; — A,,
et on pose A = lim A;; M = lim M,. On suppose que :

-~ D

a) pour tout 1N, hy est Uapplication identiqgue de Ay, et
pour i < J, hyy et uy; sont surjectifs ;

b) pour i < j, les noyaux de hy; et uy; sont ni*t et nitM; res-
pectivement.

Alors :

(1) A est un anneau topologique séparé et complet, M est un
A-module topologique séparé et complet, et les applications cano-
niques hi : A — Aq, u; : M — M; sont surjectives.

(1) St M, est un Agymodule de type fini, M est un A-module
de type fint ; plus précisément, toule partie finie S de M telle que
uo(S) engendre My est un systéme de générateurs de M.

Les assertions de (i) résultent de Top. gén., chap. 11, 3¢ éd.,
§ 3, n° 5, cor. de la prop. 10 et cor. 1 du th. 1.

Pour tout i eN, posons myy; = Ker(hs), Nyyy = Ker(ui) ; on
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-1
. : i+1 3 .
a donc My, = lim A, ;4(0) = lim ngiy et Nyy; = lim nfiiM, . ;
<« < «—

k=0 k k
comme hiix et u;4x sont surjectifs, on a

_ pi+l _ itl
(16) by y(Myy1) = W% Uiri(Nera) = WM.

Montrons que 'on a myNyjc Nyyy pour i > L et j = 1, ce
qui revient a prouver que ui+j—1(M;N;) = 0; or w1 (MNy) =
h¢+j_1(m¢)ug+j_1(Nj) est egal a n§+j_1(n§+;~1M1+,_1) = 0, car, pour
tout £ > 0, n&+, quiest le noyau de /x, est égal & 0. On voit
de méme que MWyM;c My Sioon pose, pour ¢ € 0, m; = A et
N; = M, (";)iez est une filtration de A et (N¢)iez une filtration
de M compatible avec la filtration de A ; les topologies de A
et de M sont évidemment celles définies par ces filtrations. Cela
étant, soit a un idéal de A tel que A,(a) = 1, et désignons par
M’ le sous-module de M engendré par S ; on va montrer que

(17) N; = &M’ —+ N1 pOllI‘i = 0.

Posons a; = hy(a), M; = ug(M'); il suffit de montrer que
uy(Ny) = afM;. Cest vrai si i = 0, car N, = M et M, = M, par hy-
pothése. Si i > 1, on a uyN;) = niM; par (16). Comme Ay; est sur-
jectif et que hgi = koo kg, 21 applique le noyau 1; de hg; sur le

noyau m de ko, et 1; = hlu(nl) ; on & hyg(ag) = Ay(a) = ny = hyy(ny),
et comme le noyau de hy; est 13, on a n;ca; - n? et a;cny, d’ou
g = a; 4 ni. Par ailleurs on a ug(Mj) = uo(M’) = My = ugi(M;)
et comme Ker (uo;) = nMy, My = M; + nM; ; d’ou

M = (a; + nd)iM; + nMy).

Or, on a afni*'*cni*l = 0 pour 0 < k& < i; il en résulte
bien que uy(N;) = niM; = aiM;, ce qui prouve (17).

Par ailleurs on a my = izll(nl), d’ott acmy et par suite
atcméicmy, dou NycmM’ + Ngyy; d’autre part on a évidem-
ment MM c Ny, done Ny = myM’ + N4y pour tout¢ > 0 il ré-
sulte alors du cor. 3 de la prop. 12dun®9 quel'ona M’ = M, ce
qui achéve la démonstration.

CoroLLAIRE 1. — Les notations et hypothéses étant celles de
la prop. 14, supposons de plus que M, soit un Ag-module de type fini
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et que U'idéal 1y, de A, soit de type fini. Soit my le noyau de hy; les
topologies de A et de M sont alors les topologies my-adiques sur cet
anneau et ce module respectivement; d’'une fagon précise, pour tout
i = 0, les noyaux de hq et de uy sont mi*™ et MM respectivement ;
de plus my/m? est un A-module de type fini.

Conservons les notations de la démonstration de la prop. 14 ;
les hypothéses permettent ici de supposer que I'idéal a est de type
fini. Soit i > 0 un entier quelconque; pour tout j > 0, on a,
d’aprés (17), Niy; = aJ(a’M) 4+ Nyiji1c my(a*M) 4 Ngpjer; réei-
proquement, m (atM)c mymM c m;;Mc Ngyy, d’ou

Niry = my(atM) + Nippen

Comme a et M sont des A-modules de type fini, il en est de méme
de oM. Appliquant le cor. 3 de la prop. 12 du n° 9 au module N;
muni de la filtration (Ny)jez définie par N = Ny si j < 0,
Ny = Nyyysij 2> 0, il vient Ny = aiM, d’ou N;c miM. Mais on
a aussi niM cmMc Ny, d’ou N; = miM. Appliquant ceci au cas
ouM; = Ai, Uy = hij, il vient n; = mi De plus, onam; =a -+ m%
en vertu de (17), ce qui démontre la derniére assertion du corol-
laire.

COROLLAIRE 2. — Les hypothéses étant celles du cor. 1, pour
que A soit neethérien, il faut et il suffit que A, le sott.

La condition est nécessaire puisque A, est isomorphe & un
quotient de A ; elle est suffisante en vertu dun® 10, cor. 5 du th. 2.

12. Séparé complété d'un module filtré.

Soient G un groupe filtré dont la filtration (G,) est formée de
sous-groupes distingués de G ; nous avons déja rappelé (n° 6) que
le séparé complété G du groupe topologique G s’identifie cano-
niquement & la limite projective 1_1_121 G/Gy des groupes discrets
G/Ga, Phomomorphisme canonique i : G — G ayant pour image le
groupe séparé associé a G (partout dense dans G) et pour noyau

I'adhérence ﬂ Gn de {0} dans G. Le séparé complété G, du
sous-groupe G, de G s’identifie 2 Padhérence de i(G,) dans G (Top.
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gén., chap. 11, 3¢ éd., § 3,n° 9, cor. 1 de la prop. 18), et puisque
Gy est fermé dans G, on a

(18) Gn = i(Gn) = i(Gn 1 §(G)).

En outre, les G, forment un systéme fondamental de voisi-
nages de 0 dans G (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 3, n® 4, prop. 7)
et sont done des sous-groupes ouverts distingués de G (Top. gén.,
chap. 111, 3¢ éd., § 2, n° 3, prop. 8) ; la topologie de G est définie
par la filtration (Gn), qui est toujours séparée par définition.
Comme i(G) est dense dans G et que Gy est ouvert, on a

(19) G = i(G).G,
et de méme
(20 Guo1 == i(Gna).Ga.

On déduit de (18) et (19) que la filtration (Gn) est exhaustive
si et seulement si (G,) Pest.

Le second théoréme d’isomorphie (Alg., chap. I, § 6, no 13,
th. 6 d)) et les formules (18), (19), (20) montrent que les homo-
morphismes cananiques

(21) Gn—l/Gn - Gn-—l/én, G/Gn — G/Gn,

sont bijectifs, donc il en est de méme de I’homomorphisme cano-
nique

(22) gr(G) — gr(G).

Soient maintenant A un anneau filtré, E un A-module filtre,
(A,) et (Ejp) les filtrations respectives de A et de E ; nous suppose-
rons ces filtrations exhaustives, de sorte que pour les topologies
correspondantes, A est un anneau topologique et E un A-module
topologique (n° 5, prop. 3). On a alors défini (Top. gén., chap. I11,
3¢ éd., §6,n 5 et 6) A comme anneau topologique et E comme A-
module topologique. Siz: A — A est Phomomorphisme canonique,
on a i(Am)i{Ayz) C i(An+a), d’01, en vertu de la continuité du pro-
duit dans A,

(23) Am-/&n c Am+n
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puisque A, est Padhérence de i(A,) dans A. On montre de méme
que

(24) AnbncBpin;

autrement dit :

ProrosiTioN 15. — Sotent A un anneau filiré, E un A-module
filtré, les filirations respectives (Aa), (Exn) de A et de E étant exhaus-
tives. Alors (Z\n) est une filtration compatible avec la structure d’an-
neau de A et (En) une filtration compatible avec la structure de
module de T sur Uanneau filiré A ; en oulre ces filtrations sont
exhaustives et définissent respectivement les topologies de AetdeR.
Enfin, les applications canoniques gr(A) — gr(&) et gr(E) — gr(ﬁ)
de Z-modules gradués sont respeclivement un isomorphisme d’an-
neaux gradués et un isomorphisme de gr(A)-modules gradués.

Dans ce qui suit, pour tout espace uniforme X, nous noterons
jx application canonique de X dans son séparé complété X, par
Xo = Jx(X) le sous-espace uniforme de X, qui est 'espace séparé
associé & X. Rappelons que la topologie de X est I'image réci-
proque par jx de celle de X, (Zop. gén., chap. II, 3¢ éd., § 3, n° 7,
prop. 12). Rappelons aussi que pour toute application uniformé-
ment continue f : X =Y, 7désigne I'application uniformément
continue de X dans ¥ telle que ]?cjX = Jyof (loc. cit., prop. 15);
si X est un sous-espace uniforme de Y et f I'injection canonique,
X sidentifie 3 un sous-espace uniforme de Y, et f & Pinjection
canonique de X dans ¥ (loc. cit.,n° 9, cor. 1 de la prop. 18).

Lemme 2. — Souit X LY % 7 une suite exacte de morphismes
stricts de groupes topologiques (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, no 4,
Remarque). Supposons que X, Y, 7. admettent des groupes séparés
compléiés, et que les éléments neutres de X, Y, Z admettent
des systémes fondamentaux dénombrables de voisinages. Alors

~

o [ o~ g oa . . .
X > Y - Z est une suite exacte de morphismes stricts.

Soient Ny, Ny les noyaux respectifs de f et g; écrivons

f = f3°f2°f1
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ou f, est 'application canonique X —> X/Ny, f, un isomorphisme
de X/Ny sur Ny et fs Pinjection canonique N; — Y. On sait déja
que 72 est un isomorphisme de (X/Ny)™ sur Ng, et on vient de rap-
peler que ]7; est un morphisme strict injectif de Ny dans ¥ ; si on
montre que ]?1 est un morphisme strict surjectif, il en résultera que
fest un morphisme strict (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 2, n° 8,
Remarque 2). Soit g, I'application canonique Y — Y/Ny; si on
montre que g; est un morphisme strict ‘surjectif de noyau Ng,
on verra comme ci-dessus que g est un morphisme strict et la suite

R 59 % 7 sera exacte. On est done ramené a prouver que si
Y = X/N (o N est un sous-groupe distingué de X)et f: X > Y
Papplication canonique, ]? est un morphisme strict surjectif de
noyau N.

Soit fo: Xo— Y, l’aﬁplication qui coincide avec f dans X,:
comme jx (resp. j¢) est un morphisme strict surjectif de X sur X,
(resp. de Y sur Y,), f, est un morphisme strict surjectif (Top.
gén., chap. 111, 3¢ éd., § 2, n® 8, Remarque 3). Or X, et Y, sont
métrisables (Top. gén., chap. IX, 2¢ éd., § 3, n° 1, prop. 1); il
résulte alors de Top. gén., chap. 1X, 2¢ éd., § 3, n° 1, cor. 1 de la
prop. 4 et lemme 1, que f;, = fest un morphisme strict surjectif
et admet comme noyau adhérence N(, dans X du noyau Ng de f,.
I nous suffira donc de montrer que N(, = N. Or Nj contient évi-
demment N, = jx(N); il suffira de prouver que Nj est contenu
dans P’adhérence N, de N, dans X,. Or,

U = X0 = No) = X = jx(Fo)
est un ensemble ouvert dans X qui ne rencontre pas N ; comme f
est un morphisme strict surjectif, V = f(U) est un ensemble ouvert
dans Y ne contenant pas I’élément neutre ¢’ de Y, donc ne ren-
contrant pas 'adhérence de e’ ; par suite j,(V) ne contient pas
I’élément neutre de Y,. Mais j,(V) = fo(X, = N), done Njc N, ce
qui achéve de prouver le lemme 2.

Prorosirion 16. — Sotent A un anneau filtré, (Ay) sa filtra-
tion, E un A-module, (E;) la filtration sur E déduite de celle de A,
formée des E, = A,E. On suppose la filiration (A,) exhaustive et le
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module E de type fini. Alors, si i: E — B est Papplication cano-
nique, on a, pour tout ne Z,

(25) Bp =28 =2E) e E=AE).

En particulier E est un A-module de type fini.

L’égalité A,E = E, entraine, en vertu de la continuité de la
loi externe du A-module ﬁ, AEc En, et on a évidemment
AE> Ani(E). Par hypothése il existe un homomorphisme surjec-
tif u: L — E, ou L = A;, I étant un ensemble fini ; munissons L
de la filtration produit, formée des L, = A}, qui définit sur L la
topologie produit; on a done L. = A} et L, = AL (Top. gén.,
chap. 11, 32 éd., § 3, n° 9, cor. 2 de la prop. 18). Soient j : L — L
I’application canonique, (e;)i=r la base canonique de L ; pour

quun élément 2 aij(es) (avee ae A pour tout iel) appar-
iel

tienne a in, il faut et 1l suffit que a; e An pour tout i ; on a done
L = An.j(L). Cela étant, on a par définition u(L,) = AzE = E,,
donc u est un morphisme strict de L sur E (Top. gén., chap. 111,
3¢ éd., § 2, n° 8, prop. 24). Le lemme 2 montre alors que % : L — B
est un morphisme strict surjectif. Comme Ly est un sous-groupe ou-
vert de L, ii(i:n) est un sous-groupe ouvert (donc fermé) de E ; mais
8L = ALi(j(L)) = ALi(E), et comme i(Ey) c Aqi(E) c ALi(E),
on voit finalement que Enc Kni(E) cAEc En, et par suite
B, = AR = Ai(E) ; faisant n = 0, on obtient la deuxiéme
formule (25).

CoroiLLAIRE 1. — Sous les conditions de la prop. 16, si A
est complet, il en est de méme de E.

En effet, comme Papplication canonique A — A est alors
surjective (n° 6, prop. 5), on a E= i(E) d’aprés (25), et on con-
clut par la prop. 5 dun®6.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau commautatif, m un idéal
de A detype fint, Alesé paré complété de A pour la topologie m-adique.
On a dlors m» = (i)» = me A pour tout entier n > 0, et la topo-
logie de A est la topologie fii-adique.
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Posons A, = m=, qui est un idéal de type fini de A, La formule
mPA, = m»+? montre que la topologie induite sur A, par la topo-
logie m-adique coincide avec la topologie n-adique du A-module
An (no 1, Exemple 3). En vertu de la prop 16 appliquée & E = A,,

on a A, = A.A,, autrement dit mr — me.A. En particulier
= m.A, dou

(fyr = mn A = A A,
(cf. exerc. 12).

Exemples de séparés complétés d’anneaur filtrés. — 1) Soit A
un anneau gradué de type N, et soit (Ag)azo sa graduation ; mu-
nissons-le de la filtration associée qui est séparée et exhaustive
(no 1, Exzemple 1). Le groupe additif A s’identifie canoniquement

a un sous-groupe de B = II A, ; si on munit B de la topologie
neN

produit des topologies discrétes, la topologie induite sur A est la
topologie définie par la filtration de A ; en outre B est un groupe
topologique complet, et A est dense dans B (Top. gén., chap. III,
3¢ éd., § 2, n° 9, prop. 25). Le groupe additif topologique B
g'identific donc au complété A du groupe additif séparé A, et il
résulte de la prop. 15 qu’il est muni d’une structure d’anneau
unique qui en fait le complété de 'anneau topologique A. Pour
définir la multiplication dans cet anneau, on remarque que si 'on
pose Aj = E A;, 'adhérence dans B de l'idéal bilatére A, est
n

Pensemble B, des z = (z:)eB tels que z; = 0 pour ¢ € n.
Soient alors x = (x;), ¥ = (y:) deux éléments de B, z = (z;) leur
produit. On a, pour tout n > 0, x=z; (mod. B,), ¥y = y»
(mod. Bg), ou z; = (zdo<i<n, Yn = Wi)o<i<n, d'0U 2 = z3yn
(mod. Bx). Mais x5, et y,, appartiennent &4 A, et on voit donc que
I'on a pour tout neN

n
(26) In = 2 TjlYn—i.
j=0

En particulier, on retrouve le cor. de la prop. 6 du n° 6 : si
C est un anneau commutatif, le complété de 'anneau de polynémes
C[Xi,..., X;], muni de la filtration associée & sa graduation usuelle
(par le degré total) s’identifie canoniquement a ’anneau de séries
formelles C[[X;,..., X} (cf. Alg., chap. IV, § 5, no 10).
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*2) Soit K un corps valué complet commutatif. Le complété
de 'anneau des séries convergentes a r variables sur K s’iden-
tifie canoniquément a Panneau de séries formelles K[[Xy,..., X;])-x

3) Soit « un élément non nul et non inversible d’un anneau
principal A ; la topologie («)-adique sur A est encore appelée
topologie «-adigue ; elle est séparée, car I'intersection des idéaux
(«) est réduite & 0 (Alg., chap. VII, § 1, n° 3). On notera que le
complété de A pour cette topologie n’est pas nécessairement un
anneau intégre (cf. n® 13, Remarque 3). L’anneau gradué associé
gr(A) = gr(;‘;) est canoniquement isomorphe a (A/(«))[X] (n° 3,
Exemple 1). Lorsque A = Z, le complété de Z pour la topologie
n-adique (n > 1) se note Zy et ses éléments s’appellent les entiers
n-adigues.

Tout élément de Z/n*Z admet un représentant et un seul de la

k-1
forme 2 a:n' avec 0 < a; < n -1 pour tout i; en outre, son
=0
k-2
image canonique dans Z/n*1Z est la classe de 2 amf. Ces re-
=0

marques, et le fait que Z. s’identifie canoniquement & la limite
projective lim Z/n*Z, montrent aussitdét que tout élément de Z.
—
k

o0
peut s'écrire d’une seule maniére sous la forme 2 aint avee
i=0
0 < a: < n et que réciproquement une telle série est convergente
dans Zn.

13. Séparé complété d’un anneau semi-local.

Prorosition 17. — Sotent A un anneau commautatif, (M) er
une famille d’idéaux de A, distincts de A, tels que my, et my soient
étrangers pour » # w. Pour tout famille s = (s(X\)), g1, d’entiers > 0,

& support fint, on pose a; = | Imi‘” (égal au produit des mi™®
AL

pour les » tels que s(\) # 0 ; cf. chap. II, §1,n° 2, prop. 3 et 5) ; les
as forment un systéme fondamental de voisinages de O pour une topo-
logie G compatible avec la structure d’anneau de A ; soit Ale séparé
complété de A pour cette topologie. D’autre part, pour tout reL,
soit A, Vanneauw A muni de la topologie My-adique, et soit A, son
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séparé complété. Si Uon désigne par u : A — 11 Ay Phomomor-
AE€L
phisme diagonal, u est continu et ' homomorphisme correspondant @ :
A (1A = IIA,
reL reL

(Top. gén., chap. 111, 3¢ é&d., § 6, n°5 et chap. II, 3¢ éd., § 3,
n° 9, cor. 2 de la prop. 18} est un isomorphisme d anneauz topolo-
gigues.

La premiere assertion résulte de Top. gén., chap. III, 3¢ éd.,
§ 6, n° 3, Exemple 3. Posons B = Il A, ; comme la topologie

rel
de A est plus fine que chacune des topologies i -adiques, les

applications pryou sont continues, donc u est continu. De plus,
u{as) est 'intersection de la diagonale A de B et de l’ensemble

-1 . , .
ouvert ! Iprl(mi()") de B ; il en résulte que u est un morphisme
reL

strict du groupe additif A dans B, d’image A. Or A est dense
dans B. En effet, soit b = (a))rer, un élément de B ; tout voisi-
nage de b dans B contient un ensemble de la forme b 4 V, ou

V = r\lf)lrl(mi‘”), pour une famille s = (s(A\))er & support
rel

fini d’entiers > 0. Comme les m{® sont deux a deux étrangers
(chap. 11, § 1, n° 2, prop. 3), il existe un ze A tel que z= a,
(mod. m®) pour tout r (loc. cit., prop. 5), donc (b 4+ V)n A # O.
Le complété séparé du groupe B/A est donc {0%; appliquant le

lemme 2 du n® 12 aux suites exactes 0 — A — B, A 5B — B/A,
on voit que & est un isomorphisme de A surB.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau principal, P un systéme
représentatif d’ éléments extrémaux de A (Alg., chap. VII, §1, n°3).
La topologie sur A pour laguelle les idéaux # 0 de A forment un sys-
téme fondamental de voisinages de 0, qui est compaiible avec la struc-
ture d’anneau de A, est séparée, et le complété de A muni de cette
lopologie est canoniguement isomorphe au produtt des compléiés
de A pour les topologies w-adiques, ot = parcourt P.

Les idéaux principaux (=) pour = € P sont en effet maximaux
et deux 4 deux distincts, donc étrangers; on a déja vu (n° 12,
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Exemple 3) que les topologies wn-adiques sont séparées, done il en
est de méme de la topologie définie dans 'énoncé de la prop. 17,
qui est plus fine que chacune des topologies n-adiques.

Lorsqu’on applique le cor. de la prop. 17 & A = Z, on désigne
par Z le complété de Z pour la topologie pour laguelle tous les
idéaux # O de Z forment un systéme fondamental de voisinages

de 0, anneau isomorphe au produit Il Z, des anneaux d’entiers
PpEP

p-adiques (P étant Pensemble des nombres premiers).

Remarques. — 1) 1l est clair que sous les conditions de la
prop. 17, la topologie G est la borne supériecure des topologies ;-
adiques sur A.

2) Tout idéal fermé a de II Ax est identique au produit de

AEL
ses projections ay = pra(a), qui sont des idéaux fermés dans les A; ;

en effet, A, s’identifie canoniquement a un idéal fermé Aj de ITA;
A

et o & anA; (Alg., chap. I, § 8, n° 10, prop. 6), la somme des a;
est dense dans le produit Ilay (Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 2,
A

no 9, prop. 25) et ce dernier est fermé dans HKK, d’ou notre asser-
A

tion.

ProrosiTioN 18. — Soient A un anneau commutatif, (Ms)1<i<q
une famille finie d'idéaur maximaux distincts de A, t lidéal pro-
duit MMy, ..My = MyNMan... My S la partie multiplicative

q
I l(A-mi). On munit A de la topologie t-adique, I'anneau
i=1

B = SA de la topologie ¥B-adique, chacun des anneaux locaux
Any; de la topologie (M;Aw)-adique. Sotentu : A — B, ¢; : B > Am;

les homomorphismes canoniques (chap. II, § 2, n® 1, cor. 2 de la
a

prop. 2), ¢ lhomomorphisme (¢;) : B — 1l Am;. Les homomor-
=1

phismes u et ¢ sont continus, et les homomorphismes corresporndants

- q
@A —>Bet?:B — Il (Aw)" sont des isomorphismes d’anneaux
=1

topologiques.
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Onam;nS = @Gpourl < i < ¢,donclidéal m; = mB de B
est maximal (chap. II, § 2, n° 5, prop. 11) et on a

B=mnnin...nmy
(chap. II, § 2, n° 4) ; enfin, on a By; = An; & un isomorphisme
canonique prés (chap. II, § 2, n° 5, prop. 11). Comme u(rB) =Tet
v;(miAmi) o1B, u et ¢ sont continus. Il suffit done de prouver que

q ~
st w=you: A~ HAmi, @ est un isomorphisme de A sur

=

H A » car ce résultat appliqué & B et aux m; montrera que ¥
§=1

est un isomorphisme, et par suite aussi #. Notons que tout produit
de puissances des M, contient une puissance de ¥, donc la topo-
logie r-adique est la borne supérieure des topologies ni;-adiques ;
en outre, si Az désigne ’anneau A muni de la topologie my-adique,

et p: A — HAZ Papplication diagonale, 3: A — H A; est un
=1

1somorphlsme (prop. 17). Tout revient donc a _prouver que s1
: Ay - An,; est Papplication canonique, iy - At — Am est un
lsomorphlsme. Or, pour tout n, 'application

Ui,n : AJME — A /MPAp,

déduite de u; par passage aux quotients est un isomorphisme
(chap. II, § 3, n° 3, prop. 9} ; notre assertion résulte de ce que
A, (resp. Amz) est la limite projective des anneaux discrets Aj/m7
(resp. Am;/miAw,) (cf. no 6).

Remarque 3). — On voit donc qu’un anneau tntégre A peut
dtre tel que son séparé complété A admette des diviseurs de zéro
non nuls.

ProrosiTioNn 19. — Sotent A un anneau commuiatif, m un
idéal maximal de A. Le séparé complété Ade A pour la topologie
m-adique est un anneau local, dont Uidéal mazximal est 1.

Sia= I Im’f, A est le complété de I'anneau séparé Aja

k=1
associé & A, et comme n/a est maximal dans A/a, on peut supposer
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que A est séparé pour la topologie m-adique. Comme A/m et ]i/r?l
sont des anneaux isomorphes (n° 12, formule (21)), 1 est maxi-
mal dans A. Comme la topologie de A est définie par la filtration
(m=)~ (n°12), la proposition sera conséquence du lemme suivant :

Lemme 3. — Soit A un anneau topologique séparé et complet,
dans lequel il existe un systéme fondamental S de voisinages de 0
formé de sous-groupes additifs de A.

(i) Pour tout z e A tel que lim z» = 0, 1 — x est inversible dans
n—>w0

o
A et son inverse est égal @ % x™.
n=0

(ii) Sott a un idéal bilatére de A tel que lim am = O pour tout
n—>0

xeqa. Pour qu’un élément y de A soit inversible, il faut et il suffit
que sa classe mod.a soit inversible dans Ala; en particulier a est
contenu dans le radical de A.

(i) Comme

-yl +z+---F+ay={1U+z+ - +20)(1 -2) =1 —antl,

tout revient a prouver que la série de terme général z® est
convergente dans A ; or, par hypothése, pour tout voisinage
Ve S de 0 dans A, il existe un entier p > 0, tel que 27 e V pour
r =z p. On en conclut que z? 4 2?7+ 4 -.. 4 27e V pour tout
g = p, et notre assertion résulte donc du critére de Cauchy (Top.
gén., chap. ITI, 3¢ éd., § 5, n® 2, th. 1).

(ii) Supposons qu’il existe y' € A tel que yy’ =1 (mod. a) et
y'y = 1 (mod. a). I’hypothése sur a entraine, en vertu de (i), que
yy' et y'y sont inversibles dans A, donc y est inversible dans A.
En particulier, tout z e a est tel que 1 — x soit inversible dans A,
et comme a est un idéal bilatére de A, il est contenu dans le radi-
calde A (Alg., chap. VIII, §6 n°3, th. 1).

Ce lemme étant établi, il suffit de 'appliquer 4 ’anneau topo-
logique A et a Pidéal 171, car pour tout z = 1, on a z” ()7 c (m»)~
et la suite (27) tend donc vers 0.

Si on prend A = Z, tout idéal maximal de Z est de la forme pZ,
ol p est premier. l’anneau des nombres p-adiques Z, est done un
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annean local, dont pZ, est I'idéal maximal (cor. 2 de la prop. 16),
et dont le corps résiduel est isomorphe & Z/pZ = F; et Z(y), muni
de la topologie pZy-adique, s’identifie & un sous-anneau topolo-
gique de Z;, contenant Z.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau semi-local (chap. 11, § 3,
n° 5), My ses idéaux maximauz distincts (1 < i < g),

T = H"ynngn...NMy,

son radical. Le séparé complété Ade A pour la topologie t-adique
est un anneau semi-local, canoniquement isomorphe au produit
q "~ ~

IT Aw,, ot Am, est Uanneau local séparé complété de Panneau lo-
=1

cal Am; pour la topologie (M;Ay,)-adique.

§ 3. Topologies m-adiques sur les anneaux ncethériens.

Toutes les filtrations considérées dans ce paragraphe sont sup-
posées exhaustives.

1. Bonnes filtrations.

Soient A un anneau commutatif filtré, E un A-module filfré,
{Ay) et (Ej,) les filtrations respectives de A et de E ; supposons
que A, = A. Dans l'anncau de polynémes A[X], Vensemble
A’ = X A,X" est une sous-A-algébre graduée de type N; le

nz=0

sous-groupe E' = X E,®,AX" de E®,A[X] est un A’-mo-

n=0

dule gradué de type N, puisque
ApX™(E,®, AX") c (AnE»®, AX"*") c Epin ®, AX"H",

DeriniTiON 1. — Soient A un anneau commautatif, m un idéal
de A, E un A-module, (E,) une filtration sur le groupe additif E,
formée de sous-modules de E. On dit que la filtration (E,) est m-bonne
st

10 mE, c Eq41 pour tout neZ ;

20 il existe un entier ng tel que ME, = E,1 pour n = n,.
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On a alors, par récurrence sur ¢, M9E, = En.q pour n > no,
g > 1. On notera que la condition 1° signifie que la filtration (E,)
est compatible avec la structure de A-module de E, quand on
munit A de la filtration m-adique. Il est clair que sur tout A-
module E, la filtration m-adique est m-bonne. Si une filtration
sur un A-module E est m-bonne, la filtration quotient sur tout
module quotient de E est m-bonne.

THEOREME 1. — Sotent A un anneau commautatif, m un idéal
de A, E un A-module, (E) une filiration du groupe additif ¥, formée
de sous-A-modules de type fini. On suppose que ME,c Eyq pour
tout n. Soit A’ la sous-algébre graduée 2 m"X" de A[X], E' le A’-

nz=0

module gradué 2 E,®,AX". Les deux conditions suivantes sont
n=0

équivalentes :

a) La filtration (E,) est m-bonne.

b) E’ est un A’-module de type fini.

Supposons que mE,_; = K, pour n > ny > 0. Pour ¢ < ny,
s0it (ei)1<j<r; un systéme fini de générateurs du A-module E;.
Comme le A-module E,®, AX" est engendré par les éléments
en@ X" pour 0 < n < ng, et est égal 4 m*E, ®, AX" pour
n > n, le A’-module E’ est engendré par les éléments e,;® X"
pour 0 < n < ny, et 1 <j<rp; il est donc bien de type
fini.

Réciproquement, si E’ est un A’-module de type fini, il est
engendré par une famille finie d’éléments de la forme e ® X*®,
ol ex € Eynpy. Soit n, le plus grand des entiers n(k). Pour n > n,et
feEyg, on a done f®X® = %tk(ek@) X™®) avec e A’ ; rempla-

¢ant au besoin #; par son composant homogene de degré n — n(k),
on peut supposer que fx = a; X" *® avec arem* ¥ Comme
Punique élément X" forme une base du A-module AX", 1'éga-
lite f@OX® = (%akek)@)X” entraine f = %akek. On a done

E,cmr-mE, ; Pinclusion opposée étant évidente, on a
En - m"‘"OE“o,

d’'ou E, = mE,_; pour n > n,.
C. Q. F. D.
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Lemme 1. — Sotent A un anneau commutatif neethérien, m un
idéal de A. Alors le sous-anneau A’ = X m"X™ de A[X] est

. nz=0
neethérien.

En effet A’ est une A-algébre engendrée par mX ; comme A
est neethérien, mX est un A-module de type fini, et la conclu-
sion résulte done du § 2, n° 10, cor. 3 du th. 2.

ProrosiTion 1. — Sotent A un anneau commutatif ncethérien,
m un idéal de A ; on munit A de la filtration m-adique. Soient E,
F deux A-modules filtrés, j : F — E un homomorphisme injectif
compatible avec les filtrations. Si E est de type fini et si sa
filtration est m-bonne, alors ¥ est de type fini et sa filtration est
m-bonne.

Comme F est isomorphe & un sous-module de E, il est de type
fini puisque A est ncethérien et E de type fini. Soient (E,), (Fp)
les filtrations respectives de E et F, qui sont formées de sous-
modules de type fini ; gardons les notations du lemme 1 et
posons E' = X E,®,AX", ¥ = X F,®,AX"; comme par

n=0 n=0
hypothése F, est isomorphe a un sous-module de E,, on voit
que F’ est isomorphe & un sous-module de E’. En vertu du th. 1,
E’ est un A’-module de type fini, donc il en est de méme de F’
puisque A’ est ncethérien (lemme 1). D’ou la conclusion en
vertu du th. 1.

CorROLLAIRE 1 (lemme d’Artin-Rees). — Soient A un anneau
commultatif ncethérien, m un idéal de A, E un A-module de type
fini, F un sous-module de E. La filtration induite sur F par la filtra-
tion m-adique de E est m-bonne.

En d’autres termes, 1l existe un entier ng tel que 'on ait

(1) m((mrE)nF) = (m+H1E)nF

pour tout n = ny.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau commutalif nceethérien,
a, b deux idéaux de A. Il existe un entier b > 0 tel que a* nb c ab.
En eflfet, il existe n tel que a?*1nb = a(a® nb) cab en vertu
du cor. 1 appliqué A E = A, F = b.
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CoROLLAIRE 3. — Sotent A un anneau commutatif neethérier,
mun idéal de A, x un élément de A non diviseur de 0. Il existe un entier
k > O tel que, pourtoutn > k,larelation xy € m»entrainey € mn-¥,

En effet, le cor. 1 appliqué &4 E = A, F = Az, montre qu’il
existe k tel que, pour tout n > &, on ait m» n Ax = mr—%(m#* n Azx).
Done, si 2y e m#, on a zy € m» n Az c m»—%z, et comme z n’est pas,
diviseur de 0, on en déduit y € mn—%,

Avec la notation des transporteurs (chap. I, § 2, n° 10), la
conclusion du cor. 3 s’écrit

(2) me: Az c mek,

COROLLAIRE 4. — Sotent A un anneau commutatif neethérien, n
un idéal de A, E un A-module de type fini, (E,) et (E%) deuzx filira-
tions formées de sous-modules de E. On suppose que les filtrations
(Ex) et (E4) sont compatibles avec la structure de A-module de E,
quand on munit A de la filtration m-adique. St la filtration (Ex) est
m-bonne et st By, ¢ E,, pour tout n € Z, la filtration (E) est m-bonne.

C’est un cas particulier de la prop. 1. '

Lemme 2. — Soient A, B deux anneaux commautatifs ncethériens,
¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux, E un A-module de type
fini, F un B-module de type fini. Alors Hom, (E, ¢(F)) est un B-
module de type fint.

En effet, il existe par hypothése un A-homomorphisme sur-
jectif ¢ : A" — E ; I'application u — u-¢ de Hom, (E, ¢4(F)) dans
Hom, (A", ¢«(F)) est donc injective, et comme B est neethérien, il
suffit de prouver que Hom, (A", ¢4«(F)) est un B-module de type
fini ; ce qui est immédiat puisqu’il est isomorphe & F”.

ProposiTiON 2. — Soient A un anneau commutatif neethérien,
m un idéal de A, E, F deux A-modules de type fini. St (Fn) est une:
filiration m-bonne sur F, les sous-modules Hom,(E, F,) forment.
une filtration m-bonne du A-module Hom, (E, F).

Comme on a M¥F,c Fuyp pour neZ, k£ > 0, on a aussi

m¥ Hom, (E, F,) c Hom, (E, Fn4z) ;

la famille (Hom, (E, Fr))nez est donc une filtration sur Hom, (E, F).
compatible avec sa structure de module sur I’anneau A filtré par.
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la filtration m-adique. Puisque E est de type fini, il existe un
entier r > 0 el un A-homomeoerphisme surjectif u: A7 — E, qui
définit un A-homomorphisme injectif

v = Hom (u, 1;) : Hom,(E, F) —> Hom, (A", F);

il est clair que ¢ est compatible avec les filtrations (Hom, (E, Fg)}
et (Hom, (A", Fy)). Comme Hom,(E, F) et Hom, (A", F) sont
de type fini (lemme 2), il suffit, en vertu de la prop. 1, de
montrer que la filtration (Hom, (A", F,)) est m-bonne ; mais
cela est immédiat en vertu de 'existence de 'isomorphisme cano-
nique Hom, (A", F,) — I, et du fait que la relation mF, = ¥,
entraine m(F}) = (mF,)" = Fh4, (Alg., chap. 11, 3¢éd., §3, no 7,
Remarque).

ProrositioN 3. — Sotent A un anneau neethérien, m un idéal
de A tel que A sott séparé et complet pour la topologie m-adique. Soit
E un A-module filtré sur Uanneaun filiré A, la filiration (E,) de E
étant telle que Eq = E, et que E soit séparé pour la topologie définie
par (En). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) E est un A-module de type fini et (E,) est une filtration
m-bonne.

b) gr(E) est un gr(A)-module de type fini.

¢) Pour tout n = 0, gro(E) est un A-module de type fini, et
il existe ngtel que pour n = nyl’homomorphisme canonique

(3) gri(A) @, gra(E) — gran(E)

soit surjectif.

I1 résulte aussitot des définitions que @) implique ¢). Le fait que
b) entraine ¢) est conséquence du § 1, n° 3, lemme 1 ; inversement,
si ¢) est vérifiée, il est clair que gr(E) est engendré, en tant que
gr(A)-module, par la somme des gry(E) pour p < n,, donc admet
par hypothese un systéme fini de générateurs. Reste & prouver
que ¢) implique a) ; comme les gr,(E) sont de type fini et que
E, = E, il est clair d’abord, par récurrence sur n, que E/E, est
un A-module de type fini pour tout » ; il suffira donc de prouver
que pour n > ng, E, est un A-module de type fini et que I'on a
mE, = Ep+1. Or, considérons le A-module E,4; muni de la filtra-
tion exhaustive et séparée des Epqp (k> 1); ona ME,cEpyg;
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Phypothése ¢) entraine que I'image de mE, dans grp+1(E) =
Eni1/Enie est égale & gru:i(E) et engendre le gr(A)-module gra-
dué gr(Ezi1). Comme grp+1(E) est par hypothése un A-module de
type fini, il résulte du § 2, n° 9, prop. 12 que mE, = E,4; et
que Egzy; est un A-module de type fini.

2. Topeologies m-adiques sur les anneaux ncethériens.

ProprosITION 4. — Soient A un anneau commuiatif nethérien,
m un idéal de A, E un A-module de type fini. Toutes les filtrations
m-bonnes sur E définissent la méme topologie (savoir la topologie
m-adique). ;

Soit (Ex) une filtration m-bonne sur E. Comme cette filtration
est exhaustive, tout élément de E appartient & un des Ea, et
comme E est de type fini et les E, des A-modules, il existe un
entier n; tel que E,, = E. Soit d’autre part no tel que mE, = E,q
pour n = ng; pour n > ng-ni, on a donc MrEcC Ky, =
mrtrmE, cmatrnl) ce qui démontre la proposition.

TutoriMe 2 (Krull). — Soient A un anneau commutatif nce-
thérien, m un idéal de A, E un A-module de type fini, ¥ un sous-
module de E. Alors la topologie m-adique de F est induite par la
topologie m-adique de E.

En effet, il résulte du n° 1, prop. 1, quela filtration induite sur
F par la filtration m-adique de E est m-bonne, et la conclusion
découle alors de la prop. 4.

COROLLAIRE. — Solent A un anneau commutalif neethérien,
m un idéal de A, E un A-module, F un A-module de type fini.
Toute application A-linéaire u : E — F est un morphisme strict
(Top. gén., chap. III, 3° éd., § 2, n® 8) pour les topologies
m-adigues.

En effet, comme u(m?E) = mnez(E), u est un morphisme
strict de E sur u(E) pour les topologies m-adiques sur ces deux
modules, et la topologie m-adique sur u(E) est induite par la topo-
logie m-adique sur F en vertu du th. 2,
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ProrposiTiON 5. — Soient A un anneau commutatif ncethérien,

m un idéal de A, E un A-module de type fini. L'adhérence q msE
B=

de $0} dans E pour la topologie m-adique est U'ensemble des z€ E
pour lesquels il existe un élément m e m tel que (1 ~ m)z = 0.
En effet, si x = mx avec mem, on a £ = m*z € m*E pour

o
tout entier n > 0, donc zeF = I !m"E. Inversement, si ze F,
n=0

Az est contenu dans l'intersection des voisinages de 0 dans E ; il
résulte alors du th. 2 que la topologie m-adique sur Az, qui est
induite par celle de E, est la topologie la moins fine ; comme
mz est par définition un voisinage de 0 pour cette topologie, on
a mg = Az, donc il existe m e m tel que r = maz.

CoroLLAIRE (Krull). — Soient A un anneau commautatif ncethé-
oo

rien, m un idéal de A. L'tdéal m m» est Uensemble des éléments

=l
z € A pour lesquels il existe un m e m tel que (1 — m)x = 0. En parti-

culier, pour que m mr = {0}, il faut et il suffit qu'aucun élément
Bo=]l

de 1 + m ne soit diviseur de zéro dans A.
I1 suffit d’appliquer la prop. 54 E = A,.

Remarque. — L’hypothése que A est neethérien est essentielle
dans ce corollaire. Par exemple, soit A I’anneau des applications
indéfiniment différentiables de R dans lui-méme, et soit nt I'idéal
(maximal) de A formé des fonctions f telles que f(0) = 0. Il est

immédiat que l |m' est 'ensemble des fonctions f telles que

n=0
ft(0) = O pour tout n > 0, et il existe de telles fonctions telles
que f(z) # O pour tout = 3 0, par exemple la fonction f définie
par f(z) = e¥s* pour z # 0 et f(0) = O.
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DErFiNITION 1. — Soit A un anneau topologique. St un idéal
bilatére m de A est tel que la topologie donnée sur A soit la topologie
m-adique, on dit que m est un déal de définition de la topologie de A.

Soient A un anneau commutatif noethérien, munidéalde A, tsa
racine (chap. II, § 2, n® 6). Si m’ est un idéal de définition de la
topologie m-adique, il existe un entier n > 0 tel que m'zcm
(§ 2, no 5), donc M’ c t; inversement, puisque A est ncethérien, il
existe un entier £ > 0 tel que t* cm (chap. I1, § 2, n° 6, prop. 15),
done t est le plus grand idéal de définition de la topologie m-adique.

3. Anneaux de Zariski.

ProprosiTioN 6. — Soient A un anneau commutatif neethérien,
m un idéal de A. Les j)rbprie'tés suipvantes sont équivalentes :

a) m est contenu dans le radical de A.

b) Tout A-module de type fini est séparé pour la topologte ni-
adigue.

¢) Pour tout A-module E de type fini, tout sous-module de E est
fermé pour la topologie m-adigque de E.

d) Tout idéal maximal de A est fermé pour la topologie m-adique.

Montrons que a) implique b). Supposons m contenu dans le
radical de A et soit E un A-module de type fini. SizeEet mem
sont tels que (1 —m)z =0, on a z = 0, car 1 — m est inversible dans
A. Donec (n° 2, prop. 5) E est séparé pour la topologie m-adique.

Prouvons qgue b) entraine ¢). Supposons b) vérifiée. Soient E un
A-module de type fini, F un sous-module de A. Alors E/F est
séparé pour la topologie m-adique, qui est la topologie quotient de
la topologie m-adique de E ; donc F est fermé dans E.

Il est clair que ¢) implique d). Démontrons enfin que d) implique
a). Il résulte de d) que pour tout idéal maximal a de A, le A-module
Aja est séparé pour la topologie m-adique. Cela entraine
m(A/a) # Aja, sinon la topologie m-adique de A/a serait la topo-
logie la moins fine, et A/a serait réduit & 0, ce qui est absurde
puisque A/a est un corps. L’image canonique de m dans A/a est
donc un idéal de A/a distinet de A/a, donc est réduite 4 0; on a par
suite M c a, ce qui montre que M est contenu dans le radical de A.
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DEriNiTION 2. — On dit qu’'un anneau topologique A est un
anneau de Zariski s'il est commuitatif et neethérien et s'il existe un
idéal de définition m pour la topologie de A, satisfaisant aux condi-
tions équivalentes de la prop. 6.

Un anneau de Zariski A est nécessairement séparé (prop. 6),
et tout idéal de définition pour sa topologie est contenu dans le
radical de A.

Exemples d’anneaux de Zariski. — 1) Soient A un anneau com-
mutatif neethérien, m un idéal de A. Si A est séparé et complet
pour la topologie mi-adique, A est un anneau de Zariski pour cette
topologie, en vertu du § 2, n° 13, lemme 3.

2) Tout annean quotien:t A/b d’un anneau de Zariski est un
anueau de Zariski, caril est neethérien, et si m est un idéal de défini-
nition de A, m(A/b) = (m 4 b)/b est contenu dans le radical
de A/b (Alg., chap. VIII, § 6, n° 3, prop. 7).

3) Soient A un anneau semi-local noethérien, v son radical.
Alors A, muni de la topologie r-adique, est un anneau de Zariski.
C’est toujours de cette topologie qu’il sera question (saui men-
tion expresse du contraire) quand on considérera un anneau
semi-local neethérien comme un anneau topologique.

PropositioNn 7. — Sotent A, A’ deux anneaux commutatifs,
h : A - A’ un homomorphisme d'anneaux. On suppose que A est
nwthérien et que A’ est un A-module de type fini (pour la structure
de module définie par k). Soit m un idéal de A, et sott m’ = mA’.
Alors :

(1) Pour que la topologie m’'-adique de A’ soit séparde, il faul et
il suffit que les éléments de 1 4~ h(m) soient non diviseurs de O dans A’.

(i1) ST A, muni de la topologie m-adique, est un anneau de Zariski,
alors A’, muni de la topologie m’-adique, est un anneau de Zariski.

(1ii) St h est injectif (identifiant ainsi A & un sous-anneau de
A’) la topologie m’-adique de A’ induit sur A la topologie m-adique.

Rappelons que la filtration m’-adique de A’ coincide avec la
filtration m-adique du A-module A’ (§ 2, n° 1, Exemple 3). L’asser-
tion (i) est donc un cas particulier de la prop. 5 du n° 2, et I'asser-
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tion (iii) un cas particulier du th. 2 du n°2. Démontrons enfin (ii).
Supposons que A soit un anneau de Zariski pour la topologie m-
adique, et soit E’ un A’-module de type fini; c¢’est aussi un
A-module de type fini, ot les filtrations m-adique et m’-adique sur
E’ coincident ; done I’ est séparé pour la topologie m’-adique.
Enfin le A-module A’ est neethérien, done Panneau A’ est neethé-
rien, ce qui achéve de prouver que A’ est un anneau de Zariski.

4. Séparé complété d’un anneau naeethérien.

Soient A un anneau commutatif, m un idéal de A, E un A-
module ; notons A et £ les séparés complétés respectifs de A et E
pour les topologies m-adiques, et j, ’application canonique E — E.
L’application A-bilinéaire (a, x) — aj,(z) de A x E dans B
définit une application A-linéaire o : A®,E — E, dite cano-
nique. Soit u : E — F un homomorphisme de A-modules, et soit
a:E > F Papplication qu’on en déduit par passage aux séparés

complétés ; pour a A, zeE, ona
w(a®@u(z)) = aj(u(z)) = aa(]](x)) = a(‘zE(d®x))7

autrement dit, le diagramme

A®,E 18 A®,F
(4) ch;l: iay
E—F

U

est commutatif. Enfin, il résulte du § 2, n® 12, prop. 16 que si E
est de type fini, 'homomorphisme «, est surjectif.

TutorEME 3. — Sotent A un anneau commulatif neethérien,
m un idéal de A, E, F, G trois A-modules de type fint. Alors :

() Si E 5 F 5 G est une suite exacte d’applications A-linéaires,
la suite B Zf AN G qu'on en déduil par passage aux séparés
complétés (pour les topologies m-adiques) est exacte.

(i) L’application A-linéaire canonique o, : AR,E > B est
bijective.

(itt) Le A-module A est plat.
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On a vu que u et ¢ sont des morphismes stricts de groupes to-
pologiques (n° 2, cor. du th. 2). L’assertion (i) résulte donc du § 2,
n° 12, lemme 2. Lassertion (ii) est évidente lorsque E = A, et le
cas out E est un A-module libre de type fini se raméne aussitot a
celui-la. Dans le cas général, E admet une présentation de type fini

LS>L 5>E >0
(chap. I, § 2, n° 8 lemme 8). On en déduit le diagramme commu-
tatif

~ % ~ @v -~

AL % A0, L 2 A0, E — 0

2, 2 v op
[V R 0

u 1

La premiére ligne est exacte (chap. I, §2,n°1, lemme 1) etilen
est de méme de la seconde d’aprés (i). On sait déja que o, est
surjectif (§ 2, n° 12, prop. 16) ; d’autre part, comme «, et «, sont
bijectifs et 1 ® ¢ surjectif, «; est injectif en vertu du chap. I, § 1,
no 4, cor. 2 de la prop. 2 ; ceci démontre (ii).

I1 résulte alors de (i) et (11) que si a est un idéal de A (nécessaire-
ment de type fini), 'application canonique A@Aa > A est injec-
tive, étant composée de @ — A et de og, C& qui prouve que A est

un A-module plat (chap. I, § 2, n° 3, prop. 1).
€. Q. F. D.

Sous les conditions du th. 3, on identifie souvent A®,Ealau
moyen de 'application canonique «;. Si u: E — F est un homo-
morphisme de A-modules de type fini, a : E — F se trouve alors
identifié & 1 ® u en vertu de la commutativité du diagramme (4).

CoROLLAIRE 1. — Soient A un anneau commuiatif neethérien, m
un idéal de A, E un A-module de type fini, F et G deux sous-modules
de E. Munissons A, E, F et G des topologies m-adiques, et soit i
Papplication canonique de E dans E. On a alors :

F=A4F), (F+& =F+G (FnG) " =Fng,
(F:)" =F:G.

En outre, st a et b sont deux idéaux de A, et st ¢ = ab, on a

¢ = ab.
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En effet, en vertu du th. 3, E, ﬁ, G s’identifient canoniquement
a A@E, A®F, A@G, ce qui démontre les deux premiéres for-
mules. La troisiéme et la quatriéme résultent respectivement
du chap. I, § 2, n° 6, prop. 6 et n® 10, prop. 12. Enfin comme
@ = Ai(a), D = Ai(b), T = Ai(c), on a bien

T = Ai(ab) = Ai(a)i(b) = ab.

CoRrOLLAIRE 2. — Soient A un anneau commutatif neethérien,
m un idéal de A, A le séparé complété de A pour la topologie m-
adique. Si un élément o € A est non diviseur de 0 dans A, son image
canonique a' dans A est non diviseur de 0 dans A.

Comme A est un A-module plat, le corollaire est un cas parti-
culier du chap. I, § 2, n° 4, prop. 3, (i).

COROLLAIRE 3. — Si A est un anneau commutatif neethérien,
Uanneau de séries formelles A[[Xy,..., X,]] est un A-module plat.
En effet ¢’est le complété de 'anneau de polynémes

B = A[Xq,..., Xa]

pour la topologie m-adique, ou M est I’ensemble des polyndmes
sans terme constant (§ 2, n° 12, Ezemple 1) ; comme B est noethé-
rien (§ 2, n° 10, cor. 2 du th. 2), A[[X4,..., X»]] est un B-module
plat en vertu du th. 3, et comme B est un A-module libre,
Af[X1,..., Xa]] est un A-module plat (chap. 1, §2,n°7, cor. 3 de la
prop. 8).

Proposition 8. — Soient A un anneau commutatif neethérien,
m un idéal de A, A le séparé complété de A pour la topologie m-
adique, j Uapplication canonique de A dans A. Alors :

(1) A est un anneau de Zariski et it = A.j(m) est un tdéal de
définition de A.

(i) L’application n — ft = A.j(n) est une bijection de Den-
semble des idéaux maximaux de A contenant m sur ensemble des
idéauz maximauz de A, et q — }'l(q) est la bijection réciproque.

(i1i) Soit n un idéal maximal de A contenant mi. L’homomorphisme
J' A > A déduit de J est injectif ; st on identifie Ay au moyen
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de j' @ un sous-anneau de Aﬁ, la topologie (MAy)-adique de An est
induite par la topologie fi-adique de As, et A, est dense dans As pour
la topologre fi-adique.

Démontrons (i). Comme m est un idéal de type fini, on a
(mn)” = (M)» = mrA (§ 2, n° 12, cor. 2 de la prop. 16) et la topo-
logie de A est la topologie tit-adique. Comme _/?L/Tﬁ est isomorphe
& A/m, ¢’est un anneau noethérien, et i = mA est un A-module
de type fini, done A est noethérien (§ 2, no 10, cor. 5 du th. 2);
enfin, comme A est séparé et complet pour la topologie fi-adique,
A est un anneau de Zariski (no 3, Exemple 1).

L’assertion (ii) résulte aussitdét de ce que I’homomorphisme
canonique Aj/m — A/iit déduit de j jest bl]ecblf et du fait que tout
idéal maximal de A contient Wi, puisque A est un anneau de
Zariski et que le radical de A contient done it (n° 3, prop. 6).

Prouvons enfin (iii). Comme it = ﬁﬁ), onaj(A-mncA - et
j définit bien un homomorphisme ;" : Ay — Az (chap. 11, § 2, n° 1,
pProp. 2). Montrons que j' est injectif ; solent ae A, se A — 1 tels
que j(afs) = j(a)/j(s) = O; il existe donc s'eA~-fi tel que
s'j(a) = 0 (chap. II, § 2, n° 1, Remarque 3), et Pannulateur de
j(a) dans A n’est done pas contenu dans fi. Or, si b est Pannulateur
de a dans A, Pannulateur de j(a) dans A estd (cor. 1 du th. 3);
donc b ¢ 1, ce qui montre que a/s = 0.

En outre, on a un diagramme commutatif

Aank > An/(nAn)’c

(3)

Ajie —s An/(nAn)k

ou & et A’ sont déduits de j et j' respectivement, et ou les fleches
horizontales sont les isomorphismes canoniques du chap. II,
§ 3, n® 3, prop. 9. Comme 1* est un idéal ouvert de A (puisqu’il
contient m¥), h est bijectif, donc il en est de méme de 2’. Ceci
montre d’abord que (1A% = ;}((ﬁﬁa)k), donc la topologie de Ay
est induite par celle de Az ; en outre, on a Az = A, + (ﬁ;&ﬁ)k
pour tout £ > 0, done A, est partout dense dans Az

C. Q. F. D,
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COROLLAIRE. — Soient A un anneau local (resp. semi-local)
neethérien, m son radical. Alors A est un annean local (resp. semi-
local) neethérien dont le radical est 1.

En effet, A est nthérien en vertu de la prop. 8, (1), et le reste
résulte de la prop. 8, (ii) et de la troisicme formule du cor. 1 du
th. 3.

5. Complété d’un anneau de Zariski.

Prorosition 9. — Soient A un anneau cominuiatif nethérien,
m un idéal de A ; munissons A de la topologie m-adique. Pour que A
soit un A-module fidélement plat, il faut et il suffit que A soit un
annean de Zariski.

En effet, pour tout A-module de type fini M, 'application ca-
nonique M — M @, A ’identifie a Papplication canonique M — M de
M dans son séparé complété pour la topologie m-adique (n° 4, th. 3),
et le noyau de cette application est donc Padhérence de )0 dans
M pour celte topologie. Comme on sait déja que A est un A-
module plat (n© 4, th. 3), la proposition résulte de la caractérisa-
tion des modules fidelement plats (chap. I, § 3, n° 1, prop. 1 b))
et de la caractérisation des anneaux de Zariski (n° 3, prop. 6).

S1A est un anncau de Zariski et si E est un A-module de type
fini on peut (en vertu de la prop. 9) identifier E a4 une partie de E
au moyen de Papplication canonique j,. : E — E. Avec cette identi-

fication :

COROLLAIRE 1. — Soient A un anneau de Zariskt, E un A-module
de type fini, ¥ un sous-module de E. Alors F = FnE = (AF) nE.

C’est un cas particulier du chap. I, § 3, n® 5, prop. 10, (i), et
résulte aussi d’ailleurs dun¢ 3, prop. 6.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau de Zariski, E un A-
module de type fint. St B est un A-module libre, E est un A-module
libre.

Soit m un idéal de définition de A, qui est donc contenu dans
le radical de A. Appliquons le critére du chap. II, §3,n°2, prop. 5:
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Iapplication canonique j, : E — E définit une bijection i, :
E/mE — B/(mE)" ; de méme I’application canonique j,: A — A
définit une bijection i, : A/m — A/, qui’est un isomorphisme
.d’anneaux. On a (ME)” = A . mE = Mf (no 4, th. 3), de sorte que
E/(mE)" est muni d’une structure de (A/f)-module, done (a aide
de i,) d’une structure de (A/m)-module. Il est immeédiat que i;
est (A/m)-linéaire, de sorte que ¢’est un isomorphisme de (A/m)-
modules. Comme E/fE est un (A/fit)-module libre, E/mE est un
(A/m)-module libre.

Par ailleurs, soit ¢ : m®, E — E ’homomorphisme canonique ;
comme (M®,E)® A sidentifie canoniquement a Mok et
E®,Aa R (no 4, th. 3), 'hypothése que E est un A-module libre
entraine que 'homomorphisme ¢®1 : M2 B - B est injectif.
Comme A est un A-module fidélement plat (prop. 9), on en conclut
que ¢ est injectif (chap. I, § 3, n° 1, prop. 2) et les conditions
d’application du critére précité sont bien remplies.

COROLLAIRE 3. — Soient A un anneau de Zariski tel que A soit
intégre, a un idéal de A. Si Vidéal aA de A est principal, a est principal.
C’est un cas particulier du eor. 2.

COROLLAIRE 4. — Soient A un anneau de Zariski tel que A
sott intégre, L le corps des fractions de A, KcL le corps des frac-
tionsde A ;ona AnK = A.

Il est clair que Ac AnK ; d’autre part, si zeAnK, on
a Azc A, donc comme Az = A®,(Az) (n° 4, th. 3) on a
A@A((Ax + A)/A) = 0. Comme A est un A-module fidélement
plat (prop. 9), on en déduit Axc A, d’oitze A.

COROLLAIRE 5. — Soient A un anneau commutatif neethérien,
E, F deux A-modules de type fini, u : E — F un A-homomorphisme.
Pour tout idéal maximal m de A, notons A(m) (resp. E(m), F(m))
le séparé complété de A (resp. E, F) pour la topologie m-adique,
par u(m) : E(m) — F(m) Phomomorphisme correspondant & u.
Pour que u soit injectif (vesp. surjectif, bijectif, nul), il faut et il
suffit que u(m) le sott pour tout idéal maximal M de A.
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On sait en effet que pour que u soit injectif (resp. surjectif,
bijectif, nul), il faut et il suffit que uy : By — Fin le soit pour tout
idéal maximal m de A (chap. 1I, § 3, n® 3, th. 1). Notons mainte-
nant que An est un anneau local ncethérien (chap. II, § 2, no 4,
cor. 2 de la prop. 10), donc un anneau de Zariski, et il y a un isomor-
phisme canonique de A-algébres Apn — A(m) (§ 2, n0 13, prop. 18).
D’autre part (début du n°® 4), on a un diagramme commutatif

En®,, A(m) — E®, A(m) — E(m)

un @1 Lu®1 b u(m)

Fn®,, A(m) — F®, A(m) — F(m)
ou les fleches horizontales de gauche proviennent de ['associati-
vité du produit tensoriel et des isomorphismes En, - E®, Ay,
Fn—F®,An; comme E et F sont des A-modules de type fini,
il résulte du n° 4, th. 3, que les lignes horizontales de ce dia-
gramme sont formées d’isomorphismes ; tout revient donc a
montrer qu'il est équivalent que uw soit injectif (resp. surjectif,
bijectif, nul) et que un @1 le soit. Mais cela résulte du fait que
A, (donc aussi A(m)) est un Ap-module fidélement plat d’apres
la prop. 9 (chap. I, §3,n°1, prop.1et2).

Prorosition 10. — Sotent A, B deux anneaux de Zariski, .31, B
leurs complétés, f : A — B un homomorphisme continu d’anneauz,
f : A — B I'homomorphisme déduit de | par passage aux complétés ;
si ] est bijectif, le A-module B est fidélement plat.

Comme A et B sont séparés, I’hypothése que ]?est bijectif en-
traine d’abord que f est injectif. Identifiant (algébriquement) A
& f(A) au moyen de f et AaBau moyen de f: on a done les inclu-
sions AcBcA =B ; on sait que A est un A-module fidélement
plat et un B-module fidélement plat (prop. 9) ; on en conclut que
B est un A-module fidélement plat (chap. I, § 3, n® 4, Remarque 2).

Prorosition 11. — Sotent A un anneau local neethérien, m son
idéal mazimal, A son complété m-adique, B un anneau tel que
AcBcA. Supposons que B soit un anneau local neethérien dont
Pidéal maximal nt vérifie la relation n = mB. On a alors

W = mtB = M*nB
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pour tout k > 1, la topologie W-adique de B est induite par la topo-
logie Wi-adique de A, B est un A-module fidélement plat, et tl y a
un isomorphisme de A sur le complété n-adique B de B, qut prolonge
Uinjection canonique A — B.

Il suffit de vérifier la relation n* = f* N B, car B étant dense
dans A et la topologie n-adique induite par la topologie iit-adique,
la derniére assertion résultera de Top. gén., chap. II, 3¢ éd., § 3,
n° 9, cor. 1 de la prop. 18, et Pavant-derniére de la prop. 10. L’in-
jection j, : A > A (resp. j, : B — A) définit par passage aux
quotients un homomorphisme injectif i, : A/(ftnA) — A/fift
(vesp. i, : B/(ftnB) — A/ift). On sait que M nA = m et que i, est
bijectif, done i, est bijectif, ce qui montre que B/(1t nB) est un
corps, donc que M nB est un idéal maximal de B, et par suite
MnB =mn Comme A =A 4 ,on a B=A +n=A + mB;
par récurrence sur k, on en déduit que B = A 4+ m*¥B = A 4 n¥
pour tout & > 1. Comme on a n¥c1ii* nB, il suffit de montrer
que M¥nBcnk; si be1fi*nB, on peut écrire b = a + z avee
acA, zent; doua=>b-zemM*nA = mkcnuk, et bent.

*Un cas important ol ceci s’applique est le suivant : B est
Panneau des séries entiéres & n variables sur un corps valué com-
plet K, qui convergent au voisinage de 0, A est I’anneau local

K[Xi,..., X,Jp

o P est 'idéal maximal formé des polynémes sans terme cons-
tant, et A est ’anneau de séries formelles K[[Xj,..., X, ]].&

Remargue. — Un anneau local B tel que AcBcC A, dont Vidsal
maximal 1 est égal & MB et dont la topologie n-adique est induite

par la topologie Tﬁ-adique de K, n’est pas nécessairement ncethé-
rien (exerc. 14).

ProposiTION 12. — Soient A un anneau commutatif neethérien,
m un idéal de A, S la partie multiplicative 1 + m de A, E un A-
module de type fini. Dans ces conditions :

(i) S A est un anneau de Zariski pour la topologie (S™'m)-
adique.

(ii) L’application canonique f : E -~ S7'E est continue quand on
munit E de la topologie m-adique et ST'E de la topologie (S™'my)-
adigue, et ]?: E — (SE)” est un isomorphisme.
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Tout élément de 1 - (S™'m) est de la forme
T+ (m[(L+m)) =0+ m+ m)/(1+ m)
avec mem et m’em ; il est par suite inversible dans S™A, ce qui
prouve que S7'm est contenu dans le radical de S™A ; comme
S7A est neethérien (chap. 11, §2, n° 4, cor. 2 de la prop. 10), S*A
est un anneau de Zariski pour la topologie (S7'm)-adique, ce qui
prouve (i). Démontrons (ii). Pour tout n > 0, on a
-1 -
A(STmynE) = f(S(mnE)) — moE :
en effet, il est clair tout d’abord que f(m?E)c S™'m»E ; inverse-
ment, soit x un élément de }ES”lmnE) ; 1l existe done des éléments
m’,m” de metun z'’ e m2E tels que (1 ++ m') (1 - m' Nz —-2"") =0,
d’ot (1-m)z=2" avee m=—-—(m -+ m"’" + m'm’)em et
' = {1 4+ m/)x"” e m*E ; on en conclut
z={1 4+ m+ ... + mr-Dx' 4+ mrxemrE,
Ceci prouve que f est un morphisme strict. De plus, le noyau de f,
qui est Pensemble des x e E pour lesquels 1l existe un se S tel
que sz = 0, est identique au noyau de 'application canonique
j: E — E (n° 2, prop. 5). Il y a donc un isomorphisme topolo-
gique fo: (E) — f(E) tel que f = fooj; comme fest un isomor-
phisme topologique, tout revient a voir que f(E) est dense dans
S7E. Or tout élément de S7E ¢’écrit z/(1 — m) avec mem, et on
vérifie aussitot que
/(1 —=m) = (1 + m + ... + m»1)z)/1 (mod. S™'m=E)

ce qui achéve la démonstration.

§ 4. Relévement dans les anneaux complets.

1. Polynémes fortement étrangers.

Soit R un anneau commutatif. On dit que deux éléments x, y de
R sont fortement étrangers si les idéaux principaux Rz et Ry sont
étrangers, autrement dit (chap. I1, § 1, n° 2) si Rx + Ry = R ; il
revient au méme de dire qu’il existe deux éléments a, b de R tels
que ax + by = 1.
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Lemme 1 (« lemme d'Euclide »). — Soient z, y deux éléments
fortement étrangers dans R ; si ze R est tel que z divise yz, alors x
divise z.

En effet, si1 = ax + by, on a z = z(az) + (y2)d.

Si z et y sont fortement étrangers dans R, on a
Rzy = (Rz) n(Ry)

(chap. II, § 1, n° 2, prop. 5) ; si R est intégre, deux éléments forte-
ment étrangers ont donc un ppcm égal a leur produit (Alg.,
chap. VI, § 1, n° 8) et sont par suite éirangers au sens de Alg.,
chap. VI, § 1, n° 12. Réciproquement, si R est un anneau principal,
deux éléments étrangers sont aussi fortement étrangers, comme il
résulte de I'identité de Bezout (Alg., chap. VII, §1,n° 2, th. 1).
Dans les anneaux de polyndmes, on a le résultat suivant :

ProrosiTiON 1. — Soient A un anneau commutatif, P et P’
deuz polynémes fortement étrangers dans A[X]. On suppose que P
est unitaire et de degré s. Alors tout polynome T dans A[X] s'écrit
d’une maniére et d’une seule sous la forme

) T = PQ + PQ’

avec Q e A[X], Q" e A[X] et deg(Q’) < s.

Si de plus on a deg(T) <t et deg(P’) < t-s, alors
deg(Q) < t-s.

Comme P est unitaire, on a PR # 0 pour tout polynéme
R # 0 de A[X] et dans ce cas on a deg(PR) = s + deg(R).

Soit T un polynéme quelconque dans A[X]. Comme l'idéal
engendré par P et P’ est A[X] tout entier, il existe des poly-
némes Q, et Q; tels que T = PQ, + P’Q; ; comme P est unitaire
de degré s, la division euclidienne (Alg., chap. IV, § 1, n°5) montre
qu’il existe deux polynémes Q’, Q" tels que Q; = PQ"” + Q'
avec deg(Q’) < s;on en déduit donc

T = PQ, + P(PQ” + Q) = PQ + P’

avec Q = Q, + P’Q”. Pour démontrer I'unicité dans la for-
mule (1), il suffit de prouver que les relations

2 0=PQ+PQ, degQ)<s
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impliquent Q = Q' = 0. Or, si(2) est vérifiée, P divise - PQ=P'Q’,
et comme P et P’ sont fortement étrangers, P divise Q' en vertu
du lemme 1 ; si on avait Q' # 0, il existerait un polynéme S # 0
tel que Q' = PS, d’ou deg(Q’) = s + deg(S) > s, ce qui est con-
tradictoire. On en conclut Q" = 0, d’ou PQ = 0 et finalement
( = 0d’aprés la remarque du début.

Enfin, supposons que 'on ait deg(T) < ¢ et deg(P’) < t-s;
le polyndme T étant mis sous la forme (1), on a

deg(P'Q’) < deg(P’) + deg(Q) < s + deg(P’) < ¢
et par suite
s + deg(Q) = deg(PQ) = deg(T - P'Q) < ¢
d’ott deg(Q) < t-s.

Ezemple. — Pour qu’un polynéme P e A[X] soit fortement
étranger & X — a (ot ae A), il faut et il suffit que P(a) soit inver-
sible dans A. En effet, si P et X — a sont fortement étrangers, il
résulte de la prop. 1 qu’il existe c e A et un polynéme Q e A[X] tels
que P + (X -a)Q = 1, d’oir ¢cP(a) = 1 et P(a) est inversible.
Réciproquement, on a, par division euclidienne

P = (X - a)R + P(a),

et si P(a) = &1, o be A, on en déduit 1 = bP — H(X ~ @)R, ce
qui montre que P et X ~ a sont fortement étrangers.

Soient A et B deux anneaux commutatifs, f : A - B un homo-

morphisme d’anneaux. Si P = X ¢;X? est une série formelle
=0

dans A[[X]], on désignera par f(P) la série formelle X f(a;)X?

20
dans B[[X]]. Si P est un polynéme, il en est de méme de f(P), et
si de plus P est unitaire, alors f(P) est unitaire de méme degré
que P. Enfin, il est clair que P — f(P) est un homomorphisme
de A[[X]] dans B{[X]] qui prolonge f et applique X sur X. La
notation { sera constamment utilisée dans ce sens dans le reste de
ce paragraphe.
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Prorosition 2. — Sotent A et B deux anneaux commautatifs, f un
homomorphisme de A dans B, P, P’ deux polynémes dans A[X].
Si P et P’ sont fortement étrangers dans A[X], alors f(P) et f(P")
sont fortement étrangers dans B[X]. La réciproque est vraie st f est
surjectif, st son noyau est contenu dans le radical de A, et st P est
unitaire.

Supposons P et P’ fortement étrangers ; il existe done des
polyndémes Q, Q' dans A[X] tels que PQ 4 P'Q" =1; on en
déduit f(P)(Q) + A(P)f(Q) =1, d’out la premiére assertlon
Pour démontrer la seconde, désignons par a le noyau de f; posons
E = A[X], et soit F I'idéal de E engendré par P et P’ ; comme f
est surjectif et f(P) unitaire, la prop. 1 montre que pour
tout polynéme T = A[X], il existe deux polyndomes Q, Q' dans
A[X] tels que AT) = f(PYHQ) + APHAQ"), d’ou la relation

= F + aE. Or, E/F est un A-module de type fini, car tout
polyndme est congru mod. P & un polyndme de degré < deg(P),
P étant unitaire. Comme E/F = a(E/F) et que a est contenu dans
le radical de A, le lemme de Nakayama montre que E/F = 0
(Alg., chap. VIII, § 6, n°3, cor. 2 de la prop. 6), ce qui signifie que
P et P’ sont fortement étrangers.

2. Séries formelles restreintes.

DeriniTioN L. — On dit qu’un anneau iopologique commutatif
A est linéairement topologisé (et que sa topologie est linéaire) s’il
existe un systéme fondamental B de voisinages de 0 formé d’idéaux
de A.

On notera que dans un tel anneau, les idéaux J e B sont ou-
verts et fermés (Top. gén., chap. I1I, 3¢ éd., § 2, n° 1, cor. de la
prop. 4). Pour tout Je B, Panneau topologique quotient A/J
est donc discret ; pour Je B, J e B, J' ¢ J, soit Ay : A/J —>A[T
Papplication canonique. On sait (Zop. gén., chap. 111, 3¢ éd.,
§ 7, n° 3) que (A/J, fy3) est un systéme projectif d’anneaux dis-
crets (relatif & Pensemble d’indices $, ordonné filtrant par la
relation D), dont la limite projective est un anneau topolo-
gique A linéairement topologisé, séparé et complet ; en outre
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(loc. cit., prop. 2), on définit un morphisme strict ¢ : A — A, dont
le noyau est I’adhérence de §O§ dans A, et I'image est partout
dense dans A, de sorte que A s’identifie canoniquement au séparé
complété de A.

DEriniTION 2. — Etant donné un anneau topologique commultatif

A, on dit qu'une série formelle T :(Z) cnlng...anf‘ng,,,sz de
(D
Uanneau A[[X4,..., Xp]] est restreinte si, pour lout voisinage V de 0

dans A, il R’y a qu’un nombre fini de coefficients Cnye-om, T apparie-
nant pas 4 V (autrement dit, la famille (cn,...n,) tend vers 0 dans A
suivant le filtre des complémentaires des parties finies de N?).

Si A est linéatrement topologisé, les séries formelles restreintes
dans A[[Xjy,..., Xpl] forment un sous-anneaun de A[[Xj,..., Xp]l,
que Pon note A}Xy,...,X,!: en effet, si T =2 ey X100 X5,

(1)

n ;- .
T =2cp..n, X1 X3P sont deux séries formelles restreintes,
(%)

3 un voisinage de 0 dans A qui est un idéal de A, il existe un entier
m tel que cp...n, € J €t Chp.cn, € J pour tout systéme (ny,..., np)

tel que ny > m pour un indice £ au moins ; or, si

T =TT =Zcp...a,X1%.. X5,
(ng)

ON 2 Cpjeeny, = Zcrl...,pcgl...sp pour tous les systémes (rg), (sk) tels
querg + sg = nrgpourl < k < p;onenconclut quesing > 2m,
onarg > mousg > m, donc, puisque 3 est un idéal, cze.n, € J
dés que nx > 2m pour un £ au moins, ce qui établit notre asser-
tion. En outre, toute dérivée 0T[0X; (1 < i < p) d’une série for-
melle restreinte est restreinte, comme il résulte aussitét de la défi-
nition et du fait que les voisinages J e 3B sont des sous-groupes
additifs de A.

Lorsque A est discret, ’anneau des séries formelles restreintes
n’est autre que 'anneau des polynémes A[Xj,..., X;].

Supposons toujours A linéairement topologisé, et soit B un sys-
téme fondamental de voisinages de 0 dans A formé d’idéaux de A ;
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pour tout J e B, soit pg: A — A/J 'homomorphisme canonique.
Par définition, pour toute série formelle restreinte T e A} Xj,..., X5 !,
on a py(T) e (A/IJ)[Xq,..., Xp). Il est clair que

((A/S)[XL, Xp], 533’)

est un systéme projectif d’anneaux (relatif a ’ensemble d’indices
filtrant B) et que (p3) est un systéme projectif d’homomor-
phismes A}Xj,...,Xp} = (A/3)[Xy,..., Xp] ; comme tout poly-
noéme est une série formelle restreinte, py est surjectif ; son noyau
Ngest idéal de A} Xy,..., X | formé des séries formelles restreintes
dont tous les coeflicients appartiennent & J; nous munirons
A% X1,..., X} de la topologie (linéaire) dont les Ny (pour J e B)
forment un systéme fondamental de voisinages de O (topologie
qui ne dépend évidemment que de celle de A). Alors, il résulte de
Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 7, n° 3, prop. 2, que

(3) m o= lin pyi AfXq,, Xp{ = U (A/F) [Xa,.er, Xp)]
3 3
est un morphisme strict, dont le noyau est 'adhérence de {0} dans
A{Xy,..., Xp}, et dont Pimage est dense dans
Al = l%l (A/S)[lea XP]'

ProposiTION 3. — Si Pannean commutatif linéairement topolo-
gisé A est séparé et complet, 'homomorphisme canonique = est un
tsomorphisme d’anneaux topologiques. ,

En effet, pour tout (ny,...,n,) = N? et tout Je B, s0it 93 ...p,,
Papplication (A/J3)[Xi,...,Xp] - A/J qui a tout polyndme fait
correspondre le coefficient de Xi'/‘/...XZ” dans ce polynome ; il est
clair que les cp;:-‘l...np forment un systéme projectif d’homomor-
phismes de (A/J)-modules (relatif & I’ensemble ordonné B), et

comme A s’identifie canoniquement a lim (A/3J) par hypotheése,
3
Ppyremy = lim <p§l...np est un A-homomorphisme continu de A’

dans A. Pour tout élément S = (Sy)gc g de A’, nous allons voir
que la série formelle T =2 gn,...n,(S)X1"... X" est restreinte
(ny)



258 ALGEBRE GCOMMUTATIVE chap. 111, § 4

et telle que n(T) = S. En effet, pour tout Je B, et tout J' B
tel que J'c J, la relation cp‘;’l...np(SS) = 0 entraine

A M ER IR

comme Sg est un polyndme, on voit que gn,...n,(S) € J sauf pour
les (ny,..., n,) en nombre fini tels que cpff]...np(SS) # 0, ce qui
prouve notre premiére assertion ; la seconde résulte des défini-
tions. Comme A est séparé, l'intersection des Ny est réduite a 0,
done = est bijectif, ce qui achéve la démonstration, puisque = est
un morphisme strict.

ProposiTion 4. — Soient A, B deux anneaux commutatifs li-
néairement topologisés, B étant séparé et complet, u : A - B un
homomorphisme continu. Pour toute famille b = (bi)1<i<p d'élé-
ments de B, il existe un homomorphisme continu et un seul

i: A%Xl,...,Xp§ - B

tel que u(a) = u(a) pour tout ae A et a(X;) = bypour1 < 1 < p.

Il existe en effet un homomorphisme ¢ : A[X;,..., X»] — B et
un seul tel que ¢(a) = u(a) poura e Aeto(X;) = b;pourl < ¢ < p.
En outre, si $ est un voisinage de 0 dans B qui est un idéal,
&1(5) = Jest un idéal de A qui est un voisinage de 0, et pour tout
polyndéme P e Ng, il est clair que ¢(P) e 9, done ¢ est continu.
Comme A[Xj,..., X,] est dense dans A} Xj,..., X!, Iexistence et
Punicité de # résultent de Top. gén., chap. ITI, 3¢ éd., § 3, no 3,
prop. 5 et du principe de prolongement des identités.

Dans le cas particulier ou A = B et ot u est Papplication iden-
tique on écrira f(b1,..., bp) ou f(b) la valeur de u(f) pour toute série
formelle restreinte fe A} Xj,..., Xp!.

Remarques. — 1) La prop. 4 prouve que pour tout idéal fermé
a d’'un anneau A supposé séparé et complet, les relations b;ea
pour 1 < i € p entrainent f(bi,...,0p) €a pour toute série for-
melle restreinte f e A} X1,..., Xp!.

2) Supposons A linéairement topologisé ; soit 7 un entier tel que
1 < r < p, et munissons Panneau A} X;,...,X;! de la topologie



n° 3 RELEVEMENT DANS LES ANNEAUX COMPLETS 259

définie ci-dessus. Alors Panneau topologique A} Xy,..., Xp! s’iden-
tifie 4 'anneau des séries formelles restreintes

(A} Xppeory Xe ) ) Xrgyeeny X

comme il résulte aussitdt des définitions.

3) Avec les notations de la Remarque 2, supposons en outre A
séparé et complet, et écrivons toute série formelle restreinte
fe A} Xy,..., Xp! sous la forme

n
/= (%‘.)Cnmmnp(xl,..., X)Xy X7
¢

ou les ¢p,,,...n, sont des séries formelles restreintes. Pour tout

systéme x = (21,...,2r) d’éléments de A, soit
b”rﬂ"‘np — Cnrﬂ...np(xl,...,xr).

Il résulte aussitot de la Remarque 1 queanm...anffl‘...XzT’
(1)

est une série formelle restreinte, quel’on note f(x1,..., Zr, Xrs1,..0, Xp);
on dit qu’elle s’obtient en substituant les x; aux X;pourl < ¢t < r
dans f.

3. Le lemme de Hensel.

Dans un anneau topologique A, on dit qu’un élément x est
topologiquement nilpotent si 0 est une limite de la suite (z?)nz0. Si
A est un anneau commutatif linéairement topologisé, dire que
z e A est topologiquement nilpotent signifie que pour tout idéal
ouvert J de A, I'image canonique de z dans A/J est un élément,
nilpotent de cet anneau. Si ry est le nilradical de A/J, il est clair
que (rs) est un systéme projectif de parties et 'ensembie t des
éléments topologiquement nilpotents de A est 'image réciproque

de r = ngrg ty par homomorphisme canonique A —lim A/J;
c’est done un idéal fermé de A. Si en outre A est séparé et complet,

cet idéal est contenu dans le radical de A, et pour qu’un élément
x e A soit inversible, il faut et il suffit que sa classe mod. t soit
inversible dans A/t (§ 2, n° 13, lemme 3).

On notera que si A est un anneau, m un idéal bilatére de A, les
éléments de m sont topologiquement nilpotents pour la topologie
m-adique.
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TreEorEME 1 (Hensel). — Soit A un anneau commautatif linéatre-
ment topologisé, séparé et complet. Soit m un idéal fermé de A, dont
les éléments sont topologiquement nilpotents. Sotent B = Ajm
Uanneau topologique quotient, ¢ : A — B l'application canonique.
Soient R une série formelle restreinie dans A} X{, P un polynime
unitaire dans B[X], O une série formelle restreinte dans B{X!. On
suppose que o(R) = P.Q et que P et Q soient fortement étrangers
dans By X|. Alors il existe un couple (P, Q) et un seul formé d’'un
polynéme unitatre P e A[X] et d'une série formelle restreinte
Q e A} X tel que

(4) R=P.Q, ¢(P) = P, 2(Q) = Q.

De plus P et Q sont fortement étrangers dans A} X!, et si R est
un polyndime, il en est de méme de Q.

La démonstration se fait en quatre étapes. Dans les trois pre-
miéres, on suppose que A est discret, auquel cas R et Q sont des
polyndmes.

1)y m2 = 0.

Soient S, T deux polyndmes de A[X] tels que S soit unitaire
et que Pon ait ¢(S) = P, ¢(T) = Q ; la prop. 2 du n° 1 montre que
S et T sont fortement étrangers ; donc (n° 1, prop. 1) il existe un
couple unique de polyndmes (S’, T’) de A[X] tel que
(5) R-ST =ST' + TS et deg(S) < deg(S) = deg(P).

Les polynémes P =S + §',Q =T + T répondent alors a la
question ; on a en effet

(6) P.%(T) + Q.3(S") = 9(ST" + TS') = (R ~ ST) = 0.
Comme P est unitaire, P et Q fortement étrangers et
deg(9(S")) < deg(P),

la prop. 1 du n° 1 montre que ¢(8') = ¢(T') = 0, autrement
dit les coefficients de S’ et T’ appartiennent a m, et la relation
m? = 0 donne PQ = ST + ST’ 4+ TS = R, ce qui vérifie les
relations (4). Puisque ¢(P) = P et 3(Q) = Q, P et Q sont for-
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tement étrangers (n° 1, prop. 2) ; enfin, si Py, Q, sont deux autres
polynoémes de A[X] vérifiant (4) et tels que P, soit unitaire, on a
nécessairement, en posant S; = P; -5, T; = Q, - T, deg(5;) < deg(S)
et R—-ST=ST;+ TS; puisque S; et T; ont leurs coeflicients
dans m; mais la prop. 1 prouve alors que S’ = Sj et T' = Ty,
ce qui prouve 'unicité du couple (P, Q).

2) m est nilpotent. i

Soit n le plus petit entier tel que m» == 0, et raisonnons par
récurrence sur n > 2, le théoréme étant démontré pour n = 2.
Soient A’ = A/m"» 1 m’ = m/m»~!; comme m'?"! = 0, il existe
un couple unique (P’, Q') de polyndémes de A’'[X] tel que P’ soit
unitaire, R’ = P'Q’, ¢(P') = P et {(Q’) = Q, en désignant par
¢ homomorphisme canonique A’ — A’/m’ = B, par 6 I’homo-
morphisme canonique A — A’ et en posant R’ = 0(R). D’autre
part, comme (m7-1)2 = 0, il existe un couple unique (P, Q) de
polyndmes de A[X] tel que P soit unitaire et R = PQ, 6(P) = P’
8(Q) = Q' ; comme ¢ = {00, cela montre I'existence et I'unicité
de P et Q vérifiant (4) ; en outre P’ et Q' sont fortement étran-
gers par 'hypothése de récurrence, donc il en est de méme de P

et Q.

3) A est discret. ‘

On notera que dans ce cas 1 n’est plus nécessairement nil-
potent, mais c’est en tout cas un nilidéal par hypothése. Soient
P,, Qo deux polyndémes de A[X] tels que 9(Py) = P, 9(Q,) = Q
et que P, soit unitaire. Considérons I'idéal n de A engendré par les
coefficients de R — PyQ,; il est de type fini et contenu dans m,
donec il est nilpotent (chap. II, § 2, n® 6, prop. 15), et par défi-
nition, si ¢ : A — A/n est I’application canonique, on a ¢(R) =
UP)U(Qo). En outre, $(Py) et $(Q,) sont fortement étrangers,
comame il résulte de hypothése sur P et Q et de la prop. 2 du
10 1 appliquée a4 ’homomorphisme canonique A/n — A/m. En
vertu du cas 2), il existe donec un couple (P, Q) de polyn6émes
de A[X], tel que P soit unitaire et que les relations (4) soient véri-
fiées. Le fait que P et Q-sont fortement étrangers entraine encore
ici que P et Q sont fortement étrangers dans A[X] en vertu du
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n° 1, prop. 2, car m est contenu dans le radical de A. Supposons
enfin que P,, Q; soient deux polyndmes de A[X] vérifiant (4) et
tels que P, soit unitaire, et soit 1, idéal de type fini de A engendré
par les coefficients de P — P; et les coefficients de Q — Q, ; comme
1, est contenu dans m, il est mlpotent et i, A > A/n, est
Papplication canonique on a %y(P) = $y(Py), %(Q) = %(Qy); la
propriété d’unicité du cas 2) entraine donc P = P, Q = Q,.

4) Cas général.

Soit B un systéme fondamental de voisinages de 0 dans A,
formé d’idéaux de A. Pour tout Je B, soient fy V'application
canonique A — A/J, ¢y I'application canonique

AlJ = (AL + J)[J) = Al(m + 3J),
gy lapplication canonique B = Ajm > Aj(m + J), et posons
Ry = f;(R), Py = gs(ﬁ), Qg = 573(6). Comme chaque anneau
A/J est discret, on peut lui appliquer le cas 3), et on voit qu’il
existe un couple unique (Ps, Q) de polynomes de (A/J)[X] tels
que Py soit unitaire et Ry = P5Qs, @S(Ps) = Py, ¢ o5(Q3) = Qs.
L’unicité de ce couple entraine que si J'cJ, J' B, et si fyy :
AJJ — A/J est Papplication canonique, on a Py = fsy(Px), Qg =
fsx(Qs). Tl résulte donc de 'identification canonique de A} X} et
de hm (A/3)[X] (ne 2, prop. 3) qu’il existe Pe AjX{ et Qe A X

tels que R = PQ et f5(P) = Py, f5(Q) = Qg pour tout JePB.
En outre, on a gS(P - 9(P)) = 0, gy (Q — 9(Q)) = 0 pour tout
JeB, ce qui signifie que pour tout Je P les coeflicients de
P - p(P) et de Q — 3(Q) appartiennent tous a (m + J)/m. Mais

comme m est fermé dans A, on a l '(m + 3) =m, dou
3

P = o(P), Q = ¢(Q), et P et Q vérifient donec bien (4) ; en outre,
comme les Py sont unitaires et de méme degré, la série formelle res-
treinte P est un polyndme unitaire. Si (P’, Q') était un autre couple
vérifiant (4) et tel que P’ soit un polyndme unitaire, on en dédui-
rait que Rg = f3(P)f5(Q"), ea(f5(P)) = Pg et o5(/5(Q")) = Qg
et d’aprés Dunicité du cas 3), f3(P') = Pg, /5(Q') = Qg pour
tout Je B, ce qui entraine P = P’ et Q = Q’. Montrons enfin
que P et Q sont fortement étrangers ; en vertu du cas 3) et de la
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prop. 1 du n° 1, pour tout Je 3B, il existe un couple unique
(S, Ty) de polynomes de (A/J)[X] tels que

(7) 1= PgSy+ QsTy et deg(Ty) < deg(Pg) = deg(P).

L’unicité de ce couple montre aussitdt que pour J e,
FcS, on a Sg = [sy(Sy), Ty = f3x(Ty) ; compte tenu du
n 2 prop. 3, on en conclut I'existence de deux séries formelles
restreintes, S, T de A}X/! telles que Sy = f5(S), Ty = f5(T)
et 1 = PS + QT.

Reste a voir que si R est un polyndme, il en est de méme de Q.
Or, les Q5 sont des polyndmes par construction, et comme Py est
unitaire, la relation R:; = P5Qqy entraine

g2(Q3) < deg(Rg) < deg(R)

pour tout J= B ; d’ou aussitét la conclusion par définition de Q.
€. Q. . D.

4. Composition des systémes de séries formelles.
Soit A un anneau commutatif ; nous dirons qu’un systéme

(8) f = (fi,e..; fp) € (A[[X1,.., Xol])?

de séries formelles en les X; (1 < j < ¢), & coeflicients dans A, est
sans terme constant s’il en est ainsi de tous les f;. Pour tout sys-
téme (8) de séries formelles et tout systéme

(9) g = (81,5 ga) = (A[[ Xy, X410
de ¢ séries formelles sans terme constant, nous désignerons par
fog (ouf(g)) le systéme de séries formelles fi(g,..., g¢) (1 < ] < p)

dans (A[[Xy,..., X ]D? (Alg., chap. IV, § 5, n° 5). Si
b = (A, Be) € (A[[ X3, Xs]))F
est un troisiéme systéme sans terme constant, on a
(10) (fog)oh = fo(goh).
En effet, pour tout entier m, on a

(fm) o g(m)) ohim) — fm) o (gm o h(m))
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en désignant par ftm gm) him ]es systémes de polynémes formés
des termes de degré total < m dans les systémes de séries for-
melles £, g, h, Mais 1l est clair que les termes de degré total < m
dans les séries de (fog)oh (resp. io(g-h)) sont les mémes que
dans (fm ogm)ohtm (resp. itm o(gtm ohim)) d’ou notre asser-
tion.

Pour tout systéme (8), nous désignerons par My, ou M(X),
la matrice jacobienne (0f/cX;) (1 < 1 < p,1 <] < ¢q) ou 1t est
I'indice des lignes et j celui des colonnes ; pour deux systémes
(8) et (9), ol g est sans terme constant, on a

(11) Moy = (Mi(g)). M,

ou Mi(g) est la matrice dont les éléments s’obtiennent en substi-
tuant g & X; (1 € 7 <€ ¢q) dans chaque série élément de M;;
cette formule ne fait que traduire en effet la formule (9) d’Alg.,
chap. 1V, § 5, n° 8. Nous noterons M,(0) la matrice des termes
constants des éléments de My ; on déduit done de (11) que

(12) Mio4(0) = M(0). Mg(D).

Etant donné un entier n > 0, nous poserons
(13) 1, = X = (Xy,..., Xa) € (A[[Xs,..0, Xa])P,
qui sera considéré comme matrice & une colonne.

Pour tout systéme i = (f1,..., fn) © (A[[ X1,-.., Xa]l)?, My est
une matrice carrée d’ordre n ; nous noterons Jy ou Ji(X) son dé-
terminant, J{0) le terme constant de Jy, égal a det(M(0)) ;
si g = (g1,..., g») est un systéme sans terme constant dans
(A[[X4,..., Xa]D)®, on a done, d’aprés (11) et (12)

(14) Jiog = Ji(g). I,
(15) J1o(0) = Je(0)J4(0).

ProrosiTion 5. — Soient A un annean commutatif, £ = (fi,-.., fn)
un systéme sans terme constant de n séries de A[[Xq,..., Xal]. Suppo-
sons que Ji(0) soit inversible dans A. Alors il existe un systéme
sans terme constant g = (gi,..., gu) de n séries de A[[Xq,..., Xa]]
tel que

(16) fog == 1,
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Ce systéme est unique et on a
(17) gof = 1,.

L’existence et 'unicité de g résultent d’Alg., chap. 1V, § 5,
n° 9, prop. 10, appliquée aux n séries formelles

f@'(Yl,...,Yn) - Xz (1 <1< I’L).

I résulte de (15) et (16) que P'on a J(0)J4(0) = 1, donc J¢(0)
est aussi inversible. On en conclut Pexistence d’un systéme
h = (h,..., hn) de n séries sans terme constant de A[[Xy,..., Xa]]
tel que goh = 1, ; de cette relation et de (16) il résulte alors,
grice & (10), que h = 1,°h = (fog)oh = fo(goh) = fol, = L

La prop. 5 et les formules (10) et (15) montrent que pour laloi
de composition (f, g) — fog, ensemble des systémes £ = (f4,..., f2)
de n séries sans terme constant de A[[Xq,..., X,]] pour lesquels
J1(0) est inversible dans A, est un groupe.

5. Systémes d’équations dans les anneauxr complets.

Pour abréger, nous dirons dans ce qui suit qu’un anneau A
salisfait aux conditions de Hensel $’il est commutatif, linéairement
topologisé, séparé et complet ; étant donné un idéal m dans un tel
anneau, nous dirons que m (ou le couple (A, m)) satisfait anr condi-
tions de Hensel si m cst fermé dans A et st ses éléments sont topo-
fogiquement nilpotents. I’idéal t de A formé de tous les éléments
topologiquement nilpotents satisfait aux conditions de Hensel
(no° 3).

En particulier, si A est un anneau commutatif,mun idéalde A,
et si A est séparé et complet pour la topologie nt-adique, le couple
(A, m) satisfait aux conditions de Hensel.

ProrositTioN 6. — Sotent A un anneau commultatif, B un an-
neaw satisfaisant anx conditions de Hensel, u : A —B un homomor-
phisme. Pour toute famille X = (x1,..., zn) d’éléments topologique-
ment nilpotents de B, 1l existe un homomorphisme i et un seul de
A[[X;,..., X1l dans B tel que u(a) = ul{a) pour tout ac A et
w(Xy) = x; pour 1 <t < n. En outre, si m désigne Uidéal des
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séries sans terme constant dans A[[X4y,..., Xa]], @ est continu pour
la topologie m-adigue.

Soita Pidéal de type fini engendré dans B parlesz:(1 <t < n);
pour tout idéal ouvert $ de B, les images des z; dans B/$ sont
nilpotentes, donc l'idéal (a - $)/9 est nilpotent dans B/, et

n
il existe un entier & tel que, pour 2 p; > k on ait z]..zlne $.
i=1

Comme tout élément de m# est somme finie de séries formelles de
n

la forme XI'..X2"g(Xy,..., Xyn), o X p; = k, on voit que si @
i=1

répond a la question, on a a(mk) c H, ce qui prouve la continuité
de d. 1l existe évidemment un homomorphisme ¢ : A[Xy,..., Xz]->B
et un seul tel que ¢(a) = u(a) pour ae A et o(X;) = z; pour
1 < ¢ € n,etleraisonnement précédent montre que v est continu
pour la topologie induite sur A[Xj,..., X5] par la topologie m-
adique. Comme A[Xj,..., X;] est dense dans A[[Xy,..., X»]] pour
la topologie m-adique et que B est séparé et complet, cela achéve
de prouver existence et Punicité de a.

On notera que cette proposition redonne comme cas particulier
le (i) de la prop. 14 du § 2, no 9.

Lorsque A est lui-méme linéairement topologisé, la restric-
tion de & & A} Xy,..., Xn§ coincide avec ’homomorphisme défini &
partir de u dans la prop. 4 du n° 2. Cela résulte aussitdét de ce que
A[Xjy,..., Xp] est dense dans A%Xl,...,Xng quand on munit cet
anneau de la topologie ayant pour systeme fondamental de voisi-
nages de 0 les idéaux m* n Ny (avec les notations du n° 2 ; cette
topologie est la borne supérieure de la topologie induite sur
A{Xiy,..., Xa! par la topologie m-adique de A[[Xq,..., X4]], et de
la topologie définie au no 2).

Lorsque B = A et que u est Papplication identique, nous no-
terons f(x1,..., z) ou f(x) 'élément G(f) pour toute série formelle
fe Al[Xy4,..., Xz]] ; pour tout systéme f = (fi,...,fr) de séries
formelles de A[[Xj,..., X»]], on notera £(x) I’élément (fi(x),..., f{(x))
de A" et on dit qu’il s’obtient en substituant les x; aux X; dans f.
Sin < m et siI est une série formelle de A[[Xy,..., Xn]], on peut
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considérer ¥ comme unc série formelle en Xy,41,..., X 4 coefli-
cients dans A[[Xj,..., Xz]]; on note F(z1,..., Zn, Xnt1yer, Xm) 12
série formele de A[{[Xpi1,..., Xi]] Obtenue en substituant les x;
aux X; dans les coeflicients de ¥, pour 1 < ¢ < n.

Prenons pour B un anneau de séries formelles A{[Xq,..., Xr]]

ar

el soit 1 I'idéal des séries de B sans terme constant, de sorte que
(B, 1) satisfait aux conditions de Hensel (§ 2, n°6, cor. dela prop. 6).
On peut appliquer la prop. 6 en prenant pour les 2: e B des
séries sans lerme constant ; alors, pour toute série fe A[[Xa,..., Xal],
a(f) nest antre que la série formelle f(a1,...,22) définic en Alg.,
chap. 1V, § 5, no 5. Cest ¢vident si f est un polynomu et on en d¢é-
duit Ja proposition dans le cas général en remarquant que
[ — J(xr1,..., xa) est continue dans A[[Xj,..., Xx]] pour la topologie
m-adique.

CoroLLATRE. — Solent A un anneau satisfaisant aux conditions
de [lensel, x = (21,...,7p) une famille d'éléments topologiquement
nilpoients dans A. Soient g = (gi1,...,Zq) Un systéme sans lerme
constant de séries de AJ[Xq,..., Xg]l, § = (J1,...,fp) un systeme de
séries formelles de A[[Xy,..., X4]]. Alors g(x) = (g1(X),-.., 2¢(X))
est une famille d’éléments topologiquement nilpotents de A et on a

(18) (f-g)(x) = ¥(g(x)).

Le fait que les gi(x) sont topologiquement nilpotents résulte
aussitot de la prop. 6 et du fait que dans A 'idéal des éléments
topologiquement nilpotents est fermé. La relation (18) est évi-
dente lorsque les f; sont des polyndmes ; d’autre part, si m et m’
sont les idéaux des sérics sans terme constant dans A[[Xq,..., Xql]
et dans A[[X1,..., Xp]] respectivement, il est clair que la rela-
tion fe mk entraine f(gi,..., g¢) € M'*. Les deux membres de (18)
sont done fonctions continues de f dans (A[[X4q,..., X¢]])? quand
on munit A[[Xq,..., X4]] de la topologie m-adique, en vertu de la
remarque précédente et de la prop. 6; d’ou la relation (18).

Dans ce qm suit, pour un anneau A et un idéal m de A, nous

noterons M*™ Pensemble produit H m; dans A", avec m; =m

pour 1 < ¢t £ n, pour éviter toute confus1on.
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Prorostrion 7. — Soient A un anneau, m un idéal de A tels
que le couple (A, m) salisfasse aux conditions de Hensel. Soit
f = (fi,..., fa) un systéme sans terme constant de séries de
Al[Xq,..., X411 tel que J(0) soit inversible dans A. Alors, pour tout
Xe ™" on a §(x) e ", et x — ¥(x) est une bijection de M*" sur
lui-méme, la bijection réciproque étant x — g(X), on g est donné par
la relaiton (16) du no 4.

Le fait que f(x) e m*® est évident lorsque les f; sont des
polynomes et résulle en général de la prop. 6 et de ce que m est
fermé dans A. Les autres assertions de la proposition sont alors
des conséquences immédiates de (16), (17) et (48).

CoROLLAIRE. — Soit q un idéal fermé de A contenu dans m.
Alors la relation x = x' (mod. q*") est équivalente 4 f(x) = §(x')
(mod. ™).

En effet, pour toute série formelle f e A[[Xj,..., X»]], on a

Ry X = {(Y 00, Ya) = B (X = Yohi( Xy Xu, Yiyeor, Ya)

ou les k; appartiennent a A[[X,,..., Xy, Y;,..., Y, 11 (Alg., chap. IV,
§ 5, n° 8, prop. 9); on en déduit aussitdt que la relation
X = x' (mod.q*™) entraine f(x) = £(x') (mod. q**). La réciproque
s’obtient en remplacant f par son « inverse » g.

THEOREME 2. — Sotent A un anneau, M un idéal de A tels
que le couple (A, m) satisfasse aux conditions de [lensel. Soit
f= (fi,-..,fn) un systéme de n éléments de A%Xl,...,Xng et sout
ae A" ; posons Ja) = e. Il existe un systéme g = (gi,..., gn) de
séries formelles restreintes sans terme constant dans A% D ST an,
telles que :

(i) My 0) = I, (malrice unité).

(i1) Pour tout xe A", on a

(19) f(a -+ ex) = f(a) + Mi(a).eg(x).

(11i) Soit h = (Au,..., ka) le systéme de séries formelles sans
terme constant (non nécessairement restreintes) tel que go-h =1,
(prop. 5). Pour tout y e w", on a

(20) f(a -} eh(y)) = ¥a) + Mi(a).ey.
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Pour toute série formelle fe A[[X,,..., X»]], on a

(21) (X4 Y) = f(X) + Mo(X).Y + 2 Gu(X, Y)Y:Y;
: 1<i<j<n

ou les Gy sont des séries formelles bien déterminées dans
Al[X1,..., Xa,y Yj,oooy Yi1). Si f est restreinte, il en est de méme des
éléments de Ay et des Gy;, car ces séries formelles sont des poly-
ndémes lorsque f est un polynome, et il résulte de leur unicité que
pour tout idéal ouvert J de A, en désignant par py: A — A/J
Papplication canonique, I'image de Gy par p3 est le coefficient
de Y.Y; dans p3(F) ou F est la série formelle f(X + ¥) dans
AllXq,...y Xny Y1,..., Ya]] ; d’0ou notre assertion.

Cela étant, en écrivant la formule (21) pour chaque série
fe (1 < 1 < n), on obtient, pour tout x e A™ (n° 2, prop. 4)

(22) $(a + ex) = £(a) + Ma).ex + e(x)

our = (ry,..., r's) est un systéme de séries formelles restreintes dont
chacune est d’ordre total > 2. Il résulte des formules (18) de
Alg., chap. III, 2¢ éd., § 6, n® 5 qu’il existe une matrice carrée
M' e M,(A) telle que

(23) Mya). M' = el,,

d’ou en portant dans (22)

(24) f(a + ex) = f(a) + M(a).ex + Mya)M'.er(x).

En posantg = 1, 4+ M'.r, on voit que g vérifie les conditions
(i) et (ii) ; il suffit ensuite de remplacer x par h(y) pour obte-
nir (iii).

COROLLAIRE 1. — Sotent A un anneau, m un idéal de A
tels que le couple (A, M) satisfasse aux conditions de Hensel. Soient
fe AfX}, ae A, et posons e = f'(a). Si f(a) = 0 (mod. e¥m), alors
il existe be A tel que f(b) =0 et b= a (mod. em). Si b est
un second élément de A tel que f(b') = 0 et b’ = a (mod. em), on a
e(b — b') = 0. En particulier, b est unique st ¢ n'est pas diviseur de
zéro dans A. '

En effet, soit f(a) = €% avec cem ; la formule (20) pour
n =1 donne f(a + ei(y)) = e(c + y) et il suffit donc de
prendre y = —¢, b = a + eh(-c¢). En outresi b = a 4 ex, b’ =
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a+exr', zem, g'em, f{(b) = f(b') = 0, on déduit de (19) que
eX(g(z) — g{z’)) = 0. Comme g(X) — g(Y) = (X - Y)u(X, Y),ouu
est restreinte et u(0, 0) = 1, on a g(z) — g(z’') = (x - z')v, 00 ve A
est inversible, car, m étant fermé, onav -1 = u(x, ') ~temet
m est contenu dans le radical de A ; d’ou la relation e(b — b') = 0.

Remarque. — Le corollaire s’applique notamment lorsque e
est inversible dans A ; on peut alors déduire aussi 'existence de &
du th. de Hensel, car 'image canonique de f(X) dans (A/m)} X!
est de la forme (X — «)f,(X), X — « et f(X) étant fortement étran-
gers, car fi{x) = f/(«) est 'image de e (n® 1, Exemple).

Ezxemples. — 1) Soient p un nombre premier # 2 et n un
entier dont la classe mod. p soit un carré # 0 dans le corps
premier Fy,. Si Z; est l'anneau des entiers p-adiques (§ 2,
n° 12, Exemple 3), 'application du cor. 1 au polyndéme X* — n
montre que n est un carré dans Z, ; par exemple 7 est un carré
dans Zs.

2) Soit A = K[[Y]] 'anneau des séries formelles & une indé-
terminée a coeflicients dans un corps commutatif K ; muni de la
topologie (Y)-adique, 'anneau A est séparé et complet (§ 2, no 6,
cor. de la prop. 6) et application f(Y) — f(0) définit par passage
au quotient un isomorphisme de A/(Y) sur le corps K. En vertu
du cor. 1, si F(Y, X) est un polynéme en X a coefficients dans A,
el si a est une racine simple de (0, X) dans K, il existe une série
formelle et une seule f(Y) telle que f(0) = a et F(Y, f(Y)) = 0.

COROLLAIRE 2. — Sotent A un anneau, m un idéal de A tels
que le couple (A, M) satisfasse aux conditions de Hensel. Soient r, n
des entiers tels que 0 < r < n,§f = (fr41,-.-, fn) un systémede n —r
édléments de A} Xa,...,Xal; désignons par J{"(X) le mineur de
M{X) formé des colonnes d’indice j tel que r + 1 < j < n. Soit
a e A" tel que J* 7 (a) soit inversible dans A et que Uon ait f(a} = 0
(mod. W™, Alors il existe un X = (x1,..., Tp) € A" et un seul
tel que zx = ax pour 1 < k < r, x=a (mod. m*") et §(x) = 0.

En substituant ax & Xy pour 1 < k& < r dans les f; (n° 2,
Remargue 3) on voit aussitdt qu'on peut se restreindre au cas ou
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r = 0 pour prouver le corollaire. Le th. 2 et la prop. 7 montrent
alors que f définit une bijection de a 4+ m*" sur f(a) + M*" = m**;

le corollairé résulte de ce que 0 e m*",

CoROLLAIRE 3. — Les notattons étant celles du cor. 2, sott
ae A"; posons e = J{"(a) (non nécessairement inversible dans
A) et supposons que Uon ait f(a) =0 (mod.e*m*™* ") Alors il
existe n —r séries formelles ¢ de A[[X,,...,X,]] (r+1<i<n)a
terme constant dans m, telles que, pour tout t = (41,...,t,) € m* on ait

(25) fe(ar + €t,..., ar + €2y, @rs1 + e@rnalt),..., @n + epa(t)) =0

pour r +1 < i < n

Pour1 < ¢ < r, posons f((X) = Xy - a4, et soit u = (fu,..., f») ;
on a Jy(a) = e et le th. 2 est applicable au systéme u. Avec les
notations du th. 2, il résulte des définitions précédentes que
egi(X)=eX(pour 1 i < r, d’ou eh(X)=eX¢pour 1 <t < r;
en outre, si M'eM,(A) est telle que My(a). M' = el,, M' est

de la forme
<e1, 0)
* * )

Remplagant y par M’'.z (avec 2 = (21,..., 22) € M**)_dans la
formule (20), on obtient
(26) filay + e2zy,..., ar + €%z, @py1 - €Rpp1(M'.2),..., an + ehy(M'.2))
= fla) + €2z pour 1 <i<n
Par hypothése, on a fy(a) = e*b; avec bye m'pourr+1 <j<n.
Posons {y(Xy,..., Xn) = Ay(M'.X), et
QI(XI’"') Xs) = 710, CHN Xh— b'+11'") ~ ba)
pourr + 1 < j € n.Pourr + 1 < ¢ < n, en substituant ¢ & z
pour1 < j <ret —bjaz pourr+ 1 <j < n dans (26), on
obtient les relations (25) pour tout t e m*". :

6. Application aux décompositions d’anneauzx.

Lemme 2. — Sotent A un anneau, m un idéal de A tels que le
couple (A, m) satisfasse auzx conditions de Hensel. Soient B 'anneau
quotient Ajm, = : A — B I’homomorphisme canonigue. Pour tout
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idempotent ¢ de B, il existe un idempotent ee A et un seul tel que
r(e) = c.

Soit a e A tel que w{a) = ¢ ; on peut appliquer le cor. 1 du
th. 2 du n° 5 au polynéme f(X) = X% - X de A[X] et &4 I’élément
aeA, On a f(a) = 2a—-1, et comme n(2a-1) = 2¢ — 1 et
(2¢ — 1) = 1 dans B, 2¢ — 1 est inversible dans B, donec 22 — 1
est inversible dans A (§ 2, n° 13, lemme 3). Comme f(a)em,
le cor. 1 du th. 2 du n°5 donne aussitét I'existence et 'unicité
de e.

ProprosiTioNn 8. — Soient A un anneaun, m un idéal de A tels
que le couple (A, M) satisfasse aux conditions de Hensel. Soient B
Panneau quotient Ajm, =: A — B lhomomorphisme canonique.
St B est composé direct d'une famille finie (D:)ie1 d’idéaux, il existe
une famille et une seule (0);er d'idéaux de A telle que n{a;) = by
pour tout il et que A soit composé direct de la famille (a;).

Soit1 = Zci ol ¢; € by pour tout 7; les ¢; sont des idempotents

(2

de B tels que ¢ic; = O pour i # j. En vertu du lemme 2, il existe

done des idempotents e; de A (i e I) tels que n(e;) = ¢; pour tout i;

comme ege; est un idempotent tel que w(ese;) = cic; = O pour

i # j,on a ee; = 0pourt # j(lemme 2) ; comme 1 — Xe; est un
£

idempotent tel que =(1 —Xe)) = 1 -2e; = 0, on a de méme
i i
1 = e Il en résulte que A est composé direct des idéaux a; = e;A
[
et que Tt(ai) = n(ei)B = by.

Il reste & démontrer 'unicité d’une telle décomposition. Or,
supposons A composé direct d’une seconde famille (aj)ier d’idéaux
avec m(a;) = b; pour tout i; on a alors 1 = Xej avec e; e af, d’ou,

i
dans B, 1 = Xr(e). avec w(ei)eb;, ce qui entraine n(el) = ¢;;
@

comme ¢ et e; sont des idempotents, on a nécessairement e; = ¢;
(lemme 2), ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — La prop. 8 redonne la structure d’un anneau
semi-local A séparé et complet pour la topologie r-adique (r radical
de A), déja obtenue comme conséquence du § 2, n® 13, cor. de la
prop. 19.
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§ 5. Propriétés de platitude des modules filtrés.

1. Modules idéalement séparés.

DeriNiTION 1. — Soient A un anneau commautatif, J unr
idéal de A. On dit qu’un A-module M est idéalement séparé pour J
(ou simplement idéalement séparé s’il n’en résulte pas de confusion)
st, pour tout idéal a de type fini de A, le A-module a ®, M est séparé
pour la topologie J-adique.

Faisant a = A dans cette définition, on voit déja que M est
nécessairement séparé pour la topologie J-adique.

Exemples. — 1) Si A est noethérien, et si I est contenu dans
le radical de A (autrement dit si A est un anneau de Zariski pour
la topologie J-adique), tout A-module de type fini est idéalement
séparé (§ 3, n° 3, prop. 6).

2) Toute somme directe de modules idéalement séparés
est un module idéalement séparé, en vertu des relations
Sra@, D M) = 3* D (ae, M) = D I7(a @, My).

AEL reL rel

3) Si un A-module M est plat et séparé pour la topologie
J-adique il est idéalement séparé, car a ®, M s’identifie alors 4 un
sous-module de M, et la topologie J-adique sur a®, M est plus
fine que la topologie induite sur a ®, M par la topologie J-adique
de M, qui est séparée par hypothése.

2. Enoncé du critére de platitude.

Soient A un anneau, J un idéal bilatére de A, M un A-module
a gauche, gr(A) et gr(M) 'anneau gradué et le gr(A)-module gradué
associés respectivement 4 I'anneau A et au module M munis des
filtrations J-adiques (§ 2, n° 3). On a vu (loc. cit.) qu’on a pour tout
entier n > 0 un homomorphisme surjectif de Z-modules

Yo 2 (J*I*) Oag (M[IM) — J"M/I*HM
et un homomorphisme gradué de degré O de gr(A)-modules gradués

Yt gr(A) ®gryay gro(M) — gr(M)
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dont la restriction & gr,(A) Q) gro(M) est y, pour tout n, et
qui est par suite surjectif.

TukorEME 1. — Soient A un anneau commutatif, 3 un idéal
de A, M un A-module. Considérons les propriétés suivantes :

(i) M est un A-module plat.

(i1) Tord(N, M) = O pour tout A-module N annulé par J.

(iii) M/3IM est un (A/J)-module plat et application canonique
JOM — IM est bijective (cette derniére condition étant équi-
valente @ Torj(A[3, M) = 0 en vertu de la relation Tor{(A, M) = 0
et de la suite exacte Tory(A, M) — Tor¥(A/J, M) — J®, M — M).

(1v) M/IM est un (A/J)-module plat, et I'homomorphisme ca-
nonique vy @ gr(A) g gro(M) — gr(M), est bijecttf (propriété
(GR) du § 2, n° 8).

(v) Pourtoutn > 1, M/3"M est un (A/I™)-module plat.

Alors on a (1) = (ii) < (1il)) = (iv) < (V).

Si en outre J est nilpotent, ou si A est neethérien et M idéale-
ment séparé, les propriétés (1), (ii), (iii), (iv) et (v) sont équivalentes.

Remarque. — Lorsque A/J est un corps (cas fréquent dans les
applications) la condition « M/3M est un (A/J)-module plat » est
automatiquement vérifiée pour tout A-module M, ce qui simplifie
I’énoncé des propriétés (iii) et (iv) ; en outre, dans ce cas, la pro-
priété (v) équivaut a dire que M/3JI"M est un (A/J")-module libre
pour tout entier = > 1 (chap. II, § 3, n® 2, cor. 2 de la prop. 5).

3. Démonstration du critére de platitude.

A) Les implications (1) = (ii) <> (iii).

L’implication (i) = (ii) est immédiate (chap. I, § 4). L’équi-
valence (i) <= (iii) est un cas particulier du chap. I, § 4, prop. 2,
appliquée & R=A, S=A/3, F=M, E= N, en tenant
compte de ce que la donnée d’une structure de (A/J)-module sur N
équivaut a la donnée d’une structure de A-module pour laquelle N

est annulé par J.

Remarque 1). — La condition (ii) est aussi équivalente a la

suivante :
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(ii") Tor2(N, M) = 0 pour tout A-module N annulé par une
puissance de 3.

En effet, il est clair que (ii’) implique (ii). Réciproquement,
si (ii) est vérifiée, on a en particulier Tory(J*N/J""N, M) = 0
pour tout n ; de la suite exacte

0 __>3n+1N _>an __)3nN/Sn+1N_)O
on déduit la suite exacte
Tory(J**'N, M) — Tory(I"N, M) - Tor}(IJ*N/J**'N, M),

et comme il existe un entier m tel que J”N = 0, on en déduit par
récurrence descendante sur n que Tori(J"N, M) = 0 pour tout
n < m, et en particulier pour n = 0.

Il résulte de 14 que lorsque J est mlpotent (ii) = (i), car (it')
signifie alors que Tor{(N, M) = 0 pour tout A-module N, done
que M est plat (chap. I, § 4).

B) Démontrons la proposition suivante :

ProrosiTion 1. — Sotent A un anneau commutatif, J un
tdéal de A, M un A-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) Pour tout n > 1, on a Torj(A/3", M) = 0.

b) Pour tout n > 1, Uhomomorphisme canonique

2 3*M - 3°M
est bijectif.
En outre ces condttions entrainent :
¢) L’homomorphisme canonique v : gr(A) Qgray gro( M) — gr(M)
est bijeclif.
Réciproquement, st 3 est nilpotent, ¢) eniraine a) et b).
L’équivalence de a) et b) résulte de la suite exacte

0 = Tord(A, M) — Tor}(A/J", M) - JF"®, M — M.
Considérons ensuite le diagramme

3n+1 ® M — sn ®A M —_— Jnlswrw-l ®A (M/SM) _— 0
(’1) 0n+1¢ i’ ’Yn\L
0 —> 3" M —0 I"M

gra(M) —— 6
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ou on note que (J*/J*")®, (M/IM) s’identifie canoniquement
avec (J"/ 3" ®,5(M/IM). Ce diagramme est commutatif par
définition de v» et ses lignes sont exactes. Si b) est vérifiée, 0,
et 6,41 sont bijectifs, et il en est done de méme de v, par défi-
nition d’un conoyau, done b) entraine ¢). Inversement, supposons
Jnilpotent, et montrons que ¢) entraine d) ; nous procéderons par
récurrence descendante sur n, puisque J"®, M = J*M = 0 pour
n assez grand. Supposons donc que dans le diagramme (1), vz et
0,41 soient bijectifs ; il en est alors de méme de 0, en vertu du
chap. I, § 1, no 4, cor. 1 de la prop. 2.

C) L’implication (i) = (iv).

Si (il) est vérifié, il en est de méme de (ii’) en vertu de la Re-
marque 1) ; la prop. 1 montre donc que v, est un isomorphisme.
D’autre part, on sait déja que (ii) entraine (iii), donec M/IM
est un (A/J)-module plat, ce qui achéve de prouver que (ii) en-
traine (iv).

Remarque 2). — La prop. 1 montre que lorsque J est nilpotent,
(iv) entraine (iil) ; compte tenu de la Remarque 1), on a donc prouvé
dans ce cas que (i), (ii), (iil) et (iv) sont équivalentes.

D) Léquivalence (iv) < (v).

Pour tout n > 1, M/3"M est canoniquement muni d’une
structure de (A/3™)-module. Si on le filtre par la filtration (J/3")-
adique, il est immédiat que grn(M/J*M) = gro(M) si m < n, et
grn(M/3J"M) = 0 si m > n. Pour tout £ > 1, posons Ay = A/JF,
Sk = J/JF, Mip = M/JI*M ; notons (iv)x (resh. (v)z) Passertion
déduite de (iv) (resp. (v)) en remplacant A, J, M par Ag, Jr, My.
11 résulte de ce qu’on vient de dire que (iv) équivaut & « pour tout
k = 1, (iv)g », et 1l est évident que (v) équivaut a « pour tout
k > 1, (v)r ». 1l suffira donc d’établir ’équivalence (iv)y <> (V)i
pour tout k, ou encore de démontrer que (iv) <> (v) lorsque J est
nilpotent. Or (Remarque 2) on a vu que dans ce cas (iv) équivaut &
(i). Comme M/JI"M est isomorphe & M®, (A/3J"), (i) entraine (v)
(chap. I, § 2, n° 7, cor. 2 de la prop. 8) ; par ailleurs il est clair que
(v) entraine alors (i). Nous avons donc démontré P’équivalence
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(iv) <> (v) dans tous les cas, et aussi celle de toutes les propriétés
du théoréme dans le cas ou J est nilpotent.

E) L implication (v) = (i) lorsque A est nathérien et' M idéale-
ment sépare.

Il suffit de prouver que pour tout idéal a de A, Papplica-
tion canonique j: a®,M —- M est injective (chap. I, § 2, n° 3,
prop. 1). Soit z € Ker j ; comme a ®, M est séparé pour la topologie
J-adique, il suffit de voir que pour tout entier n > 0, on a
z e JMa®, M). Soit f : J"a — a injection canonique ; il suffit de
montrer que z<Im(f® 1) ; en effet, si beJ?, aca et meM,
I'image par f®1, de I'élément (ba)®@m de (J"a)®, M est 1’élé-
ment (ba) ®m = bla®@ m) de a®, M, done Im(f® 1) c J*(a ®, M).
En vertu du th. de Krull (§ 3, no 2, th. 2), il existe un entier % tel
que az = anJI¥cJ%a; s1i: ap — a est I'injection canonique, il
suffira donc de montrer que ze Im(: ® 1,). Or, en désignant par
p:a —ajaget h:ajap — A/JF les applications canoniques, on a
un diagramme commutatif

a @M 22 0@, M 72 (/ar) ©. M — 0

] 1o

M > (A/J¥) @, M

dans lequel la premiere ligne est exacte. Il suffit de prouver que
ze Ker(p®1,) et comme ze Kerj par hypothése, il suffira de
voir que P'application A® 1, est injective. Or, elle s’écrit aussi
(4lg., chap. 1I, 3¢ éd., § 3, n° 6, cor. 3 de la prop. 6)

h® Lygsty : (a/ar) @y ze (M/IEM) — M/IFM

et comme % est injective et que, d’aprés (v), M/J*M est un (A/J*)-
module plat, cela achéve la démonstration.

4. Applications.

Proposition 2. — Soient A un anneau commutatif, J un
idéal de A, B une A-algébre commutative neethérienne telle que 3B
sott contenu dans le radical de B. Alors tout B-module de type fini M
est un A-module idéalement séparé pour 3.
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Nous allons voir plus généralement que pour tout A-module
de type fini N, N®, M est séparé pour la topologie J-adique.
En effet, Ng = N®,B est un B-module de type fini, et le B-
module N®, M s’identifie canoniquement a N @, M en vertu de
Passociativité du produit tensoriel. Soit £ le radical de B ; comme
JIBc &, la topologie J-adique sur N®, M est ainsi identifiée &
une topologie plus fine que la topologie L-adique de N ®z M ;
mais cette derniére topologie est séparée puisque N @z M est un
B-module de type fini (n° 1, Exemple 1), d’ou la coneclusion.

ProposiTion 3. — Sotent A un anneau commutatif, B une A-
algébre commutative, J un idéal de A, M un B-module. On suppose
que B est un anneau ncethérien et un A-module plat, et que M est
idéalement séparé pour JIB. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) M est un B-module plat.

by M est un A-module plat et M/IM = M/(JB)M est un
(B/3B)-module plat.

St en outre U'homomorphisme canonique A[J — B/JIB est
bijectif, les conditions a) et b) sont ausst équivalentes d :

¢) M est un A-module plat.

La condition a) entraine b) en vertu du chap. I, § 2, no 7,
cor. 2 et 3 & la prop. 8 et du fait que M/JM est isomorphe a
M ®, (B/3B). Supposons la condition b) satisfaite ; pour montrer
que M est un B-module plat, nous allons appliquerle th. 1 du ne 2,
avec A remplacé par B et 3 par IB. Il suffira done de montrer que
Papplication canonique f: IJB®, M — JM est injective. Soient f,
Papplication canonique J®,B — JIB et f, isomorphisme cano-
nique JO,M > (JR,B)O; M ; fo(f;®1,)of, est Papplication
canonique ' : J®,M — IM, comme on le vérifie facilement. Or
f’ est un isomorphisme puisque M est un A-module plat, tandis que
f. est un isomorphisme parce que B est plat sur A ; f est done un
isomorphisme.

Soit p : A/J3 — B/3IB ’homomorphisme canonique ; la strue-
ture de (A/J)-module de M/IM déduite par p de sa structure de
(B/3B)-module est isomorphe a celle de M ®, (A/J). 11 en résulte
que si M est un A-module plat, M/JM est un (A/J)-module plat,
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donc aussi un (B/JB)-module plat si p est un isomorphisme ;
on a ainsi prouvé que ¢) = b) dans ce cas.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau commutatif ncethérien,
J un idéal de A, Ale séparé complété de A pour la topologie J-adique,
M un A-module idéalement séparé pour SA. Pour que M soit un A-
module plat, tl faut et il suffit que M soit un A-module plat.

On sait en effet que A est un anneau ncethérien (§ 3, n° 4,
prop. 8) et un A-module plat (§ 3, no 4, th. 3), que SA = § (§ 2,
n° 12, prop. 16) et que 'homomorphisme canonique A/J — A/%
est bijectif (§ 2,n°12, prop. 15); on peut donc appliquerla prop. 3.

Prorosition 4. — Soient A et B deux anneaux commultatifs
neethériens, h © A — B un homomorphisme d’ anneauz, 3 un idéal de
A, & un idéal de B contenant 3B et contenu dans le radical de B.
Soient A le séparé complété de A pour la topologie 3-adique, B le
séparé complété de B pour la topologie L-adique ; h est continu pour
ces topologies et h: A — B fait donc de B une A-algébre. Soient M
un B-module de type fint, M son séparé complété pour la topologie
L-adique ; les propriéiés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat.

b) M est un A-module plat.

¢) M est un A-module plat.

Comme B, muni de la topologie £-adique, est un anneau de
Zariski, B est un B-module fidélement plat (§ 3, n° 5, prop. 9) et
M est canoniquement isomorphe a M®,B (§ 3, no 4, th. 3); on
vérifie aussitot que cet isomorphisme canonique est un isomor-
phisme de la structure de A-module de M sur la structure de A-
module de M®, B déduite de celle de M. Appliquons la prop. 4
du chap. I, § 3, n° 2 avec R remplacé par B, S par A, E par ]§,
F par M ; on voit que pour que M soit un A-module plat, il faut
et il suffit que M soit un A-module plat. Par ailleurs, M est un
B-module de type fini et B est contenu dans £ = 2B, done
dans le radical de B (§ 3, n° 4, prop. 8) ; par suite M est un A-
module idéalement séparé pour SA (prop. 2). Les conditions b) et
¢) sont donc équivalentes en vertu du cor. de la prop. 3.



EXERCICES

§1

1) Soit A un anneau commutatif gradué de type Z, (A.) sa gradua-
tion ; on pose A = ’@)An, AS = n@joA,.; ce sont des sous-anneaux
gradués de A. I A '

@) Pour tout élément homogeéne f de A, de degré d, ’anneau de frac-
tions As (correspondant a la partie multiplicative formée des f», ou
rn = 0) est canoniquement muni d’une structure d’anneau gradué
(Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 11); on désigne par Ay, le sous-anneau de A,
formé des éléments de degré 0. Montrer que sid > 0, on a (AZ); = Ay,
Az est isomorphe & A@/(f — 1)A@ et ((As)”)s1 est un anneau gradué
isomorphe & Ay

b) On munit 'anneau de polyndmes B = A{X] = A®zZ[X] de la
graduation produit tensoriel de celles de A et de Z[X], graduation com-
patible avec la structure d’anneau de B. Montrer que sid > 0, B, est
isomorphe & (Af)S, et (A@); est un anneau gradué isomorphe &
A ®z2Z[X, X

¢) Soit g un second élément homogéne de A, de degré e. Montrer que
sid > Oete > 0, A, est isomorphe & (A(y) ).

*d) Onsupposed > O et A, = %O % pour n < 0. Montrer que, si A est
nocthérien, il en est de méme de Ay (utiliser le § 2, no 10, cor. 4 du th. 2).,

2) Soit A un anneau commutatif gradué de type Z tel que A, = 0

pour rn < 0. Pour tout n > 0, on désigne par A I'idéal gradué ﬂ@nAm
de A;la A-algebre A* = n@) Apny est un anneau gradué parles A = A2

pour tout fe Az (d > 0), on désigne par f* Iélément de A? dont les
composantes sont nulles sauf celle de degré d, égale & f.

a) Montrer que si f € Ag, avee d > 0, 'anneau A%h} est isomorphe
a (As/ (notations de exerc. 1).
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b) Pour que Af soit une A-algébre de type fini, il faut et il suffit que
A soit une Ag-algébre de type fini.

¢) Pour que A5+1 = A%A (resp. Al = (A%)") pour n > nq, il faut et
il suffit que Anyy = A1A, (resp. An = (A1)") pour n > no.

3) Soient K un corps, B I'anneau de polyndémes K[X, Y}, muni de la
graduation définie par le degré total, C le sous-anneau gradué de B en-
gendré par X et Y2, a I'idéal gradué de C engendré par Y4 Montrer que
dans I'anneau gradué A = (C/a, on a Asiy = AjA, pour n > 2, mais
A, # (A" pour n > 6.

§ 2

1) Soient K un corps commutatif, A 'anneau de polynémes K[X, Y]
4 deux indéterminées, a, I'idéal principal (XY") dans A ; la suite (a,),>3
forme, avec Gy = A, une filtration exhaustive et séparée sur A. Soit b
P'idéal principal (X) de A ; montrer que, sur b, la topologie induite par
celle de A est strictement moins fine que la topologie définie par la filtra-
tion de b associée & celle de A (et a fortiori cette derniere filtration est dis-
tincte de la filtration induite par celle de A).

2) Soient K un corps commutatif de caractéristique # 2, A anneaun
K{[X, Y]] des séries formelles & deux indéterminées.

a) Mentrer que dans A 'idéal principal P = (X2 — Y3) est premier.
(Si un produit f(X, Y)g(X, Y) de deux séries formelles est divisible par
X2 - Y3 remarquer d’abord que Pon a f(T? T?) = 0 ou g(T?,T? = 0
dans Vanneau de séries formelles K[[T]]; supposant par exemple
(T3, T2 = 0, montrer d’abord que f(X, Y?) est divisible par X — Y2 et
par X + Y3 et en considérant f(- Y3 + X, Y2}, prouver finalement que
AX, Y?) est divisible par X2 — Y8.)

b) Soit m P'idéal maximal AX 4 AY de A.Montrer que P est fermé
pour la topologie nt-adique sur A (pour laquelle A est séparé et com-
plet), mais que dans I'anneau gr(A), gr(P) n’est pas un idéal premier (P:
étant muni de la filtration induite par celle de A).

3) Soient A un anneau filtré, E un A-module de type fini. Montrer
que si on munit E de la filtration déduite de celle de A, gr(E) est un
gr(A)-module de type fini (cf. exerc. 5 c)).

4) Donner un exemple d’application A-linéaire bijective u: E — F,
ou E et F sont deux A-modules filirés, telle que u soit compatible avec les
filtrations, mais que gr(z) ne soit ni injective ni surjective. (Prendre
E = A, F = A muni d’une autre filtration, u étant Papplication iden-
tique.)

5) Soit A un anneau commutatif filtré, la filtration (@,),>, étant
telle que ap = A.

a) Pour que Panneau gr(A) soit engendré par une famille d’éléments
dont les degrés sont bornés, il faut et il suffit qu’il existe un entier g
tel que, pour tout 2, on ait G, = @41 + Dy, 01 D, est la somme des idéaux
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a;'az2. . . a3¢ pour tous les systémes d’entiers a: = 0 (1 < i < ¢) tels que
q

2 iu; = n. On a alors @y = Gnye + D pour tout & > 0.
i=1

b) Pour que gr(A) soit ncethérien, il faut et il suffit que A/ay soit noe-
thérien, que la condition de a) soit vérifiée et que pour i < ¢,les A:/Giyz
soient des (A/ay)-modules de type fini (utiliser le cor. 4 du th. 2 dun° 10).

c) Soient K un corps commutatif, A 'anneau de polynémes & deux
indéterminées K{X, Y]. On définit sur 'ensemble des mondmes X™Y"
un ordre total en posant X"Y" < X?Y? si m 4+ n < p - ¢, ou si
m -+ n=p-+ getm < p.Soit (M) la suite des mondémes en X, Y ainsi
rangés par ordre croissant, et soit a. l'idéal de A engendré par les Mg
d’indice k& > n. Montrer que (Q.) est une filtration compatible avec la
structure d’anneau de A ; pour cette filtration, gr(A) admet des diviseurs
de O et n’est pas ncethérien, bien que A soit un anneau intégre ncethérien
(utiliser le critére de 8)) ; en particulier, gr(a;) (pour la filtration induite
sur 0; par celle de A) n’est pas un (gr(A))-module de type fini, bien que 0
soit un A-module de type fini (cf. § 1, n° 2, cor. de la prop. 1).

9 6} Soient A un anneau commutatif, E et F deux A-modules,
(Ex) (resp. (Fa)) une filtration exhaustive sur E (resp. F) formée de souss
A-modules. Sur le produit tensoriel G = E®, F, on considére la filtra-
tion exhaustive formée des G, = 2 Im(E:®,F)).

i4i=n

a) Montrer que les homomorphismes canoniques composés
(Ee/Eir1) @, (F4/Fiy1) = (B ®, Fp)/(Im(Es®, Fyp1) + Im(Eey1 ®, Fy)) -
Giy4/Girs42 sont les restrictions d’un homomorphisme gradué de degré O
(dit canonique) gr(E)®, gr(F) — gr(E ®, F), qui est surjectif.

b) Montrer que si gr(E) est un A-module plat, les A-modules En/Ex
pour m < r, et E/E, pour tout n e Z, sont plats.

¢) On suppose dans ce qui suit que gr(E) est un A-module plat
et que E est un A-module plat (la seconde hypothése étant conséquence
de la premiére lorsque (E.) est une filtration discréte). Alors les
Hy = E/®, F; #'identifient canoniquement & des sous-modules de
G = E®, F (chap. I, § 2, n® 5, prop. 4). Montrer que pour deux parties
finies quelconques R, S de Z X Z, on a

*) (= Hiy)n( X Hxe) = 2 Houp(, 1), sundi, &)

“Hekr ks

ou dans la seconde somme, (z, j, k, k) parcourt R X S. (Lorsque R et S
sont chacun réduits a4 un élément, utiliser le chap. I, § 2, n® 6, prop. 7.
Si p est le plus grand des indices 7 et & figurant dans les éléments de R
ou S, g le plus petit des indices j et k figurant dans les éléments de R ou S,
considérer les images des deux membres de (*) par ’homomorphisme ca-
nonique E®, F; — (E/E,;)®, F,, et raisonner par récurrence sur
Card(R) 4 Card(S)).

d) Déduire de ¢) que I'homomorphisme canonique défini dans a)
est alors bijectif.
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7) Soient A un anneau commutatif, E un A-module, F un sous-
module de E, B Palgébre extérieure /\ (E), I 1'idéal bilatére de B engendré
par les images canoniques dans B des éléments de F. Soit gr3(B) I’'anneau
gradué associé a anneau B filtré par la filtration J-adique.

a) Définir un homomorphisme canonique surjectif de A-algébres
(non graduées) (/\ (F)) ® (/\ (E/F)) — gr3(B) (ou il s’agit du produit
tensoriel gauche d’algebres graduées (Alg., chap. I11, 3¢ éd.)).

b) Montrer que si F admet un supplémentaire dans E, I’homomor-
phisme défini dans a) est un isomorphisme.

¢) On prend A = Z, E = Z/4Z, F — 2Z/4Z ; montrer que '’homo-
morphisme défini dans ¢) n’est pas injectif dans ce cas.

8) Soient A un anneau filtré, (A,) sa filtration, E un A-module filtré,
(Er) sa filtration. Montrer que si Ag = A et Ep = E, I'application
(¢, ) — ax de A X E dans E est uniformément continue pour les topo-
logies définies par les filtrations.

9) Donner un exemple de deux anneaux fiitrés A, B, dont les filtra-
tions sont exhaustives et séparées, et d’un homomorphisme non surjectif
u: A — B, compatible avec les filtrations et tel que gr(u) soit bijectif.
En déduire un contre-exemple au cor. 1 de la prop. 12, lorsqu’on ne
suppose plus I'anneau A complet, et un contre-exemple a la prop. 13
lorsqu’on ne suppose plus E de type fini (utiliser Alg., chap. VIII, § 7,
exerc. 3 b)).

10) Soient A un anneau ncethérien, o un automorphisme de A.
Montrer que I'anneau E défini dans Alg., chap. 1V, § 5, exerc. 10 ), est
un anneau ncethérien (& gauche et a droite).

11) Montrer que si E est un espace vectoriel de dimension > 2 sur
vn corps commutatif, algébre tensorielle de E est un anneau qui n’est
neethérien ni & gauche ni a droite (si a, b, sont deux vecteurs linéairement
indépendants dans E, considérer I'idéal a gauche (ou l'idéal a droite)
engendré par les éléments a"b® pour n > 1).

9 12) Soient K un corps commutatif, A ’anneau K[X,], <1 des poly-
némes sur K en une famille infinie arbitraire d’indéterminées, m I'idéal
{maximal) de A engendré par les X,. Si 'on pose A; = A/mil les A; et
les homomorphismes canoniques &g @ A/mi*l — A/m*! pour ¢ < j véri-
fient les conditions de la prop. 14 ; 'anneau lim A; est le complété A de

A pour la topologie m-adique, et le noyau <(Ie—l’homomorphisme cano-
nique A — A est égal & (m*)™, adhérence de m¢ dans A.

a) Montrer que A s'identifie canoniquement 4 anneau des séries for-
melles par rapport aux X, n’ayant chacune qu’un nombre fini de termes
de degré donné (Alg., chap. IV, § 5, exerc. 1).

b) On prend désormais 1 = N. Montrer que 'on a m # Am (consi-

dérer la série formelle 23 X72).
n=1

¢) On suppose que K est un corps fini. Montrer que (1ft)2 # (m2)”.
{On démontrera d’abord le résultat suivant : pour tout entier k > 0, il
existe un entier ni et, pour tout entier n > nx, un polynéme homo-



284 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. III, § 2

géne Fn de degré n en n2 indéterminées, & coefficients dans K, tel que
Fa ne puisse étre la somme des termes de degré n dans aucun polynoéme
de la forme P1Qy + - - - + P&Qg, olt les P; et Qs sont des polyndmes sans
terme constant par rapport aux mémes n? indéterminées).

En déduire que A n’est pas complet pour la topologie f-adique.

13) Soient K un corps, A = K[[X]]I'anneau des séries formelles, m
son idéal maximal, de sorte que A est séparé et complet pour la topologie
nt-adique (n° 6, cor. de la prop. 6). Sur le groupe additif A, on considére
la filtration (E.) telle que Eq = A et E, est Pintersection de m= et de
Panneau K[X] ; cette filtration est exhaustive et séparée, la topologie G
qu’elle définit sur A est compatible avec la structure de groupe additif
de A et est plus fine que la topologie m-adique, mais A n’est pas un
groupe complet pour la topologie G (considérer la suite des polyndmes
(1 - X")/(1 - X)).

14) Soient A un anneau (non nécessairement commaitatif), E un A-
module & gauche. On dit qu’une topologie sur E est linéaire si elle est
invariante par translation et si 0 admet un systéme fondamental de voisi-
nages qui sont des sous-modules de E ; on dit alors que E est linéairement
topologisé. Une topologie linéaire sur E est compatible avee sa structure de
groupe additif, et définit sur E une structure de A-module topologique
lorsqu’on munit A de la topologie discréte. Sur un A-module quelconque,
la topologie discréte et la topologie la moins fine sont des topologies
linéaires.

a) Si B est un module linéairement topologisé, F un sous-modulede E,
la topologie induite sur F et la topologie quotient de celle de E par F sont
des topologies linéaires. Si (B, f«p) est un systeme projectif de A-modules
linéairement topologisés, ol les f.p sont des applications linéaires conti-
nues, le A-module topologique E = lim E, est linéairement topologisé.

b) Soit E un A-module linéaire;ﬁnt topologisé. 11 existe un systéme
fondamental (V;),er, de voisinages de 0 dans E, formé de sous-modules
ouverts (et fermés); si ony : E/V, — E/Vy est Papplication canonique
lorsque VaoVy, la famille (E/Vy,ea) est un systéme projectif de A-
modules discrets ; le A-module topologique £ — lim E[V, s’identifie aw

séparé complété de E, qui est donc linéairement topologlse ( Top gén.,
chap. 111, 3¢ éd., § 7, n° 3).

c) Un A-module linéairement topologisé séparé K est discret lorsqu’il
est artinien, ou lorsqu’il existe un plus petit élément dans Pensemble
des sous-modules # 0 de E.

15) a) Soit E un A-module linéairement topologisé (exerc. 14). Pour
qu’une base de filtre B sur E formée de variétés linéaires affines admette
un point adhérent, il faut et il suffit qu’il existe une base de filtre conver-
gente B’ 5B formée de variétés lindaires affines. On dit que E est linéaire-
ment compact s'il est séparé et si toute base de filtre sur E formée de va-
riétés linéaires affines admet au moins un point adhérent. Tout module
artinien est linéairement compact pour la topologie discréte. Tout sous-
module linéairement compact d’un module linéairement topologisé
séparé F est fermé dans F.



§ 2 EXERCICES 285

b) Si E est un A-module linéairement compact, z une application
linéaire continue de E dans un A-module linéairement topologisé sé-
paré F, u(E) est un sous-module linéairement compact de F.

¢) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, F un sous-
module fermé de E. Pour que E soit linéairement compact, il faut et il
suffit que F et E/T le soient.

d) Tout produit de modules linéairement compacts est linéairement
compact (considérer une base de filtre maximale parmi les bases de filtre
formées de variétés linéaires affines).

e) Soit (Ey, f«s) un systéme projectif de modules linéairement topo-
logisés relatif & un ensemble d’indices filtrant; on suppose que les

-1

fap soient des applications linéaires continues, et que pour « < B, f«p(0)

soit un sous-module linéairement compact de Ep. Soit E = lim E,, et
i

soit f, 'application canonique E - E, ; montrer que pour tout «, on a

[«(E) = fep(Eg) (en particulier si les f.p sont surjectifs, il en est
a%

de méme des f,), et fla(O) est linéairement compact (utiliser d), et Top.gén.,

chap. 1, 3¢ éd., Appendice, n° 2, th. 1).

9 16) a) Soit E un A-module linéairement topologisé séparé. Mon-
trer que les propriétés suivantes sont équivalentes

) E est linéairement compact (exerc. 15).

B) Pour toute application linéaire continue z de E dans un A-
module linéairement topologisé séparé F, u(E) est un sous-module fermé
de F. :

v) Pour toute topologie linéaire (séparée ou non) sur E, moins fine
que la topologie donnée, E est complet.

3) E est complet, et il y a un systéme fondamental (U,) de voisinages
ouverts de 0 dans E, formé de sous-modules, et tel que les E/Uj soient des
A-modules discrets linéairement compacts (ef. § 3, exere. B).

(Pour voir que v) entraine 3), considérer un sous-module ouvert ¥ de
E, et une base de filtre B sur E/F formée de variétés linéaires affines.
Pour toute V e B, soit My I'image réciproque dans E du sous-module
directeur de V dans E/F ; considérer sur E la topologie linéaire dont les
M, forment un systéme fondamental de voisinages de 0.)

b) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, M un sous-
module linéairement compact de E. Montrer que pour tout sous-module
fermé F de E, M + F est fermé dans E {considérer I'image de M dans
E/F).

¢) Soient E un A-module linéairement compact, F un A-module linéai-
rement topologisé séparé. Montrer que pour tout sous-module fermé
M de E X F, la projection de M sur F est fermée. Réciproque (cf. Top.
gén., chap. I, 3¢ éd., § 10, n° 2).

d) Soient E un A-module linéairement compact, u une application
linéaire continue de E dans un A-module linéairement topologisé séparé
F. Montrer que pour toute base de filtre B sur E, formée de variétés li-
néaires affines, 'image par u de ensemble des points adhérents & B est
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I’ensemble des points adhérents & u(B). En particulier, pour tout sous-

moduleferméMdeE,ona' .(M+N):M—|—I 'N.

NeB NeB

17) On dit que sur un A-module E une topologie linéaire G est.
minimale si elle est séparée et §’il n’existe pas de topologie linéaire
séparée strictement moins fine que G.

a) Pour qu’une topologie linéaire G séparée sur E soit minimale il
faut et il suffit que toute base de filtre B sur E, formée de variétés li-
néaires affines, et ayant un seul point adhérent, soit convergente vers ce
point. (Pour voir que la condition est nécessaire, observer que lorsque M
parcourt B et V un systéme fondamental de voisinages de 0 formé de
sous-modules, les M -+ V forment une base de filtre ayant mémes points
adhérents que B. Pour voir que la condition est suffisante, remarquer
qu’une base de filtre formée de sous-modules ouverts, dont I'intersection
est réduite a 0, est un systéme fondamental de voisinages de 0 pour une
topologie linéaire séparée moins fine que G.)

b) Pour que la topologie diseréte sur un A-module E soit minimale,
il faut et il suffit que E soit artinien.

¢) Si G est minimale, la fopologie induite par G sur tout sous-
module fermé de E est minimale.

9 18) Dans un A-module E, on dit qu’un sous-module M # E est
abrité s'il existe un plus petit élément dans ’ensemble des sous-modules.
# 0 de E/M.

a) Montrer que tout sous-module N # E de E est intersection de
sous-modules abrités (pour tout x ¢ N, considérer un élément maximal
dans I'ensemble des sous-modules de E contenant N et ne contenant pas x).

b) Soit G une topologie linéaire séparée sur E, et soit G* la topologie
linéaire ayant pour systéme fondamental de voisinages de 0 la base
de filtre engendrée par les sous-modules de E ouverts pour G, et abrités.
Montrer que B* est séparée et que tout sous-module fermé pour G est
aussi fermé pour G* (remarquer que tout sous-module fermé pour G
est intersection dé sous-modules ouverts pour G). En déduire que si E
est complet pour G*, il est complet pour G (Top. gén., chap. III,
3¢ éd., § 3, n° 5, prop. 9).

¢) On suppose G linéairement compacte. Montrer alors que G* est.
linéairement compacte et est la moins fine des topologies linéaires sépa-
rées moins fines que T ;en particulier G* est une topologie linéaire
minimale (exerc. 17). (Soit B une base de filtre formée de sous-modules.
fermés pour T, ayant O pour intersection ; montrer que pour tout.
sous-module U ouvert pour G et abrité, il existe M € B tel que M c U, en
utilisant 'exerc. 16 d)).

d) Soit F un A-module linéairement topologisé séparé, et soit G, sa
topologie ; montrer que si u : E — F est une application linéaire continue
pour les topologies G et G,, u est aussi continue pour les topologies G*
et Gf.

9 19) a) Soit E un A-module linéairement compact. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :
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a) Pour toute application linéaire continue u de E dans un A-module
linéairement topologisé séparé F, u est un morphisme strict (Top. gén.,
chap. ITI,2e éd., §2,n°8) de E dans F.

B) Pour tout sous-module fermé F de E, la topologie quotient sur
E/F est une topologie minimale (exerc. 17).

y) E est complet et il y a un systéme fondamental (U,) de voisinages
ouverts de 0 dans E, formé de sous-modules, et tel que les E/U, soient
des modules artiniens.

(Pour voir que v) entraine f8), se ramener au cas ou F = 0, et utiliser
les exerc. 17 et 18.)

Lorsque E vérifie les conditions équivalentes «), 8), et v}, on dit que
E est strictement linéairement compact.

b) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, F un sous-
module fermé de E. Pour que E soit strictement linéairement compact
il faut et il suffit que F et E/F e soient.

¢) Toute limite projective de modules strictement linéairement com-
pacts est strictement linéairement compacte.

d) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, u une
application linéaire de E dans un A-module strictement linéairement
compact F. Montrer que sile graphe de u est fermé dans E X F, u est
continue (utiliser 'exerc. 16 ¢), et le fait que st M est fermé dans E et
E/M artinien, M est ouvert dans E).

9 20) @) Montrer qu'un module linéairement compact discret ne
peut étre somme directe d’une infinité de sous-modules non réduits
a 0.

b) Donner un exemple de topologie linéaire minimale (exerc. 17) non
linéairement compacte (considérer une somme directe infinie de modules
simples deux a deux non isomorphes).

¢) Soit E un module linéairement compact tel qu’il existe une famille
de sous-modules simples dont la somme soit dense dans E. Montrer que :
10 E est strictement linéairement compact (appliquer @) au quotient de
E par un sous-module ouvert) ; 20 E est isomorphe au produit (topolo-
gique) d’'une famille de modules simples discrets. (Considérer les en-
sembles O de sous-modules ouverts maximaux de E tels que pour toute

n

suite finie (Gi)igign de n éléments distinets de O, E/ (I ! Gk> s0it
k=1

somme directe de n sous-modules simples. Montrer qu’il existe un en-
semble © maximal (pour la relation d’inclusion), et que Vintersection de
tous les sous-modules G appartenant & un tel ensemble est réduite 4 0; on
utilisera le fait que fO% est intersection de sous-modules ouverts maxi-
maux, et que pour tout sous-module ouvert maximal G de E, il y a au
moins un sous-module simple de E non contenu dans G. Conclure en utili-
sant le fait que E est strictement linéairement compact.)

d) Déduire de ¢) que tout espace vectoriel linéairement compact
sur un corps K est strictement linéairement compact et isomorphe a un
produit K.
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9 21) On rappelle que sur un anneau A, une topologie est dite li-
néaire (4 gauche) si c’est une topologie linéaire sur le A-module A; et
si elle est compatible avec la structure d’anneau de A (chap. II, § 2,
exerc. 16). On dit qu’un anneau topologique A est linéatrement compact
(A gauche) (rvesp. strictement linéairement compact (4 gauche)) si A, est un
A-module linéairement compact (resp. strictement linéairement compact).

@) Montrer que si A est linéairement compact 4 gauche pour une topo-
logie G, la topologie G* définie dans Pexerec. 18 b) est encore compatible
avec la structure d’anneau de A (utiliser ’exere. 18 d)).

b) On suppose A commutatif ; soit u # 0 un idempotent de A/R, ol
R est le radical de A. Montrer que si A est linéairement compact pour la
topologie discréte, il existe un idempotent ¢ € A et un seul dont 'image
dans A/R soit égale & u. (Montrer que parmi les variétés linéaires affines
z 4 b, ou bc R et 22 — 2 e b, qui sont contenues dans la classe u,ilya
un ¢élément minimal ¢ -+ 0. En déduire que €2 = ¢ et @ = 0, en considé-
rant I’élément €* — e = r et en montrant que r € Ar?, a J’aide de Alg.,
chap. VIII, § 6, exerc. 10 a). Prouver I'unicité de e en montrant que si
e1, e2 sont deux idempotents de A tels que erez € R, on a erez = 0.)

¢) Montrer que tout anneau cornmutatif A qui est linéairement com-
pact pour la topologie discréte est composé direect d’un nombre fini
d’anneaux locaux (linéairement compacts pour la topologie discréte).
{Considérer d’abord le cas ot R = 0, en utilisant I'exerc. 15 b) et le
chap. 11, § 1, n® 2, prop. 5, puis appliquer b) aux idempotents de A/R.)

d) Montrer que tout anneau commutatif linéairement compact
(resp. strictement linéairement compact) A est produit d’une famille
d’anneaux locaux linéairement compacts (resp. strictement linéairement
compacts). (Soit (1) la famille des idéaux maximaux ouverts de A ;
pour tout idéal ouvert @ ne contenant pas Ty, soit Az X Ay’ la décomposi-
tion de A/a en composé direct de deux anneaux, tels que Aj soit ’anneau
local d’idéal maximal (M, -+ a)/a, définte dans c); soit ex(a) Pélément
unité de Aj, considéré comme classe mod. a dans A ; les (@) forment
une base de filtre qui converge dans A vers un idempotent e, et Ae, est
un idéal fermé de A dont e, est I’élément unité. Montrer que I’anneaun
Ae est un anneau local et que A est isomorphe au produit des Ae.)

9 22) a) Soient A un anneau local, M son idéal maximal. Montrer
que s, pour une topologie linéaire G sur A, A est strictement linéaire-
ment compact, G est moins fine que la topologie M-adique.

b) Soient A un anneau commutatif, M un idéal de A. Pour que A
soit strictement linéairement compact pour la topologie m-adique, il
faut et il suffit qu’il soit séparé et complet pour cette topologie, que
A/m soit un anneau artinien et /M2 un (A/m)-module de longueur finie
*(autrement dit, A est un anneau neethérien semi-local complet),.

¢) Soient I un ensemble d’indices infini, K wun corps fini,
A = K[[X.]].er Palgébre des séries formelles par rapport & la famille
d’indéterminées (X,),e1 (Alg., chap. 1V, § 5, exerc. 1) ; A est un anneau
local. En tant qu’espace vectoriel sur K, on peut identifier A 4 Pespace
produit KN si on munit K de la topologie discréte et A dela topologie
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produit ‘G, montrer que G est une topologie linéaire sur 'anneau A,
pour laquelle A est strictement linéairement compact ; si m est 1'idéal
maximal de A, montrer, en raisonnant comme dans I'exerc. 12 ¢), que
A n’est pas complet pour la topologie m-adique.

€ 23) Soit A un annean commutatif muni d’une topologie linéaire B.

a) Montrer que les idéaux a de A, fermés pour G et tels que A/a soit
artinien, forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour une
topologie linéaire G sur A, moins fine que G (utiliser Alg., chap. VIII,
§ 2, exerc. 12); on a (G)? = BG. Soit B Panneau séparé complété de
A pour la topologie G ; montrer que B est strictement linéairement
compact; on dit que B est 'anneau strictement linéairement compact
assocté & A.

b) Soient Ge(A) la topologie discréte sur A, G(A) la topologie
(Gu(A))*. Pour que la topologie B sur A soit séparée, il faut et il suffit
que G soit séparée et que pour tout idéal b de A, ouvert pour G, la topo-
logie G.(A/b) soit séparée. *Si A est un anneau de valuation non discréte
de rang 1 (chap. VI), Ge(A) n’est pas séparée.,

¢) On suppose A linéairement compact pour G ; alors A est complet
(mais en général non séparé) pour G. Pour que G soit alors séparée,
il faut et il suffit qu'il existe sur A une topologie linéaire, strictement
linéairement compacte, et moins fine que G ; G'” est alors 'unique topo-
logie ayant ces propriétés.

d) Soit E un A-module linéairement topologisé et strictement linéai-
rement compact. Montrer que lorsqu’on munit A de la topologie Ge(A), E
est un A-module topelogique (remarquer que si F est un A-module arti-
nien, alors, pour tout z € F, ’annulateur a de x est tel que A/asoit arti-
nien). En déduire que, si B est le séparé complété de A pour la topo-
logie G.(A), E peut étre considéré comme un B-module topologique ;
Panneau B étant isomorphe & un produit d’anneaux locaux By stricte-
ment linéairement compacts (exerc. 21 d)), montrer que E est iso-
morphe & un produit de sous-modules strictement linéairement com-
pacts Ej, ou Ey est annulé par les B, d’indice u. # A et peut par suite étre
considéré comme By-module topologique (si ex est I’élément unité de By,
prendre E; = ey . E).

24) Sur un anneau commutatif A, on désigne par Gr(A) la topologie
lingaire dont un systéme fondamental de voisinages de O est formé des
produits (égaux aux intersections) d’un nombre fini de puissances d’idéaux
maximaux (cf. n® 13, prop. 17) ; on désigne par Gu(A) la topologie linéaire
dont un systéme fondamental de voisinages de 0 est formé par tous les
idéaux # {0} de A.

a) Montrer que Ge(A) (exerc. 23) est moins fine que Gn(A) (observer
que le radical d’'un anneau artinien est nilpotent) ; donner un exemple
ot BGe(A) # Bn(A) (cf. exerc. 22 ¢)). *S1 A est un anneau de valuation
non discréte de rang 1 (chap. VI),ona G.(A) = Cm{A) et Gu(A) # Tn(A).4

b) La topologie Gx(A) est la moins fine des topologies linéaires sur
A pour lesquelles les idéaux maximaux de A sont fermés et toute puis-
sance d’un idéal ouvert de A est un idéal ouvert (noter que pour une
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topologie linéaire sur A pour laquelle un idéal maximal 1 est fermé,
m est nécessairement ouvert).

¢) Si A est un anneau ncethérien, on a Gw(A) = Te(A) (observer
que si 1 est un idéal maximal de A, A/m* est un anneau artinien pour tout
entier £ > 1, en remarquant que m*/m*** est un (A/m)-module nécessai-
rement de longueur finie). Donner un exemple d’anneau local neethérien
A pour lequel Tm(A) # Bu(A) (considérer un anneau local d’'un anneau
de polyndmes sur un corps).

25) Soient A un anneau topologique, E un A-module 4 gauche de
type fini. Montrer qu’il existe sur E une topologie (dite canonigque) com-
patible avec sa structure de A-module, et plus fine que toutes les autres
(écrire E sous la forme AZ/R, munir A7 de la topologie produit et E de la
topologie quotient). Si E’ est un A-module topologique et u : E — E’
une application A-linéaire, montrer que u est continue pour la topologie
canonique sur E. Si de plus E est de type fini et muni de la topologie
canonique, ¥ est un morphisme strict. Si la topologie de A est définie par
une filtration (Ar), montrer que la topologie canonique de E est définie
par la filtration (AzE).

26) Soient A un anneau commutatif, M un idéal de A, (a3)rer un
systeme de générateurs de m, A le séparé complété de A pour la topologie
m-adique.

Montrer que, si A’ désigne 'anneau des séries formelles par rapport
a une famille (T))xer d’indéterminées, n’ayant qu’un nombre fini de
termes de degré donné (exerc. 12), A est isomorphe au quotient de A’
par I'adhérence b de I'idéal de A’ engendré par les Ty — ay (utiliser le th. 1
du n° 8). En particulier, I'anneaun Z, des entiers p-adiques est isomorphe
an quotient Z[[T]}J(T - p).

91 27) a) Soit A un anneau commutatif muni d’une topologie linéaire.
Pour toute partie multiplicative S de A, on désigne par A g S'lg le séparé
complété de anneau S A muni de la topologie dont un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 est formé des idéaux S™Us, out (U,) est un
systéme fondamental de voisinages de O dans A formé d’idéaux de A.
Montrer que A; S‘1§ est canoniquement isomorphe & la limite projective
des anneaux S3*(A/U) ou S, est 'image canonique de S dans A/Ua. Si A
est le séparé complété de A, A{S‘lf est canoniquement isomorphe a
R3S, ou S’ est I'image canonique de S dans A.

b) Pour que Ag S‘lg soit réduit & 0, il faut et il suffit que, dans A, O
soit adhérent & S. En déduire un exemple ol A est séparé et complet,
mais o il n’en est pas de méme de S'A pour la topologie définie
dans a).

¢) Pour tout homomorphisme continu de A dans un anneau linéaire-
ment topologisé B, séparé et complet, tel que u(S) soit formé d’éléments
inversibles dans B, montrer que u = u'cj,ouj: A — A% S'1§ est I'appli-
cation canonique, et u’ est continu ; en outre u’ est déterminé de fagon
unique.

d) Soient Sy, Sz deux parties multiplicatives de A, et soit Sz I'image
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canonique de Sy dans A%S‘lg définir un isomorphisme canonique de
A} (8182} sur A§STH {57,

e) Soit a un idéal ouvert de A, et soit ags-1§ le séparé complété de
S~'a pour la topologie induite par celle de S'A ; montrer que afS™}
s'identifie canoniquement a un idéal ouvert de AgS‘lg, et que I'anneau
discret A{S“1 ;/a§S"1§ est isomorphe & S (A/a). Inversement, si' a’ est
un idéal ouvert de A%S‘lg, son image réciproque @ dans A est un idéal
ouvert tel que @’ = a% s % En particulier, 'application p — p 3 S“lf est
une bijection croissante de ’ensemble des idéaux premiers ouverts de A ne
rencontrant pas S sur 'ensemble des idéaux premiers ouverts de A% s 2

f) Soit P un idéal premier ouvert dans A, et soit S = A — p. Montrer
que A} S‘1$ est un anneau local, dont le corps résiduel est isomorphe au
corps des fractions de A/p. )

g) Pour tout élément f € A, on désigne par Ay} 'annean A}S/"1 %, ou
Sy est 'ensemble multiplicatif des f*(n > 0). Lorsque f parcourt une
partie multiplicative S de A, les A forment un systéme inductif fil-
trant d’anneaux, dont on désigne par Afs} la limite inductive (non mu-
nie d’une topologie) ; définir un homomorphisme canonique

Agy — AfST.

Lorsque S = A = p, ou P est un idéal premier ouvert de A, montrer que
Ags} est un anneau local, I’homomorphisme canonique Afs} — AﬁS‘lf
est local et les corps résiduels de A¢s} et de A% S‘1§ sont canoniquement
isomorphes (cf. chap. II, § 3, exerc. 16).

k) On suppose que la topologie de A est la topologie m-adique pour
un idéal M de A, que A est séparé et complet, et que /m2est un (A/m)-
module de type fini. Montrer que st M’ = m§ S‘1§ la topologie de
A’ = A5 est la topologie m-adique, on a M’ = MA’ et m'/m’
est un (A’/m’)-module de type fini (utiliser la prop. 14 du n° 10). Si A est
noetherlen ilen est de méme de A’.

28) Soient A un anneau commutatif muni d’une topologie linéaire,
E, F deux A-modules topologiques, lindairement topologisés. Lorsque V
(resp. W) parcourt I’ensemble des sous-modules ouverts de E (resp. F),
les sous-modules Im(V®, F) 4- Im(E ®, W) de E®, F forment un sys-
téme fondamental de voisinages de 0 dans E®, F pour une topologie
compatible avec sa structure de module sur I'anneau topologique A,
et dite produit tensoriel des topologies données sur E et F. Le séparé
complété (E ®, F)™ de ce A-module est un A-module appelé produit tenso-
riel complété de E et F.

a) Montrer que si (Vi) (resp. (Wy)) est un systéme fondamental de
voisinages de 0 dans E (resp. F) formé de sous-modules, (E ®, F)” est
canoniquement isomorphe & la limite projective du systeme projectif
de A-modules (E/V)®, (F/W,): en déduire que (E®, F)"~ est un A-
module canoniquement isomorphe & (E ®n F) : on le note aussi E&; F.
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) Soient E', F’ deux A-modules topologiques, linéairement topolo-
gisés, u : E — E', ¢ : F — F’ deux applications A-linéaires continues;
montrer que 2®@¢ : EQF — E'®@F’ est continue pour les topologies
produits tensoriels sur E ® F et B’ ® F'; on désigne par u & ¢ Papplication
linéaire continue (E® F)™ — (E’® F')” correspondant a u & ¢.

¢) Soient B, C deux A-algébres commutatives munies de topologies
linéaires telles que les applications canoniques A — B, A — C soient con-
tinues (on dit pour abréger que B et C sont des A-algébres topologiques).
Montrer que (B®, C)" est canoniquement muni d’une structure de A-
algébre topologique, dite produit tensoriel complété des algébres B et C.
Définir des représentations continues canoniques p: B — (B®,C)", 6:
C — (B®, ()" ayant la propriété suivante : pour toute A-algébre topolo-
gique commutative D, séparée et compléte, et tout couple de A-homo-
morphismes continus #:B — D, ¢:C— D, il existe un A-homo-
morphisme continu et un seul w: (B®,C)"—> D tel que 2 = wop
et v = woo.

d) Soit vt un idéal de A tel que la topologie de A soit la topologie
m-adique. Si E et F sont munis chacun de la topologie tt-adique, mon-
trer que sur E®, F le produit tensoriel des topologies de E et F est la
topologie M-adique. En déduire que (E ®, F)™ est isomorphe aux limites
projectives lim ((E/m*+E)®, F) et lim (E ®, (F/m»+1F)).

29) Soient A un anneau comen;ltatif, m un idéal de A tel que

mr = 0, ¢ un élément de A non diviseur de 0. Montrer que les
n=0
transporteurs 4, = M : Ac sont ouverts pour la topologie fit-adique et

ont une intersection réduite 4 0. Si A est strictement linéairement com-
pact pour la topologie m-adique (exerc. 22 b)), (G») est un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 dans A pour cette topologie.

30) Soient K un corps commutatif infini, A 'anneau des séries
formelles K[[X, Y]] & deux indéterminées, qui est un anneau local
ncethérien séparé et complet. Définir une partie multiplicative S de A
tel que S~'A ne soit pas un anneau semi-local (si (A») est une suite infinie
d’éléments distincts de K, considérer lesidéaux premiers Pp = A(X -+ AnY)
de A).

31) Montrer que si A est un anneau semi-local, il en est- de méme
de Panneau de séries formelles A[[X]] (considérer le radical de cet
anneau).

§3

1) a) Soient K un corps commutatif de caractéristique p > 0, B
Yanneau des séries formelles & coefficients dans K, par rapport 4 deux
systémes infinis d’indéterminées (Xs), (Ya), n’ayant qu’un nombre fini
de termes de degré donné (§ 2, exerc. 12) ; B est un anneau local séparé
pour la topologie M-adique, M étant son idéal maximal. Soit b P'idéal
fermé de B engendré par les mondmes Y¢X; pour 1 > 0,0 < j < 7;
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soit A ’anneau local B/b, séparé pour la topologie 1-adique, olt 1t = m/b
est son idéal maximal. Soit ¢ I’élément de A égal & la classe mod. b

de 2 Xﬁn; montrer que pour k > 3 on a N¥ n (Ac) ¢ N2 (et a fortiori

n=1
on ne peut avoir la relation

13m0 (Ac)) = n%+2 0 (Ac)).

b) Soit C’ Panneau commutatif ayant pour ensemble sous-jacent
A X A, avec la multiplication (a, z) (@', 2') = (ad’, az’ + a'z) ; soit C
le sous-anneau A X (Ac) de G’ ; C et (' sont des anneaux locaux, dont
on désigne par ¥ et ¥’ les idéaux maximaux, et C’ est un C-module de type
fini. Montrer que 'on a t = ¥' n C mais que la topologie induite sur C
par la topologie t'-adique n’est pas la topologie t-adique.

2) Soient A un anneau ncethérien intégre qui n’est pas un corps,
K son corps des fractions, M un idéal ¢ A de A. La topologie nt-adique
sur A n’est pas induite par la topologie 1-adique sur K et cette derniére
n’est pas séparée.

*3) S1 A est un anneau de valuation non diseréte de rang 1 (chap. VI)
et M son idéal maximal, A est non séparé pour la topologie m-adique,
Padhérence de { 0% étant N,

9 4) Soient A un anneau semi-local, ¥ son radical. Pour que A soit
neethérien, il faut et il suffit que tout idéal de A soit fermé pour la topo-
logie t-adique et que tout idéal maximal de A soit de type fini. (Si ces
conditions sont vérifiées, montrer d’abord que le séparé complété AdeA
est noethérien en utilisant le § 2, n° 13, cor. de la prop. 19 et n° 10, cor. 5
du th. 1. Observer ensuite que la topologie r-adique est séparée sur A et
qu’il existe une injection croissante de Pensemble des idéaux de A dans
I’ensemble des idéaux de 13:.)

9 5) Soient A un anneau commutatif noethérien, M son radical.

a) Pour que A soit strictement linéairement compact pour une topo-
logie linéaire G (§ 2, exerc. 19), il faut et il suffit que A soit semi-local, et
complet pour la topologie M-adique ; G est alors nécessairement identique
& cette derniére topologie. (Utiliser le § 2, exerc. 21 d) et 22 a), ainsi que
le § 3, n° 3, prop. 6).

b) Pour que A soit linéairement compact pour une topologie li-
néaire G, il faut et il suffit que A soit semi-local et complet pour la topo-
logie m-adique, et que G soit plus fine que cette derniére topologie.
(Pour voir que la condition est suffisante, utiliser la prop. 6 du n° 3.
Pour voir qu’elle est nécessaire, se ramener d’abord au cas o A est un
anneau local, en utilisant Pexerc. 21 d) du § 2. Considérer d’abord le cas
ol G est la topologie discréte, et noter que A est alors linéairement
compact pour la topologie m-adique. Dans le cas général, se ramener au
cas o G est une topologie minimale (§ 2, exerc. 18 ¢)) ; montrer que A
est alors strictement linéairement compact, en utilisant le critére v)
du § 2, exerc. 19 a) et Pexerc. 18 &) du § 2.)

6) Soient A un anneau local noethérien intégre, M son idéal maximal,
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K son corps des fractions ; on suppose A complet pour la topologie m-
adique. On considére sur A une topologie linéaire G plus fine que la topo-
logie m-adique. Montrer que si G’ est la topologie linéaire sur K dont un
systéme fondamental de voisinages de O est formé des voisinages de 0
dans A pour la topologie G, T’ est compatible avec la structure de corps
de K, et K est complet pourla topologie G'.

7) Soient A un anneau commutatif ncethérien, E un A-module. On
munit A de la topologie Bm(A) (§ 2, exere. 24), et on désigne par Gn(E)
la topologie linéaire sur E dont un systeme fondamental de voisinages
de O est formé par les sous-modules a.E, ot a parcourt un systéme fon-
damental de voisinages de 0 pour Gn(A), formé d'idéaux de A. Montrer
que si E est de type fini, E est un A-module topologique séparé (pour
Gr(A) et Ga(E)), dont tout sous-module est fermé. Un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 pour Gn(E) est alors formé des sous-modules
F de E tels que E/F soit un module de longueur finie, et pour tout sous-
module M de E, la topologie Gn(M) est induite par Gn(E).

9 8) Soient A un anneau semi-local ncethérien, ™ son nilradical
(qui est le plus grand idéal nilpotent de A), 11t son radical. Montrer que
si A (muni de la topologie nt-adique) est tel que A/n soit complet, alors
A est complet. (Se ramener au cas olt 1 est engendré par un seul élé-
ment ¢ tel que ¢ = 0 ; en utilisant exerc. 9 de Top. gén., chap. 111,
3¢ éd., § 3, se ramener & montrer que 1 = Ac est complet, et utiliser le
fait que 1 est un (A/n-)module).

91 9) a) Soient A un anneau de Zariski, ™t un idéal de définition de
A, B un anneau tel que AcBcA, qui est un A-module de type fini ;
montrer que si MB est ouvert dans B pour la topologie induite par la topo-

logie de K, on a nécessairement B = A (utiliser le lemme de Nakayama).
*b) Soient A un anneau commutatif nocthérien, m un idéal de A.

Montrer que si le séparé complété A de A pour la topologie M-adique est
un A-module de type fini, A est complet pour la topologie m-adique
(se ramener au cas ou A est séparé ; utiliser le chap. V, § 2, n° 1, prop. 1
et th. 1 pour montrer que A est un anneau de Zariski pour la topologie
m-adique, et conclure & Paide de a)).,

10) Soient A un anneau de Zariski, M un idéal de définition de la
topologie de A, E un A-module de type fini. Montrer que si £ est un
A-module admettant un systéme de générateurs de r éléments, alors le
A-module E admet un systéme de générateurs de r éléments (remarquer
que E/mE et B/mE sont isomorphes et utiliser le chap. 11, § 3, cor. 2 de
la prop. 4). Le résultat est-il valable lorsqu’on ne suppose pas E de type
fini (cf. exerc. 9) ? Est-il valable lorsqu’on suppose seulement A ncethé-
rien (prendre A = Z) ?

11) Soit A l'anneau Z, des entiers p-adiques (p premier) muni de
la topologie p-adique pour laquelle il est un anneau de Zariski complet.
Soit E le A-module A® muni de la topologie p-adique.

a) Montrer que le complété £ de E s’identifie au sous-module de

A¥ formé des suites (a,),ey d'éléments de A telles que lim a, = 0.
n-—>ow
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b) Soit en le n-tme vecteur de la base canonique de E. On considére
dans E le sous-module F engendré par les vecteurs e,, ; et le sous-
module G engendré par les vecteurs p2re,, — ey, (n = 1). Montrer que
les topologies induites sur F et sur G par la topologie p-adique de E sont
les topologies p-adiques de F et de G, mais que dans E, ona

F+G#F+G.

¢) Dans E, soit ar = X prean (r = 0); soit H le sous-module de B
0

engendré par les a, (r = 0). Montrer que sur H la topologie induite par
la topologie p-adique de & est la topologie p-adique de H, mais que on a
EnH # EnH.

d) Soit L le sous-module de E engendré par les pre,; montrer que
sur L la topologie induite par la topologie p-adique de E est distincte de
la topologie p-adique de L.

12) a) Soient A un anneau commutatif ncethérien, My, Wiz deux
idéaux de A contenus dans le radical de A ; soit Asle complété de A pour
la topologie M;-adigque. Si Wy C 1y, montrer que 'application identique
de A se prolonge par continuité en une représentation injective de Ag
dans As (ef. Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 3, n° 5, prop. 9).

b) Soit 1 = A;Me. Montrer que si on identifie canoniquement A &
un sous-anneau de As, A, s’identifie au complété de Aj pour la topologie
n-adique.

13) Soient A un anneau local neethérien d’idéal maximal m, B un
anneau tel que A ¢ B c A. On suppose que B soit un anneau local ncethé-
rien, d’idéal maximal 1t (cf. exerc. 14).

a) Montrer que 'on a 1 = Bntit et B = A 4 M. Si en outre on a
nz =B n M2, alors on a 11 = Bm (remarquer que I’on a alors 1t = Bt - n2).

b) Soient K un corps commutatif, C ’anneau de polyndémes K[X],
p lidéal premier CX, A Yanneau local (noethérien) Cp, M son idéal
maximal ; le complété A s’identifie & Panneau des séries formelles
K{[[X]] {n° 4, prop. 8). Soit u = u(X) un élément de A transcendant sur
le corps des fractions rationnelles K(X) (cf. Alg., chap. V, § 5, exerc. 13
ou Fonct. var. réelle, chap. 111, § 1, exerc. 14 a)), n’ayant pas de terme
constant ; soit B le sous-anneau de A formé des quotients

P(X, a(X))/Q(X, u(X)}),

ou P et Q sont des polyndmes de K[X, Y] tels que Q(0, 0) # 0. Montrer
que B est un anneau local ncethérien contenant A, dont I'idéal maximal
1t est engendré par X et u(X) ; mais sur B la topologie 1t-adique est stric-
tement moins fine que la topologie M-adique.

¢) Les définitions étant les mémes que dans b), soit B’ le sous-anneau
de B engendré par A et par u(X) ; montrer que B’ n’est pas un anneau
local (remarquer que B’ N1t est un idéal maximal de B’, mais qu’il y a
des éléments de B non inversibles dans B’ et n’appartenant pas 4 B’ nn),

91 14) Soient K un corps commutatif, C Panneau K[X, Y], p I'idéal
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maximal CX 4 CY de C, A I'anneau local Cyp, 1M son idéal maximal, A
le complété de A, qui s’identifie & Panneau des séries formelles K[[X, Y]]
(n° 4, prop. 8). Soit B le sous-anneau de A formé des séries formelles du
type XA(X, Y) + (P(Y)/Q(Y)), ot fe A et ou P et Q sont deux poly-
nomes de K[Y] tels que Q(0) # 0.

a) Montrer que 'on a A c B, que B est un anneau local dont I'idéal
maximal 11 est égal 4 Bm, et que 'on a ¥ = B n 1fi* pour tout entier
k > 1;B est donc partout dense dans A et la topologie induite sur B par
la topologie fi-adique de A est la topologie N-adique.

b) Montrer que dans B P'idéal b engendré par tous les éléments de la
forme Xf(Y), ou f(Y) € K[[Y]], n’est pas de type fini (cf. Alg., chap. V,
§ 5, exerc. 13), et par suite B n’est pas ncethérien, bien que B/1 et
gr(B) = gr(K) solent noethériens et que l'idéal 1 soit de type fini; on a
b = BnAX, et b est ’adhérence dans B de Vidéal principal (non fermé)
BX ; enfin B n’est pas un A-module plat et B = A nlest pas un B-
module plat (utiliser le chap. I, § 3, n® 5, prop. 9).

¢) Soit f(Y) une série formelle inversible de K[[Y]], qui n’est pas un
élément de K(Y). Si ¢ est Pidéal de B engendré par X et Xf(Y), montrer
que sur ¢ la topologie 1-adique est strictement plus fine que la topologie
induite sur ¢ par la topologie n-adique de B. Montrer que 'application
canonique B®,c—>T(ou Test le complété de ¢ pour la topologie 11-
adique) n’est pas injective {(considérer les images de f(Y)® X et de
1® Xf(Y); pour montrer que ces deux éléments sont distincts dans
B®,¢, on considérera ce produit tensoriel comme quotient du produit
tensoriel B ®gy0).

d) Soient f1(Y), fo(Y) deux séries formelles inversibles de K[[Y]]
telles que 1, f1 et f2 soient linéairement indépendants sur K(Y). Soient
€1, €2 les idéaux principaux de B engendrés respectivement par Xf1(Y) et
Xfa(Y) ; les topologies N-adiques sur ¢ et €2 sont respectivement iden-
tiques aux topolomes induites par celle de B, et les adhérences de ces
idéaux dans A = B sont toutes deux ldenthues & I'idéal principal AX
de A. En déduire que Padhérence de G N ¢ dans A n’est pas égale a
€1 N G2, et que Padhérence de ¢ : ¢z dans A nest pas égale & ¢; : Co.

15) a) Soient A un anneau nosthérien intégre, m un idéal de A, Ale
séparé complété de A pour la topologie n-adique. Montrer que si M est un
A-module sans torsion, alors, pour tout élément b non diviseur de 0 dans
A, Yhomothétie de rapport b dans le A-module A ®, M est injective. (Se
ramener au cas ot M est de type fini ; il existe alors un systéme libre
maximal (m;)}1<;<» dans M et un a e A tels que pour tout m € M, on ait

am == 2a;my avec gyeAjtout x e A ®4s M est done tel que ax = Zb] ® my
1 i
avec by A ; utiliser alors la platitude du A-module A.)

b) Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique 0,
B I'anneau de polyndmes K[X, Y], P(X,Y) = X(X? 4 Y?) } (X2-Y?).
Montrer que I'idéal BP est premier dans B ; on considére ’anneau quo-
tient A = B/BP qui est intégre et neethérien. Soit 1 l'idéal maximal de A,
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image canonique de 'idéal maximal 1 = BX - BY de B. Montrer que
le séparé complété A de A pour la topologie M-adique n’est pas intégre
(observer que dans I'anneau de séries formelles K[[X, Y]], P se décom-
pose en produit de deux séries formelles (« point double d’une cubique
irréductible »)).

16) Soient A un anneau commutatif neethérien, m un idéal de A,
E un A-module de type fini muni de la topologie m-adique. Pour tout
ensemble infini I, on désigne par E; ensemble des familles (z,) g1 d'élé-
ments de E telles que lim z, = 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies de | ; ¢’est un sous-module du A-module produit E-.

a) Montrer que si 0 — E’ — E —> E' -» 0 est une suite exacte de
A-modules de type fini, la suite correspondante 0 — E; — E; — E{" — 0
est exacte.

b) Définir un A-homomorphisme canonique A;®, E — E; pour
tout A-module E et montrer que c’est un isomorphisme (le vérifier
d’abord lorsque E est libre de type fini, puis utiliser a)).

¢) Déduire de b) que A; est un A-module fidélement plat.

11 17) a) Soient K un corps commutatif, A = K[[Xj,..., Xz]]’anneaun
des séries formelles & r indéterminées, & coefficients dans K, V un espace
vectoriel sur K. Avec les notations du § 2, n° 6, Exemple 1, on désigne
par V[[Xi,..., Xs]] P'espace vectoriel V¥ mauni de la structure de A-

module définie par (e X (va) = (Wx), OU wy = 2 cgoy. Montrer

que si V admet une base dont I est I'ensemble d’in(fiées, le A-module
V[[X1,..., Xa]] est isomorphe & A" si I est fini, au A-module A;
défini dans Pexerc. 16 si I est infini. En déduire que V[[Xq,..., Xa]]
est un A-module plat, et est fidélement plat si V n’est pas réduit a 0.

b) Soit L une extension du corps K. Déduire de a) que 'anneau de
séries formelles L[[X4,..., Xz]] est un module fidélement plat sur 'anneau
Ki[Xa,..., Xa}]. Si L et de rang fini sur K, L{[Xj,..., Xx]] est isomorphe
4 L& K[[Xy,..., Xa]].

¢} Si L est une extension algébrique de K, montrer que I’anneau
L[[Xj,..., Xz]] est un module fidélement plat sur I'anneau

L ®¢ K[[Xy;..., Xn]]

(considérer I, comme limite inductive de ses sous-extensions de rang
fini sur K, et utiliser le chap. I, § 2, n°® 7, prop. 9). En déduire que
Panneau B = L ®¢ K[[Xj,..., X»]] est un anneau local ncethérien, dont
le complété s’identifie & L[[Xy,..., Xxa]]. Pour que B = B, il faut et il
suffit que 'on ait n = D ou [L: K] < + ».

9 18) Soit A un anneau local, d’idéal maximal M ; on dit qu'un
A-module M est guasi-fini si M/mM est un espace vectoriel de rang fini
sur le corps résiduel £ = A/mi. En particulier, si A est intégre, le corps
des fractions K de A est un A-module quasi-fini.

a) Montrer que si A est ncethérien, et si M est un A-module quasi-
fini, son séparé complété M pour la topologie Tit-adique est un A-module
de type fini (utiliser le § 2, n° 11, cor. 2 de la prop. 14). En particulier,
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si A est complet et M séparé pour la topologie m-adique, M est un A-mo-
dule de type fini.

b) Soient B un second anneau local, 1 son idéal maximal, ¢ : A — B
un homomorphisme local, M un B-module de type fini. Montrer que si
B est ncethérien, et si M est un A-module quasi-fini, alors les topolo-
gies M-adique et T-adique sur M sont identiques. (Remarquer que
M/mM est un B-module de longueur finie, et en déduire que si b est
Iannulateur du B-module M/mM, on a V(b) = %n} dans Spec(B), et
par suite V(mB + b) = g n $ Conclure a Paide du chap. 11, § 4,n° 3, cor. 2
de la prop. 11.)

¢) Sous les hypothéses de 2), montrer que si M # 0, B/b est un A-
module quasi-fini (remarquer que 'on a M # 1M, et M/nM est un espace
vectoriel de rang fini sur & ; en déduire que B/n est de rang fini sur k).

9 19) Soient A un anneau commutatif neethérien, M un idéal de
A, S une partie multiplicative de A. On munit A de la topologie m-adique.

a) Montrer que ’annean A; S % (§2, exere. 27) est un A-module plat.

b) Soit S” une seconde partie multiplicative de A, contenue dans S.
Montrer que A}S™! est un (A}S™*{)-module plat (utiliser V'exer. 27 d)
du § 2).

¢) Montrer que A} S“rz est un Aggy-module plat (§ 2, exerc. 27 g)).

d) On suppose que S = A — P, olt P est un idéal premier ouvert de A.
Montrer que A;S‘lg est un Aggy-module fidelement plat, et en déduire
que Panneau Aggy est noethérien (cf. § 2, exerc. 27 g)).

20) Sotent A un anneau commutatif, M un idéal de A ; on munit A
de la topologie m-adique. Soit B une A-algébre topologique commuta-
tive (§ 2, exerc. 28) ; on suppose que B est un anneau de Zariski ; soit
1t un idéal de détinition de B. Montrer que si M est un A-module de type
fini, muni de la topologie M-adique, alors, sur le B-module B, M, le
produit tensoriel de la topologie de B et de la topologie m-adique de M
est la topologie n-adique de B ®, M ; par suite le produit tensoriel com-
plété (B ®, M)~ est isomorphe a B®, M.

21) Soient A un anneau commutatif ncethérien, m un idéal de A,
Met N deux A-modules de type fini.

a) On suppose M séparé pour la topologie m-adique. Montrer que
dans Hom,(M, N), muni de la topologie tmn-adique, ’ensemble des homo-
morphismes injectifs est ouvert (utiliser le n® 1, prop. 2, et le lemme
d’Artin-Rees).

b) On suppose que A soit un anneau de Zariski complet, ™M un idéal
de définition de A. Pour tout entier ¢, soient Ay = A/ M; == M/mi+IM,
N; = N/nt**IN ; montrer que le A-module topologique Hom,(M, N) est
isomorphe a LI—I—II Hom,(M:, Ni). En déduire que dans Hom,(M, N), I'en-

semble des homomorphismes surjectifs est ouvert.
9 22) (*) Soit A un anneau commutatif ou non; tous les A-modules
considérés sont des A-modules a gauche. Soit P une propriété telle que :

(*) Les exerc. 22 4 25 nous ont été communiqués par P. Gabriel.
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«) si f: M — N est un homomorphisme injectif de A-modules et si N
posséde la propriété P, alors M posséde la propriété P ; B) la somme
directe de deux A-modules possédant la propriété P posséde la pro-
priété P.

a) Soit M un A-module. Montrer que les sous-modules M’ de M tels
que M/M’ posséde la propriété P forment un systéme fondamental de
voisinages de O pour une topologie linéaire Tp(M) sur M. Montrer que
Gp(A,) est compatible avec la structure d’anneau de A, et que M, muni
de la topologie Tp(M), est un module topologique sur A muni de Gp(A,).
Tout homomorphisme f: M > N de A-modules est continu pour les
topologies Gp(M) et Gp(N).

b) On suppose vérifiée la condition suivante : y) si N est un sous-
module de M possédant la propriété P, et si, pour tout sous-module
L #0deM,onaNnL = 0, alors M posséde la propriété P. Montrer
que dans ces conditions, si F est un sous-module d’'un A-module E, la
topologie Gp(F) est induite par Tp(E). (Soit F’' un sous-module de F tel
que F/F’' posséde la propriété P ; considérer un élément maximal G parmi
les sous-modules de E tels que GNF = F’, et montrer que E/G posséde
la propriété P.)

9 23) a) Soient A un anneau commutatif noethérien, M un idéal de
A. On désigne par P{M} la propriété suivante : M est un A-module et
tout sous-module de type fini de M est annulé par une puissance de M.

Montrer que les conditions «), B) et v) de 'exerc. 22 sont remplies.
{Pour prouver y), se ramener au cas o M est de type fini; pour tout
a e M, il existe par hypothese & > 0 tel que a*N = 0 ; utiliser le fait qu’il
existe r > 0 tel que Ker(ay)nIm(ay) = 0 (Alg., chap. VIII, § 2,
n° 2, lemme 2)).

&) Montrer que si M est un A-module de type fini, la topologie Tp(M)
est 1dentique & la topologie M-adique. Donner un exemple de A-module
M pour lequel Gp(M) est strictement plus fine que la topologie m-adique
(cf. exerc. 11).

¢) Montrer que la conclusion de @) ne s’étend pas au cas out A est un
anneau non commutatif ncethérien 4 gauche et M un idéal bilatére de A
(considérer P'anneau des matrices triangulaires inféricures d’ordre 2
sur un corps commutatif).

91 24) On dit qu’un anneau (commutatif ou non) A, non réduit 4 0, est
principal §'il ne posséde pas de diviseur de zéro non nul et si tout idéal
a gauche ou a droite de A est monogéne. Un tel anneau est noethérien
a gauche et a droite.

a) Montrer que pour tout ¢lément ¢ # 0 de A, A/Ac est un A-module
de longueur finie. (Observer que si une sutte décroissante d'idéaux Aa, de
A contient Ac, on a ¢ = bnas pour tout n, et considérer les idéaux &
droite b.A.)

b) Montrer que tout sous-module d’un A-module libre (4 gauche on &
droite) est libre (méme raisonnement que dans Alg., chap. VII, § 3, th.1).

¢) Dans tout A-module M, I'ensemble des éléments non libres de M
est un sous-module T de M, dit sous-module de torsion de M (utiliser le
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chap. II, § 2, exerc. 14 a)) ; on dit que M est un module de torsion si
T = M ; on dit que M est sans torsionsiT = 0.

d) Montrer que tout A-module de type fini et sans torsion est libre
(utiliser le chap. 11, § 2, exerc. 23 b)).

e) Montrer que tout A-module de type fini est somme directe d’un
module libre et d'un module de torsion.

£ Soit a-un idéal bilatére # 0 de A. Montrer qu’il existe un élément
aea et un automorphisme o de A tels que @ = Aa = aA et que
ax == o(z)a pour tout z € A. (Si b est un générateur de I'idéal 4 gauche a,
il existe un endomorphisme v de A tel que bz = t(z)b pour toutxr e A;
montrer que si ¢ = ub est un générateur de I'idéal a droite a, u est inver-
sible en utilisant Alg., chap. VIII, § 2, exerc. 8 5).)

4] 25) Soient A un anneau principal (exerc. 24), a un idéal bilatére
# 0de A, aun élément de a ayant les propriétés énoncées dans'exerc. 24 f).
On désigne par P{Mj$ la propriété suivante : M est un A-module & gauche
et tout sous-module de type fini de M est annulé par une puissance de a.

a) Montrer que les conditions «), §) et y) de P’exere. 22 sont remplies
(considérer 'homothétie @, et raisonner comme dans Vexerc. 23 a),
en observant que Ker(a}) et Im (a}) sont des sous-modules de M).

b) Montrer que tout A-module de torsion M (exerc. 24 ¢)) est somme
directe d’un sous-module Ma qui posséde la propriété P, et d’un sous-
module M; tel que la restriction & M}, de I’homothétie ay soit bijective
(observer que si N est un A-module de torsion et si ay est injective, alors
ay est bijective ; on se rameénera pour cela au cas ou N est monogéne, et
on utilisera I'exerc. 24 a) ainsi que Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 2).

¢) Soit S I'ensemble des éléments s € A dont 'image canonique dans
Panneau A/a soit inversible. Montrer que S est une partie multiplicative
de A et que les conditions suivantes, pour un idéal & gauche [ de A, sont
équivalentes :

a)lnS£0; 8)l+a=A; y) (A)a = 0 (avec les notations
de b)) ; ) pourtout z e A, il existe s e Stel que sz e 1.

En déduire que A posséde un anneau de fractions (4 gauche ou &
droite) pour S (chap. IT, § 2, exerc. 22), qui est principal et dont les seuls
idéaux bilatéres non nuls sont engendrés par les images canoniques des
idéaux a» ; en outre I’application canonique de A dans cet anneau de frac-
tions est injective.

d) On suppose maintenant que I'idéal bilatére a soit mazimal. Montrer
que pour tout entier » > 0,’anneau A/a” est isomorphe 4 un anneau de
matrices M(B») sur un anneau complétement primaire (4lg., chap. VIII,
§ 6, exerc. 20). Si b, est I'idéal maximal de B,, montrer que by = 0, que
tout idéal (4 gauche ou & droite) de B, est de la forme bZ et est mono-
gene. (Remarquer d’une part que aja® — M,(b.) (4lg., chap. VIII, § 6,
exerc. 5), et d’autre part que pour k < n, bE/b%* est nécessairement un
B.-module simple, sans quoi M.(b%) ne pourrait étre un (A/a")-module
monogene.)

En déduire que le complété A de A pour la topologie Gp(A,) est un
anneau de matrices M,(B) sur un anneau B sans diviseur de zéro autre
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que 0, et dont tout idéal (& gauche ou & droite) est une puissance d’un
méme 1déal bilatere maximal.

26) Soient B un anneau commutatif, A un sous-anneaun de B, semi-
local, noethérien et complet. Soit 11 un idéal de B contenant une puissance
du radical de A, et tel que la topologie n-adique sur B soit séparée. Mon-
trer alors que la topologie de A est induite par la topologie n-adique de B
(utiliser la prop. 8 du § 2, n° 7).

9 27) Soient A un anneau, B une A-algébre commutative qui est
un anneau de Zariski, N un B-module de type fini.

a) On suppose que, pour un idéal J de B contenu dans le radical
de B, les A-modules N/J"*!N soient plats pour tout n > 0. Montrer que
N est un A-module plat. (51 ¢ : M - M’ est un homomorphisme injectif
de A-modules de type fini, il faut prouverqueu : ¢@1: MO, N >M' &, N
est injectif. Se ramener 4 prouver que, si Pon pose N, = N/J*'IN et
un = ¢ ®1y,, 'homomorphisme EIE us est injectif, en utilisant le fait

que les topologies J-adiques sur M ®, N et M’ ®, N sont séparées.)

b) Soit b un élément contenu dans le radical de B et tel que ’homo-
thétie de rapport & dans N soit injective. Montrer que si N/bN est un A-
module plat, N est un A-module plat (se ramener au cas de a)).

¢) On suppose en outre que A est un anneau local, d’idéal maximal m
et de corps résiduel £ = A/m, et que mB est contenu dans le radical
de B. Soient P un B-module qui soit un A-module plat, z: N — P un
homomorphisme tel que u®@ 15 : N®uk — P &, k soit injectif. Montrer
alors que N est un A-module plat et que u est injectif. (Se ramener &
montrer que pour tout A-module M de type fini, 'homomorphisme
u®1y: N M — P®, M est injectif ; observer que la topologie m-
adique sur N &, M est séparée ; utiliser alors le §2, n° 8, cor. 1 du th. 1, en
considérant le diagramme commutatif

() Q1
gro(N) @f gr(M) ZOZ5 or(P) D)

gr(N &, M) —-———)———> gr(P®, M)
gr(u\Y1
et utilisant la platitude de P, les fleches verticales étant les homomor-
phismes canoniques du § 2, exerc. 6.)

§ 4

1) Soient A un anneau commutatif séparé et complet pour une filtra-
tion (®,)x>¢ telle que @y = A. Soient M, M’, N trois A-modules, munis
chacun de la filtration déduite de celle de A et de la topologie définie par
cette filtration; on pose M = M/aM, M’ = M’/a;M’, N = N/aN
Soient f : M x M’ — N une application bilinéaire, f: M x M’ — N
Papplication (A/a1)-bilinéaire déduite de f par passage aux quotients.
Soient y e N, Ze M, 7’ e M’ tels que : 1° f(Z, &) soit la classe j de y dans
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N ; 20 tout élément de N peut s’écrire f(Z,2’) + f(z,7')ouze MetZ e M'.
Montrer que si N est séparé, et si M et M’ sont complets, il existe z € Z et
z' e I’ tels que f(z, ') = y (raisonner par récurrence comme dans la dé-
monstration du lemme de Hensel). A quelle condition x et x’ sont-ils
déterminés de fagon unique?

4 2) Soient A un anneau local, M son idéal maximal, £ = A/t son
corps résiduel, f: A — & homomorphisme canonique. Soit P e A[X]
un polynéme unitaire de degré »n. On pose B = A[X]/P.A[X] et on note
z Pimage canonique de X dans B.

a) Soient Q, O’ deux polyndmes unitaires fortement étrangers dans
A[X], tels que P = QQ’. Montrer que I'anneau B est somme directe des
idéaux B.Q(z) et B. Q'(x).

b) Réciproquement, soit B = b® Db’ une décomposition de B en
somme directe de deux idéaux. Montrer qu’il existe des polynémes Q, Q' de
A[X] vérifiant les hypotheses de a) et tels que b = B.Q(x), b’ = B.Q’(z).
(Montrer d’abord que b/mb et b’/mbl’ sont engelndrés par les images dans

B/mB de polyndmes unitaires Qo & f(b), Q¢ & f(b’), tels que

f(P) = {(Qo)H(Qs).

Soit 7 = deg(Qo), s = deg(Qo). Montrer que b est un A-module libre de
base Qo(z), zQo(x),..., z*72Qo(z) (appliquer le chap. I1, § 3, n° 2, prop. 5} ;
on peut alors écrire 2°Qo(x) = a0Qo(z) + a1xQo(z) 4 - - - + @e-12*"2Qo(z)
avecase A (0 < 7 < s - 1); montrer que si I'on pose

Q(X) = X*- (a0 + @1X + o + €eaX*™Y),

-1
on a f(P) = AQo)H(Q’) et Q' € f(b’). Définir de méme Q A partir de Q' et
Qo et montrer que Q et Q' répondent a la question, en utilisant la prop. 2
dune1).

9 3) Soient A un anneau local, ™ son idéal maximal, kK = A/m son
corps résiduel, f: A — & lhomomorphlsme canonique. Montrer que les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(H) Pour tout polyndme unitaire P e A[X], et toute décomposition
de f(P) € k[X] en produit f(P) = Q.Q’ de polynémes étrangers unitaires,
il existe deux polynémes unitaires Q, Q" dans A[X] tels que f(Q) = Q,
flQ) = Q et P = QQ".

(C) Toute algébre commutative sur A, qui est un A-module de type
fini, est composée directe de A-algébres qui sont des anneaux locausr.

(Pour prouver que (H) entraine (C), raisonner comme dans la prop. 8
du n° 6, en utilisant I’exerc. 2 a) Pour voir que (C) entraine (H), mon-
trer d’abord que pour toute A-algébre commutative B, qui est un A-
module de type fini, toute décomposition de B/mB en somme directe de
deux idéaux est nécessairement de la forme bymb@ b’ /mb’, ouB=060 b’
est une décomposition de B en somme directe de deux idéaux ; puis uti-
liser 'exerc. 2 b)).

On dit qu'un anneau local A vérifiant les conditions (H) et (C) est
hensélien. Tout anneau local séparé et complet est hensélien. Si A est hensé-
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lien et si B est une A-algébre commutative qui est un anneau local et un
A-module de type fini, alors B est hensélien.

4) a) Soit (Aq, p«p) un systéme inductif d’anneaux locaux hensé-
liens, les homomorphismes @5 étant locauxr. Montrer que Panneau local
A = lim A, (chap.II, §3, exerc. 16) est hensélien (utiliser le critére (H)

_

de I'exerc. 3).

b) Soient K un corps commutatif, I une extension algébrique de K.
Déduire de a) que 'anneau L ®, K[[Xj,..., X»]] est hensélien.

*¢) Soient, A un anneau local hensélien, B une A-algébre commuta-
tive qui est entiére sur A (chap. V) et est un anneau local. Montrer que B
est un anneau hensélien (utiliser a)).,

4 5) Soient A un anneau local hensélien, B une A-algébre (non néces-
sairement commutative) qui est un A-module de type fini, b un idéal
bilatére de B, et soit B = B/b.

a) Montrer que tout idempotent € de B est I'image canonique d’un
idempotent de B (se ramener au cas commutatif; en considérant la sous-
algébre de B engendrée par un sevl élément).

b) Soit (e4)n>1 une suite infinie d’éléments de B tels que

E%E; = 81‘;,‘8;

pour tout couple d’indices (z, j). Montrer qu’il existe dans B une suite
orthogonale (e,),>1 d’idempotents tels que e» soit P'image canonique de
en pour tout n. (Procéder par récurrence comme dans Alg., chap. VIII,
§ 6, exerc. 10 ; on observera que si e, ¢’ sont deux idempotents de B tels
que e’ = 0, ¢’ — ¢’e = €'’ est un idempotent tel que ee’’ = e"’e = 0.)

¢) On suppose maintenant que b est le radical de B. Soit n un entier,
et soit (cy) (1 < i< n,1 << n) une famille d’¢léments de B telle que

eyenr = Omenx et 1 = 2 eu. Montrer qu’ll existe dans B une famille
=1
n

(ew) (1 € i< n,t <j< n) telle que eyenr = Spew et 1 = 2 ey, ot

=1

que &y soit I'image canonique de e pour tout couple d’indices. (Utiliser 5),
Pexere. 11 de Alg., chap. VIII, § 6, et 'exerc. 9 de Alg., chap. VIII, §1.)
En déduire que si B est isomorphe & un anneau de matrices M,(D), ou D
est un corps non nécessairement commutatif, alors B est isomorphe a
un anneau de matrices M-(D), ot D est une A-algébre qui est un A-
module de type fini et dont le radical D est tel que D/D soit isomorphe &
D (cf. Alg., chap. VIII, § 1, exerc. 9 et 3). Montrer que si de plus B est
une algebre d’Azumaya sur A (chap. II, § 5, exerc. 14), il en est de méme
de D.

6) Donner un exemple d’anneau non commutatif artinien A, filtré
par une suite (a.) d'idéaux bilatéres tels que G = A et az = 0, et pour
lequel la prop. 8 du n° 6 n’est pas valable (cf. Alg., chap. VIII, § 2,
exere, 6).

9 7 a) Soient A un anneau commutatif, M un idéal de A tel que A
soit séparé et complet pour la topologie M-adique et que M/mM?2 soit un
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A-module de type fini. Montrer que la topologie de A" = A% X1, . .,X,}
est, la topologie m'-adique, ou M’ = NA’, et que m’/m’? est un (A’/m’)-
module de type fini (utiliser la prop. 14 du § 2, n° 11). En particulier, si
A est ncethérien, il en est de méme de A’.

b) Soient A un anneau commutatif noethérien, M un idéal de A tel
que A soit séparé et complet pour la topologie M-adique. Soitu : A — B
un homomorphisme continu de A dans un anneau topologique commuta-
tif séparé B faisant de B une A-algébre. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

o) B est ncethérien, sa topologie est la topologie mB-adique, B est
complet et B/mB est une algébre de type fini sur Ajm.

B) B est topologiquement A-isomorphe & lim B,, ot (B,),>; est

un systéme projectif de A-algébres discrétes tel que les applications
@am : Bm — Bn pour m = r soient surjectives, que le noyau de ¢nn soit
mr+1B,,, et que B; soit une algébre de type fini sur A/m.

v) B est topologiquement A-isomorphe a un quotient d’une algébre
de la forme A{ D, C T er par un idéal fermé.

(Pour prouver que ) entraine v), utiliser la prop. 14 du § 2, n° 11
etleth.1du §2,n°8.)

8) Soit A un anneau commutatif linéairement topologisé. On identifie
le groupe additif A[[X4,..., Xp]] au groupe produit A¥, et on le munit
de la topologie produit G.

a) Montrer que G est compatible avec la structure d’anneau de
A[[Xy,..., Xp]] et est une topologie linéaire, pour laquelle les applications
f — of /X sont continues.

b) Pour tout élément P — X, ,X° de A[[Xi,..., Xp]] (notations

du § 1, n° 6), et toute A-algébre topologique B (§ 2, exerc. 28) séparée et
complete, on dit qu’un élément x = (z1,..., Tp) € B® est substituable dans
P si la famille (a,,»x°) (01t 0n & posé x¢ = z3'...25° pour e = (ex,..., €p)) cON-
verge vers 0 dans B suivant le filtre des complémentaires des parties
finies de N”. Cette famille est alors sommable et sa somme se note P(x).
Montrer que I’ensemble des séries formelles P e A[[Xj,..., Xp]] telles que
x soit substituable dans P est un sous-anneau Sx de A[[Xq,..., X;]] et
que Papplication P — P(x) est un homomorphisme de Sy dans B.

¢) Montrer que si x est substituable dans P et si ¥y = (y1,..., ¥»)
est un élément de B” tel que les y: soient topologiquement nilpotents
pour1 < i < p, alors x + ¥ est substituable dans P.

En particulier, s’il existe dans B un voisinage de 0 formé d’éléments
topologiquement nilpotents, alors, pour tout P € A[[Xj,..., X,]], en-
semble D des x € B” substituables dans P est ouvert et I'application
x —> P(x) de D dans B est continue.

d) On suppose désormais A séparé et complet, et on munit A[[Xx,..., X;]]
de la topologie G. Pour qu’un systéme de ¢ séries formelles Py,..., P, de
A[[X3,..., X5]] soit substituable dans une série formelle

Q € A[[Xla"'a XQ]]v
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il faut et il suffit que le systéme (P1(0),..., P¢(0)) soit substituable dans .

) On suppose que x est substituable dans chacundes Pz (1 < k < ¢)
et que le systéme (Pi,..., Pg) est substituable dans Q. Montrer que x
est substituable dans Q(Py,..., Pg), que le systéme (Pi(x),..., Pg(x)) est
substituable dans Q et que 'on a Q(Pi(x),..., Po(x)) = (Q(P1,..., P))(=)
lorsqu’on suppose en outre satisfaite I'une des hypothéses suivantes :
«) il y a dans B un idéal 1t tel que le couple (B, 1) vérifie les conditions de
Hensel, et les x: (1 < t < p) appartiennent & 1t ; B) la série formelle Q
est restreinte.

/) On prend B = A = F», muni de la topologie discréte, P = X + X2

Q = 2 X2"; alors P est substituable dans Q, z = 1 est substituable dans

P et (’i:;)ls Q(P) et P(x) est substituable dans Q, mais on a Q(P(2)) = 0
et (Q(P))(@) = 1.

§ 5

1) Soient A un anneau commutatif, 3 un idéal de A. On dit qu'un
A-module M est absolument séparé pour Jsi pour tout A-module de type
fini N, le A-module N®, M est séparé pour la topologie I-adique; un
A-module absolument séparé est idéalement séparé.

a) Pour que M soit absolument séparé pour J, il faut et il suffit
que pour tout A-module de type fini N et tout sous-module N’ de N,
Im(N’ ®, M) soit fermé dans N®, M pour la topologie J-adique.

b) Soient B une A-algébre commutative, et soit £ un idéal de B
contenant 3B. Si M est un B-module absolument séparé pour 2, M est
un A-module absolument séparé pour J.

2) Montrer que tout Z-module séparé pour la topologie p-adique
(p nombre premmier) est idéalement séparé, mais donner un exemple de
Z-module de type fini, séparé mais non absolument séparé pour p (utiliser
Pexerc. 1 a)).

3) Les notations étant celles de Pexerc. 11 du § 3, soit N le sous-
module de B, adhérence dans £ du sous-module de £ engendré par les
vecteurs pess1 — pess (n = 1), et soit M — K/N. Montrer que pour la
topologie p-adique, le sous-module pM de M n’est pas fermé dans M,
et en déduire que M est un Z,-module idéalement séparé mais non abso-
lument séparé pour p.

¢ 4) Soient A un anneau commutatif, 3 un idéalde A,S =1 + J
Montrer que st M est un A-module absolument séparé pour <3, on a
S7M = M, autrement dit, pour tout @ € S, x — ax est une bijection de M
sur lui-méme. (Montrer d’abord que I'hypothése que M est séparé pour
la topologie J-adique entraine que z — az est injective ; prouver ensuite
que le sous-module aM de M est dense dans M pour la topologie J-adique
et utiliser 'exerc. 1 a)).

5) On prend A = Z, 3 = pZ, olt p est premier.

a) Montrer que si g est un nombre premier distinct de p, le Z-module
Z/gZ vérifie la propriété (ii) du th. 1, mais non la propriété (i).
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b) Montrer que le Z-module Q/Z vérifie la propriété (iv) du th. 4,
mais non la propriété (ii).

6) Soient A un anneau commutatif noethérien, J un idéal de A,
M un A-module. Montrer que la condition (v) du th. 1 équivaut a la sui-
vante :

(v') Pour tout A-module de type fini N et tout sous-module N’
de N, Papplication canonique (M®, N}~ - (M®, N)~ (ou les deux
membres sont les séparés complétés pour les topologies J-adiques de
M®, N et M®, N respectivement) est injective. (Pour prouver que (v)
entraine (v'), raisonner comme dans la partie E) de la démonstration du
th. 1. Pour voir que (v') entraine (v), considérer des A-modules N annulés
par une puissance de 3).

M 7) Soit (Ax, fua) un systéme inductif filtrant d’anneaux locaux
neethériens ; si My est 'idéal maximal de Ay, on suppose que pour A < p,
on ait 1, = MMA,, et que A, soit un Ax-module plat. Montrer alors que
A = lim Aj est noethérien et est un Ax-module plat pour tout A. (Si

—
m = M A est 'idéal maximal de A (chap. II, § 3, exerc. 16), montrer
que sur A la topologie nt-adique est séparée, en observant que A est un
Aj-module fidélement plat pour tout A. Prouver ensuite que, si Aestle
complété de A pour la topologie n-adique, A est ncethérien, en utilisant
le § 2, n° 10, cor. 5 du th. 2 ; enfin, prouver que pour tout 2, A est un Ax-
module plat en utilisant le th. 1 du n°® 2 et la prop. 2 du n°3.)

91 8) Soient A un anneau local ncethérien, M son idéal maximal,
k = A/m son corps résiduel. Soit K une extension de k ; montrer qu’il
existe un homomorphisme local de A dans un anneau local ncethérien B
tel que B/mB soit isomorphe 4 K et que B soit un A-module plat. (Consi-
dérer d’abord le cas ot K = £(2), en distinguant deux cas suivant que ¢ est
algébrique ou transcendant sur k ; considérer ensuite une famille (Kj)
de sous-corps de K contenant k, bien ordonnée par inclusion, et tel que
st K a un prédécesseur Ky, on ait Ky = K,(f) pour un t, € K. Enfin,
appliquer T'exerc. 7.)



CHAPITRE IV (%)

IDEAUX PREMIERS ASSOCIES
ET DECOMPOSITION PRIMAIRE

Tous les anneauz considérés dans ce chapitre sont supposés étre
commutatifs, et avoir un élément unité ; tous les homomorphismes
d’anneaux sont supposés transformer Udlément unité en élément
unité. Par un sous-anneau d’un anneau A, on entend un sous-anneau
contenant Uélément unité de A.

On rappelle que pour tout A-module E, et tout x< E, on désigne
par Ann(z) Uannulateur de x, ensemble des a< A tels que axr = 0.

§ 1. Idéaux premiers associés a un module.

1. Définition des tdéaux premiers associés.

DEriNiTION 1. — Soit M un module sur un anneau A. On dit
qu'un idéal premier p de A est associé @ M s’il existe xe M tel que
p soit égal ¢ Uannulateur de z. On note Assy(M), ou simplement
Ass(M), Uensemble des idéaux premiers associés a M.

*Exemple. — Soient a un idéal de Panneau de polyndmes
A = C[Xy,...,Xr], V la variété algébrique affine correspondante,
Vi,..., Vp les composantes irréductibles de V. Si on prend pour M
I'anneau A/a des fonctions réguliéres sur V, les idéaux de V...,
Vp sont des idéaux premiers associés 8 M mais ce ne sont pas les
seuls en général.=

(*)} Les résultats de ce chapitre ne dépendent d’aucun autre Livre de la
deuxiéme partie, ni du chap. I, § 4 ou du chap. III, § 5.
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Comme ’annulateur de 0 est A, un élément x « M dont ’annu-
lateur est un idéal premier est nécessairement # 0. Dire qu’un idéal
premier P est associé & M revient & dire que M contient un sous-
module isomorphe ¢ A[p (savoir Az, pour tout xeM dont p est
l'annulateur).

Si un A-module M est réunion d’une famille (M.).e1 de sous-
modules il est clair que I'on a

(&8 Ass(M) = LE_;, Ass(M,).
Prorosition 1. — Pour tout idéal premier p d’un anneau A

et tout sous-module M # 0 de A/p, on a Ass(M) = {p%
En effet, comme 'anneau A/p est intégre, annulateur d’'un
élément # 0 de A/p est p.

ProrositioN 2. — Soit M un module sur un anneaun A. Tout
élément maximal de 'ensemble des idéaux Ann(zx) de A, o&t x parcourt
Pensemble des éléments # 0 de M, appartient ¢ Ass(M).

En effet, soit a = Ann(z) (zeM, z # 0) un tel élément
maximal ; il suffit de montrer que a est premier. Comme z # 0,
on a a # A. Soient b, ¢ des éléments de A tels que beea et ce a.
On a alors cx # 0, b= Ann(czx) et ac Ann(czx). Comme a est maxi-
mal, on a Ann(cz) == a, d’ot1 b € a, de sorte que a est premier.

CoroLraire 1. — Sott M un module sur un anneau neethérien
A. Alors la condition M # {0% équivaut a Ass(M) # O.

Si M = }0{, il est clair que Ass(M) est vide (sans hypothése
sur A). Si M # }0{, Pensemble des idéaux de la forme Ann(z),
ouzeMetx # 0, est non vide et formé d’'idéaux # A ; comme A
est neethérien, cet ensemble admet un élément maximal ; il suffit
donc d’appliquer la prop. 2.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau ncathérien, M un
A-module, a un élément de A. Pour que I’homothétie de M, de rapport
a, soit injective , il faut et il suffit que a n’appartienne d aucun idéal
premier associé & M.
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Si a appartient a un idéal premier p € Ass(M), on a p = Ann(z)
avecre M,z # 0;d’ot ar = 0 et ’homothétie de rapport a n’est
pas injective. Réciproquement, si ax = O pour un xe M tel que
z # 0,ona Az # }0{, d’ou Ass(Az) # @ (cor. 1). Soit P  Ass(Az);
on a évidemment p e Ass(M) et p = Ann(bx) aveec be A ; d’ou
aep, puisque abzr = 0.

COROLLAIRE 3. — L’ensemble des diviseurs de zéro dans un
anneau ncethérien A est la réunion des idéaux p e Ass(A).

ProrosiTioN 3. — Soient A un anneau, M un A-module, N un
sous-module de M. On a
(2) Ass(N) c Ass(M) c Ass(N) u Ass(M/N).

L’inclusion Ass(N)c Ass(M) est évidente. Soient p e Ass(M),
E un sous-module de M isomorphe 4 A/p, et F = EnN. Si
F =10}, E est isomorphe & un sous-module de M/N, d’ou
pe Ass(M/N). Si F # %0%, Pannulateur de tout élément # 0 de F
est p (prop. 1), donc p = Ass(F) c Ass(N).

CoroLLAIRE 1. — St un A-module M est somme directe d’une

famille (M.).e: de sous-modules, on a Ass(M) = LE,J Ass(M.,).

On se raméne au cas ou I est fini au moyen de (1), puis au cas
ou Card(I) = 2 en procédant par récurrence sur Card(I). Soit alors
I = §i, jg, i # j; comme M/M; est isomorphe a4 My, on a
Ass(M) c Ass(M;) u Ass(M;) (prop. 3) ; par ailleurs, Ass(M;) et
Ass(M;) sont contenus dans Ass(M) (prop. 3), d’out le résultat.

COROLLAIRE 2. — Soient M un A-module, (Q:)ic1 une famille

finie de sous-modules de M. Si m Qi =10}, on a

1s1
Ass(M) c I?EJ Ass(M/Qq).

En effet, Papplication canonique M »@(M/Qi) est injective ;
<
il suffit donc d’appliquer la prop. 3 et son cor. 1.
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PropositioN 4. — Soient M un A-module, ® une partie de
Ass(M). Il existe alors un sous-module N de M tel que Ass(N) =
Ass(M) - ® et Ass(M/N) = O.

Soit & Densemble des sous-modules P de M tels que
Ass(P) c Ass(M)-— @. La formule (1) montre que ’ensemble €,
ordonné par inclusion, est inductif ; en outre, on a §O§E(Y:,
done € # @. Soit N un élément maximal de € On a donc
Ass(N) c Ass(M) - @. Nous allons voir que Ass(M/N) c @, ce qui, en
vertu de la prop. 3, achévera la démonstration. Seit p e Ass(M/N) ;
alors M/N contient un sous-module /N isomorphe 4 A/p. En vertu
des prop. 1 et 3, on a Ass(F)c Ass(N)u{p}. Puisque N est
maximal dans €, on a F¢ €, donc pe .

2. Localisation des idéaux premiers associés.

ProrosiTioN b. — Soient A un anneau, S une partie multi-
plicative de A, ® U'ensemble des idéaux premiers de A qui ne rencon-
trent pas S, M un A-module. Alors :

(i) L'application p - S™'p est une bijection de Ass,(M)n @
sur une partie de Asse,(STM).

(i1) St pe @ est un idéal de type fini et st S7'p € Ass;+ (S™M),
alors on a P e Ass,(M).

Rappelons (chap. II, § 2, n° 5, prop. 11) que l'application
p — S7'p est une bijection de @ sur 'ensemble des idéaux premiers
de S™A. Si p e Ass, (M) n @, p est annulateur d’un sous-module
monogéne N de M ; alors S™'p est ’annulateur du sous-module
monogéne SN de SM (chap. II, § 2, n° 4, formule (9)), done
S-'p € Ass.+,(S7*M). Réciproquement, supposons p=® de type
fini et tel que S7'p soit associé & S™'M ; il existe alorszeMette S
tels que S7*p soit "annulateur de xft. Soit (a;)1<i<n Un systéme de
générateurs de P ; on a (a¢/1)(x/t) = 0, done il existe s;e S tel
que sigx = 0 (1 < i < n). Posons s = $;,8,...8, ; pour tout aep,
on a sar = 0, d’ot pc Ann(sz) ; d’autre part, si b A est tel que
bsx =0, on a b/leS™'p par définition, d’ou bep. Done
p = Ann(sz) et P e Ass,(M).
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COROLLAIRE. — Si lanneau A est naethérien, U'application
P — S7'p est une bijection de Ass, (M) n ® sur Asss,(S7M).

Lorsque A n’est pas ncethérien, Papplication p —>S™'p de
Ass, (M) n @ dans Asss,(S'M) n’est pas nécessairement surjec-
tive (exerc. 1).

Proprosition 6. — Soient A un anneau ncethérien, M un A-
module, S une partie multiplicative de A, et ¥ 1'ensemble des éléments
de Ass, (M) qui ne rencontrent pas S. Alors le noyau N de Papplica-
tior canonique M — S™'M est Punique sous-module de M qui vérifie
les relations

(3) Ass(N) = Ass(M) - 7, Ass(M/N) = Y.

En vertu de la prop. 4 du n° 1, il existe un sous-module N’ de
M qui vérifie les relations Ass(N') = Ass(M) =¥ et Ass(M/N’) = V.

Il1s’agit de prouver que N’ = N. Considérons le diagramme com-
mutatif
M —2— M/N’
Ui,l \L’U
- -1 !
S™M > STHM/N’)

ou p, u, ¢ sont les homomorphismes canoniques. Nous allons mon-
trer que S~'p et ¢ sont injectifs, ce qui prouvera que u et p ont
méme noyau, donc que N” = N,

Comme Ass(N)nV¥ = @, tout élément de Ass(N’) ren-
contre S. On a donc Ass;1,(S™IN’) = @ (cor. de la prop. 5), d’ou
SN’ = { Ut (n° 1, cor. 1 de la prop. 2), ce qui prouve que S7'p
est injectif ‘chap. I1, § 2, no 4, th. 1). D’autre part, si z appartient
aunoyau K de ¢, on a Ann(z) nS # O (chap. II, §2,0n°2, prop. 4);
done Ass(K) = O puisque Ass(K) c Ass(M/N') = ¥ ; on en déduit
K = {0{ (n° 1, cor. 1 de la prop. 2) et ¢ est injectif.

3. Relations avec le support.

Soit M un module sur un anneau A. Rappelons qu’on appelle
support de M et qu'on note Supp(M) I'ensemble des idéaux pre-
miers P de A tels que M, # 0 (chap. I, § 4, n° 4, déf. 5).
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ProrositioNn 7. — Soient A un anneau, M un A-module.

(1) Tout idéal premier p de A contenant un élément de Ass(M)
appartient ¢ Supp(M).

(i) Inversement, si A est ncethérien, tout idéal p < Supp(M)
contient un élément de Ass(M).

Si p contient un élément q de Ass(M), ona gn (A —-p) = G,
donc si on pose S = A - p, S7'q est un idéal premier associé a
STM = M, (n° 2, prop. 5), et a fortiori M, # 0, donc p e Supp(M).
Inversement, si A est nosthérien, il en est de méme de A, (chap. II,
§ 2, n°6, cor. 2 de la prop. 10). Si M, # 0, on adonc Ass, (M) # @
(no 1, cor. 1 de la prop. 2) donc il existe qe Ass,(M) tel que
gn(A—-p) =0 (n° 2, cor. de la prop. H).

COROLLAIRE 1. — Si M est un module sur un anneau neethé-
rien, on a Ass{(M) c Supp(M), et ces deux ensembles ont mémes élé-
ments minimauz.

CoroLLAIRE 2. — Le nilradical d’un anneau ncethérien A est
Uintersection des idéaux p < Ass(A).

On sait en effet que le nilradical de A est Pintersection des élé-
ments minimaux de Spec(A) = Supp(A) (chap. I1, §2,n°6, prop. 13).

4. Cas des modules de type fini sur un anneau neethérien.

TutortMe 1. — Soient A un anneau nathérien, M un A-
module de type fini. Il existe une suite de composition (Mio<i<a de
M telle que, pour 0 < i < n -1, My/My1 soit isomorphe a AJp,
o Pq est un idéal premier de A.

Soit en effet € ’ensemble des sous-modules de M qui possédent
une suite de composition ayant la propriété de I'énoncé. Comme €
est non vide (car {0{ appartient & €) et comme M est ncethérien,
€ posséde un élément maximal N. Si M # N, on a M/N # 0,
done Ass(M/N) # O (n° 1, cor. 1 de la prop. 2) ; M/N contient
donc un sous-module N’/N isomorphe & un A-module de la forme
A/p, ou p est premier; on a alors par définition N’ e €, ce qui
contredit le caractére maximal de N. Par suite, on a nécessaire-

ment N = M.
C. Q. F. D.
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TuforkME 2. — Sotent M un module de type fint sur un
anneau nethérien A, et (Myo<i<n une suite de composition de M
telle que, pour 0 < 1 € n—1, My/Myy1 soit isomorphe d APy, oit
Pi est un idéal premier de A. On a alors

(4) Ass(M) < {Po,..., Prna} c Supp(M) ;

les éléments minimaux de ces trots ensembles sont les mémes, et
coincident avec les éléments minimauzx de Uensemble des idéaux
premiers contenant Ann(M).

L’inclusion Ass(M)c gpo,..., p,H% résulte aussitot des prop. 1
et 3daun®1, Pour0 ig<n-1,ona

Pi e Supp(A/pi) = Supp(Mi/My1)

(chap. II, § 4, n° 4, Ezemple), d’oit p;e Supp(My) c Supp(M)
(chap. II, § 4, n° 4, prop. 16), ce qui démontre Dinclusion
}Po,-.., Pa1{ c Supp(M). Le cor. 1 de la prop. 7 du n° 3 montre
que Ass(M) et Supp{M) ont les mémes éléments minimaux, et (4)
montre que ceux-ci ne sont autres que les éléments minimaux
de §po,..., p.,H%. La derniére assertion résulte alors du chap. 1I,
§ 4, n° 4, prop. 17.

CoRroLLAIRE. — St M est un module de type fini sur un anneaun
neethérien A, Ass(M) est fini.

Sous les conditicns du th. 2, Pensemble %po,..., p,hl% n’est pas
nécessairement déterminé de facon unique par M ; en particulier
il peut étre distinet de Ass(M) (exerc. 6).

Prorosition 8. — Soient A un anneau neethérien, a un
idéal de A, M un A-module de type fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) il existe un élémentz # OdeMtel quear = 0

b) pour tout aea, il eriste un élément x # 0 de M tel que
axr = 0;

¢} il existe p e Ass(M) tel que acp.

Il est clair que a) implique b). En vertu du n° 1, cor. 2 de la
prop. 2, la condition &) signifie que l'idéal a est contenu dans la
réunion des idéaux premiers associés & M, donc dans I'un d’eux
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puisque Ass(M) est fini (chap. II, § 1, n° 1, prop. 2) ; ainsi b) en-
traine c). Enfin, s’il existe p € Ass(M) tel que ac p, p est 'annula-
teur d’un élément z # 0 de M (n° 1, déf. 1), et on a ax = 0 ;
done ¢) implique a).

ProrposiTioN 9. — Soient A un anneau nethérien, a un idéal
de A, M un A-module de type fini. Pour qu’il existe un entier n > 0
tel que arM = 0, il faut et il suffit que a soit contenu dans Uintersec-
tion des idéaux premiers associés a M.

En effet, cette intersection est aussi celle des éléments mini-
maux de Supp(M) (n° 3, cor. 1 de la prop. 7), et dire que a est con-
tenu dans cette intersection équivaut a dire que V(a)> Supp(M)
avec les notations du chap. I1, § 4 ; la conclusion résulte alors du
chap. 11, § 4, n° 4, cor. 2 de la prop. 17.

DEriniTION 2. — KEtant donné un A-module M, on dit quw’un
endomorphisme u de M est presque nilpotent si, pour tout x< M, il
existe un entier n(x) > 0 tel que un@(x) = 0.

Si M est de type fini, tout endomorphisme presque nilpotent
est nilpotent.

COROLLAIRE. — Soient A un anneau nceethérien, M un A-mo-
dule, a un élément de A. Pour que I'homomorphisme a,: z — ax
de M soit presque nilpotent, il faut et il suffit que a appartienne a
tout idéal de Ass(M).

En effet, la condition de ’énoncé équivaut & dire que pour
tout ze M, 1l existe n(z) > 0 tel que (Aa)*@(Az) =0 ; en
vertu de la prop. 9, cela signifie encore que a appartient a tous les
idéaux premiers associés au sous-module Ax de M ; le corollaire
résulte donc de ce que Ass(M) est la réunion des Ass(Az) lorsque x
parcourt M (n° 1, formule (1) ).

Prorosition 10. — Soient A un anneau neethérien, E un A-
module de type fini, F un A-module. On a alors

(5) Ass(Hom,(E, F)) = Ass(F) n Supp(E).
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Par hypothése, E est isomorphe 4 un A-module de la forme
A"/R, donc Hom,(E, F) est isomorphe & un sous-module de
Hom, (A", F), et ce dernier est isomorphe &4 F” ; or, on a Ass(F*) =
Ass(F) (no 4, cor. 1 de la prop. 3); donc Ass(Hom,(E, F)) c Ass(F).
D’autre part, on a Supp(Hom,(E, F)) c Supp(E) : en effet, pour
tout idéal premier p de A, Hom,(E,, F;) est isomorphe a
(Hom,(E, F)), (chap. II, § 2, n° 7, prop. 19), d’ou aussitét notre
assertion ; on conclut alors du th. 2 que Ass(Hom,(E, F)) c Supp(E).

Inversement, soit P un idéal premier de A appartenant &
Ass(F) nSupp(E). Par définition, F contient un sous-module iso-
morphe & A/p. D’autre part, puisque E est de type fini et Ep # 0,
on sait qu’il existe un homomorphisme w # 0 de E dans A/p
(chap. II, § 4, n° 4, prop. 20). Comme il existe un homomorphisme
injectif j de A/p dans F, on a jowe Hom(E, F), et jow # 0.
D’autre part, la relation aw = 0 pour un ae A équivaut & ap,
Pannulateur de tout élément # 0 de A/p étant p ; on a donc bien
p e Ass(Hom,(E, F)).

C. Q. F. D.
§ 2. Décomposition primaire.
1. Sous-modules primaires.
Prorosrrion 1. — Soient A un anneau neethérien et M un

A-module.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Ass(M) est réduit a un seul élément.

b) On a M = 0, et toute homothétie de M est, soit injeciive, soit
presque nilpotente (§ 1, no 4).

St ces conditions sont remplies, et si P est Uensemble des ae A
tels que U'homothétie a, soit presque nilpotente, on a Ass(M) = §p§

Ceci résulte aussitdt du § 1, n° 4, cor. de la prop. 9 et n° 1,
cor. 2 de la prop. 2.

DériNimion 1. — Soient A un anneau ncethérien, N un A-
module, Q un sous-module de N. St le module M = N/Q satisfait aux
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conditions de la prop. 1, on dit que Q est p-primaire par rapport @ N
(ou dans N).

Lorsque aucune confusion n’en résulte, on dit simplement
que Q est « p-primaire » ou « primaire » ; il est clair que pour
tout sous-module N’ # Q de N contenant Q, Q est P-primaire
dans N'.

La définition 1 s’applique en particulier au cas N = A ; les
sous-modules de N sont alors les idéauz de A, et on dit donc qu'un
idéal q de A est primaire si Ass(A/q) a un seul élément, ou, ce qui
revient au méme, si A # g et si tout diviseur de zéro dans ’anneau
A/q est nilpotent. Si q est P-primaire, il résulte de la déf. 1 que p est
la racine (chap. 11, § 2, n°® 6) de I'idéal q.

Remarque. — Soit Q un sous-module p-primaire d’'un A-
module N. Si N/Q est de type fini, il existe un entier & > 0 tel que
p¥Nc Q, en vertu du § 1, n° 4, prop. 9.

Exemples. — 1) Si p est un idéal premier de A, p est p-
primaire (§ 1, n° 1, prop. 1).

2) Soit q un idéal de A tel qu’il existe un seul idéal premier m
(nécessairement maximal) contenant q; alors, si M est un A-module
tel que M # M, gM est m-primaire par rapport & M. En effet, tout
élément de Ass(M/qM) contient q, donc est égal & m, el on a
Ass(M/qM) # @ (§ 1, n° 1, cor. 1 de la prop. 2). En particulier g
est un idéal m-primaire dans A.

3) Soit m un idéal maximal de A ; les idéaux m-primaires sont
alors les idéaux ¢ de A pour lesquels il existe un entier n = 1 tel
que m”c gcm, En effet, si m® c g cm, m est le seul idéal premier
contenant q (chap. II, § 1, n° 1, cor. de la prop. 1), et la conclusion
résulte de I’Ezemple 2 ; réciproquement, si g est t-primaire, m est
la racine de q, et il existe done n > 1 tel que m®c q (chap. II,
§ 2, n° 6, prop. 15).

4) Dans un anneau principal A, les idéaux primaires sont (0)
et les idéaux de la forme Ap®™ ou p est un élément extrémal et
n > 1; cela résulte aussitot de I'Ezemple 3.

5) Les puissances d’un idéal premier quelconque ne sont pas
nécessairement des idéaux primaires (exerc. 1). D’autre part, il
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existe des idéaux primaires qui ne sont pas des puissances d’idéaux
premiers (exerc. 1).

ProrositioNn 2. — Soitent M un module sur un anneau
noethérien A, p un idéal premier de A, et (Qi)ie1 une famille finie
"non vide de sous-modules de M, p-primaires par rapport @ M.

Alors ﬁ Q¢ est p-primaire par rapport ¢ M.
iel

En effet, M(/ ﬂ Qi) est isomorphe 4 un sous-module # 0

il

de la somme directe z@l (M/Qy). Or, on a
Ass(ED(M/Qo) = LEJ Ass(M/Q) = {p}

(§ 1, n° 1, cor. 1 de la prop. 3.) Donec Ass(M/(m Qi\)) ={p

tel

(§ 1, n° 1, prop. 3 et cor. 1 de la prop. 2).

Prorosition 3. — Soient A unrn anneau nethérien, S une
partie multiplicative de A, P un idéal premier de A, M un A-module,
N un sous-module de M, et i = i, 'application canonique de M dans
SM.

(i) On suppose que p nS # . St N est P-primaire par rapport
aM, ona SN = S'M.

(ii) On suppose que pPnS = @. Pour que N soit p-primaire
par rapport & M, il faut et il suffit que N soit de la forme ;%N’),
o N’ est un sous-S'A-module de S™M, (S7'p)-primaire par
rapport @ S7M ; on a alors N' = S7'N.

(1) Si pnS # @, et si N est p-primaire par rapport a M,
on a Ass;1, (S (M/N)) = @ (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 5), done
S7H(M/N) = 0(§1,n°1, cor. 1 de la prop. 2), d’ott SM/S™'N = 0.

(ii) Supposons pnS = . Si N est p-primaire par rapport
a M, on a Ass;+,(SHM/N)) =387} (§ 1, n° 2, cor. de la
prop. 5), done le sous-module N’ = S7'N de S™M est (S7'p)-
primaire ; en outre, si s€S et meM sont tels que sme N, on
a me N, car 'homothétie de rapport s dans M/N est injective,

dott N = §(N') (chap. 11, § 2, n° 4, prop. 10). Réciproquement,
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soit N’ un sous-module de S7M, (S7'p)-primaire par rapport a

S™M ; posons N = iiN’) ; on a N' = S7IN (chap. II, § 2, no 4,
prop. 10) et Assy,(S7HM/N)) = Asse,((SM)/N’) = {S7p!.
Comme Papplication canonique M/N — S~} (M/N) est injective,
aucun idéal premier de A associé 4 M/N ne rencontre S (§ 1, n° 2,
prop. 6) ; il en résulte que Ass(M/N) = §p§ (§1, n°2, cor. de la
prop. 5), de sorte que N est p-primaire par rapport & M.

2. Existence d’une décomposition primaire.

DEFINITION 2. — Sotent A un anneau ncethérien, M un
A-module, N un sous-module de M. On appelle décomposition pri-
maire de N dans M une famille finie (Qi)ie1 de sous-modules de M,

primaires par rapport ¢ M, et tels que N = m Q.

i€l

Ezxemple. — Prenons A = Z, M = Z, N = nZ pour un entier
n > 0. Sin = p{...p¥* est la décomposition de n en facteurs pre-
miers, nZ = (p72) N ... 0 (p§*2Z) est une décomposition primaire de
nZ dans Z d’apres I’ Ezemple 4 du no 1.

Par abus de langage, on dit que la relation N = ﬂ Qg est

tel
une décomposition primaire de N dans M. Il revient au méme de

dire que {0} = m (Q¢/N) est une décomposition primaire de
iel

{O} dans M/N. Si (Q:}ier est une décomposition primaire de N
dans M, I’application canonique de M/N dans iGB (M/Q;) est injec-
(=38

tive. Réciproquement soient N un sous-module de M, et soit f un
homomorphisme injectif de M/N dans une somme directe finie

P= ;‘%Pi, ou chaque ensemble Ass(P;) est réduit & un seul élé-
1=

ment P; ; soient f; ’homomorphisme M/N — P; déduit par compo-
sition avec f de la projection P — Py, et soit Q4/N le noyau de f; ;
alors les Q; distincts de M sont primaires par rapport a M (n°1,

déf. 1) et on a N = m Q:i. En outre, on a Ass(M/N)c U {ped

fel iel
en vertu du § 1, n° 4, prop. 3.
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TutorEME 1. — Soit M un module de type fini sur un anneau
naethérien, et soit N un soys-module de M. Il existe une décomposi-
tion primaire de N dans M de la forme

(1) N = ﬁ Q)

o, pour toul e Ass(M/N), Q(p) est p-primaire par rapport ¢ M.

Quitte a remplacer M par M/N, on peut supposer que N = 0.
En vertu du § 1, n° 4, cor. du th. 2, Ass(M) est fini ; en vertu
du § 1, n°1, prop. 4, il existe, pour chaque p € Ass(M), un sous-
module Q(p) de M tel que Ass(M/Q(p)) = {p} et Ass(Q(p)) =
Ass(M)—%ps. Posons P = r] Q(p) ; pour tout pe Ass(M),

P E Ass(M)

on a Ass(P)c Ass(Q(p)), donc Ass(P) = ¢, ce qui entraine P = 0
{§ 1. no 1, cor. 1 de la prop. 2) et démontre donc le théoréme.

3. Propriétés d’unicité dans la décomposition primaire.

DériNiTiON 3. — Sotent M un module sur un anneau nce-
thérien, N un sous-module de M. On dit qu’une décomposition pri-

maire N = l l Qi de N dans M est réduite st les conditions suivantes
tel

sont remplies :
a) il n'existe aucun indice 1€l tel que ‘ IQ,-C Qi
JF#i

b) si Ass(M/Q;) = {p,-g, les p; (tel) sont deuxr d deux dis-
tincts.

De toute décomposition primaire N = l lQ¢ de N dans M,

el
on déduit une décomposition primaire réduite de N dans M, de la
facon suivante : soit J un élément minimal de ’ensemble des par-

ties I’ de I telles que N = m Q. 11 est clair que (Qi)ies vérifie la

el
condition a). Soit alors ® 'ensemble des p; pour t € J ; pour tout
pe @, soit H(p) 'ensemble des ieJ tels que p; = p, et soit

Qp) = m Qq ; il résulte de la prop. 2 du n® 1 que Q(p) est
{<H(p)



320 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. IV, § 2

p-primaire par rapport & M ; on a en outre N = m Q(p) et la
pX =N ]

famille (Q(P))peo est donc une décomposition primaire réduite
de N dans M.

Nous allons voir que la décomposition primaire définie dans
la démonstration du th. 1 du n° 2 est réduite ; cela résulte dela
proposition suivante :

ProrositioN 4. — Soient M un module sur un anneau neoethé-
rien, N un sous-module de M, N = I : |Q¢ une décomposition pri-
iel
maire de N dans M, et pour tout i € 1, soit } p;| = Ass(M/Qq). Pour
que cette décomposition soit réduite, il faut et il suffit que les p; soient
deux a deux distincts et appartiennent ¢ Ass(M/N) ; on a alors

(2) AssuN) = LS g
(3) Ass(Qq¢/N) = %J gpjf pour tout te 1.

Si la condition de I’énoncé est vérifiée, on ne peut avoir

N = m Qj, car on en déduirait Ass(M/N)c L;ZJ %pﬁ (§1,n01,
£l _ Py

cor. 2 de la prop. 3) contrairement & 'hypothése ; la décomposi-

tion primaire (Q:)ier de N est donc bien réduite. Inversement,

on a toujours Ass(M/N)c L?] {Pe} (§1, n01, cor. 2 de la prop. 3);

ie
d’autre part, pour touti e I, posons P; = I 2 ' Qy;onaPinQy=N
Ji

et Py # N si (Q:)ier est réduite, done Pi/N est non nul et est iso-
morphe au sous-module (P;-+Qy)/Q; de M/Qy, d’ot1 { P4f = Ass(Py/N)
(§ 1, n° 4, prop. 3 et cor. 1 de la prop. 2) ; comme P¢/N cM/N, on
a p; e Ass(M/N), ce qui achéve de prouver la nécessité de la condi-

tion de 'énoncé et la formule (2). Enfin, comme N = O (Q;nQy),
J#i

onaAss(Q:/N)c g;J Ass(Qi/(Q5nQ4)) (§1,n01, cor. 2delaprop. 3);
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mais Q¢/(Q;n Qi) est isomorphe au sous-module (Q: + Q;)/Qy
de M/Qj, donc Ass(Qi/(Q;0 Q) cipsf, et Ass(Qi/N)c U fpsts

JFEi
compte tenu de (2) et de la prop. 3 du § 1, n° 1, on obtient bien la

formule (3).

COROLLAIRE. — Sotent A un anneau ncethérien, M un A-
module, N un sous-module de M, (Qi)ie1 une décomposition primaire
de N dans M. On a alors Card(l) > Card(Ass(M/N)); pour que
(Qe)eer soit une décomposition primaire réduite, il faut et il suffit que
Card(I) = Card(Ass(M/N)).

Il résulte des remarques précédant la prop. 4 qu’il existe une
décomposition primaire réduite (R;);es de N dans M telle que
Card(J) < Card(I) ; la premiére assertion résulte donc de la se-
conde, et cette derniére est une conséquence de la prop. 4.

ProprosiTioN 5. — Soient A un anneau necethérien, M un A-

module, N un sous-modulede M, N = m Q: une décomposition pri-
el

matire réduite de N dans M, et pour tout i e 1, soit { piﬁ = Ass(M/Qq).

Si pq est un élément minimal de Ass(M/N), Q; est égal au saturé de N

relativement a p; (chap. 11, § 2, no 4) (cf. exerc. 2).

On peut évidemment se borner au cas ot N = 0, en rempla-
cant au besoin M par M/N. Si p; est minimal dans Ass(M), ’en-
semble des éléments de Ass(M) qui ne rencontrent pas A — p;est
réduit & P; ; la proposition résulte alors de la formule (3) ci-dessus,
et du.§ 1, n° 2, prop. 6, le noyau de 'application canonique
M - M,, étant égal au saturé de O relativement a ps (chap. II,
§ 2, no 4).

Remarque. — Les idéaux premiers P; € Ass{M/N) qui ne sont
pas des éléments minimaux de cet ensemble sont parfois appelés
les idéaux premiers immergés associés & M/N ; lorsque M/N est de
type fini, pour gque P, e Ass(M/N) soit immergé, il faut et il suffit
que V(p,) ne soit pas une composante irréductible de Supp(M/N)
(chap. II, § 4, n° 3, cor. 2 de la prop. 14); si (Q(P))persmmn) et
(Q'(P))pearseryy sont deux décompositions primaires réduites de
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N dans M, il peut se faire alors que Q'(P,) # Q(P,) (exerc. 24 ¢) ;
on peut toutefois définir une décomposition primaire réduite
canonique de N dans M, en imposant aux sous-modules primaires
qui y figurent des conditions supplémentaires (exerc. 4).

4. Localisation d’une décomposition primaire.

Etant donné un sous-module N d’un module M sur un anneau
neethérien A, nous désignerons pour simplifier par D,(M/N), dans
ce no, 'ensemble des décompositions primaires réduites de N dans
M dont Fensemble d’indices est I (équipotent a Ass(M/N)).

ProrosiTioNn 6. — Soient A un anneau naethérien, M un
A-module, N un sous-module de M, 1 = Ass(M/N). Soient S une
partie multiplicative de A, J la partie de 1 formée des indices i tels
que Snp; = @. Soit N’ le saturé de N pour S dans M. Alors :

(i) St (Qi)er est un élément de D(M/N), la famille (Q:)ies est
un élément de D;(M/N'), et la famille (S7'Qi)ics un élément de
D,(S™M/SIN).

(ii) L’application (Qi)ies — (S7'Qi)ies est une bijection de
D,;(M/N’) sur D,(SM/S7'N).

(iil) S7 (Qe)es est un élément de D,(M/N’) et (Rilier un élément
de D;(M/N), la famille (Ti)ie1, telle que Ts = Q¢ pour i J et T; = Ry
pour il =], est un élément de D (M/N).

(i) On sait (n° 1, prop. 3) que pour ¢ e J, S7IQ; est primaire
pour S7'p; et que pour iel-J, S7Q;=S7'M; comme
S7IN = m S7Qq (chap. I1, §2, n°4), on a aussi SN = m S7Q;.

€l

tes
Les S7'p; pour ie J sont deux & deux distincts et leur ensemble

est Ass(S?™M/S™'N) (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 5) ; donc (prop. 4)
(5'Qi)ics est une décomposition primaire réduite de SN.
En outre, on a Qs = (£)™(57Q¢) (n° 1, prop. 3), donc N’ =

E)HSTN) = mQ;, et (Qi)ies est évidemment une décom-
i€l

position primaire réduite de N’ dans M.
(i1) Comme SN’ = SN, on peut remplacer N par N’, c’est-
a-dire supposer que J = I. Soit (Ps)ier une décomposition pri-
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maire réduite de SN dans S~IM, et posons Q; = () 7}(Py) ; il
résulte du n° 1, prop. 3, que Q; est primaire pour p; (iel) et
(Qi)ie1 est done une décomposition primaire réduite de N dans M
en vertu du n° 3, cor. de la prop. 4. Enfin, comme pour tout
te I et tout sous-module Qf de M qui est p;—primaire par rapport
a M, on a Q= (££)™(SQi) en vertu du n° 1, prop. 3 et de
Phypothése J = I, on voit que I'on a défini deux applications
D/(M/N) — Dy(S*M/S7IN) et D,(SM/S™'N) — D,(M/N) dont les
composées sont les identités dans D,(M/N) et D(STM/S™'N), ce
qul prouve (ii).

(1i1) En vertude (i),ona N' = m Ry, d’ou N=N'n m Ri=

teJ tel=J
(I IQi)n“ lRi), et il résulte aussitét du no 3, cor. de la
teJy i€l=J
prop. 4, que cette décomposition primaire est réduite.

CoroLLAIRE. — Les applications D (M/N) — D,(M/N’) et
D(M/N) — D,(S*M/S™'N) définies dans la prop. 6, (i), sont surjec-
tives.

En effet, la prop. 6, (iil) montre que [application
D(M/N) - D,(M/N’) est surjective, et la prop. 6 (it) montre
alors que V'application D,(M/N) — D,(S*M/S™'N) est surjective.

5. Anneaux et modules de longueur finie.

Si un A-module M est de longueur finie, nous noterons cette
longueur long, (M) ou long(M). Rappelons que tout anneau arti-
nien est ncethérien (Alg., chap. VIII, § 6, n®5, cor. 3 de la prop. 12)
et que tout module de type fini sur un anneau artinien est de lon-
gueur finie (loc. cit., cor. 1 de la prop. 12). En outre, tout anneau
artinien inteégre est un corps (4lg., chap. VIII, § 6, no 4, prop. 9).

ProprosiTiOoN 7. — Sott M un module de type fini sur un
anneau neethérien A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est de longueur finte.

b) Tout idéal p = Ass(M) est un idéal mazximal de A.

¢) Tout idéal p € Supp(M) est un idéal maximal de A.

Soit (M¢)o<s<n une suite de composition de M telle que, pour
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0 < ¢ < n-1, My/Mgy; soit isomorphe & A/p,, ot Py est premier
(§ 1, no 4, th. 1). Si M est de longueur finie, il en est de méme de
chacun des A-modules A/p;, ce qui implique que chacun des
anneaux A/p; est artinien ; mais comme A/P; est intégre, ¢’est alors
un corps, autrement dit p; est maximal ; on en conclut que a) im-
plique b) (§ 1, no 4, th. 2). La condition 5) entraine ¢) en vertu du
§ 1, no 3, prop. 7. Enfin, si tous les idéanx de Supp(M) sont maxi-
maux, il en est de méme des p; (§ 1, n° 4, th. 2), donc les A/p; sont
des A-modules simples, et M est de longueur finie, ce qui achéve
la démonstration.

CoROLLAIRE 1. — Pour tout module de longueur finie M sur un
anneau nathérien A, on a Ass(M) = Supp(M).

En effet, tout élément de Supp(M) est alors minimal dans
Supp(M) et la conclusion résulte du § 1, n° 3, cor. 1 de la prop. 7.

COROLLAIRE 2. — Soient M un module de type fini sur un
anneau neethérien A, et p un idéal premier de A. Pour que M, soit
un Ay-module de longueur finie non nulle, il faut et il suffit que p
soit un élément minimal de Ass{M).

En vertu du § 1, n° 2, cor. de la prop. 5, Ass, (M;) est I'en-
semble des idéaux qp, ou q parcourt l’ensemble des i1déaux de
Ass(M) gui sont contenus dans . D’autre part, p, est I'unique
idéal maximal de A, ; en vertu de la prop. 7, pour que M, soit
un Ap-module de longueur finie, il faut et il suffit qu’aucun élé-
ment de Ass(M) ne soit strictement contenu dans p. D’autre part,
pour que M, # 0, il faut et il suffit par définition que p e Supp(M)
(chap. II, § 4, no 4), c’est-a-dire que P contienne un élément de
Ass(M) (§ 1, n° 3, prop. 7). Ceci démontre le corollaire.

Remarque 1. — Soit M un module de type fini sur un anneau
neethérien A ; soit (M,)p<i<, une suite de composition de M telle
que pour 0 < ¢ € n—1, My/M.; soit isomorphe & A/P:, ot .p;
est un idéal premier de A (§ 1, n® 4, th. 1). Si P est un élément
minimal de Ass(M), la longueur long,,(My) est égale au nombre
des indices i tels que P¢ = P. En effet, les (M;)p forment une suite
de composition de My, et (Me)p/(Mei1)p est isomorphe & (A/PJ)p,
donc a 30% si P: # P (puisque P est minimal dans I’ensemble des
pienvertu du § 1, n° 4, th. 2) et & (A/P)p qui est un corps, si Pr = p.
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ProposiTioN 8. — Sott M un module de longueur finie sur
un anneau neethérien A.

(i) Il nexiste qu'une seule décomposition primaire de 0}
par rapport @ M indexée par Ass(M) (nécessairement réduite) ;
soit %Of = m Q(p) cette décomposition, ou Q(p) est p-primaire

p e Ass(M)
par rapport @ M.

(ii) Il existe un enlier n, tel que pour tout n = ny et toul
p € Ass(M), on ait Q(p) = p=M.

(iti) Pour tout p € Ass(M), Dapplication canonique de M dans
M, est surjective et son noyau est Q(P).

(iv) L’injection canonique de M dans pE@(M) (M/Q(p)) est
bijective.

Comme tout élément P e Ass(M) est minimal dans Ass(M)
(prop. 7), lassertion (i) résulte du n° 3, prop. 5. Comme M
est de type fini, il existe n, tel que l'on ait p*"Mc Q(p) pour
tout p e Ass(M) et tout n > n, (n°4, Remarque) ; mais comme
p est un idéal maximal, p"M est p-primaire par rapport
a M (n° 1, Exemples 2 et 3), et comme ﬂ p"M = {0}, il

p € Ass(M)
résulte de (i) que Pon a nécessairement p*M = Q(p) pour tout

peAss(M) ; d’ou (ii). Comme les p”, pour pe Ass(M), sont
deux a deux étrangers (chap. II, § 1, n° 2, prop. 3), I'application
canonique M — D (M/p"M) est surjective (chap. II, § 1,

e As()

n¢ 2, prop. 6) d’ou (iv). On a Ass(Q(p)) = Ass(M) - %p% et
Ass(M/Q(p)) = 2135 (n° 3, prop. 4) ; comme les éléments de Ass(M)
sont des idéaux maximaux, P est le seul élément de Ass(M) qui ne
rencontre pas A—p ; Q(p) est donc le noyau de l'application
canonique j : M — M, (§ 1, no 2, prop. 6). Si se A —~p, ’homo-
thétie de M/Q(p) de rapport s est injective, en vertu de la relation
Ass(M/Q(p)) = {p} (n° 1, prop. 1) ; puisque M/Q(P) est arti-
nien, cette homothétie est bijective (Alg., chap. VIII, § 2, no 2,
lemme 3). L’application canonique M — M/Q(p) s’écrit donc fej
ouf: M, - M/Q(p) est un A-homomorphisme (chap. II, § 2, n° 2,
prop. 3) ; comme Ker(j) = Ker(foj) = Q(P), f est injectif ; on en
conclut que j est surjectif et f bijectif.
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CoroLLAIRE. — Si M est un module de longueur finie sur un
anneau neethérien A, on a
(%) long, (M) = X long, (My).
pe Ass(M)

Cela résultera de la prop. 8, (iv) si l'on prouve que
long,(M/Q(p)) = long, (My). Or, il résulte de la prop. 1 dunc1
que pour tout s A = p, Phomothétie de rapport s dans M/Q(P) est
injective ; 'homothétie de rapport s dans tout sous-module R de
M/Q(p) est donc injective, et comme R est artinien elle est bijec-
tive (Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3) ; on en conclut que les
sous-A-modules de M/Q(p) sont les images par la bijection
f:Mp - M/Q(p) des sous-Ap-modules de M, (chap. II, § 2, no 3),
d’olt notre assertion.

Prorosition 9. — Soit A un anneau ncethérien. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) A est artinien.

b) Tous les idéaux premiers de A sont des idéauxr mazimaux.

¢) Tous les éléments de Ass(A) sont des idéaur mazximauzx.

St ces conditions sont satisfaites, A n’a quw’un nombre fini
d’idéaux premiers, qui sont tous mazimaux et associés au A-
module A ; de plus, A est un anneau semi-local, et son radical est
nilpotent.

En effet, dire que A est artinien équivaut a dire que A est un
A-module de longueur finie ; donc a) et ¢) sont équivalentes en
vertu de la prop. 7. Il est clair que &) implique ¢). Enfin a) implique
b) puisque tout anneau artinien intégre est un corps. Les proprié-
tés a,) b), ¢) sont donc équivalentes.

Supposons-les vérifiées. Comme tout idéal premier de A
appartient 4 Supp(A) et que tout élément de Supp(A) contient un
élément de Ass(A) (§ 1, n° 3, prop. 7), il résulte de ¢) que Ass(A)
est ’ensemble de tous les idéaux premiers de A ; donc A n’a gu’un
nombre fini d’idéaux premiers, tous maximaux et associés au A-
module A. Ceci implique évidemment que A est semi-local ; enfin,
on sait que le radical d’un anneau artinien est nilpotent (Alg.,
chap. VIII, § 6, n° 4, th. 3).
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Remarque 2. — Les conditions de la prop. 9, pour un
anneau nethérien A, entrainent que le spectre de A est fini et dis-
cret, tout point de Spec(A) étant alors fermé (chap. 11, § 4, n° 3,
cor. 6 de la prop. 11). Inversement , pour un anneau rwthérien A,
dire que tout point de Spec(A) est fermé signifie que tout idéal pre-
mier de A est maximal (loe. cit.), donc cette condition équivaut a
celles de la prop. 9.

CoroLLAIRE 1. — Tout anneau artinien A est isomorphe au
composé direct d’une famille finie d’anneaux artiniens locaus.

En effet, il résulte de la prop. 9 et de la prop. 8, (i) et (iv),
que si (M;)1<i<n est la famille des idéaux maximaux de A, 'appli-
cation canonique A —> IT Ay, est bijective.

i

Remarque 3. — Ce corollaire peut aussi se déduire du fait
que Spec(A) est fini et discret, et du chap. II, § 4, n° 3, prop. 15.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau neethérien, m un idéal
de A. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) A est un anneau semi-local, et m un idéal de définition de A.

b) A est un anneau de Zariski pour la topologie m-adique, et
A/m est artinien.

En effet, si a) est vérifiée, A est un anneau de Zariski pour la
topologie m-adique (chap. III, § 3, n°3, Exzemple 3) ; de plus, comme
par hypothése m contient une puissance du radical r de A, tout
idéal premier de A qui contient m contient aussi v (chap. II, § 1,
n° 1, prop. 1) ; il est par suite maximal, puisque t est intersection
finie d’idéaux maximaux (loc. cit.) ; la prop. 9 montre done que
A/m est artinien. Réciproquement, si b) est vérifiée, tout idéal
maximal p de A contient le radical de A, donc contient m (chap. I11,
§ 3, n° 3, prop. 6) ; comme A/m est artinien, les idéaux p/m sont
en nombre fini (prop. 9), donc A n’a qu'un nombre fini d’idéaux
maximaux, ce qui entraine qu’il est semi-local.

CoroLLAIRE 3. — Soient A, A’ deux anneaux, h un homo-
morphisme de A dans A’. On suppose que A est semi-local et neethé-
rien, et que A’ est un A-module de type fini. Alors Panneau A' est
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semi-local et neethérien ; si m est un idéal de définition de A, mA' est
un idéal de définition de A'.

En effet, on sait que A’ est un anneau de Zariski pour la topo-
logie mA'-adique (chap. III, § 3, n® 3, prop. 7). Comme A/m est
artinien (cor. 2) et que A’/mA’ est un (A/m)-module de type fini,
A’'/mA’ est un anneau artinien, donc A’ est semi-local et mA’ est
un idéal de définition de A’ (cor. 2).

COROLLAIRE 4. — Soient A un anneau naethérien, semi-local
et complet, m un idéal de définition de A, E un A-module de type fint,

(F») une suite décroissante de sous-modules de E telle que m ¥,=0.
n

Alors, pour tout p > 0, il existe n > 0 tel que Fp,c mPE.

Comme A est un anneau de Zariski, E est séparé et les F,
sont fermés pour la topologie m-adique. D’autre part, E est com-
plet (chap. III, § 2, n° 12, cor. 1 de la prop. 16). Enfin, E/m?E est
un module de type fini sur ’anneau A/mP?, qui est artinien (cor. 2) ;
par suite E/mPE est un (A/m?)-module artinien, donc un A-
module artinien. Le corollaire résulte alors du chap. III, § 2, n° 7,
prop. 8.

COROLLAIRE 5. — Dans un anneau ncethérien, semi-local et
complet, toute sutte décroissante d’idéaunx dont U'intersection est O est
une base de filtre qui converge vers 0.

i suffit d’appliquer le cor. 4 au A-module A.

ProrositioNn 10. — Soient A un anneau nathérien, py,..., Pa
les idéaux premiers associés au A-module A, avec P; # P; pour t # j.

n
(i) L’ensemble S = ﬂ (A = py) est Pensemble des éléments
=1

non diviseurs de 0 dans A.

(i) Si tous les p¢ sont des éléments minitmauzr de Ass(A),
DPanneau total de fractions S7'A de A est artinien.

(i) St Panneau A est réduit, tous les p; sont des éléments mini-
maux de Ass(A) (et par suite sont les éléments minimaux de Spec(A)),
et chacun des A, est un corps ; pour chaque indice i, ’homomorphisme
canonique S™'A — Ay, (chap. II, § 2, n° 1, cor. 1 de la prop. 2)
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est surjectif et son noyau est S7'py ; enfin homomorphisme cano-
n
nique de S7IA dars 11 (S7A/S7'py) est bijectif.
t=1

Le fait que S est I'ensemble des éléments non diviseurs de 0
de A a déja été vu (§ 1, no14, cor. 3 de la prop. 2). Les idéaux pre-
miers de S7'A sont de la forme S7'p, ou p est un idéal premier

n

de A contenu dans gm (chap. II, § 2, n° 5, prop. 10), c’est-

a-dire contenu dans un des p; (chap. II, § 1, n° 1, prop. 2). Si p,
est un élément minimal de Ass(A), c’est un élément minimal de
Spec(A) (§ 1, n° 3, cor. de la prop. 7) ; si chacun des p; est un élé-
ment minimal de Ass(A), on voit donc que les idéaux premiers de
S7*A sont les S7'py, et ils sont done tous maximaux, ce qui montre
que ST*A est artinien (prop. 9).

Supposons enfin que I'anneau A soit réduit. On a alors

m ps = §0{ (§ 1, n° 3, cor. 2 de la prop. 7). On en déduit que
=1

n
{O% = m P¢ est une décomposition primaire réduite de I'idéal § 04
=1

(n° 3, cor. de la prop. 4); en particulier, aucun des p; ne peut con-
tenir un p; d’indice j # i, et par suite les p; sont tous des éléments
minimaux de Ass(A). L’anneau SA est donc artinien d’aprés
(i1). Les S7'p; sont des idéaux premiers associés au S A-module

S7A (§ 1, n° 2, cor. de la prop. 5) et on a 20§ = S“1<m p¢> =
=1

n

m S~p; (chap. I1, § 2, n° 4) ; comme les S™*p, sont deux a deux

=1

distincts, (S™Ps)i<i<n est une décomposition primaire réduite de
§0§ dans S7'A (n° 3, cor. de la prop. 4). La prop. 8 montre alors.
que 'homomorphisme canonique g;: STA — (S7'A),, est sur-
jectif et de noyan S7'p;, et que 'homomorphisme canonique

n
S7A — I (S7*A/S7'p,) est bijectif. On sait d’ailleurs que I’homo-
=1

morphisme canonique S™'A — A, est composé de g et d’un iso-
morphisme (S7A)s-p; — Ay, (chap. II, § 2, n° 3, prop. 7). Enfin,
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il résulte de la prop. 8 que (S™*A)s1, est isomorphe a S™*A/S7py,
donc est un corps puisque S7'p; est un idéal maximal.

6. Décomposition primaire et extension des scalaires.

Dans ce no, on désigne par A et B deux anneaux et on consi-
dére un homomorphisme d’anneaux g : A — B, qui fait de B une
A-algébre ; rappelons que pour tout B-module F, o (F) est le groupe
commutatif F muni de la structure de A-module définie par
a.y = pla)y pourac A, yel.

Lemmel.— Soient A un anneau neethérien, p un idéal premier
de A, E un A-module dont Pannulateur contient une puissance de p
et tel que Ass(E) = %pg, ¥ un B-module tel que p«(F) soit un A-
module plat. La condition B e Assy(E ®, F) entraine alors g(iB) =p.

Si n est tel que P"E =0, on a p"Bc Ann(E®, F), d’o
p"Bc P, ce qui entraine p*c p(PB) et par suite p c o(P) puisque
_pl(‘B) est premier. Par ailleurs, si a € A = p, ’homothétie & de rap-
port a dans E est injective (§ 1, n°1, cor. 2 de la prop. 2); comme
h®1; est Phomothétie k' de rapport p(a) dans E®, F et que
ox(F) est plat, A’ est injective (chap. I, § 2, no 2, déf. 1) ; ceci

prouve que p(a) & P, d’ou1 p(P) = p.

TuEOREME 2. — Sotent p: A — B un homomorphisme d’an-
neauz, E un A-module, F un B-module tel que py(F) soit un A-module
plat. On a alors
{b) Assp(E®, F) DpEgSJ(E)AssB(F/pF).

Lorsque A est nathérien, les deux membres de (5) sont égauz.

Soit p € Ass,(E) ; par définition, il existe une suite exacte

0—->A/p - E.

Puisque F est un A-module plat, on en déduit une suite
exacte
0> F/pF - EQ,F

d’ou Assy(F/pF) c Assy(E®, F), ce qui prouve I'inclusion (5).
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Supposons maintenant A nethérien et démontrons Pinclusion
opposée.

On procédera par étapes :

(i) Supposons d’abord que E soit un A-module de type fini
et que Ass,(E) soit réduit a un seul élément p. En vertu du § 1,
no 4 th. 1, il existe une suite de composition (E;)o<i<n de E telle
que E;/E; 4 soit isomorphe & A/p;, ol P; est un idéal premier de A ;
en outre (§ 1, n® 4, th. 2 et n° 3, prop. 7) tous les p; contiennent p.
Comme F est un A-module plat, les E;®, F forment une suite
de composition de EQ,F et (E;®, F)/(E;+1®, F) s’identifie a
{Alp))®, F = F/p:F. En vertu du § 1, n° 1, prop. 3, on a done

n-1
Assy(E®, F)c g Assy(F/p;F).

On sait que E est annulé par une puissance de p (n° 1, Re-
marque) ; le lemme 1 montre donc que pour tout P € Assy(E ®, F),
on a _pl(‘B) = p. Comme F/p;F est isomorphe & (A/p:)®, F, on a
_pl(‘B’) = p; pour tout P’ e Ass,(F/psF) en vertu du lemme 1,
d’ou Assy(E®, F) o Ass(F/p,F) = @ si p; # p, ce qui démontre
le théoréme dans le cas considéré,

(ii) Supposons seulemen: que E soit un A-module de type
fint. Soient P; (1 < i < n) les éléments de Ass,(E), et soit

n

10} —| 'Qi une décomposition primaire réduite correspon-
t=1

dante (n° 3); E est donc isomorphe & un sous-module de la somme
directe des E; = E/Qy, et comme F est un A-module plat, EQ, F
est isomorphe & un sous-module de la somme directe des B-modules
E;®,F. On en déduit (§ 1, n° 1, prop. 3 et cor. 1 de la prop. 3)

Ass(E®,F)c l?=‘1J Assy(E; ®, F).

Mais E; est un A-module de type fini tel que Ass,(E;) soit
réduit & un seul élément p; (n® 1, déf. 1). En vertu de (i), on a
Assy(E;®, F) = Assg(F/psF), d’ou le théoréme dans ce cas.

(iii) Cas général. Le B-module E®, F est réunion des sous-
modules E'®, F, E’ parcourant '’ensemble des sous-modules de
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type fini du A-module E. Si B appartient & Assy(E®, F), il existe
donc un sous-module de type fini E’ de E tel que P e Assy(E'®, F).
D’aprés (ii), il existe p € Ass,(E’) tel que P e Ass(F/pF) ; comme
Ass,(E') c Ass,(E), cela achéve la démonstration du th. 2.

COROLLAIRE 1. — Si A est neethérien et si P e Assy(E®, F),
on a o(B) e Ass(E) et o(B) est le seul idéal premier P de A tel que
B e Assy(F/pF).

Cela résulte du th. 2 et du lemme 1 appliqué au casou E = A/p.

COROLLAIRE 2. — On suppose que A et B sont nathériens et
queb est un A-module plat. Soient p un idéal premier de A, Qc E un
sous-module p-primaire, ‘B un idéal premier de B. Pour que Q®, B
soit un sous-module B-primaire de E®, B, il faut et il suffit que
PB soit un idéal B-primaire de B.

Appliquons le th. 2 au A-module E/Q et au B-module B ; on a
Ass,(E/Q) = {p! et (E/Q)®, B est isomorphe a (E®,B)/( Q®A
donc Assy((E®,B)/(Q®,B)) = Ass,(B/pB). Dire que Q®,B est
P-primaire dans E ®, B signifie donc que Assy(B/pB) est réduit
a ‘B, d’ou le corollaire.

Remarque. — Supposons A et B nathériens. Soit B un idéal
premier de B, et soit p =}:1(€B); posons S = A - P, et soit
k(p) = S(A/p) le corps des fractions de A/p. Puisque P con-
tient pB, B/PB est un idéal premier de B/pB. Si p’ est I'homo-
morphisme compos¢ A 5> B — B/pB, on sait qu’on identifie
S7(B/pB) a 'anneau (¢'(S)) Y(B/pB) et P = S™(P/pB) a un idéal
de cet anneau (chap. IT, § 2, n° 2, prop. 6) ; comme $/pB ne ren-
contre pas p/(S), P’ est un idéal premier de S~(B/pB) (chap. II,
§ 2, no 5, prop. 11) ; par ailleurs on a des isomorphismes cano-
niques entre S (B/pB), S7H(A/p)®,B), et (SHA/P))®B =
kE(p)®,B ; de méme SYF/pF) s’identifie canoniquement a
k(p)®, F. Cela étant, sous les hypothéses du th. 2, pour
que PeAss,(EQ,F), il faut et il suffit que peAss,(E) et
P’ e Assypy@,(k(P) ®, F). En effet, en vertu du th. 2 et de son
cor. 1, tout revient a voir que les conditions

« P e Assy(F/pF) » et « P e Assy @, 5(E(P) B, F) »
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sont équivalentes ; mais comme B est noethérien, cela résulte du
§ 1, n° 2, cor. de la prop. 5 et des identifications précédentes.

ProrositioNn 11. — On suppose que A et B sont neethériens
et que B est un A-module plat. Soient E un A-module, E' un sous-
module de E tel que pour tout idéal p € Ass,(E/E’), pB soit un idéal
premier de B ou soit égal @ B. Soit E' = ﬂ Q(p) une

P EASS(E/E)
décomposition primaire réduite de E' dans E, Q(p) étant p-primaire
pour tout p e Ass(E/E’).

(i) Si pe Ass(E/E’) et st PB = B, on a Q(»)®,B = E®,B.

(1) St pe Ass(E/E’') et si pB est premier, Q(p)R,B est pB-
primaire dans E ®, B.

(ii1) Si © est Uensemble des p e Ass(E/E’) tels que pB soit pre-

mter, on a E'®, B =| '(Q(p)@AB), et cette relation est une
pe®

décomposition primaire réduite de E'®, B dans E®, B.

SipB = B, le th. 2 appliqué a E/Q(p) et & B, montre que 'on a
Assp((E/Q(p))®,B) = 0 et comme B est ncethérien et est un
A-module plat, on en conclut (§ 1, n° 1, cor. 1 de la prop. 2) que
Q(r)®, B = E®, B. L’assertion (ii) résulte du cor. 2 du th. 2, en

prenant P = pB. Enfin la relation E'®, B =M(Q(p)®AB)
ped

résulte de ce que B est un A-module plat (chap. I, § 2, ne 6,
prop. 6) ; comme p = _pl(pB) pour p e @ (lemme 1), on a pPB # p'B
pour deux idéaux distincts p, p’ de I'ensemble @ ; d’autre part,
on a Ass{{E®,B)/(E'®,B)) = ® en vertu du th. 2 ; on conclut

du n° 3, prop. 4 que E'®, B = ﬁ (Q(p) ®, B) est une décompo-
ved
sition primaire réduite.
COROLLAIRE. — Supposons que PB soit premier pour tout

p e Ass,(E/E’). Alors, si Pi,..., Pu sont les éléments minimaux de
Ass,(E[E'), les psB sont les éléments minimauz de

Ass,((E®, B)/(E'®, B)).

Il résulte en effet de la prop. 11 que on a dans ce cas
B # psB pour i # j.
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Ezemples. — 1) Prenons B = S7'A ou S est une partie multi-
plicative de A ; si A est ncethérien, les hypothéses de la prop. 11
sont vérifiées, et on retrouve une partie de la prop. 6 du n° 4.

2) Soient A un anneau necethérien, m un idéal de A, B le séparé
complété de A pour la topologie m-adique ; alors B est un A-module
plat et on peut appliquer & F = B le th. 2 ; mais en général les
hypothéses de la prop. 11 ne seront pas vérifiées pour les idéaux
premiers de A (chap. III, § 2, exerc. 15 5)).

3) Soient A un anneau ncethérien, B I’algébre de polyndmes
A[X,,..., Xn]; B est ncethérien et est un A-module libre, done plat.
En outre, si p est un idéal premier de A, B/pB est isomorphe a
(A/P)[Xyyeeey Xn], qui est intégre, donc pB est premier ; les hypo-
théses de la prop. 11 sont done vérifiées pour tout A-module E et
tout sous-module E’ de E.

4) Soient A une algébre de type fini sur un corps k&, K une
extension de k, B = A ®; K 'algébre sur K obtenue par extension
des scalaires ; A et B sont neethériens et B est un A-module libre,
donc on peut appliquer le th. 2 & F = B. Dans certains cas (par
exemple lorsque % est algébriquement clos), on peut montrer que
pour tout idéal premier p de A, pB est premier ou égal 4 B ; nous
reviendrons plus tard sur cet exemple.

§ 3. Décomposition primaire dans les modules gradués

1. Idéaux premiers associés a un module gradué.

Prorosition 1. — Soient A un groupe commautatif sans tor-
sion, A un anneau gradué de type A, M un A-module gradué de
type A. Tout idéal premier associé @ M est gradué, et est I'annulateur
d’un élément homogéne de M.

On sait qu’on peut munir A d’une structure d’ordre total com-
patible avec sa structure de groupe (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 11,
n° 4, lemme 2). Soit p un idéal premier associé & M, annulateur
d’un élément xe M, et soit (ri)ica la famille des composantes
homogeénes de z ; soient (1) < i(2) < ... < i(r) les valeurs de ¢
pour lesquelles z; # 0. Considérons un élément aep, et soit
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(a)iea la famille de ses composantes homogénes ; nous allons
prouver que ’on a @; € p pour tout i € A, ce qui montrera que P
est un idéal gradué.

Raisonnons par récurrence sur le nombre des indices i tels
que a; # 0. Notre assertion est évidente si ce nombre est 0 ; sinon,
soit m le plus grand des indices ¢ pour lesquels a; # O ; si nous
prouvons que a, € P, Phypothése de récurrence appliquée & @ — an
permettra de conclure. Or, on a ax = 0 ; pour tout j € A, en écri-
vant que la composante homogéne de degré m - j de ax est 0, il
vient ZAam—ixj-i-i = 0 ; on en conclut que anpz; est combinaison

ie
linéaire des z; pour les indices ¢ > j. En particulier, on a donc
amzip) = 0, d’ou, par récurrence descendante sur n < r,
& " Timy = 0. On a par suite apr = 0, d’oil ay € P, et comme P
est premier, ay € P.

Montrons maintenant que p est Pannulateur d’un élément
homogéne de M. Posons b, = Ann(zim)) pour 1 < n < r. Pour
tout élément homogéne b de p et tout n, la composante homogéne
de bz de degré i(n) -+ deg(d) est bxym), done bxim = 0 et par suite
beb,; comme P est engendré par ses éléments homogénes, on a

r
pcb,. D’autre part, il est clair que QBncAnn(x) =P;
N

comme P est premier, il existe un n tel que by cp (chap. II, § 1,
ne 1, prop. 1), d’ott by = P = Ann(zix), ce qui achéve la dé-
monstration.

COROLLAIRE. — Pour tout idéal premier (nécessairement gradué)
P associé @ un A-module gradué M, il existe un indice ke A tel que
le A-module gradué (A[p)(k) obtenu par décalage des degrés de k a
partir du A-module gradué Afp (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 11, no 2)
soit tsomorphe & un sous-module gradué de M.

Avec les notations de la démonstration de la prop. 1, considé-
rons en effet ’homomorphisme déduit par passage au quotient de
Yhomomorphisme a — azin de A dans M ; ce dernier est un homo-
morphisme gradué de degré i(r), donc il donne par passage au
quotient un homomorphisme bijectif gradué de degré i(n) de A/p
sur un sous-module gradué de M.
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ProposiTioNn 2. — Soient A un groupe commutatif sans tor-
sion, A un anneau naethérien gradué de type A, M un A-module de
type fini, gradué de type A. Il existe une sutte de composttion (Mi)o<i<n
formée de sous-modules gradués de M telle que, pour 0 < 1 < n-1,
le module gradué M;/Mi.1 soit isomorphe & un module gradué
décalé (A[p:)(ki), ot Py est un idéal premier gradué de A. et ki A.

Il suffit de reprendre le raisonnement du § 1, n° 4, th. 1, en
prenant cette fois pour € Pensemble des sous-modules gradués de
M possédant une suite de composition ayant les propriétés de
P’énoncé ; on conclut en utilisant le cor. de la prop. 1.

2. Sous-modules primaires correspondant aux idéaux pre-~
miers gradués.

ProrosiTioNn 3. — Soient A un groupe commutatif sans
torsion, A un anneau neethérien gradué de type A, p un idéal gradué
de A, M un A-module gradué de type A, non réduit @ 0. On suppose
que pour tout élément homogéne a de p, I’ homothétie de rapport a dans
M est presque nilpotente et que pour tout élément homogéne b de
A - p, Phomothétie de rapport b dans M est injective. Alors p est
premier et le sous-module 0} de M est p-primaire.

Il suffit de montrer que Ass(M) = {p} (§ 2, n° 1, prop. 1).
Soit g un idéal premier associé & M ; ¢’est un idéal gradué, et il est
Pannulateur d'un élément homogéne x # 0. de M (n° 1, prop. 1).
Pour tout élément homogéne a de g, on a ax == 0, done ’homothé-
tie de rapport a dans M n’est pas injective, d’ot1a € p. Inversement,
soit b un élément homogene de p ; il existe un entier n > 0 tel que
b*z = 0, d’olt b" e Ann(z) = q, et comme ¢ est premier, beq.
Comme p et q sont engendrés par leurs éléments homogénes res-:
pectifs, on a p == q, ce qui prouve que Ass(M)c{p}. Comme
M # {0, on a Ass(M) # @ (§ 1, n° 1, cor. 1 de la prop. 2), d’ou
Ass(M) = {p}-

ProProsiTION 4. — Soient A un groupe commutatif sans torsion,
A un anneau neethérien gradué de type A, M un A-module gradué de
type A. Soient p un tdéal premier de A, N un sous-module de M, p-
primaire par rapport a M.
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(i) Le plus grand idéal gradué ' de A contenu dans p (Alg.,
chap. II, 3¢ éd., § 11, n° 3) est premier.

(1) Le plus grand sous-module gradué N’ de N est p'-primaire
par rapport a}M.

On sait (loc. cit.) que les éléments homogénes de p’ (resp. N')
ne sont autres que les éléments homogénes de P (resp. N). Soit e
un élément homogeéne de p ; si z est un élément homogeéne de M,
il existe un entier n > 0 tel que ¢®z € N ; comme a7z est homogéne,
on a e®re N’ ; comme tout ye M est somme d’un nombre fini
d’éléments homogénes, on en conclut qu’il existe un entier g > 0
tel que a%y « N, de sorte que '’homothétie de rapport @ dans M/N'
est presque nilpotente.

Considérons maintenant un élément homogeéne b de A - p’ ;
on a b« P puisque b est homogeéne. Soit z un élément de M tel que
br e N’, et soit (z;);ea la famille des composantes homogénes de x.
Comme N’ est gradué, on a bxz; € N’ pour tout i, done bzx;e N, et
comme b & P on en conclut que z; € N ; comme z; est homogéne, on
a z;e N, d’ot ze N’ et ’homothétie de rapport b dans M/N’ est
injective. La prop. 4 résulte alors de la prop. 3 appliquée & p’ et
a M/N'.

3. Décomposition primaire dans les modules gradués.

ProprosiTion 5. — Soient A un groupe commautatif sans tor-
ston, A un annean neethérien gradué de type A, M un A-module gra-

dué de type A, N un sous-module gradué de M, et soit N = l IQ¢
tel
une décomposition primaire de N dans M.

(1) Soit Q; le plus grand sous-module gradué de M contenu dans

Qi. Alors les Qg sont primaires et on a N = I IQQ

iel
(i1) 8t la décomposition primaire N =| IQi est réduite, il
i€l
en est de méme de la décomposition primaire N = l 'Q.'i, et pour
el
tout te 1, les idéaux premiers correspondant & Q¢ et ¢ Qi sont
égaux.
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(i) St Qs correspond a un idéal premier P qui est un élément
minimal de Ass(M/N), Q; est un sous-module gradué de M.

On a vu (n° 2, prop. 4) que les Q; sont primaires par rapport
aM, et onaNcQ;cQ; ce qui démontre (i). La prop. 4 du n° 2
montre aussi que 'idéal premier p; correspondant a Q; est le plus
grand idéal gradué contenu dans l'idéal premier p; correspon-
dant a Qz. Si la décomposition N = in est réduite, on a

‘el
p: < Ass(M/N) pour tout 7 (§ 2, n® 3, prop. 4), donc P; est un
idéal gradué (n° 1, prop. 1) et par suite P; = P;; on a done
Ass(M/N) = U {pé; (§ 2, no 3, prop. 4), ce qui prouve que la

el
décomposition N = m Qg est réduite (§ 2, n° 3, prop. 4). Enfin,
iel
si P; est un élément minimal de Ass(M/N), on a P; = P; puisque
Py est gradué (n° 1, prop. 1), d’ot Q; = Q; en vertu du § 2, n° 3,
prop. 5.



EXERCICES

§ 1

1) a) Soit A un anneau absolument plat (chap. I, § 2, exere. 17).
Montrer que Ass(A) est 'ensemble des points isolés de Spec(A) (remar-
quer que Ass(A) est I'ensemble des idéaux premiers annulateurs d’un
idempotent de A).

b) Déduire de a) un exemple d’anneau A tel que A # 0 et
Ass(A) = O (cf. chap. I, § 4, exerc. 17), et pour lequel la conclusion du
n° 1, cor. 2 de la prop. 2, n’est pas valable.

¢) Déduire de b) un exemple d’anneau A et de partie multiplicative S
de A tels que Papplication p —S™p de Ass(A) n ® dans Ass(S*A) (n° 2,
prop. 5) ne soit pas surjective.

*2) Soient K un corps commutatif, A 'anneau de valuation, dont le
groupe des ordres est @, formé des « séries formelles » Xc,T", ou ¢r € K,

r
r € Q, et 'ensemble des r tels que ¢, # 0 est bien ordonné. Soient « un
nombre irrationnel > 0, a I'idéal de A formé des éléments de valuation
> «, G l'anneau A/a. Alors Spec(C).est réduit & un point P ; pour
tout z # 0 dans C, on a Pz # 0, mais pour tout A e P, il existe y # O
dans G tel que Ay = 0. En particulier, on a Ass(C) = @, bien que
Supp(C) = Spec(C) = {Pl.

3) Soient M un A-module, N un sous-module de M. Montrer que tout
idéal premier P € Ass(M/N) qui ne contient pas Ann(N) est asseeié & M.
Donner un exemple d’idéal p appartenant & Ass(M/N) mais non a Ass(M)
(prendre A intégre, M = A).

4) Donner un exemple d’anneau A tel que M = A ne vérifie pas la
conclusion du th. 1 du n° 4 (cf. exere. 1 b)).

5) Soit A = K[X, Y] I’algébre des polynémes & deux indéterminées
sur un corps commutatif K, a I'idéal maximal AX 4 AY de A. Montrer
que Supp(a) = Spec(A) est infini et Ass(a) = ;0; Prouver qu'il n’y a
aucune suite de composition de a dont tous les modules facteurs seraient
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isomorphes 4 A. (L’existence d’une telle suite entrainerait que a serait
isomorphe & un module A" ; on aurait nécessairement n = 1, ce qui
est absurde.)

Y 6) Soient A un anneau, E un A-module.

@) Montrer que pour qu’un idéal premier P de A appartienne a
Supp(E), il faut et il suffit qu’il existe un sous-module F de E tel que
P € Ass(E/F) (pour voir que la condition est nécessaire, considérer un
sous-module I de E de la forme Pz, o1 2 € E ; pour voir que la condi-
tion est suffisante, utiliser la prop. 7 du ne 3).

b) On suppose A ncethérien et E de type fini. Montrer que pour
tout idéal premier P e Supp(E), il existe une suite de composition
(Edogign de E telle que, pour 0 < i < n—1, Ey/E;1 soit isomorphe
a4 A/p:, o P; est un idéal premier, et ot un des P; est égal & p.

9 7) Soient A un anneau nocthérien, M un A-module de type fini,
a = Ann(M).

a) Montrer que si a est premier, a est le plus petit élément de Ass(M).

(Remarquer que a = m p).
PE Ass(M)

b) Montrer que tout idéal premier associé a A/a est associé a M.
{Remarquer que si P est un idéal premier de A, annulateur de la classe
dans A/a d’un élément o€ A, on a P = Ann(«M), et utiliser ¢).)

¢) Soient P, q deux idéaux premiers distincts de A tels que pcq.
Montrer que si M = (A/p) D (A/q), on a Ass(A/a) # Ass(M).

8) Soient A un anneau ncethérien, a un idéal de A, M un A-module
de type fini, P le sous-module de M formé des x € M tels que az = 0.
Montrer que Ass(M/P) c Ass(M) (remarquer que pour tout z € M, 'annu-
lateur de (Az 4 P)/P est aussi celui de ax, et utiliser ’exerc. 7 a)).

9) Soient A un anneau ncethérien, a un idéal de A.

a) Pour qu'un idéal b de A soit tel que a : b # a,il faut et il suffit
que b soit contenu dans un idéal premier P e Ass(A/a).

b) Soit A Valgebre K[X, Y, Z] des polynomes 4 3 indéterminées sur
un corps K. Soient n = AX, m = AX 4+ AY 4+ AZ, a =nnm?
Montrer qu'il y a un idéal premier P contenant a, tel quea:p # a,
mais qui n’est pas un idéal premier associé & A.

10) @) Donnper un exemple de Z-module M tel que Ass(Homz(M, M))
1ie soit pas contenu dans Supp(M) (cf: chap. II, § 4, exerc. 24 ¢)).

b) Donner un exemple de Z-modules E, F, tels que

Ass(Homgz(E, F)) = G,

mais Ass(F) n Supp(E) # O (prendre F = Z). ’
11) a) Soient A un anneau ncethérien, E un A-module. Montrer que

Phomomorphisine canonique de E dans le produit Il Ep est in-
pE Ass(E)

jectif (si N est le noyau de cet homomorphisme, montrer que Ass(N) = @).

b) On prend pour A J'anneau de polynoémes K([X, Y, Z] sur un
corps K ; soient P = AX 4 AY, P2 = AX 4 AZ, qui sont des idéaux
premiers, a 'idéal pipe. L'ensemble Ass(A/a) est formé de p1, P2 et de
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Pidéal maximal M = P; 4 P2 ; montrer que ’homomorphisme cano-
nique de E == A/a dans Ep, X E,, n’est pas injectif.

12) Soient A un anneau noethérien, P un A-module projectif. Mon-
trer que si, pour tout P e Ass(A), Py est un Ap-module de type fini,
alors P est un A-module de type fini (plonger A dans le produit

l;ISS(AAp (exerc. 11), et utiliser Alg., chap. 11, 3¢ éd., §5,n°5, prop. 9).
(=]
i 191 )13) Soient A un anneau ncethérien, E un A-module de type fini,

P, q deux idéaux premiers de A tels que P < g, ¢ un élément de ¢. On
suppose que P e Ass(E) et que ’homothétie ay est injective. Montrer qu’il
existe un idéal premier 1 e Ass(E/aE) tel que p + Aacnicq. (Rem-
placant A par Ag, on peut supposer A local d’idéal maximal q. Soit F # 0
le sous-module de E formé des z tels que Pz = 0. Montrer que la rela-
tion FcaE entrainerait F = aF et en tirer une contradiction avec le
lemme de Nakayama. Utiliser ensuite la prop. 8 du n° 4.)

14) Soient A un anneau intégre, ¢ # O un élément de A, P un élé-
ment de Ass(A/aA). Montrer que pour tout élément & 2 0 de P, on a
P e Ass(A/bA) (si c € A est tel que la relation zc e aA soit équivalente &
z € P, montrer qu’il existe d € A tel que xd € bA soit équivalente &
zc e aA).

15) Soient A un anneau ncethérien, E un A-module de type fini,
F un sous-module de E, m un idéal de A. Pour que F soit fermé dans E
pour la topologie m-adique, il faut et il suffit que p + M # A pour tout
idéal p € Ass(E/F). (Se ramener au cas ou F = 0, utiliser le chap. III,
§ 3, n° 2, cor. de la prop. 5, et appliquer le cor. 2 de la prop. 2 du n°1
4 un élément 1 + m, ot m & Mm.)

16) Soit A un anneau ncethérien. Pour que A soit isomorphe 4 un
produit fini d’anneaux intégres, il faut et il suffit que pour tout idéal
premier P de A, Panneau local Ap soit intégre. (Pour voir gue la condi-
tion est suffisante, noter d’abord qu’elle entraine que I'anneau A est

réduit ; en déduire que 502 = ‘ 'pi, oules P: (1 € ¢ € n)sont lesidéaux
i

premiers minimaux de A. Montrer que pour ¢ % j, on a nécessairement
P: 4 P; = A ; pour cela, remarquer que s’il existait un idéal maximal m
contenant P; + P;, Panneau Am ne serait pas intégre, en utilisant le
cor. 3 de la prop. 2 dun® 1, et le cor. de la prop. 5 dun°2.)

9 17)- Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu’un idéal pre-
mier P de A est fatblement associé 3 M ¢’1l existe un z € M tel que P soit
un élément minimal de ’ensemble des idéaux premiers contenant Ann(z) ;
on désigne par Asss(M) I'’ensemble des idéaux faiblement associés & M.
On a Ass(M) c Assg(M).

a) Montrer que la relation M # 0 est équivalente & Assy(M) # O.

b) Pour que a € A soit tel que ay soit injective, il faut et il suffit
que a n’appartienne 4 aucun élément de Assy(M) (remarquer que si ¢ appar-
tient 4 la racine d’un idéal Ann(z) avec z # 0 dans M, il existe y # 0
dans M tel que ¢ € Ann(y). Pour montrer que la condition est nécessaire,
se ramener, en considérant 'anneau A/Ann(z), & prouver que dans un
anneau A tout élément appartenant & un idéal premier P minimal dans
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Pensemble des idéaux premiers de A, est nécessairement diviseur de 0
(chap. II, § 2, n° 6, prop. 12)).

Pour que a e A soit tel que ay soit presque nilpotente, il faut et
il suffit que e appartienne a tous les éléments de Assy(M).

¢) Si N est un sous-module de M, on a

Assp(N) € Assp(M) A§sf(N) U Assg(M/N).

{Noter que si P est un idéal premier, a¢ P, ze M tel que are N et
Ann(z) c P, on a Ann(azx) C p.)

d) Soient S une partie multiplicative de A, ® P'ensemble des idéaux
premiers de A ne rencontrant pas S. Montrer que P — S-Ip est une bi-
jection de Ass; (M) n @ sur Assy (S—IM). (Observer que 'image réciproque,
par l'application canonique A — S—A, de Pannulateur d’un élément /s,
o1z e M, se S, est le saturé pour S de Ann(z)).

e) Soit S une partie multiplicative de A ; montrer que si N est le
noyau de ’homomorphisme canonique M — S-IM, Assy(N) est I'en-
semble des P & Assy(M) qui rencontrent S, et Ass;(M/N) 'ensemble des
P & Ass;(M) qui ne rencontrent pas S. (Pour prouver le dernier point,
considérer un idéal premier g, minimal dans ensemble de ceux contenant
Ann(y), o y € M/N; remarquer que si y ey et t € q, il existe c & et un
entier n > 0 tel que ct®y e N (chap. I1, § 2, n° 6, prop. 12); en déduire
d’abord que gn S = (. Il existe s e S tel que scty = 0; en conclure qu'il
ne peut y avoir d’idéal premier q° # q tel que Ann(y)cq’'cq.)

f) Pour qu’un idéal premier de A appartienne & Supp(M), il faut et
il suffit qu’il contienne un élément de Assy(M).

g) Montrer que si A est ncethérien, on a Ass,(M) = Ass(M).

k) Si A est un anneau absolument plat, on a Ass;(A) = Spec(A).

i) Pour tout A-module E, 'homomorphisme canonique de E dans

le produit II E, est injectif ; en d’autres termes, Pintersection des
pe Ass(E)

saturés de 302 dans E pour les idéaux P e Ass/(E) est réduite 4 0. Généra-
liser de méme Pexerc. 12.

/) Soit M un A-module de type fini. Montrer que les éléments
minimaux de ’ensemble des idéaux premiers contenant @ = Ann(M)
appartiennent & Assy(M) (si (2:)i<1<n est un systéme de générateurs de M,
montrer qu’un tel idéal contient un des Ann(z:)). En déduire que Ass;(A/a)
est contenu dans Assy(M) (si un idéal premier P contient 'annulateur dela
classe mod. a d’un élément « € A, remarquer que P contient I'annulateur
du sous-module «M de M) ; montrer que Assf(A/a), Ass;(M) et ’ensemble
des idéaux premiers contenant @ ont les mémes éléments minimaux.

18) Soient A un anneau, M un A-module. Pour qu'un élément ce A
soit tel que, pour tout a e A tel que I’homothétie ay soit injective, by soit
une homothétie injective pour tout b de la forme a + Ac, avec A e A,
il suffit que ¢ appartienne a lintersection des éléments maximaux de
Ass;(M) (utiliser Pexerc. 17 b). Cette condition est-elle nécessaire ?

*19) Soient A un anneau de valuation de rang 2, I' son groupe des
ordres, I'; P'unique sous-groupe isolé de I' distinct de %O} et de T,
v > 0 un élément de I' n’appartenant pas & I';. Soient al'idéal desz e A



§ 2 EXERCICES 343

tels que ¢(z) > vy, blidéal des z € A tels que o(x) > v, E = AJa,F = A/b.
Montrer que Assr(Hom,(E, F)) est distinct de Ass;(F) n Supp(E).,

§ 2

1) a) Montrer que dans I'anneau ncethérien A = Z[X] des poly-
némes a une indéterminée sur Z, 'idéal m = 2A -- AX est maximal et
que Pidéal g = 4A -+ AX est mM-primaire, mais n’est pas égal & une
puissance de nt.

b) Dans 'anneau B = Z[2X, X% X3 c A qui est nceethérien, mon-
trer que l'idéal p = 2BX + BX? est premier, mais que P? n’est pas
p-primaire, bien que sa racine soit égale & p.

¢) Soient K un corps commutatif, A ’anneau quotient de K[X, Y, Z]
par l'idéal engendré par Z2 — XY ; soient z, y, z les images canoniques
de X, Y, Z dans A. Montrer que p = Az + Az est premier, que pEn’est
pas primaire et que P? = an b? est une décomposition primaire de P2,
oua = Azetb = Ax - Ay + Az

2) Dans Dexemple de Dexerc. 11 &) du § 1, montrer que
a = m?n p; n P, est une décomposition primaire réduite de a dans A,
et que le saturé de a pour M est égal & a (et n’est donc pas primaire).

3) Soient A un anneau ncethérien, M un A-module de type fini.
Soit Q un sous-module P-primaire dans M. La borne inférieure des en-
tiers n > 1 tels que P*M c Q est appelée Pexposant de Q dans M, et
notée e(M/Q).

Soit (Quhaer une famille de sous-modules P-primaires dans M.

Pour que Q = l I Qy soit P-primaire dans M, il faut et il suffit que la

famille ( e(NI/QA))leL soit majorée ; on a alors e(M/Q) > ¢(M/Q,) pour
tout Ae L.

9 4) Soient A un anneau ncethérien, M un A-module de type fini.
Soit P un élément de Ass(M), et soit &, 'ensemble des sous-mo-
dules Q de M tels que Ass(M/Q) = %p% et Ass(Q) = Ass(M) -—%p%
(ensemble qui n’est pas vide, en vertu du § 1, n° 1, prop. 4). On pose
ep(M) = Inf ¢(M/Q) (exerc. 3).

Qety

a) Soit np un entier > ep(M), et soit F(ny) la partie de €, formée des
sous-modules Q tels que e(M/Q) < ny. Montrer que &(np) posséde un
plus petit élément Q(P, nyp).

b) Soit (rp)peassen une famille d’entiers telle que np = ep(M) pour
tout p e Ass(M). Montrer que les sous-modules Q(P, np) correspondant
4 cette famille forment une décomposition primaire réduite de %0
dans M, dite canoniguement déterminée par la famille (np). Si Pon
prend np = ep(M) pour tout P e Ass(M), la décomposition primaire
formée des Q(P) = Q(P, ep(M)) est dite décomposition primaire canonique

de {0{ dans M. Soit {0} = | N | Q'(p) une décomposition primaire réduite
P E Ass(M
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quelconque de gO% dans M. Montrer que 'on a e(M/Q(P)) < e(M/Q’(P))
pour tout P e Ass(M) et que si e(M/Q(P)) = e(M/Q’(P)) pour un P, on
a QP c Q'(P) (« théoréme d'Ortiz »).

¢) Montrer que Q(P, np) est le saturé de p"PM pour p (utiliser le § 1,
n° 2, prop. 6) ; P est le plus petit élément de Supp(M/p"*M).

d) Soit S une partie multiplicative de A ne rencontrant pas un
idéal premier P e Ass(M), et soit Q un sous-module p-primaire de M.
Montrer que e(M/Q) = ¢(S7IM/S71Q). Montrer que si S est une partie
multiplicative de A, ® I'ensemble des P e Ass(M) tels que SnPp = G,
et N le saturé de %O% dans M pour S, les Q(P, np) pour p € ® forment la
décomposition primaire réduite de N dans M, caroniquement déterminée
par la famille (np)pea, et les S2Q(P, ny) pour P e @ la décomposition
primaire réduite de §0§ dans S7IM, canoniquement déterminée par la
famille (np)peqe. CGas particulier des décompositions primaires cano-
niques.

5) Soient L un Z-module libre de type fini, T un groupe commutatif
fini, dont l'ordre est une puissance d’un nombre premier p. Montrer que
la décomposition primaire canonique (exerc. 4) de %O% dansM =L&@T
est gO% = p"LnT, ol n est le plus petit entier > 0 tel que p*T = 0
(noter que p"™M = p"L).

6) Dans P'exerc. 5 du § 1, gO% est primaire dans le A-module a,
relativement a I'idéal premier %O% de A. Montrer que le sous-module AX

de @ est primaire par rapport a a, relativement 4 un idéal premier # %0 %7
et que le sous-module AXY de a n’est pas primaire par rapport a a.

7) Soient A un anneau ncethérien, M un A-module de type fini,
(Ps)1<i<n une suite obtenue en rangeant dans un ordre queleconque
les éléments de Ass(M). Montrer qu’il existe une suite de composition
(M,)o<: < de M telle que, pour 0 < i < n - 1, M, soit P,-primaire dans
M; (utiliser la prop. 4 du ne 3).

9 8) Soient A un anneau ncethérien, E un A-module de type fini,

F un sous-module de E, m un idéal de A. Soit F = Q(P) une
pEAss(E/F)

décomposition primaire réduite de F dans E. Montrer que 'adhérence de

F dans E pour la topologie m-adique sur E est égale & ' l Q(P), ot D est
ped

Pensemble des p e Ass(E/F) tels que p 4- m # A. (Considérer d’abord le
cas ou I' est P-primaire dans E, et montrer que si P + m = A, F est
dense dans E ; passer au cas général en utilisant Pexerc. 15 du § 1 et le
chap. III, § 3, n° 4, cor. 1 du th. 3).

9 Sment A un anneau noethérien, M un 1deal maximal de A, M un
A-module tel que %0% soit M-primaire dans M. Si A est le séparé complete
de A pour la topologie m-adique, montrer que I'application canonique
M — M ®, A est bijective (considérer d’abord le cas ot M est de type fini,
en utilisant la prop. 7 du n° 5 ; dans le cas général, considérer M comme
limite inductive de ses sous-modules de type fini).
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10) Soient A un anneau ncethérien, M un A-module. Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes :

o) Tout sous-module de type fini de M est de longueur finie.

8) M est limite inductive de A-modules de longueur finie.

v) Tout élément P € Ass(M) est un idéal maximal de A.

3) Tout élément P e Supp(M) est un idéal maximal de A.

11) Soient A un anneau, M un A-module, N un sous-module de M. On
appelle racine de N dans M et on note I, (IN) ’ensemble des ¢ € A tels que
I'homothétie de rapport a dans M/N soit presque nilpotente. Montrer que
Ix(N) est un idéal de A et que pour tout P = Ass;(M/N) on a Ty(N)C p.
Si Nj, N, sont deux sous-modules de M, ona Yy (N, n Ny} = Tu(N;) n T(Ny) 5
si @ est un idéal de A, T, (aN) D r(a) N Tu(N) et 1,(a) = ¥(a).

9 12) Soient A un anneau, M un A-module, N un sous-module de M.

a) Pour que Ass;(M/N) (§1, exerc. 17) soit réduit & un seul élément p,
il faut et il suffit que N # M et que pour tout ¢ e A, Yhomothétie de
rapport a dans M/N soit injective ou presque nilpotente ; on a alors
P = 14(N) (exerc. 11) et on dit encore que N est primaire (ou p-primaire)
dans M. Pour tout sous-module M’ de M tel que Nc M’ et N 3¢ M', N est
alors P-primaire dans M.

b) Si ty(N) est un idéal maximal de A, montrer que N est primaire
dans M. En particulier, tout idéal g de A qui n’est contenu que dans un
seul idéal premier 1 (nécessairement maximal) est Tt-primaire.

¢) Soit A un anneau intégre, et z un élément de A tel que p = Az
soit premier ; alors, pour tout entier n > 1, Az est P-primaire. Montrer
que ce résultat ne s’étend pas lorsque A n’est pas integre (prendre
A = B/b, ou B = K[X, Y] (K étant un corps), b = BX2 4+ BXY).

d) Si A est un anneau absolument plat (chap. 1, § 2, exerc. 17), les
idéaux primaires de A sont identiques aux idéaux premiers de A.

e) Donner un exemple de Z-module M tel que 302 soit p-primaire
(pour un nombre premier p) mais que pour aucun a # 0 dans Z, Phomo-
thétie ay ne soit nilpotente (cf. chap. II, § 2, exerc. 3).

13) a) Soit u : M — M’ un homomorphisme surjectif de A-modules.
Montrer que st N’ est un sous-module primaire dans M', N = ZLI(N ') est
primaire dans M, et Yu(N) = Ty (N').

b) Toute intersection finie de sous-modules p-primaires dans un A-
module M est p-primaire dans M. La proposition s’étend-elle aux inter-
sections quelconques ?

¢) Pour qu'un A-module M soit tel que gO} soit P-primaire dans M,
il fant et il suffit que pour tout sous-module N de M, on ait Supp(N) = V(p).
{Remarquer que pour tout x € M, M contient un sous-module isomorphe
a A/Ann(z).)

14) a) Généraliser aux anneaux quelconques la prop. 3 du n° 1.

b) Soit M un A-module tel que, pour toute partie multiplicative S de
A, le noyau de l'application canonique M — S—IM soit {0} ou M.
Montrer que {O} est primaire dans M (considérer pour tout @ # 0 dans A
la partie multiplicative des a» (n > 0)).
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9 15) Soient q un idéal primaire dans un anneau A, P sa racine.
Montrer que dans l'anneau de polynémes B = A[X], I'idéal Bq est

primaire et a pour racine I'idéal premier BP. (Soient f(X) = ;X et
3
g(X) = 2 b;X? deux polynémes non constants tels que fg = Bget f & Bp.
j

Soit ax le coefficient de plus petit indice n’appartenant pas & P ; soit a
P'idéal de A engendré par ag, ay,..., @, ; il existe un entier & tel que
a*c q. Soit q: le transporteur de a** dans q pour i < k. Montrer par
récurrence sur Z que ’on a g € BQ;,, en raisonnant par ’absurde.)

16) Dans un anneau A, soient P un idéal premier non maximal, q un
idéal p-primaire distinct de P. Soient z un élément de P - g, y un élément
de A — P tel que P + Ay # A. Montrer que lidéal a = q + Axy, tel
que PDaDq, n'est pas primaire (remarquer que Pon ne peut avoir
e ).

17) Soient M un A-module, N un sous-module P-primaire dans M.

a) Soit F un sous-module de M non contenu dans N. Montrer que le
transporteur N : F est un idéal de A contenu dans P.

b) Soit a un idéal de A. Montrer que siacN : M, ona N:a = M.
Stag¢N:M, N: aest un sous-module P-primaire dans M. S1a ¢ p,ona
N:a=N.

18) a) Soient A un anneau, M un A-module. Montrer que si P
est un élément minimal de Ass;(M), le saturé de %0% pour p dans M est
P-primaire dans M (cf. § 1, exere. 17 b)).

b) Soit P un idéal premier de A. Montrer que pour tout entier n > 0
le saturé dans A de P* pour P est P-primaire dans A (utiliser I'exerc.
14 a)) ; ce saturé se note P™ et s’appelle la puissance symboliqgue n-éme
de p.

¢) Montrer que si tout idéal premier de A est maximal, alors, pour
tout A-module M et tout sous-module N de M, N est intersection d’une
famille (finie ou non) de sous-modules primaires dans M (utiliser a) et
Pexerc. 17 i) du § 1).

*19) Déterminer les idéaux primaires dans un anneau de valuation
de rang 2 (cf. chap. VI) ; en déduire un exemple d’anneauw.ou il y a des
idéaux qui ne sont pas intersection d’une famille (finie ou non) d’idéaux
primaires, bien qu'il n’existe dans I'anneau que 2 idéaux premiers
distincts. , ‘

9 20) On définit pour un anneau quelconque A la notion de décom-
position primaire et celle de décomposition primaire réduite comme dans
les n%8 2 et 3 (en utilisant la notion de sous-module primaire définie dans
Yexerc. 12).

a) Généraliser les prop. 4 et 6, en y remplagant partout Ass par
Assy.

b) Soient E un A-module de type fini, F un sous-module de E. Pour
toute partie multiplicative S de A, on note saty(F) le saturé de F dans E
pour S. Montrer que si F admet une décomposition primaire dans E,
tout saturé de F dans E est de la forme F : (@) pour un g € A. (Soient P,
{1 < i< r)les éléments de Assy(1/F). Montrer d’abord, en utilisant a),
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que pour toute partie multiplicative S de A, il existe b € A tel que si T est
I’ensemble multiplicatif des 4" (n > 0), on a saty(F) = saty(F), en pre-
nant b tel que be P; lorsque P:nS # I et b & P; dans le cas contraire.
Prouver ensuite qu'on peut prendre ¢ = b™ pour m assez grand.)

¢) Donner un exemple de Z-module E tel que gO% soit primaire par
rapport 4 E mais qu’il existe des saturés satg(0) qui ne soient pas de la
forme O : (a) (cf. Alg., chap. VII, § 2, exerc. 3).

21) Soient A un anneau, F un polyndme unitaire de A{X], B l'an-
neau A{X]}/F.A[X], munidéal maximal de A, k¥ = A/mtlecorps quotient,
F I'image canonique de ¥ dans £[X].

a) Soit F = IIf{t, ou les f, sont des polyndmes irréductibles de
i=]

k[X], deux & deux distinets. Soit F;e A[X] un polyndéme unitaire tel
que son image canonique dans %[X] soit f;. On note M; 'idéal mB + F:. B
de B ; montrer que les MM, sont deux & deux distincts et sont les seuls
idéaux maximaux de B contenant mB (noter que B/mB est une algébre
de rang fini sur A/m = % engendrée par les racines de F).

b) Pour tout i, on pose Q; = mMB -+ F;i.B. Montrer que les Q; sont
M;-primaires dans B et que mB = QnQ,n...nQ, = {Q,... 7,

¢) Pour que B soit un anneau local, il faut et il suffit que A soit un
anneau local et que F soit une puissance d’un polyndme irréductible de
k(X

9 22) Soient E un A-module, F un sous-module de E.

a) Soit P un idéal premier de A, @ un élément de A tel que a ¢ P
et que Q = F:(a) soit p-primaire dans E. Montrer que l'on a
F=Qn(F + aE).

b) Supposons qu'il existe be A et 2 e E tel que b"r ¢ F pour tout
n > 0. Montrer que s’il existe un entier n > 0 tel que F : 4*! = F : o™,
on a F = (F + Ab"2z)n (F : (™).

¢) On suppose que F est irréductible par rapport 4 E (Alg., chap. 11,
3¢ éd., § 2, exerc. 16), et on considére les trois propriétés suivantes :

«) F est primaire dans E.

B) Pour tout idéal premier P de A, le saturé de F pour p dans E est
de la forme F : (a) pour un a&p.

v) Pour tout be A la suite (F : (b™)),5, est stationnaire.

Montrer que chacune des eonditions £), v) entraine «) (utiliser a) et
b) et I'exerc. 18 a)). Si E est de type fini, les trois conditions «), B) et v)
sont équivalentes (cf. exerc. 20 &) et 20 ¢)).

d) Soient K un corps, A 'anneau K[X, Y], m I'idéal maximal
AX 4 AY dans A ; montrer que I'idéal m? est primaire mais non irré-
ductible.

e) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, E un A-
module & gauche ncethérien. Montrer que tout sous-module F de E
est intersection d’une famille finie de sous-modules irréductibles dans E
(considérer un sous-module de E maximal parmi ceux qui ne sont pas
intersections finies de sous-modules irréductibles).

f) Déduire de e) et ¢) une nouvelle démonstration du th. 1 du no 2.
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9 23) Soit A un anneau. On dit qu'un A-module E est laskérien
s’il est de type fini ef si tout sous-module de E posséde une décomposition
primaire dans E.

a) Pour qu'un A-module de type fini E soit laskérien, il faut et il
suffit qu’il vérifie les deux axiomes suivants :

(LA;) Pour tout sous-module F de E et tout idéal premier p de A,
Ie saturé de F pour p dans E est de la forme F : (a) pour un a & P.

(LAg) Pour tout sous-module F de E, toute suite décroissante
(satg,(F)) (out (S.) est une suite décroissante quelconque de parties
multiplicatives de A) est stationnaire.

(Pour montrer que les conditions sont suffisantes, prouver d’abord,
en utilisant (LA;) et les exerc. 18 a) et 22 a), que, pour tout sous-module F
de E, il existe un sous-module Q de E, primaire pour un idéal po F: E,
et un sous-module G = F + qE, ot a ¢ P, tels que F = Q n G. Raisonner
ensuite par I’absurde : montrer qu’il existerait une suite infinie (Qa)
de sous-modules pp-primaires de E, et une suite strictement croissante
(G) de sous-modules de E tels que, sion pose H, = Q,nQzn ... NQ,:
10 on ait F = H,n Gy ; 20 G, soit maximal parmi les sous-modules G
contenant Gn1 et tels que F = H.n G ; 30 il existe a. & P» tel que

anE C Gy. Montrer alors que si S, = ﬂ (A = P:), Sr rencontre G, : E,
1=isn
et en déduire que satg,(F) = H,. Conclure a Paide de (LAg).)

*p) Donner un exemple d’anneau A tel que le A-module A ne vérifie
pas (LA;), mais ou tout idéal ac A est irréductible et ’ensemble des
saturés satg(a) pour toutes les parties multiplicatives S de A est fini
(cf. exerc. 19).,

¢) Soient K un corps, B = K[[X]] Palgébre des séries formelles
sur K, m I'idéal maximal de B, formé des séries formelles sans terme cons-
tant. Dans Valgébre produit BY, on considére la sous-algébre A engendrée
par 1 et I'idéal 1 = m®. Montrer que dans A les seuls idéaux premiers
distincts de 1 sont les idéaux sommes directes dans 1t de tous les idéaux
composants sauf un ; toute suite strictement croissante d’idéaux premiers
de A a donc au plus deux éléments. Soit a # A un idéal de A, et soit S
une partie multiplicative de A ne rencontrant pas @; si @, (resp. Sz) est la
projection de a (resp. S) sur le n-éme facteur B, de BN, montrer que satgy(a)
est somme directe des idéaux satg,(a,) (observer que si se S, si sne Sy
est la n-éme projection de s, et si z. e satg,(Ga) est tel que sqx, € Gy, alors
str,=a). En déduire que A vérifie axiome (LA;) mais non (LAy)
(utiliser Pexere. 20 b)).

d) Montrer que si un A-module E vérifie 'axiome (LA,), tout sous-
module de E est intersection d’une famille (finie ou non) de sous-modules
primaires dans E (raisonner comme dans @), par récurrence transfinie).

e) Soient E un A-module de type fini, E' ¢ E un sous-module de type
fini. Pour que E soit laskérien, il faut et il suffit que E’ et E/E’ le soient.
En particulier, si A est un anneau laskérien, tout A-module de type fini
est laskérien. Si E est un A-module laskérien, S™'E est un S—tA-medule
laskérien pour toute partie multiplicative S de A.
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9 24) Dans un anneau laskérien A (exerc. 23), soient P,, Py, P; Lrois
idéaux premiers distincts tels que P; CP,C Pg; soient z, € Py =Py, T3 € Py~ Py-
En remplagant au besoin P, et P, par des idéaux premiers contenus
dans p,, p; respectivement et contenant respectivement xz, et z,, on peut
supposer que P, est minimal dans Ass;(A/(P; + Az,)), et P, minimal
dans Ass;(A/(P, + Azy)). On considére l'idéal a = P, 4+ z,P;.

@) Montrer que T'on a x,&a et 2% & a pour tout entier £ > 0 ; en
déduire que a n’est pas primaire dans A. Montrer que P, est un élément
minimal de Asss(A/a).

b) Soit a = l I g: une décomposition primaire réduite de a dans A,
t=1

et soit p; la racine de q; ; on suppose que P, ¢ P; pour & < i < s, P;C P;
pour s +- 1 €t € n; montrer que P'on a nécessairement s < n et
z,eq; pour1 < ¢ < s. Montrer qu'll existe un indice > s -+ 1 tel que
P; = P;. (Raisonner par P'absurde : dans le cas contraire, il existerait
y & P, tel que ye g, pour tout ¢ > s + 1; on aurait alors z,y € a et on
prouvera que cette relation contredit y & p;.) Conclure que p; est un
élément non minimal de Ass;{A/a) ; on désignera par q; la composante
primaire de a dans A qui lui correspond dans la décomposition précé-
dente.

¢) Soit b = p,n q;; soit d’autre part m > 0 tel que 2’ e i, et soit
¢ = b + Az2™ Montrer que le saturé de ¢ pour P, est un idéal p,-pri-
maire (3’ (montrer que tout élément de p; a une puissance dans g3’ en
utilisant le fait que le saturé de P, 4 Az, pour P, est primaire). Prouver
d’autre part que z3 & g4’ et que b = p,n g’ ; on a donc deux décompo-
sitions primaires réduites distinctes de Pidéal b.

9 25) Soit A un anneau laskérien. Soient a un idéal de A, a = l I GOe

1<ign
une décomposition primaire réduite de a dans A ; on désigne par p:la
racine de ¢; ; on suppose que les éléments minimaux de Asss(A/a) sont

les P; tels que 1 <t < s, et que 'on a s <n. On pose b :l Iqi,

1<i<s
¢ = I I q;.

s+1<ign

@) Montrer qu’il existe z & C tel quez ¢ pspourl < i < s et que I'on
aa=Dbn(a+ Az).

b) On suppose par exemple que P..z est minimal dans Assy(A/c).
Montrer que l'on a zPs1 + G % Az + @, et @ = bn (#Psx + a) 5 en
outre, Ps+1 est minimal dans Ass;(A/D), ol D = zPs + a. Montrer
que le saturé de D pour Psa est différent de §sia. (Remarquer que ce
saturé ne peut contenir z.)

9 26) Soit A un anneau laskérien dans lequel tout idéal # A
posséde une décomposition primaire réduite unique dans A.

a) Montrer que pour tout idéal a #% A, tous les éléments de
Assf(Afa) sont minimaux dans cet ensemble (utiliser 'exerc. 25 3)).
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Soit {0% = ﬂ q: une décomposition primaire réduite dans A, et
i<i<n

soit Ps la racine de g« (1 < ¢ < n). Montrer que tout idéal premier de A
distinet des P: est maximal (utiliser Yexerc. 24 ¢)). Si p est un idéal premier
de A, g un idéal contenu dans P et tel que P/q soit un nilidéal dans A/q,
montrer que tout idéal a tel que qcacp est p-primaire. En déduire
que si 'un des P: n’est pas maximal, P: est le seul idéal p;-primaire et
on a p? = P; (utiliser I'exerc. 16).

b) Montrer que dans A toute suite croissante d’idéaux égaux a leurs
racines est stationnaire. En déduire que toute suite strictement crois-
sante (,) d’idéaux, telle que tout quotient s/a,—1 contienne des éléments
non nilpotents dans A/a._1, est finie. Conclure de la que pour tout idéal
premier P de A, il existe un idéal primaire de racine p et de type fini. En
particulier, chacun des P; qui n’est pas maximal est de type fini et par
suite contient un idempotent e: qui I'engendre (chap. 11, § 4, exerc. 15).

¢) Montrer que, pour i # j, on a P;:+ P; = A (considérer
ec + e;—ewe; si P; et P; ne sont pas maximaux). En conclure que A
est isomorphe au produit d’un nombre fini d’anneaux A: = A/q; tels que :
ou bien A; est un anneau local dont Fidéal maximal est un nilidéal ; ou
bien A est un anneau intégre dans lequel tout idéal premier 30% est
maximal et dans lequel tout idéal # ;O% n’est contenu que dans un
nombre fini d’idéaux maximaux *(cf. § 1, exere. 2),. Réciproque.

9 27) Soient M un A-module, Q un sous-module p-primaire de M.
On dit que Q est d’exposant m si m est le plus petit entier k£ tel que
P*M c Q (cf. exerc. 3); ¢’il'n’existe aucun entier & ayant cette propriété,
on dit que Q est d’exposant infini. Si Q est d’exposant fini, on dit
aussi que Q est fortement primaire.

a) Montrer que sion a Q : p = Q, Q est d’exposant infini, et qu’il
existe x e P tel que Q : («) soit distinet de Q et soit un sous-module p-pri-
maire de M d’exposant infini.

*b) Donner un exemple d’un anneau A et d'un idéal p-primaire q
d’exposant infini et tel que G : P = q (cf. § 1, exere. 2).,

¢) Soient K un corps, A 'anneau des polynémes K[X,],en, p Pidéal
premier de A engendré par les X, q I'idéal p-primaire engendré par les
produits X:X; (i # j) et les éléments X7*'. Montrer que pour tout
aeP-q, q: () est dexposant fini, que q:P # G et que q: P est
un idéal p-primaire d’exposant infini.

d) Soit Q un sous-module p-primaire de M d’exposant fini e. Mon-
trer que les P*M pour k < e sont tous distincts et que les sous-modules
Q : p* pour k < ¢ sont tous distincts. Pour tout idéal a de A, montrer
que, ou bien Q:a = Q, ou bien Q : a est un sous-module P-primaire
dans M, distinct de M et d’exposant < e¢—1 (observer que si acp,
onap*McQ:a)

9 28) On dit qu’un A-module E de type fini est fortement laskérien
81 tout sous-module de & admet une décomposition primaire dans E
dont tous les éléments soient fortement primaires {exerc. 27).

a) Montrer que pour qu'un A-module de type fini E soit fortement
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laskérien, il faut et il suffit qu’il vérifie Paxiome (LAg) de l'exercice 23
et I'axiome :

(LAyy) Pour toute suite (bz) d’idéaux de A et tout sous-module F de
E, la suite croissante des sous-modules F : (b1 bz . .. by) est stationnaire.

(Pour montrer que les conditions sont nécessaires, utiliser
Iexere. 27 d). Pour voir qu’elles sont suffisantes, prouver d’abord
que (LLAp) entraine (LA;), puis qu’elle entraine que tout idéal primaire
est d’exposant fini, en utilisant Pexerc. 27 a)).

b) Montrer que 'annean A défini dans P'exerc. 23 ¢) vérifie (LAy,).

¢) Soient K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension infinie,
A = K ® V l'anneau dont la multiplication est définie par (e; x){a’, 2") =
(aa az’ + a'z). Montrer que dans A tout idéal ¢ A est fortement
primaire, bien que A ne soit pas noethérien.

d) Soient E un A-module de type fini, E'’ ¢ E un sous-module de
type fini. Pour que E soit fortement laskerlen il faut et il suffit que E’
et E/E’ le soient. En particulier, si A est un anneau fortement laskérien,
tout A-module de type fini est fortement laskérien. Si E est un A-module
fortement laskérien, S'E est un S—'A-medule fortement laskérien pour
toute partie multiplicative S de A.

e) Généraliser aux modules fortement laskériens les exerc. 3 et 4.

9 29) Soit A un anneau fortement laskerlen (exerc. 28).

a) Soient a, b deux idéaux de A, ab = I lqi une décomposition

i=1
primaire rédutte de ab dans A, ¢ Pintersection de ceux des q; dont la ra-
cine ne contient pas b ; montrer que 'on a a c ¢ (si q; est tel que sa racine
P: ne contienne pas b et'si x € b et x & P¢, considérer le produit az).
b) Déduire de a) qu’il existe trois idéaux a’, b’, ¢ et un entier s > 0
tels que asca’, b*cb’, (a+bycc,etab=a'nb=anb’ ==anbnec
¢) Montrer que pour toute famille finie (ax) d’idéaux de A, il existe

un entier m > 0 tel que' IaZ’ cIla; (appliquer &) en raisonnant par
k E

récurrence sur le nombre d’idéaux ag).

d) Pour tout idéal a de A, montrer que l'intersection b = I la"

nal

est 'idéal des = e A tels que z e za (appliquer b) au produit (Az)a). En dé-
duire que b est P'intersection des composantes primaires de % 02 (pour une
décomposition primaire réduite de {0 g) dont les racines rencontrent 1 + a.

¢) Déduire de d) que pour tout idéal premier P de A, l'intersection
des puissances symboliques p™ (exerc. 18 b)) pour n e N est I'idéal des
z € A tels que x € zp (considérer I’anneau Ap).

30) Soit M un A-module, et soit N un sous-module de M admettant

n

une décomposition primaire réduite N = I‘ xl Q:; soit p, I'idéal premier

associé a Q.
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a) Montrer que si b est un idéal de A qui n’est contenu dans aucun
des Pi,ona N : b = N (cf. exerc. 17).

b) Sichacun des Q; est fortement primaire dans M, montrer récipro-
quement que si Pon a N:b = N, b n’est contenu dans aucun des p..

(Remarquer que sibcpset P = | I Qj, on a b'P c N pour un entier r
i

convenable, et en déduire que si 'on avait N : b = N, on aurait P = N.)
En déduire qu’'il existe alors Be b tel que N : (8) == N.

9 31) a) Soient A un anneau ncethérien, M un idéal maximal de A,
P un idéal premier contenu dans 1 ; montrer que si le séparé complété A
de A pour la topologie t-adique est intégre, la base de filtre des puis-
sances symboliques P de P tend vers 0 pour la topologie m-adique
dans A. (Se ramener au cas out A est local ; soient q un idéal premier de A
dont la trace sur A soit P, et pour tout n >0, soit ¢, & P tel que c,p™ c P*;
montrer que 'on a ePWA ¢ qm, Utiliser Iexere. 29 e), ainsi que le
chap. II1, § 2, n° 7, prop. 8.)

b) Solent A un anneau ncethérien, 1 un idéal de A, P un idéal pre-
mier minimal dans Ass(A/n), 11y, M deux idéaux maximaux de A conte-
nant P ; désignons par A(m), A(my), A(m) les séparés complétés de A pour
les topologies n-adique, Mg-adique, M-adique respectivement. Soit z un
élément de A(1) dont I'image canonique dans A(mg) est nulle. Montrer
que si A(1) est intégre, 'image canonique de z dans A(m) est nulle aussi.
(Prendre z comme limite d’une suite (zp) d’éléments de A telle que
Zn — Tm & W" pour n > m, et 2, e My ; en déduire que z» appartient a
l’adhérence de 1™ pour la topologie m,-adique ; en utilisant 'exerc. 8, en
conclure que x» € P(™ pour tout m ; achever a I'aide de a).)

¢) Soient A un anneau de Zariski, ¥ un idéal de définition de A ; on
suppose que Spec(A) est connexe et que pour tout idéal maximal m de A,
le séparé complété A(m) de A pour la topologie m-adique est inteégre.
Montrer alors que le complété A de A pour la topologie t-adique est in-
tegre. (Montrer que pour tout idéal maximal 1t de A, '’homomorphisme
canonique A — A(m) est injectif. Pour cela, on peut supposer que ¥
est intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers, minimaux dans
Ass(AfY), soit T=P; NP, N ... N Ps; montrer que ’hypotheése sur Spec(A)
entraine pour chaque i I'existence d’un idéal maximum m™M; contenant
(P10 ... N Pia) + Pe. En utilisant 4), montrer que si I'image canonique
de ze A dans A(m) est nulle et si par exemple P; c 1, alors I'image ca-
nonique de z dans chacun des A(11;) est nulle, puis conclure que I'image
canonique de z dans A(1m’) est nulle pour tout idéal maximal m’ de A.)

32) On dit qu’un anneau A est primatre ’il est un anneau local et
si son idéal maximal m est un nilidéal (*). Tout idéal de A contenu
dans 1 est alors M-primaire dans A.

a) Soit A un anneau primaire fortement laskérien, de sorte qu'en

(*) Pour les anneaux artinjens (commutatifs), cette définition coincide
avec celle d’Alg., chap. VIII, § 6, exerc. 20.
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particulier 'idéal maximal 1t est nilpotent. Montrer que si a, b sont
deux idéaux contenus dans M, on a nécessairement a: b 3 a (utiliser
Pexerc. 30 &)).

b) Un anneau ncethérien primaire est artinien. En déduire que
pour tout module M de type fini sur un anneau ncethérien A et tout sous-
module p-primaire N de M, il existe un entier m tel que toute suite stricte-
ment décroissante (M;/N)y<;<, de sous-modules de M/N, pour laquelle
les M, sont p-primaires, a une longueur & < m (considérer le Ap-module
M, et noter que Mp/Ny est annulé par une puissance de PAy).

¢) Montrer qu’un anneau artinien A dans lequel tout idéal premier
# 30% est maximal est composé direct d’un nombre finl d’anneaux pri-
maires.

33) Soit A un anneau commutatif. On dit qu'un idéal a de A est
primal si, dans A/a, 'ensemble des diviseurs de 0 est un idéal pja;
I'idéal p est alors premier.

a) Montrer que tout idéal primaire et tout idéal irréductible est
primal.

b) Soit a un idéal de A tel que 'ensemble des idéaux b pour lesquels
a:b £ aait un plus grand élément P ; montrer que P est premier et
que Q est primal. *Donner un exemple d’idéal primal a pour lequel la
condition précédente n’est pas remplie (cf. § 1, exerc. 2).,

¢) Dans un anneau ncethérien A, caractériser les idéaux primaux,
et donner un exemple d’idéal primal non primaire (cf. § 1, exere. 11 4)).

34) Dans un anneau commutatif A, on dit qu’un idéal a est quasi-
premier si pour tout couple d’idéaux b, ¢ de A, la relation bn cca en-
traine bca ou ¢ca; tout idéal premier est quasi-premier, et tout idéal
quasi-premier est irréductible. Si le théoréme chinois est valable dans A,
montrer que tout idéal irréductible est quasi-premier (Alg., chap. VI,
§ 1, exerc. 25).

*35) Soient K un corps commutatif, B Panneau de valuation, dont
le groupe des ordres est R, formé des «séries formelles» 2e.T? ot ¢z € K,

z
z e R, et 'ensemble des z tels que ¢z # 0 est bien ordonné ; 'anneau A
défini au § 1, exerc. 2 est un sous-anneau de B et B est un A-module plat.
Si C est le A-module défini dans le § 1, exerc. 2, montrer que 'on a
Assg(C®,B) # @ bien que Ass,(C) = O (considérer un élément de
C®,B = B/aB, image canonique d’un élément de B de valuation «).,

§ 3

1) Sous les hypothéses de la prop. 1 du n® 1, montrer que tout idéal
premier P e Ass (M) (§ 2, exerc. 17) est gradué et est élément minimal de
I'ensemble des idéaux premiers contenant I’annulateur d’un élément
homogéne de M. (Démontrer d’abord que le plus grand idéal gradué p’
contenu dans un idéal premier P de A est premier, en observant que si le
produit de deux éléments x, y appartient & p’, il en est de méme du produit
de leurs composantes homogeénes = 0 de plus haut degré. Noter ensuite
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que si un idéal premier contient I’annulateur d'un élément ze M, il con-
tient aussi 'annulateur d’une au moins des composantes homogénes
# 0 de z.)

2) Dans un anneau gradué A de type A (o1t A est sans torsion) soit p
un élément minimal de 'ensemble des idéaux premiers de A, qui est
nécessairement gradué (exerc. 1). Montrer que pour tout élément homo-
géne ¢ e P, il existe un élément homogeéne s & P et un entier n > 0 tels
que st = 0. En déduire des généralisations des prop. 3, 4 et 5 aux
anneaux gradués non nécessairement ncethériens (avec les définitions
du § 2, exere. 12 et 20).

3) Soient A un anneau gradué de type A (ol A est sans torsion), M un
A-module gradué de type fini fortement laskérien (§ 2, exerc. 28).
Montrer que les sous-modules Q(p) = Q(P, ep(M)) (ou P parcourt
Assp(M)) définis dans Pexerc. 4 du § 2, sont des sous-modules gradués.
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