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INTRODUCTION 

Les questions traitées dans ce Livre se sont présentées au 
cours du développement de la théorie des nombres algébriques et 
(plus tardivement) de la géométrie algébrique (cf. Note historique). 
A partir du xlxe siècle, on s'est aperçu peu à peu que ces deux 
théories présentaient de remarquables analogies ; en cherchant 
à résoudre les problèmes qu'elles posaient, on a été amené à déga- 
ger un certain nombre d'idées générales, dont le champ d'appli- 
cation ne se limite pas aux anneaux de nombres algébriques 
ou de fonctions algébriques ; et, comme toujours, il y a avantage 
à considérer ces notions sous leur aspect le plus général pour 
en mieux saisir la portée véritable et les répercussions mutuelles. 
On traite donc dans ce Livre de concepts applicables en principe 
à tous les anneaux commutatifs et aux modules sur de tels an- 
neaux ; il faut toutefois signaler qu'on n'obtient souvent de résul- 
tats substantiels qu'en introduisant des hypothèses de finitude 
(toujours vérifiées dans les cas classiques), par exemple en suppo- 
sant les modules de type fini ou les anneaux nœthériens. 

Les principales notions autour desquelles se groupent les 
premiers chapitres sont les suivantes : 

1. Localisation et globalisation. Partons par exemple d'un 
sys.tème d'équations diophantiennes : 

(*) P((x1, ..., xm) = O (1 < i < n )  

où les Pi sont des polynômes à coefficients entiers rationnels, et 
où on cherche des solutions (xc) formées de nombres entiers ration- 
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nels. On peut commencer à aborder le problème en cherchant des 
selutions formées de nombres rationnels, ce qui consiste à envisager 
le même problème ail les coefficients des Pi sont considérés comme 
des éléments du corps des fractions & de Z ,  et  où l'on se propose 
de trouver les solutions à valeurs dans &. Une seconde étape 
consiste à voir si, étant donné un nombre premier p, il existc des 
solutions rationnelles dont les dénominateurs ne sont pas divisibles 
par p (il est clair que les solutions entières vérifient cette condi- 
tion) ; cela revient cette fois à se placer dans le sous-anneau Z(,) 
de Q formé des nombres rationnels de cette nature, dit anneau 
local de Z correspondant au  nombre premier p. Il est clair que le 
passage de Z à & e t  celui de Z à Z(,> sont de même nature : dans 
les deux cas, on n'admet comme dénominateurs que ceux qui 
n'appartiennent pas à un certain idéal premier (l'idéal (O) ou l'idéal 
(p) suivant le cas). Le mot mêmc d' G anneau local » provient de la 
géométrie algébrique, ou cette notion apparaît de façon plus natu- 
relle : par exemple, dans l'anneau C(X) des fonctions rationnelles 
d'une variable a coeficients complexes, l'anncau local correspon- 
dant à l'idéal premier ( X  - a) est i'anneau des fractions ration- 
nelles « régulières » au  point a (c'est-à-dire n'ayant pas de pôle en 
ce point). 

Tout probléme diophantien, et  plus généralement tout  pro- 
b l h e  sur des A-modules (A anneau commutatif) peut se décom- 
poser en deux problèmes partiels : on cherche à le résoudre dans 
les anneaux locaux A, correspondant aux différents idéaux pre- 
miers p de A (« localisation »), puis on se demande si, de l'existence 
pour lout p d'une solution du problème « localisé >), on peut conclure 
à l'existence d'une solution du problème initialement posé (G pas- 
sage du local au  global »). C'est à l'étude de ce double processus 
qu'est consacré le chapitre II ,  ou d'ailleurs on verra que la <( loca- 
lisation » n'est pas liée aux seuls idéaux premiers, mais a une 
portée plus vaste. 

II.  Complétion des anneaux locaux. Un anneau local A 
partage avec les corps la propriété de n'avoir qu'an seul idéal 
maximal m. On utilise cc fait pour ramener, dans une certaine 
mesure, un problème sur des A-modules à un problème analogue 
sur des espaces vectoriels, en passant cette fois à l'anneau quotient 



INTRODUCTION 9 

A/m, puisque ce dernier est un corps. Si on revient par exemple 
au système diophantien (*), cette idée n'est autre que le principe 
de la « réduction modulo p », transformant les équations en con- 
gruences mod. p, qui s'est présentée de façon naturelle dés les pre- 
miers travaux de théorie des nombres. 

Ce faisant, il est clair qu'on ne peut toutefois espérer atteindre 
ainsi des résultats complets sur le problème initial, et on s'est vite 
rendu compte que pour avoir des renseignements plus précis, il 
faut non seulement considérer les congruences modulo ml mais 
aussi les congruences « supérieures » modulo mn, pour des en- 
tiers n > O arbitraires. On se convainc même ainsi que, plus n 
est grand, plus on G approche D en quelque sorte du problème 
initial (dans le cas où A = Z par exemple, la raison en est qu'un 
entier # O ne peut être divisible par toutes les puissances pn d'un 
nombre premier donné p ; la présence de cet entier se fera donc 
sentir dans la réduction mod. pn dès que n sera pris assez grand). 
La traduction mathématique de cette idée consiste à considérer 
sur A une topologie d'anneau (cf. Top. gén., chap. III ,  3 e  éd., § 6) 
pour laquelle les ntn forment un système fondamental de voisinages 
de O. Mais lorsqu'on a ainsi, par exemple, résolu le système de 
congruences 

(**) Pt(x1, ..., x,) = O (mod .pk) (1 < i < n) 

pour tout entier k > O, il ne s'ensuit pas encore que le système (*) 
ait une solution dans l'anneau local Z(,) ; on constate que l'hypo- 
thèse précédente peut s'interpréter en disant que (*) admet une 
solution dans le complété !&,) de l'anneau topologique Z(,). 

Le problème initial, ainsi affaibli, est finalement ramené 
au problème analogue pour les anneaux locaux du type Almn, 
qui sont encore plus proches des corps que les anneaux locaux géné- 
raux, puisqu'ils ont un radical nilpotent ; en géométrie algébrique 
classique, cela correspond à une étude <différentielle >> du problème 
au voisinage d'un point donné. 

Le chapitre I I I  traite d'une façon générale de ces applications 
de notions topologiques à la théorie des anneaux locaux. Au cha- 
pitre VI, on en étudie un aspect plus spécial, adapté d'une part à 
des études plus fines de géométrie algébrique, et surtout à l'arithmé- 
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tique des corps de nombres algébriques, où les anneaux locaux 
que l'on rencontre (tels que Z(,>) appartiennent à une classe 
particulièrement simple, celle des « anneaux de valuation 9, où la 

divisibilité est une relation d'ordre total (cf. Alg., chap. VI, 1) 
dans l'ensemble des idéaux principaux. 

L'étude du passage d'un anneau A à un localisé A, ou a un 
complété Â fait apparaître un caractère commun à ces deux 
opérations, la propriété de platitude des A-modules A, et Â, qui 
permet entre autres de manier les produits tensoriels de tels A-mo- 
dules avec des A-modules quelconques un peu comme on le 
fait des produits tensoriels d'espaces vectoriels, c'est-à-dire sans 
toutes les précautions dont s'entoure leur emploi dans le cas géné- 
ral. Les propriétés liées a cette notion, qui s'applique d'ailleurs 
aussi aux modules sur des anneaux non commutatifs, font l'objet 
du chapitre 1. 

III. Entiers et décomposition des idéaux. L'étude de la divi- 
sibilité dans les corps de nombres algébriques nécessitait dès le 
début l'introduction d'une notion d'entier dans un tel corps K, 
généralisant la notion d'entier rationnel dans le corps &. La 
théorie générale de cette notion d' « entier algébrique », liée, 
comme on le verra, à des conditions de finitude très strictes, est 
développée au chapitre V : elle s'applique à tous les anneaux 
commutatifs, et présente un grand intérêt non seulement en 
arithmétique, mais en géométrie algébrique et même dans la 
théorie moderne des « espaces analytiques » sur le corps C. 

Un des obstacles majeurs à l'extension de l'arithmétique 
classique aux anneaux d'entiers algébriques a longtemps été le fait 
que la décomposition classique d'un entier rationnel en facteurs 
premiers ne s'étend pas en général à ces anneaux. Il fallut la créa- 
tion de la théorie des idéaux pour surmonter cette difficulté : la 
décomposition unique chercliée est alors rétablie pour les idéaux, 
la notion d'idéal premier se substituant bien entendu à celle de 
nombre premier. On peut d'ailleurs considérer ce résultat comme 
un cas typique où le « passage du local au global » se fait de façon 
satisfaisante : la connaissance, pour un x E K, des valeurs en x de 
toutes les « valuations » de K, détermine x à multiplication près par 
un entier inversible. 
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Dans des anneaux moins simples que les anneaux d'entiers 
algébriques (et déjà par exemple dans les anneaux de polynômes 
à plusieurs indéterminées) ce résultat perd sa validité. On peut 
toutefois associer d'une façon canonique à tout idéal un ensemble 
bien déterminé d'idéaux premiers : en géométrie algébrique, si on 
considère par exemple dans Kn (K  corps commutatif quelconque) 
une sous-variété définie par un système d'équations polynomiales 
P, = O, les composantes irréductibles de cette sous-variété corres- 
pondent biunivoquement aux éléments minimaux de l'ensemble 
des idéaux premiers ainsi associés à l'idéal engendré par les P,. 
On peut en outre (si l'on se borne aux anneaux nœthériens) donner 
pour tout idéal une « décomposition » moins précise qu'une décom- 
position en produit d'idéaux premiers : le produit y est en effet 
remplacé par l'intersection, e t  les puissances d'idéaux premiers 
par des idéaux « primaires » liés aux idéaux premiers associés à 
l'idéal envisagé (mais qui ne sont pas des généralisations directes 
des puissances d'idéaux premiers). L'introduction des idéaux pre- 
miers associés à un idéal e t  l'étude de leurs propriétés font l'objet 
du chapitre IV ; on y démontre aussi l'existence e t  certaines pro- 
priétés d'unicité des <( décompositions primaires » auxquelles nous 
venons de faire allusion ; mais il apparaît à présent que ces décom- 
positions ne jouent le plus souvent qu'un rôle accessoire dans les 
applications, la notion essentielle étant celle d'idéal premier asso- 
cié à un idéal. 

Au chapitre V11, on examine plus en détail les anneaux où 
l'on se rapproche davantage des propriétés des anneaux d'entiers 
algébriques en ce qui concerne la décomposition en produit 
d'idéaux premiers ; on peut entre autres introduire dans ces 
anneaux la notion de « diviseur » qui est l'aspect géométrique de 
cette décomposition et joue un rôle important en géométrie algé- 
brique. 

Enfin, les chapitres VI11 et  suivants traiteront de notions qui 
présentent plus d'intérêt en géométrie algébrique qu'en arithmé- 
tique (où elles deviennent triviales) et notamment du concept de 
dimension.  

Avec ces notions, on parvient à la frontière de la géométrie 
algébrique proprement dite, frontière toujours plus mouvante 
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e t  difficile à tracer. C'est que, si l'algèbre commutative est un outil 
essentiel pour développer la géométrie algébrique dans toute sa gé- 
néralité, inversement (comme on a déjà pu l'apercevoir ci-dessus), 
le langage de la géométrie s'avère extrêmement commode pour 
exprimer les théorèmes d'algèbre commutative et  y suggérer une 
certaine intuition, naturellement assez absente de l'algèbre 
abstraite ; avec la tendance actuelle à élargir de plus en plus le 
cadre de la géométrie algébrique, le langage algébrique et  le lan- 
gage géométrique tendent plus que jamais à se confondre. 



C H A P I T R E  1 (*) 

MODULES PLATS 

Sauf mention expresse d u  contraire, tous les anneaux considérés 
d a n s  ce chapitre sont supposés avoir u n  élément un i té ;  tous les 
homomorphismes d'anneaux sont supposés transformer l'élément 
unité en  l'élément unité. Par u n  sous-anneau d 'un  anneau A, o n  
entend u n  sous-anneau contenant l'élément unité de A. 

S i  A est u n  anneau, M u n  A-module à gauche, U (resp. V )  
un sous-groupe additif de A (resp. M ) ,  o n  rappelle qu'on note 
U V  o u  U.V le sous-groupe additif de M engendré par les produits U V ,  

o u  u E U ,  v E V (Alg. ,  chap. V I I I ,  $ 6 ,  no 1) .  S i  a est u n  idéal de 
A, o n  pose a0 = A. Pour tout ensemble E ,  on  désigne par 1, ( o u  
par 1 quand aucune confusion n'est à craindre) l'application iden- 
tique de E sur lui-même. 

O n  rappelle que les axiomes des modules impliquent que s i  E 
est u n  module à gauche (resp. à droite) sur u n  anneau A, et s i  1 
désigne l'élément unité de A, o n  a 1 .x = x (resp. 2 .1  = x )  pour 
tout s E E (Alg . ,  chap. I I ,  3 e  éd., S 4 ,  no 1) .  S i  E et F sont deux 
A-modules à gauche (resp. à droite), on  rappelle qu'on désigne par 
H o m ,  ( E ,  F )  (ou s implement  Hom ( E ,  F ) )  le groupe additif des 
homomorphismes de E dans F (loc. cit., $ 1 ,  no 2). Par abus de nota- 
t ion, o n  désignera souvent par O u n  module réduit à son élément 
neutre. 

(*) A l'exception du § 4, les résultats de ce chapitre ne dépendent d'au- 
cun autre livre de la deuxième partie. 
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1. Diagrammes et suites exactes 

1 .  Diagrammes. 

Soient par exemple A, B, C, D, E cinq ensembles, et soient 
f une applicatioil de A dans B, g une application de B dans C, 
h une application de D dans E, u une application de B dans D et  v 
une application de C dans E. Pour résumer une situation de ce 
genre, on fait souvent usage de diagrammes; par exemple, on 
résumera la situation précédente par le diagramme suivant (Ens., 
chap. I I ,  5 3, no 4) : 

f Dans un tel diagramme, le groupe de signes A -+ B schéma- 
tise le fait que f est une application de A dans B. Lorsqu'il ne peut 
y avoir d'ambiguïté sur f ,  on supprime la lettre f ,  et on écrit 
simplement A -+ B. 

Lorsque A, B, C, D, E sont des groupes (resp. des groupes 
commutatifs) et f ,  g, h, u, v des homomorphismes de groupes, 
on dit pour abréger que le diagramme (1) est un diagramme 
de groupes (resp. de groupes commutatifs). 

E n  principe, un diagramme n'est pas un objet mathéma- 
tique, mais seulement une figure, destinée à faciliter la lecture 
d'un raisonnement. E n  pratique, on se sert souvent des dia- 
grammes comme de symboles abréviateurs, qui évitent de nom- 
mer tous les ensembles et toutes les applications que l'on veut 
considérer; on dit  ainsi (( considérons le diagramme (1) )) a u  lieu de 
dire : soient A, B, C, D, E cinq ensembles ... et v une application 
de C dans E )) ; voir par exemple l'énoncé de la prop. 2 du no 4. 

2.  Diagrammes commutatifs. 

Considérons par exemple le diagramme suivant : 
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A tout chemin composé d'un certain nombre de segments 
du diagramme parcouru dans le sens indiqué par les flèches, on fait 
correspondre une application de 17ensemble représenté par l'ori- 
gine du  premier segment dans l'ensemble représenté par l'extré- 
mité d u  dernier segment, savoir la composée des applications repré- 
sentées par les divers segments parcourus. Pour tout sommet 
du diagramme, par exemple B, on convient qu'il y a un che- 
min réduit à B, e t  on lui fait correspondre l'application iden- 
tique 1,. 

Dans (2), il y a par exemple trois chemins partant de A et  
aboutissant à C' ; les applications correspondantes sont C O  go f ,  
2'0 b 0 f e t  g'o f ' o  a. On dit qu'un diagramme est commutatif si, 
pour tout couple de chemins du diagramme ayant même origine 
e t  même extrémité, les deux applications correspondantes sont 
égales ; en parliculier si un chemin a son extrémité confondue 
avec son origine, l'application correspondante doit être l'iden- 
tité. 

Pour que le diagramme (2) soit commutatif, il faut et il sufi t  
que l'on ait les relations : 

(3) ,floa = 6 0  f 7  g ' o b  = cog,  h'oc = d o h ;  

autrement dit, il faut et il sufi t  que les trois diagrammes carrés 
extraits de (2) soient commutatifs. En effet, les relations (3) en- 
trainentcogof = g r ~ b ~ f p u i s q u e c ~ g = g ' o b , e t g ' ~ b ~ f = g ' ~ ~ ' o a  
puisque bof = f ' o  a ; donc les trois chemins partant de A et  
aboutissant à Cr donnent la même application. On vérifie de 
même que Ies quatre chemins partant de A et  aboutissant à D' 
(resp. les trois chemins partant de B et aboutissant à Dr) donnent 
la  même application. Les relations (3) signifient que les deux che- 
mins partant de A (resp. B, C) et aboutissant à B' (resp. C', D') 
donnent la même application. Tous les autres couples de sommets 
de (2) ne peuvent être joints que par un chemin au plus, e t  le dia- 
gramme (2) est donc bien commutatif. 

Par  la suite, nous laisserons au lecteur le soin de formuler e t  
de vérifier des résultats analogues pour d'autres types de dia- 
grammes. 
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3. Suites exactes. 

Rappelons la définition suivante (Alg., chap. II ,  3 e  éd., 1, 
no 4)  : 

DEFINITION 1. - Soient A un anneau, F, G, H trois A-modules 
à droite (resp. à gauche), f un homomorphisme de F dans G et g un 
homomorphisme de G dans H. On dit que le couple ( f ,  g) est une suite 

exacte s i  l'on a ?(O) = f(F), c'est-ù-dire s i  le noyau de g est égal 
à l'image de f .  

On dit  aussi alors que le diagramme 

(4 )  
f F - G L 1 - i  

est une suite exacte. 

Considérons de même un diagramme formé de quatre modules 
et  de trois homomorphismes : 

On dit que ce diagramme est exact en F si le diagramme 

E 1.' -3 G est une suite exacte ; on dit  qu'il est exact en G si 

F 2 G ht H est une suite exacte. Si (5) est exact en F et en G, on 
dit qu'il est exact, ou encore que c'est une suite exacte. On définit 
de même les suites exactes à un nombre quelconque de termes. 

Rappelons aussi les résultats suivants (loc. cit.), OU E, F,  G 
désignent des A-modules a droite (resp. à gauche), les flèches 
représentent des homomorphismes, et  O désigne un module réduit 
à son ëlément neutre : 

/ a) Dire que O -t E -t F est une suite exacte équivaut à dire 
que f est injectif. 

6) Dire que E -If, F ++ O est une suite exacte équivaut ii dire 
que f est surjectif. 

f c) Dire que O -+ E -a F +- O est une suite exacte équivaut à 
dire que f est bijectif, c'est-à-dire que f est un  isomorphisme de 
E sur F. 
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d) Si F est un sous-module de E et si l'on note i l'injection 
canonique de F dans E et p la surjection canonique de E sur E/F, 
le diagramme 

est une suite exacte. 
e )  Si f : E -t F est un homomorphisme, le diagramme 

-1 

(où i est l'injection canonique de f(0) dans E, et p la surjection 
canonique de F sur F/f(E)) est une suite exacte. 

f )  Pour qu'un diagramme 

soit une suite exacte? il faut et il suffit qu'il existe des modules 
S, T et des homomorphismes a : E -t S, b : S -t F, c : F -+ T 
et d : T -+ G tels que f = boa, g = d oc, et que les trois suites 

soient exactes. 
Rappelons enfin que si f : E -+ F est un homomorphisme de 

-1 
A-modules, on pose Ker (f )  = f(0), Irn (f) = f(E),  Coim ( f )  = E/~!O) 
et Coker ( f )  = F/f(E). Avec ces notations, on peut prendre, dans 
(9)' S = Im (f)  = ICer (g) et T = Im (g) (isomorphe canonique- 
ment a Coker (f)). 

4.  Le diagramme du serpent. 

PROPOSITION 1. - Considérons un diagramme cornmulatif de 
groupes commutatifs : 
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O n  suppose que les deux lignes de ( 1 0 )  sont exactes. Alors : 
( i )  Si  c est injectif, o n  a 

( 1 1 )  I m  ( b )  n Im ( u ' )  = Im (u' O a )  = I m  ( b  O u ) .  

(ii) S i  a est surjectif, o n  a 

( 1 2 )  Ker  ( b )  + Im ( u )  = Ker  (v' O b )  = Ker  ( c  O v ) .  

Prouvons  (i).  Il es t  clair q u e  l'on a 

Im (u'  0 a )  = I m  ( b  O u )  c Im ( b )  n Im (u ' ) .  

Inversement ,  soit x E Im ( b )  n Im ( u ' ) .  Il ex is te  y E B te l  q u e  
x = b(y ) .  C o m m e  v'o u' = 0 ,  o n  a O = v l ( x )  = v 1 ( b ( y ) )  = c ( v ( y ) ) ,  
d 'où  v ( y )  = O puisque c e s t  in ject i f .  C o m m e  ( u ,  v )  est  u n e  sui te  
exac te ,  il ex is te  Z E  A te l  q u e  y -- U ( Z ) ,  d 'où x = b ( u ( z ) ) .  

Prouvons  ( i i ) .  C o m m e  v 0 u = O e t  v' 0 u' = O ,  il est  clair q u e  

Ker ( b )  -t Im ( u )  c Ker  (v' O 6 )  = Ker ( c  O v).  

Inversement ,  soit x E Ker  (v' 0 6 ) .  Alors b(x)  E Ker ( v ' ) ,  e t  
il exis te  y' E A' t e l  que  u f ( y ' )  = b ( x )  puisque la  suite (a ' ,  v ')  es t  
exacte .  C o m m e  a es t  sur ject i f ,  il ex is te  y E A tel  q u e  a ( y )  - y', d 'où 
b ( x )  = u l ( a ( y ) )  = b ( u ( y ) )  ; o n  e n  conclut  que x - u ( y )  E Ker  ( b ) ,  
ce q u i  t e r m i n e  l a  démonstrat ion.  

Lemme 2 .  - Considérons u n  diagramme commutatif de groupes 
commutati fs  : 

h "+R 
(13) a J. & 

A' -+ B' 
u' 

Alors il existe u n  homomorphisïne et u n  seul u,  : Ker  ( a )  -t Ker  ( b ) ,  
et u n  hom.omorphisme et u n  seul u2 : Coker  ( a )  -t Colier ( b ) ,  tels que 
les diagrammes 

Ker ( a )  5 Ker  ( b )  
(14) 4, $ 7  

A + B  

A' 
u' 

-+ B' 
p 4, & 

Coker  ( a )  + Coker  ( b )  
u2 
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soient commutatifs, i et j désignant les injections canoniques, p et q 
les surjections canoniques. 

E n  e f f e t ,  si x E Ker ( a ) ,  on  a a ( x )  = O e t  b (u (x ) )  = u l (a (x ) )  = 0, 
donc u ( x )  E Ker ( b ) ,  e t  l'existence e t  l'unicité de u, sont alors 
immédiates. De même ,  on a u l ( a ( A ) )  = b ( u ( A ) )  c b (B) ,  donc 
u' donne par passage aux  quotients un homomorphisme u, : 
Coker ( a )  + Coker ( b ) ,  qui est le seul homomorphisme pour le- 
quel (15)  soit commutat i f .  

Partons maintenant d'un diagramme commutatif (10)  de 
groupes commutat i f s  ; il lui correspond en  ver tu  d u  lemme 1 u n  
diagramme 

Ker ( a )  A Ker ( b )  L+ Ker (c)  -- 
i.l iJ. J. 
AAB v 

> C 
(16)  j, b .1 ------.........-..-.- j, ..------ 

i A' - B' 
U' 2)' 

-+ C f  
d : 

i p J ,  q 4 ~4 
:-t Coker ( a )  - Coker ( b )  -+ Coker (c )  

'42 % 

où i, j ,  k sont les injections canoniques, p ,  q,  r les surjectiuns ca- 
noniques, u,, u, (resp. v,, v,) les homomorphismes canoniquement 
associés à u ,  u' (resp. v, v') par le lemme 1. On vérifie aussitôt que 
ce diagramme est commutat i f .  

PROPOSITION 2. - Supposons que dans le diagramme com- 
mutatif ( IO) ,  les suites ( u ,  u )  et ( u t ,  v ' )  soient exactes. Alors : 

( i )  On a v, O u, = O ; si u' est injectif, la suite (u,, v,) est exacte. 
( i i )  On a v, 0 u, = O ; si v est surjectif, la suite (u,, O,) est exacte. 
(ii i)  Supposons u' injectif et v surjectif. I l  existe alors u n  homo- 

morphisme et u n  seul d : Ker ( c )  + Coker ( a )  ayant la propriété 
suivante : si x E Ker ( c ) ,  y E B et t' E A' vérifient les relations v ( y )  = 

k ( x )  et u'(tl)  = b ( y ) ,  on a d (x )  = p(t'). De plus la suite 
d 

(*) Ker ( a )  2-t Ker ( b )  A Ker (c )  --+ 

d 
-+ Coker ( a )  Coker ( 6 )  -% Coker ( c )  

est exacte. 
Prouvons ( i ) .  Comme u, e t  v, ont  mêmes graphes que 
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les restrictions d e  u e t  v à Ker(a) et  Ker(b) respectivement, on a 
v , o u ,  = O. On a Ker(v,) = Ker(b) n Ker(v) = Ker(b) n Im(u)  = 

Im(j )  n I m  (u). Mais d'après la prop. 1, (i), on a Ker (v,) = 

Im ( j  0 u,) = Im (u,) si u' est injectif. 
Prouvons (ii). Comme u, e t  v, proviennent de u e t  v par passage 

aux quotients, il est clair que v,o u, = O. Supposons v surjectif ; 
comme q et  p sont surjectifs, on a ,  en vertu des hypothèses et  de  la 
prop. 1, (ii) 

Ker (v,) = q(Ker (v, 0 q)) = q(Ker (v') -t Im (b)) = q(Ker (v')) 
= q(Im (ut))  = Im (q O u') = I m  (u, 0 p) = Im (u,). 

Prouvons enfin (iii). Pour x E Ker (c), il existe y E B tel que 
v(y) = k(x) puisque v est surjectif ; en outre, on a vl(b(y)) = 

c(k(x)) = O, et  par suite il existe un unique t' E A' tel que u'(tf) = 

b (y )  puisque u' est injectif. Montrons que l'élément p(tf) E Coker (a) 
est indépendant de l'élément y E B tel que a(y) = k(x). En  effet, 
si y' E B est un second élément tel que v(yf) = k(x), on a y' = 

y + u(z) où z E A ; montrons que si tu E A' est tel que ul(t") = b(yf) 
on a t" = t' + a(z) ; en effet on a u1(t' + a(z)) = uf(t') f ul(a(z)) = 

b(y) + b(u(z)) = b(y + u(z)) = b(y'). Enfin, on en conclut que 
p(t") = p(tf)  + p(a(z)) = p(tr). On peut donc poser d(x) = p(tf) e t  
on a ainsi défini une application d : Ker (c) -t Coker (a). 

Si maintenant x,, x, sont des éléments de Ker (c) et  x = x, + x,, 
on prendra des éléments y, e t  y, de B tels que v(y,) = Ic(x,) et  
v(y,) = k(x,) et  on choisira pour y E B l'élément y, + y, ; il est 
alors immédiat que d(x) = d(x,) + d(x,), donc d est un homo- 
morphisme. 

Supposons que x = v,(xf) pour un x' E Ker ( b )  ; on prendra 
alors pour y E B l'élément j(xl). Comme b(j(xf)) = O, on en con- 
clut d(x) = O, donc d 0 v, = O. Inversement, supposons que 
d(x) = O. Avec les notations précédentes, on a donc t' = a(s), 
où s E A. Dans ce cas, on a b(y) = u'(tf) = uf(a(s)) = b(u(s)), ou 
encore b(y - u(s)) = O. L'élément y - u(s) est donc de la forme 
j(n) pour n E Ker (b), et  on a k(x) = v(y) = v(u(s) + j(n)) = 

v(j(n)) = k(v,(n)) ; comme k est injectif, x = v,(n), ce qui prouve 
que la suite (*) est exacte en Ker (c). 

Enfin, on a (toujours avec les mêmes notations) u,(d(x)) = 
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u,(p(t')) = q(u'(tf)) = q(b(y)) = O donc u,od = O. Inversement, 
supposons qu'un élément w = p(tf)  de Coker (a) soit tel que 
u,(w) = u,(p(tf)) = O (avec t' E A'). On a donc q(u'(t')) = O, e t  
par suite uf(t') = b(y) pour un y E B ; comme u'(uf(t'))) = O, on a 
vr(b(y)) = O, donc c(v(y)) = O, autrement dit v(y) = k(x) pour 
un x E Ker (c), e t  par définition w = d(x), ce qui montre que la 
suite (*) est exacte en Coker (a). On a vu dans (i) qu'elle est 
exacte en Ker (b) e t  dans (ii) qu'elle est exacte en Coker (b), ce 
qui achève de prouver (iii). 

Remarque. - Lorsque les groupes du diagramme (10) sont tous 
des modules (à droite par exemple) sur un anneau A et les homo- 
morphismes des homomorphismes de A-modules, on vérifie aussi- 
tôt que l'homomorphisme d défini dans la prop. 2, (iii) est encore un 
homomorphisme de A-modules : si x E Ker ( c )  e t  a E A, et si y E B 
est tel que v(y) = ?c(x), il sufit de remarquer que o(ya) = Jc(xa). 

COROLLAIRE 1. - Supposons que le diagramme (10) soit 
commutatif et ait ses lignes exactes. Alors : 

(i) S i  u', a et c sont injeclifs, b est injectif. 
(ii) S i  v ,  a et c sont surjectifs, b est surjectif. 
L'assertion (i) est conséquence de l'assertion (i) de la prop. 2 : 

en effet on a Ker (a) = O et  Ker (c) = O, donc Ker (b) = 0. 
L'assertion (ii) est conséquence de l'assertion (ii) de la prop. 2 : 

en effet, on a Coker (a) = O et  Coker (c) = O, donc Coker (b) = 0. 

COROLLAIRE 2. - Supposons que le diagramme (10) soit 
commutatif et ait ses lignes exactes. Dans ces conditions : 

(i) S i  b est injectif et s i  a et v sont surjectifs, alors c est injectif. 
(ii) S i  b est surjectif et s i  c et u' sont injectifs, alors a est sur- 

jectif. 
Pour prouver (i), considérons le diagrammc 

où a' est l'application ayant même graphe que la restriction de b 
à u(A), w et  w' les injections canoniques ; il est clair que ce dia- 
gramme est commutatif et  a ses lignes exactes. En  outre w' est 
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injectif, e t  par hypothèse v est surjectif ; on a donc par la prop. 2, 
(iii). une suite exacte. 

d 
O = Ker (b) -t Ker (c) -+ Coker (a') = O 

puisque b est injectif et que a' est surjectif; d'où Ker (c) = 0. 
Pour prouver (ii), considérons le diagramme 

où cette fois c' est l'application ayant même graphe que la restric- 
tion de c à v(B), e t  w et w' ont respectivement mêmes graphes que v 
e t  v' ; ce diagramme est commutatif et ses lignes sont exactes. 
E n  outre w est surjectif e t  par hypothèse u' est injectif ; on a 
donc, par la prop. 2, (iii), une suite exacte 

d 
O = Ker (c') -+ Coker (a) -+ Coker ( b )  = O 

puisque b est surjectif e t  que c' est injectif ; d'où Coker (a) = 0. 

3 2. Modules plats (*) 

1.  Rappel sur les produits tensoriels. 

Soient A un anneau, E un A-module à droite, M un A-module 
à gauche. On a défini en Alg., chap. I I ,  3e  éd., 3 3, no 1, le produit 
tensoriel E@AM, qui est un Z-module. Si E' (resp. M') est un 
A-module à droite (resp. à gauche) e t  u : E -+ E'  (resp. v : M -+ M') 
un homomorphisme, on a aussi défini (loc. cit., no 2) un Z-homo- 
morphisme 

U @ V  :E@aM -+ E1@aM'. 

Lemme 1. - Soit M' M % M" -+ O une suite exacte de 
A-modules à gauche, et soit E un A-module à droite. La  suite 

est alors une suite exacte de groupes commutatifs. 

(*) Signalons aux lecteurs déjà au courant de l'Algèbre homologique qu'ils 
trouveront au 3 4 d'autres caractérisations des modules plats. 
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C'est le cor. de  la prop. 5 d'Alg., chap. I I ,  3e éd., § 3, no 6. 

On en conclut que pour tout  homomorphisme u : M + N de  
A-modules à gauche, E @A (Coker u) s'identifie canoniquement 
à Coker (1,@ u), comme le montre le lemme 1 appliqué à l a  suite 
exacte 

M N -t Coker u -+ O. 

Les notations é tan t  celles d u  lemme 1, on sait (loc. cit.) que si 

u est injectif, c'est-à-dire si la  suite O ;. M' M % M" -t O est 
exacte, il n'en résulte pas nécessairement que 1, @ v soit injectif 
e t  l'on ne peut  donc pas en général identifier E @A M' à un  sous- 
groupe d e  E M. Rappelons toutefois (Alg., chap. I I ,  3'3 éd., 
$3, no 7, cor. 5 J e  la  prop. 7) le résultat suivant : 

Lemme 2. - S i  v : M' -+ M est injectif et si v(Mf) est facteur 
direct de M, l'homomorphisme 1,@ v est injectif, et son image est 
facteur direct de E @A M. 

2. Modules M-plats . 
DEFINITION 1. - Soient A un anneau, E un A-module à droite 

et M un A-module à gauche. On dit que E est plat pour M (ou M-plat) 
si, pour tout A-module à gauche M' et tout homomorphisme injectif 
v : M' -+ M, l'homomorphisme 1, @ v : E @A M' -t E @A M est 
injectif. 

On définit de même, pour tout  A-module à droite N, la no- 
tion de  module à gauche N-plat. Dire qu'un A-module à droite E 
est plat pour un  A-module à gauche M équivaut à dire que E ,  
considéré comme Ao-module à gauche (on rappelle que A0 désigne 
l'anneau opposé de A), est plat pour le Ao-module à droite M. 

Lemme 3. - Pour  qu'un A-module à droite E soit M-plat, il 
sufit que pour tout sous-module de type fini M' de M, l'homomor- 
phisme canonique 1, @ j : E @a M' -+ E @A M ( j  étant l'injection 
canonique M' ;. M) soit injectif. 
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En  effet, supposons cette condition vérifiée et  soit N un 
sous-module quelconque de M. Supposons que l'image canonique 

dans E @A M d'un élément z = C xi @ y$ E E @A N (xi E E,  y, E N) 
6 

soit nulle, et  soit M' le sous-module de type fini de N engen- 
dré par les y$ ; comme par hypothèse l'application composée 
E @A M' + E RA N + E @a M est injective, la  somme z' = Z x r  @ yé, 

i 

considérée comme élément de E @AM', est nulle. Comme z est 
l'image de z', on a aussi z - O, d'où le lemme. 

Lemme 4. - Soient E un A-module à droite et M un A-module 
à gauche tel que E soit M-plat. Si N est, soit un sous-module, soit un 
module quotient de M, alors E est N-plat. 

Le cas où N est un sous-module est facile, car si N' est un 
sous-module de N, l'homomorphisme composé 

est injectif, donc il en est de même de E @A N' + E @A N. Suppo- 
sons donc que N soit un module quotient de M, c'est-à-dire qu'il 

existe une suite exacte O + R ;\il N + O. Soient N' un sous- 
1 

module de IV, et  M' = p(N1). Notons i' l'application de R dans M' 
ayant même graphe que i, p' la surjection M' + N', ayant même 
graphe que la restriction de p à M', r l'application identique de R 
sur R, m l'injection canonique M' -t M, n l'injection canonique 
N' + N. Le diagramme 

est commutatif, et  ses lignes sont exactes. 
Pour simplifier l'écriture, posons T(Q) = E @a Q pour tout  

A-module à gauche Q e t  T(v) = 1,R o pour tout  homomorphisme 
v de A-modules à gauche. Le diagramme 

est commutatif, et  ses lignes sont exactes en vertu du no 1, lemme 1. 
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De plus, puisque E est M-plat, l'homomorphisme T(m) est injec- 
tif. Comme T(r) e t  T(pr) sont surjectifs, il résulte du 3 1, no 4, cor. 2 
de la prop. 2, que T(n) est injectif, ce qui démontre le lemme. 

Lemme 5. - Soit (Mt),,, une famille de A-modules à gauche, 

M = @ML leur somme directe, et E un A-module à droite. Si, pour 
LEI 

tout L E 1, E est plat pour M,, alors E est plat pour M. 
a) Supposons d'abord que 1 = 11, 21, et soit M' un sous- 

module de M = Ml O M,, Ml et M, étant canoniquement identi- 
fiés a des sous-modules de M. Désignons par Mi l'intersection 
M1nM1, par ML l'image de M' dans M, par la projection Cano- 
nique p de M sur M,. On a un  diagramme 

où v,, v, v,, i ,  i' sont les injections canoniques e t  p' l'application 
ayant même graphe que la restriction de p à M', qui cst surjec- 
tive. On vérifie aussitôt que ce diagramme est commutatif et que 
ses lignes sont exactes. Les notations T(Q) e t  T(v) ayant le même 
sens que dans la démonstration du lemme 4, on a un diagramme 
commutatif 

E n  vertu du lemme 1 du il0 1, les deux lignes de ce diagramme 
sont exactes ; comme E est plat pour Nd, et M,, T(v,) et T(v,) sont 
injectifs ; en outre, en vertu du lemme 2 du no 1, T(i) est injectif. 
Le cor. 1 de la prop. 2 du 5 1, no 4 montre alors que T(v) est injec- 
tif e t  par suite E est M-plat. 

b) Si 1 est un ensemble fini à n éléments, on procède par ré- 
currence sur n en utilisant a). 

c) Dans le cas général, soit M' un sous-module de type fini de 
M. Il existe alors une partie finie J de l'ensemble d'indices 1 telle 

que M' soit contenu dans la somme directe M, = @ML. En 
LEJ 

vertu de b),  E est plat pour M, ; l'homomorphisme canonique 
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E BA M' -t E @A MJ est donc injectif. D'autre part, comme M, est 
facteur direct de M, l'homomorphisme canonique E @A MJ -t E @A M 
est injectif (no 1, lemme 2). Par  composition, on en déduit que 
E @AM' -t E @AM est injectif, et E est plat pour M en vertu 
du lemme 3. 

3. Modules plats. 

PROPOSITION 1. - Soit  E u n  A-module à droite. Les  trois pro- 
priétés suivantes sont équivalentes : 

a)  E est plat pour A, (autrement d i t ,  pour tout idéal à gauche a 
de A, l'homomorphisme canonique E @A a + E BA A, = E est injectif). 

b )  E est M-plat pour tout A-modzzle à gauche M. 
c )  Pour toute suite exacte de A-modules à gauche et d'homomor- 

phismes 
CO MJLM-M" 

l a  suite 
I @ u  l @ w  

E@AM1-+E@AM----+E@aMr1 

est ezacte. 
Il est immédiat que b)  entraîne a). Inversement supposons a )  

vérifiée ; en vertu du no 2, lemme 5, E est plat pour tout A-module 
à gauche libre ; comme tout A-module à gauche est isomorphe à 
un quotient d'un module libre (A lg . ,  chap. I I ,  3 e  éd., 1, no 11, 
prop. 2 0 ) ,  il résulte du no 2, lemme 4 que E est plat pour M. 

Montrons que c )  implique 6 ) .  Si v : M' -t M est un homomor- 

phisrne injectif, la suite O -t M' -If M est exacte ; en vertu de c ) ,  
100 

la suite O -t E BA M' -+ E @AM est exacte ; cela signifie que 
1 @ v est injectif, autrement dit que E est M-plat. 

Enfin, l'implication b)  5 c )  est la conséquence du  lemme 
plus précis suivant : 

Lemme 6. - S i  M' -% M = M" est une  suite ezacte de A- 
modules à gauche et s i  E est un A-module à droite plat pour M", 
l a  suite 

1 @ v  l @ w  E@nM1-+ E @ a M - d  EiaAM" 
est exacte. 
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Utilisons les notations T(Q) et T(v) avec le même sens que 
dans la démonstration du lemme 4 du no 2. Posons Mi' = w(M) et 
soient i : Mi' -t M" l'injection canonique et p l'application de M 

dans Mi' ayant même graphe que W .  La suite M' = M -% Mi' -+ O 
étant exacte, il résulte du no 1, lemme 1 que la suite 

est exacte. Par ailleurs, comme E est Mu-plat, l'application 
T(i)  : T(MI1) -t T(M") est injective, et comme T(i) oT(p) = T(w), 
la suite 

T(M1) % T(M) % T(M") 

est exacte ( 5  1, no 3). 

DEFINITION 2. - On dit qu'un A-module a droite E est plat 
s'il vérifie les propriétés équivalentes de la prop. 1. 

On définit de même les A-modules à gauche plats. Dire qu'un 
A-module à droite E est plat équivaut à dire que E, considéré 
comme Ao-module a gauche, est plat. 

Remarques. - 1) En vertu du no 2, lemme 3, pour qu'un 
A-module à droite E soit plat, il faut et il sufit que, pour tout 
idéal a gauche a de A, de type fini, l'application canonique 
E @A a -+ E (prop. 4 )  d'image Ea, soit injective. 

2) Soit E un A-module à droite plat. Si M' est un sous- 
module d'un A-module à gauche M, l'injection canonique 
E BA M' -+ E @a M permet d'identifier E @a M' à un sous-groupe 
de E @a M. Ceci étant, soient N un A-module à gauche, zz : M -t N 
un homomorphisme, K = Ker u, 1 = Im u. La considération de la 
suite exacte. 

O + K + M - = N  

montre aussitôt (prop. 1) que E @a (Ker u) s'identifie à Ker (1, @ u). 
D'autre part, en notant u' I'homomorphisme surjectif M + 1 
ayant même graphe que u, et i l'injection canonique 1 -+ N, 1, €3 u' 
est surjectif (no 1, lemme 1) et 1,@ i est injectif puisque E est 
plat. Comme 1, @ u = (1, @ i) 0 (1, @ u'), E @A (Im u) s'identifie à 

Im (1, 8 u). 
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PROPOSITION 2. - (i) Soit (EL)LEI une famille de A-modules 

à droite. Pour que E = @ E, soit plat, il faut et il suffît que chacun 
LEI 

des EL soit plat. 
(ii) Soient 1 un ensemble ordonné, (E,, fp,) un système inductif 

de A-modules à droite (Alg., chap. II,  3e  éd., $ 6, no 6). S i  chacun 
des E, est plat, alors E = lim E, est plat. 

-Z 

Soit M' + M un homomorphisme injectif de A-modules à 
gauche. 

(i) Pour que l'homomorphisme somme directe 

CE (EL @A Mt) 
LEI 

soit injectif, il faut et  il suf i t  que chacun des homomorphismes 
E,@AM1 -+ EL@& M le soit (Alg., chap. II ,  3 e  éd., $ 1, no 6, cor. 1 

de la prop. 7), ce qui démontre (i), puisque @ (EL@* M) s'iden- 
L E I  

tifie canoniquement à E @A M (Alg., chap. II ,  3e  éd., $ 3, no 7, 
prop. 7). 

(ii) Par hypothèse, chacune des suites 

O +  E,@aMf + E,@AM 

est exacte ; il en est donc de même de la suite 

puisque le passage à la limite inductive commute avec le produit 
tensoriel (Alg., chap. II ,  3e  éd., $ 6, no 7, prop. 12) et  conserve 
l'exactitude (ibid., $ 6, no 6, prop. 8). 

4 .  Exemples de modules plats. 

1) Pour tout anneau A, il est clair que Ad est un A-module 
plat (Alg., chap. II ,  3 e  éd., $ 3, no 4, prop. 4). Il résulte alors de la 
prop. 2, (i), du  no 3 que tout  A-module à droite libre, et  plus géné- 
ralerrient tout  A-module à droite projectif (Alg., cliap. I I ,  3e  éd., 
$ 2 ,  no 2) est un A-module plat. 

2) Si A est un anneau semi-simple (Alg., chap. VIII ,  $ 5, no 1, 
déf. 1) tout  A-module à droite E est semi-simple, donc somme 
directe de modules simples ; comme chacun de ces derniers est 



no 4 MODULES PLATS 29 

isomorphe à un facteur direct de Ad (ibid., 8 5,  no 1, prop. 6), E est 
projectif, e t  par suite plat d'après 1) (cf. exerc. 16). 

- *3) Aux chap. I I  e t  I I I ,  nous étudierons en détail deux 
exemples importants de A-modules plats : les anneaux de frac- 
tions S-lA et les séparés complétés Â de A pour les topologies 
J-adiques.* 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau, E un A-module à 
droite. 

(i) Supposons que E soit plat. Pour tout élément a de A qui 
n'est pas diviseur à droite de 0 (*), les relations X E  E,  xa = O 
entraînent x = 0. 

(ii) On suppose que A est un anneau commutatif intègre dans 
lequel tout idéal de type fini est principal (par exemple un anneau 
principal (Alg., chap. VII, $ 1, no 1)). Alors, pour que E soit plat, 
il faut et il sufit que E soit sans torsion. 

Prouvons (i). Soit v : As -t A, l'homomorphisme t + ta 
de A-modules à gauche ; l'hypothèse signifie que v est injectif. 
Comme E est plat, l'homomorphisme 1, C3 o : E @A A, -t E ma A, 
est aussi injectif. Lorsque l'on identifie canoniquement E maAs 
à E,  1, @ v devient l'endomorphisme x += za de E. Donc la rela- 
tion xa = O entraîne x = 0. 

Prouvons (ii). D'après (i), si E est plat, E est sans torsion. 

Inversement, soit E un A-module sans torsion ; vérifions que, 
pour tout idéal de type fini a de A, l'homomorphisme canonique 
E @A a + E est injectif (no 3, Remarque 1). Cette assertion est 
évidente si a = (0) ; sinon, on a par hypothèse a = Aa avec 
a E A et a # O, et t -> ta est alors un isomorphisme v de A sur a ; 
notant i l'injection canonique a -t A, io v est l'homothétie de 
rapport a dans A. Alors 1, C3 ( i  0 v) est l'homothétie de rapport a 
dans E,  e t  est injective puisque E est supposé sans torsion. 
Or, on a 1, @ ( i  0 v) = (1, C 3  i) 0 (1, @ v) ; comme 1, C3 v est un iso- 
morphisme, l ,@i est injective, ce qui achève la démonstra- 
tion. 

(*) Rappelons qu'un diviseur à droite (resp. à gauche) de O dans un anneau 
A est un élément b E A tel que l'application x -t x b  (resp. x + bx)  ne soit pas 
injective. 
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Exemple. - Appliquant la prop. 3 à l'anneau Z, on voit que Q 
est un Z-module plat, mais que ZlnZ (pour n 2 2) n'est pas un 
Z-module plat. 

5 .  Platitude des modules quotients. 

PROPOSITION 4. - Soi t  E u n  A-module à droite. Les  trois 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) E est plat. 
b )  Pour toute suite exacte de A-modules à droite de la forme 

et tout A-module à gauche F, la suite 

est exacte. 
c) I l  existe une  suite exacte ( l ) ,  o ù  H est plat, telle que la  suite 

( 2 )  soit exacte pour tout A-module à gauche F de la forme &/a, o ù  
a est u n  idéal à gauche de type  fini de A. 

Montrons d'abord que a )  implique b). Le A-module à gauche 
F est isomorphe a un quotient d'un module libre (A lg . ,  chap. II, 
3e éd., 5 1, no 11, prop. 20) ; autrement dit, on a une suite exacte 

où L est libre. Considérons le diagramme 

I l  est immédiat que ce diagramme est commutatif, et  ses lignes e t  
colonnes sont exactes en vertu du no 1, lemme 1 ; en outre, comme 
1,@p et  l , @ p  sont surjectifs (no 1, lemme l ) ,  on a G @  F = 

Coker (1, @ i ) ,  H @ F = Coker (1,@ i )  ; w @ 1, est surjectif (no 1, 
lemme 1) ; enfin, comme L est libre, donc plat, v @  1, est injec- 
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tif. On peut donc appliquer le diagramme d u  serpent ( $  1, no 4, 
prop. 2, (iii)) qui prouve l'existence d'une suite exacte 

Cela étant, si E est plat, l , @ i  est injectif, autrement dit  
Ker (1, @ i) = O, et  la  suite exacte (4) montre que o @ 1, est 
injectif, donc la suite (2) est exacte (compte tenu du no 1, lemme 1). 

Comme 6 )  implique évidemment c), il nous reste à prouver 
que c) entraîne a). Considérons le diagramme (3) dans le cas R = a, 
L = A,, F = A,/a, et  appliquons la suite exacte (4). Par hypo- 
thèse, v @  1, est injectif, donc I m  (d) = O ; en outre, comme H 
est plat, on a Ker (l,@ i) = 0 ; l'exactitude de la suite (4) en- 
traine donc Ker (1, @ i) = O, autrement dit 1, @ i est injectif 
e t  cela prouve que E est plat (no 3, Remarque 1). 

PROPOSITION 5. - Soit O -+ E'  & E E" -+ O une suite 
exacte de A-modales à droite. Supposons que E" soit plat. Alors, 
pour que E soit plat, il faut et il sufit que E'  soit plat. 

Soit u : F r  -+ F un homomorphisme injectif de A-modules a 
gauche. Considérons le diagramme 

Il est commutatif et  ses lignes sont exactes (no 1, lemme 1). Puisque 
E" est plat, 1,/.@ u est injectif ; en outre, la  prop. 4 prouve que 
o @ 1,. e t  v @ 1, sont injectifs. Cela étant, si E esL plat, 1, @ u 
est injectif, donc aussi (1, @ u) 0 ( v  @ 1,~) = ( v  @ 1,) 0 (1,. @ u) ; on 
en conclut que 1,1@ u est injectif, et  par suite E'  est plat. Réci- 
proquement, si E'  est plat, 1,*@ u est injectif ; on conclut alors 
du § 1, no 4, cor. 1 de la prop. 2, que 1, @ u est injectif, et  par suite 
E est plat. 

Remarques. - 1) Il peut se faire que E et  E r  soient plats 
sans que E" le soit, comme le montre l'exemple des Z-modules 
E = Z, E' = nZ, E" = Z/nZ (n  3 2). 
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2) Un sous-module d'un module plat n'est pas nécessairement 
un module plat (exerc. 3). 

6 .  Propriétés d'intersection. 

Lemme 7. - Soient E un A-module à droite, F un A-module à 

gauche, F', F" deux sous-modules de F tels que F = F' $- F". 
Alors l'intersection des images canoniques de E @ Fr et E @ F" dans 
E @ F est égale à l'image canonique de E @ (F' n F"). 

Considérons en effet le diagramme 

O- tF 'nFU-F ' -  + F'/(F1 n F") -+ O 
.1 4 .1 

O --+ Fr' -+ F' + F" -+ (FI + Frr)/Fr '  -+ O 

où les flèches non spécifiées sont les injections et  surjections ca- 
noniques e t  j est l'isomorphisme canonique défini dans (Alg., 
chap. 1, 5 6, no 13, th.  6). Ce diagramme est commutatif et  ses 
lignes sont exactes. On en déduit (puisque F = F' + Fu) un 
diagramme commutatif 

E @ (F' n F") + E @ F' + E @ (Ff/(F'  n F")) 
4 4 IF,@! $ 

Les lignes de ce diagramme sont exactes (no 1, lemme 1) et  
1, @ j est un isomorphisme. Notre assertion est alors un cas parti- 
culier du § 1, no 4, prop. 1, (i). (Cf. exerc. 5.) 

PROPOSITION 6. -- Soient E un A-module à droite et F un 
A-module à gauche tels que E soit plat pour F. Pour tout sous- 
module F' de F,  notons cp(F1) l'image de E @  F' par l'application 
canonique de E @ F' dans E @ F (qui est injective en vertu de la dé/. 1 
du no 2). Alors, s i  Fr ,  F" sont deux sous-modules de F, on a 

rp(F' n F") = rp(F1) n rp(F"). 

En  effet, comme E est plat pour F,  <p(Ft + F") s'identifie à 

E @ (F' + F"), et  les sous-modules cp(F1), y(F1') et  cp(F' n F") s'iden- 
tifient aux images canoniques de E @ F r ,  E @ F" et E @ (F' n F") 
dans E @  (F' + F") respectivement. La prop. 6 résulte alors du 
lemme 7. 
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Remarque 1. - Les hypothèses étant celles de la prop. 6, 
on identifie d'ordinaire E @ F' à <p(F1) pour tout sous-module F' de 
F. ce qui donne la formule 

E @A (Fr  n F") = ( E  @a Fr)  n (E  @A F"). 

PROPOSITION 7. - Soient E u n  A-module ù droite, E t  u n  sous- 
module de E, F u n  A-module ù gauche et 5'' u n  sous-module de F .  
Supposons  que E/E' o u  F/Ff  soit u n  module plat. Alors l ' image 
canoniqzre de E r  @J F' dans E 8 F est L'intersection des images cano- 
niques de E' 8 F et de E @ F' dans E @ F. 

Supposons par exemple que E/Ef  soit plat, et considérons le 
diagramme 

où les flèches sont 1cs homomorphismes canoniques. Ce diagramme 
est commutatif et  ses lignes sont exactes (no 1, lemme 1) .  Comme 
E /Ef  est plat, u est injectif. Notre assertion est alors un cas parti- 
culier du $ 1 ,  no 4, prop. 1, (i). 

COROLLAIRE. - Soient E u n  A-module a droite, Et  u n  scus- 
module de E. 

(i) Supposons  que E/Ef soit plat. Alors, pour toat idéal ù gauche 
a de A, o n  a 

(5) E'a = E' n Ea. 

(ii) Inversement, supposons que E soit plat et que pour toat 
idéal ù gau,clze de type  fini a de A, o n  ait la relation (5). Alors E/Er 

est plat. 
(i) Il sufit d'appliquer la prop. 7 au cas où F = A,, F' = a. 
(ii) Pour prouver que E/Ef  est plat, appliquons ie critère c) 

de la prop. 4 du no 5 ; il faut donc établir que la suite 

O -t E'/Efa -+ E/Ea -t E/(Et + Ea) -t O 

est exacte en Ef/E'a pour tout idéal à gauche a de type fini de A. 
Or, c'est exactement ce qu'exprime la relation (5). 
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Remarque 2. - La conclusion de la prop. 7 reste vraie si l'on 
suppose seulement que E/E1 est plat pour F ou que F/F' est plat 
pour E. 

'7. Produits tensoriels de modules plats. 

Soient A, B deux anneaux, E un A-module à droite, F un 
(A, B)-bimodule (Alg., chap. I I ,  3e éd., $ 1, no 14). Rappelons 
(Alg., chap. I I ,  3e éd., $ 3, no 4) que E @A F est canoniquement 
muni d'une structure de B-module à droite, pour laquelle 

PROPOSITION 8. - Soient A, B deux anneaux, E un A-module 
à droite, F un (A, B)-bimodule. Supposons que E soit plat, et que F 
soit plat en tant que B-module. Alors le B-module E @A F est plat. 

Soient en effet G un B-module à gauche et  G' un sous-module 
de G. Puisque F est plat en t an t  que B-module à droite, I'homo- 
morphisme canonique F Bo G' + F @B G est injectif. Puisque 
E est plat, l'homomorphisme canonique 

est injectif. Comme E @A (F @B Gr) et  E @A ( F  BB G) s'identifient 
canoniquement à ( E  @A F )  @B G' et  ( E  @A F )  BB G respectivement 
(Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 9 3, no 8, prop. 8), l~homomorphisme cano- 
nique ( E  @A F)  @B Gr -t ( E  @A F)  @B G est injectif, ce qui prouve 
que E @A F est un B-module plat. 

COROLLAIRE 1. - Soient C un anneau commutatif, E ,  F deux 
C-modules plats. Alors E @O F est un C-module plat. 

En  effet, F est un (C, C)-bimodule et  il suffit d'appliquer la 
prop. 8 avec B = A = C. 

COROLLAIRE 2.  - Soit p un homomorphisme d'un anneau A 
dans un anneau B. Si E est un A-module à droite plat, le B-module 
à droite p*(E) = E(,> obtenu par extension à B  de l'anneau desscalaires 
(Alg . ,  chap. II ,  3'3 éd., § 5, no 1) est plat. 

E n  effet, on a par définition E<,> = E BAB, où B est con- 
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sidéré comme (A, B)-bimodule au moyen de p. Comme le B-module 
à droite Bd est plat, il suf i t  d'appliquer la prop. 8. 

COROLLAIRE 3.  - Soient R, S deux anneaux, rp : R -t S un 
homomorphisme d'anneaux. Si M est un S-module à droite plut et s i  
q*(Sd) est un R-module à droite plat, alors <p,(M) est un R-module à 
droite plat. 

Rappelons que cp,(M) est le R-module à droite défini par 
z . r  = x. q(r) pour tout x E M et  tout r E R (Alg., chap. I I ,  3'3 éd., 
§ 1, no 13). On applique alors la prop. 8 avec A = S, B = R, 
E = M et F = S, S étant muni de la structure de (S, R)-bimodule 
définie par cp ; le R-module à droite M @S S n'est autre alors que 

q*(M)- 

PROPOSITION 9. - Soient (A,, fB,) un système inductif fil- 
trant d'anneaux, A = lim A, sa  limite inductive, (Eu, gpa) un sys- * 
tème inductif de A,-modules à droite ayant même ensemble d'indices, 
1% = lim E, sa  limite inductive, qui est un A-module à droite (Alg., 
d 

chap. I I ,  3e éd., 3 6, no 6). S i  chacun des E, est un A,-module plat, 
E est un A-module plat. 

E n  effet, soit E& = E,@a,A, où A est considéré comme A,- 
module a gauche au moyen de 1'homomorphisme canonique 
A, -+ A ; on sait que le A-module à droite E est canoniquement 
isomorphe à lim EL (loc. cit., cor. 2 de la prop. 12). Il résulte du 

-+ 
cor. 2 de la prop. 8 que EG est un A-module à droite plat pour tout 
a, donc E est un A-module plat en vertu d u  no 3, prop. 2. 

8. Modules de présentation finie. 

Soit A un anneau. On appelle présentation (ou présentation 
de longueur 1) d'un A-module à gauche (resp. à droite) E une 
suite exacte 

de A-modules a gauche (resp. à droite), où L, et LI sont libres. 
Tout A-module E admet une présentation. On sait en effet 

(Alg., chap. II ,  3e éd., § 1 ,  no 11, prop. 20) qu'il existe un homo- 
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morphisme surjectif u : L, -t E,  où L, est libre ; si R est le noyau 
de u ,  il existe de même un homomorphisme surjectif v : L, -t R 
où L, est libre. Si l'on considère v comme un homomorphisme de 

L, dans L,, la suite L, > L, % E -t O est exacte par définition, 
d'où notre assertion. 

Si p : A -t B est un homomorphisme d'anneaux, toute pré- 
sentation (6) de E fournit une présentation de E(,, = E @a B : 

(7) Ll@aB -t Lo@aB -+ E@aB -+ O 

en vertu du  no 1, lemme 1 et  du fait que L @a B est un B-module 
libre lorsque L est libre. 

On dit qu'une présentation (6) d'un module E est finie si les 
modules libres L, et LI ont des bases finies. I l  est clair que si la  
présentation (6) est finie, il en est de même de la présentation (7). 
On dit que E est un A-module de présentation finie s'il admet une 
presentation finie. 

Lemme 8. - (i) Tout  module admettant une présenlution 
finie est de type  fini. 

(ii) S i  A est u n  anneau nœthérien à gauche, tout A-module a 
gauche de type  fini admet une présentation finie. 

(iii) Tout  module projectif de type  fini admet une présentation 
finie. 

L'assertion (i) résulte trivialement des définitions. Si A est 
nathérien à gauche et s'il existe un homomorphisme surjec- 
tif 16 : L, -t E l  oii L, est un A-module à gauche libre ayant 
une hase finie, le noyau R de u est de type fini (Alg., chap. VITI, 
§ 2, no 1, prop. 1 et no 3, prop. 7), donc il y a un homomor- 
phisme surjectif v : L, 't R où L, est libre de base finie, et la 

suite exacte L, A L, E 4 O est une présentation finie de E ; 
d'où (ii). 

Enfin, supposons que E soit un module projectif de type 
fini ; il est alors facteur direct d'un module libre de type fini L, 
(Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 9 2, no 2, cor. de la prop. 4) ; le noyau R 
de l'homomorphisme surjectif L, -t E est alors isomorphe à 
un quotient de L,, donc est de type fini, et on termine comme 
ci-dessus. 
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Lemme 9. - Soient A un anneau, E un A-module de présen- 
tation finie. Pour toute suite exacte 

O + F : G 5 E + O  

où G est de type fini, le module F est de type fini. 

Soit L, L, = E -t O une présentation finie ; si (ec) est 
une base de L,, il existe pour chaque i un élément gr E G tel 
que p(gi) = s(ei) ; l'homomorphisme u : L, + G tel que u(ei) = gr 
pour tout i est donc tel que s = pou .  Comme s o r  = O, on a 
u(r(L,)) c Ker p, et comme Ker p est isomorphe à F, on voit qu'il 
y a un homomorphisme v : L, -+ F tel que le diagramme 

soit commutatif. Comme j est injectif e t  s surjectif, on peut appli- 
quer le diagramme du serpent ( §  1, no 4, prop. 2)' autrement dit 
il y a une suite exacte 

d 
O - Ker 1, -t Coker v -t Coker u + Coker 1, = 0. 

Ceci montre que Coker v est isomorphe à G/u(L,), qui est de type 
fini par hypothèse. On a en outre la suite exacte 

O -+ v(L,) -t F -t Coker v -t O 

e t  comme v(L,) et Coker v sont de type fini, il en est de même de 
F (Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 3 1, no 7, cor. 5 de la prop. 9). 

9.  Extension des scalaires dans les modules d'homomor- 
phismes. 

Soient A et B deux anneaux, E un A-module à droite, F un 
B-module à droite et G un (BI A)-bimodule. Rappelons qu'on a 
défini (Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 3 4, no 2) un homomorphisme cano- 
nique de Z-modules 

(8)  v : F@B H0mA(E, G) -+ Hom,(E, F& G) 

tel que, pour y E F et  u E Homb(E, G), v(y @ u) soit l'application 
A-linéaire x -t y @ u(x). 
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PROPOSITION 10. - Soient A, B deux anneaux, E un A-mo- 
dule à droite, F un B-module à droite, G un (B, A)-bimodule. Suppo- 
sons que F soit plat. Alors, s i  E est de type fini (resp. de présentation 
finie) l'homomorphisme canonique (8) est injectif (resp. bijectif). 

Considérons A, B, F, G comme fixés, et, pour tout A-module 
à droite E, posons 

T(E) = F ch Hom, (E, G), T1(E) = Hom, (E, F 6% G )  

et notons v, I'homomorphisme (8) ; pour tout homomorphisme 
v : E 4 E' de A-modules à droite, posons T(v) = 1, €3 Hom (v, 1,) 

et T1(v) = Hom (v, IF@ 1,). Soit LI L, -(ot E -t O une présen- 
tation de E ; nous supposons le module libre La (resp. les mo- 
dules libres L, et LI) de type fini. On a le diagramme 

qui est commutatif, et dont la seconde ligne est exacte (Alg., 
chap. II ,  3e  éd., 5 2, no 1, th. 1) ; en outre, la suite 

O -+ Hom, (E, G) -t Hom, (La, G) -+ Hom, (LI; G) 

est exacte (loc. cit.), et comme F est plat, la première ligne de (9) 
est aussi une suite exacte (no 3, prop. 1). Cela étant, on sait que 
v,, (resp. v,, et v,,) est bijectif (resp. sont bijectifs) (Alg., chap. II ,  
3 e  éd., 3 4, no 2, prop. 2). Si on suppose seulement v,, bijectif, il 
résulte de (9) que v,,oT(w) = Tt(w) 0 v, est injectif, donc v, l'est 
aussi. Si on suppose que v, et v,, sont tous deux bijectifs, on déduit 
du $ 1, no 4, cor. 2, (ii) de la prop. 2 que v, est surjectif, et comme 
on vient de voir que v, est injectif, il est bijectif. 

C. Q .  F. D.  

10. Extension des scalaires : cas des anneaux commutatifs. 

Soient maintenant A un anneau commutatif, B un anneau, 
p : A 4 B un homomorphisme d'anneaux tel que p(A) soit contenu 
dans le centre de B ; autrement dit, p définit sur B une structure 
de A-algèbre. Pour tout A-module E,  le B-module à droite 
E(,) = E @AB s'identifie alors à B @A E, les structures de A-mo- 
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dule de p,(B,) et de p,(Bd) étant identiques par hypothèse. Rappe- 
lons que pour tout couple (E,  F) de A-modules, on a défini un 
B-homomorphisme canonique 

PROPOSITION 11. - Soient A un anneau commutatif, B un 
anneau, p un homomorphisme de A dans le centre de B, E et F deux 
A-modules. On suppose que B est un A-module plat, et que E est 
de type fini (resp. de présentation finie). Alors l'homomorphisme 
canonique (10) est injectif (resp. bijectif). 

Comme w est composé de l'isomorphisme canonique 

et de l'homomorphisme canonique (8) 

v : B @A Hom, (E l  F)  -t Hom,(E, B @A F) 

(loc. cit.), la proposition est conséquence de la prop. 10 du no 9. 

Supposons maintenant A et B commutatifs, e t  considérons 
trois A-modules, E,, E,, E3 et une application A-bilinéaire 
f : El x E, -t E,. Il existe alors une application B-bilinéaire e t  
une seule fB : x E2(B) -f E3(,$) telle que f,(l @ xl, 1 C3 x,) = 
1 Q1 f(xl, x,) quels que soient xl E El, x, E E, (Alg., chap. IX, $1, no 4, 
prop. 1). 

Dans l'énoncé qui suit, nous supposerons que B est un A- 
module plat et, pour tout sous-module E' d'un E r  ( i  = l, 2, 3), 
nous identifierons canoniquement EtB) à son image dans Et(,) 
(no 3, Remarque 2). 

PROPOSITION 12. - Soient A, B des anneaux commutatifs, 
p un homomorphisme de A dans B, El, E,, E, trois A-modules, 
f : E, x E, -+ E, une application A-bilinéaire, 

f B  : El(B) X E2(B) -+ E3(B) 

son extension. Considérons un sous-module F, de E,, un sous-module 
F, de E,, et notons T le sous-module de E, formé des xl E El tels que 
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/(sr, :rz) E F3 pour toul x, E F2. On suppose que B est un A-module 
plat, et que F, est de type fini. Alors T(,,) est l'ensemble des ~j E El(,:) 
tels que f,(r;, xi) E F3(,,) pour tout xi E F2(n). 

Soit en effet p la surjection canonique E, -t E,/F, ; à tout 
xl E El associons l'application A-linéaire x2 -t p(f(xl, x,)) de F, 
dans E3/F3, que nous noterons g(x,) ; donc g est un A-homomor- 
phisnic dc El dans Hom,(F,, E,/F3), et le noyau de g n'est autre .-. 
que 'l'. Puisque B est un A-module plat, on a la suite exacte 

(1103, prop. 1). En vertu de la prop. 11, l'homomorphisme canonique 

est injectif. I>'autre part, comme B est un A-module plat, 
(E,/F,)(,,, s'idcntifie canoniquement à E,u/F3(,,) ; composant o 
et 1 @ g, on obtient un homomorphisme u, pour lequel la suite 

0 -> TOI) -+ El(,,) : Honh (~Z(lI)> E3(11,/F3(ll)) 

est exacte. Il résulte aussitôt des définitions que u(x;), pour 
xi = 1 8 .rl E El(,,), est l'application linéaire qui, i tout  xi E F,(,), 
fait correspondre la classe mod. F,(,,) de f,(x;, xi) ; par linéarité, 
ccla est encore vrai pour tout xi :;E El(,,); le noyau de u: étant  T(,), 
la proposition est démontrée. 

C O I ~ O L L A I R E  1. - Soient A, n deux anneaux commutatifs, p : 
A + B rin Aonsonzorphisme tel que B soit un A-module plat, E un 
A-modiile de pr~senlalion finie. Pour tout sous-module de type fini F 
de E l  I'orthogonnl de F(,,) dans le dual de Eo,, est égal à en 
désignant par F' l'orthogonal de F dans le dual E* de E. 

Il résulte dc la prop. 11 que (E*)(,,) est canoniquement iso- 
morplic au dual (E(,,))* dc E(,,). Il sunit alors d'appliquer la 
prop. 12 à El = E*, E , =  E ,  E , = A ,  F,= F, F 3 =  101, 
! étant  la fornie Minéaire canonique sur E* x E. 

C o n o r . ~ . u n i . :  2. - Soient A, B, deux anneaux commutatifs, 
p : A + B un I~omomorphisme tel que B soit un A-module plat. Alors, 
pour tout A-module de type fini E, tanndateur  de l'idéal aB 
de B, où a est l'annulateur de E dans A. 
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Il suffit d'appliquer la prop. 12 à E ,  = A, E, = E, = E, 
Fî = E, FJ = { O ) .  

Remarque. - Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur les mo- 
dules Et  et sur l'application bilinéaire f ,  on note parfois F, : F, le 
module désigné par T dans la prop. 12, et on l'appelle le transpor- 
teur de F, dans F,. La conclusion de la prop. 12 s'écrit alors 

Dans le cas particulier où les Er sont égaux à l'anneau A, f 
étant la multiplication, et les Fi des idéaux ai, on obtient 1a formule 
des transporteurs 

(12) B(a, : a,) = Ba, : Ba2 

valable lorsque B est un A-module plat et que a, est un idéal de 
type fini. 

11.  Interprétation de la platitude en termes de relations (*). 

Dans tout ce no A désigne un anneau, E un A-module a droite, et 
F un A-module à gauche. 

Tout élément de E @, F s'écrit, au moins d'une façon, sous 
n 

la forme z = I: et @ f i  où et E E et f i  E F. Le lemme suivant donne 
i=1 

une condition pour qu'une telle somme soit nulle : 

Lemme 10. - Soient ( f h ) A E L  une famille de générateurs de F, 
une famille d'éléments de E, de support fini. Pour que 

C eh@ f~ = O, il faut et il su f i t  qu'il existe u n  ensemble fini J ,  une 
A E L  

famille ( x ~ ) ~ , ~  d'éléments de E et une famille (aiA) ( j e  J ,  h E L) 
d'éléments de A ayant les propriétés suivantes : 

Io la famille ( a * ~ )  a u n  support fini ; 
20 o n  a C a j ~ f ~  = 0 pour tout j E J ; 

A E L  

3O o n  a eh = x j a j ~  pour tout h E L. 
j € J  

(*) Les résultats de ce no ne seront pas utilisés dans le reste de ce c,ha- 
pitre, sauf au $ 3 ,  no 7. 
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En langage imagé, le système des eh doit être combinaison li- 
néaire à coefficients dans E de systèmes d'éléments de A qui sont 
des « relations entre les f i  1). 

Considérons en effet le A-module libre AS), sa base cano- 
nique (uA)  e t  l'homomorphisme g : AS) -t F tel que g(uÀ) = fh 

pour tout  A = L ; en notant R le noyau de g, on a (puisque les f i  
engendrent F) la suite exacte 

où i désigne l'injection canonique. En  vertu du r i0  1, lemme 1, on 
en déduit la suite exacte 

Or, E AS') s'identifie canoniquement à E(Li, une famille 
e = (eh) E E(L) étant  identifiée A C eh@ uA (Alg.,  chap. I I ,  3e éd., 

A 

$ 3, no 7, cor. 1 de la prop. 7). Pour qu'une telle famille appar- 
tienne au  noyau de I,@ g, il faut et  il suffit que C eh @ fh = O dans 

A E L  

E @, F ; compte tenu de la suite exacte (13) ,  cela équivaut à dire 
que e appartient à l'image de I,@ i ,  c'est-à-dire que I'on a une 
relation de la forme 

(14)  C eh @ ah = C xj @ i ( r j )  
A E J, j e  J 

OU xj E E ,  rj E R et  J est fini. Si I'on pose i(rj) - 22 ajhU~, l7hyp0- 
A E L  

thèse rj E R se traduit par la  relation C ajAfA = O pour tout  j = J ; 
A E L  

la relation (14)  se traduit d'autre part par ch = x ja j~  pour tout 
j € J  

A =  L (Alg. ,  chap. II ,  3 e  éd., S 3, no 7, cor. 1 de la prop. 7), ce 
qui achève la démonstration. 

PROPOSITION 13. - Pour que E soit plat pour F (no 2,  déf. 1), 
il faut et il suf i t  que la condition suivante soit satisfaite: 

( R )  S i  (e,)isI et sont deux familles finies d'éléments 
de E et de F respectivement, telles que C ec @ fi = O dans E @, F, 

Z E I  

il esiste un ensemble fini J ,  une famille ( x ~ ) ~ , ,  d'éléments de E ,  
et u'ne famille (aii) ( j  E J ,  i E I )  d'éléments de A, ayant les propriétés 
suivantes : 
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o n  a 2 aiif# = O pour tout j E J ; 
Z E I  

20 o n  a ei = 2 xjaji pour tout i E 1. 
j € J  

Supposons que E soit plat pour F. Soient (e i )  et  ( f i )  des 
familles finies d'éléments telles que I: et@ f i  = O dans E @, F, et  

i 
soit Fr le sous-module de F engendré par les fi. Puisque l'appli- 
cation canonique E @, F' -+ E @, F est injective, on a aussi 

et@ fi = O dans  E @, F' et  on peut alors appliquer le lemme 10 
d 

a E et  à F' ; on obtient ainsi les familles ( x j )  et  (ajz) vérifiant les 
conditions de (R). 

Réciproquement, supposons vérifiée la condition ( R ) .  Soit 
F' un sous-module de F, et soit y = E ei @ f i  un élément du noyau 

i € I  

d e  l'application canonique E @, F' -t E 8, F. Puisque (R)  est 
vérifiée, il existe des familles ( x i )  e t  (aii) vérifiant les conditions 
10 et  20. On en conclut que, dans E @, F', on a 

y = .C xiaji C3 fi = ( x i  C3 2 ajtf i)  = O. 
6,i j = J  t e 1  

Donc E @, F' -+ E 63, F est injectif. c.  Q .  F. D .  

COROLLAIRE 1. - Pour q u ' u n  A-module à droite E soit plat, 
i l  faut et il s u f i t  qu'il vérifie la  condition suivante : 

(RP)  Si ( e J i E I  et (b&,, sont deux familles finies d'éléments de E 
e t  de Arespectivement telles que e$b( = O, il existe u n  ensemble fini J ,  

iczI 
une famille (xi)iE d'éléments de E,  et une famille ( a j i )  ( j  E J ,  i E 1)  
d'éléments de A tels que I: ajibi = O pour tout j E J et que ei = C. xjaji 

i € I  i e J  
pour tout i E 1. 

En effet, la  condition (RP) n'est autre que la condition ( R )  
de la prop. 13, appliquée a u  module F = A,. 

En termes imagés, (RP) s'énonce ainsi : toute ((relation » entre 
les bg, a coefficients dans E, est combinaison linéaire (a coefficients 
dans E) de relations » entre les bi à coefficients dans A. 

Considérons plus particulièrement un homomorphisme de A 
dans un anneau B, faisant de B un A-module à droite. On sait (no 3, 
prop. 1) qu'il revient au  même de dire que ce A-module est plat, 
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ou qu'il est plat pour tout A-module à gauche A s  ( m  3 1). Si on 
applique la condition ( R )  de la prop. 13 à E = B, F = AT, on 
obtient la condition suivante : 

COROLLAIRE 2. - Pour que l 'anneau B soit u n  A-module à. 
droite plat, il faut et il su f i t  qu'il vérifie la  condition suivante : 
( R P ' )  Toute solution (yk)l<k$fi, formée d'éléments de B ,  d ' u n  sys- 
tème d'équations linéaires et homogènes 

n 

à coeficients cki dans  A, esl combinaison linéaire- 

u coeficients bj E B, de solutions (qk ) l$k<n  d u  système (15)'  formées 
d'éléments q k  de A. 

5 3. Modules fiA;éllemepit plats 

1 .  Definition des masdules fidèlement plats. 

PROPOSITION 1. - Soit E u n  A-module à droite. Les  quatre 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) Pour qu'une suite N' z> N % N u  de A-modules à gauche 
soit exacle, il faut et il su f i t  que la  suite 

i @ v  l @ w  E @ - 4 N ' - + E @ a N  - + E @ a N r '  
soit exacle. 

b )  E est plat, et pour tout A-module a gauche N ,  la relation 
E @a N = O entraîne N = 0. 

c) E est plat, et pour tout homoinorphisme v : N' -t N de A-mo-  
dules à gauche, la  relation l x @  v = O entraîne v = 0. 

d )  E est plat, et pour tout idéal à gauche maximal  m de A, o n  a 
E # Em. 

Pour simplifier l'écriture, nous poserons T(Q) = E @A Q 
pour tout A-module à gauche Q, et T ( v )  = 1, G3 v pimr tout homo- 
morphisme v de A-modules à gauche. 



Nous allons d'abord prouver l'équivalence de a), b) et c). 

Prouvons que a)  implique b). Si a) est vérifiée, il est clair que 
E est plat ( 5  2, no 3, prop. 1). D'autre part, soit N un A-module 
à gauche tel que T(N) = O, et considérons la suite O +- N -t O ; 
l'hypothèse T(N) = O signifie que la suite O -+ T(N) -t O est 
exacte. Par a), la suite O -+ N -+ O est exacte, d'où N = 0. 

Montrons que b) implique c). Supposons b) vérifiée, e t  soient 
v : N' + N un homomorphisme, 1 son image. Comme l'image de 
T(v) s'identifie à T(I)  ( §  2, no 3, Remarque 2), l'hypothèse T(v) = O 
entraîne T(1) = O, donc 1 = O d'après b) et par suite v = 0. 

Démontrons que c )  entraîne a). Supposons donc c) vérifiée 
e t  considérons une suite 

(1) N' : N -If N" 

d'homomorphismes de A-modules à gauche, et la suite corres- 
pondante 

(2) T(N1) a T(N) % T(N"). 

Si la suite (1) est exacte, ii en est de même de (2), puisque E 
est plat ( $  2, no 3, prop. 1). Inversement, si (2) est exacte, on a 
d'abord T(w 0 v)  = T(w) 0 T(v) = O, donc w 0 v = O par hypothèse. 

-1 

Posons 1 = v(N') et K = w(O) ; on a 1 c K d'après ce qui précède. 
Considérons la suite exacte 

i et  p étant les applications canoniques. Comme E est plat, la suite 
T( i )  

O -+ T(1) ---, T(K) T(K/I)  -t O 

est exacte, autrement dit, T(K/I)  est isomorphe à T(K)/T(I) ,  qui 
est O par hypothèse, puisque T(1) (resp. T(K)) s'identifie à l'image 
de T(v) (resp. a u  noyau de T(w)) ( $  2, no 3, Remarque 2). Mais la 
relation T(p) = O entraîne p = O par hypothèse, donc on a K = 1, 
ce qui prouve que la suite (1) est exacte. 

Démontrons enfin l'équivalence de b) et d). Si b) est vérifiée, 
on a E /Em = E @,(A,/m) # O puisque A,/m # O; d'où d). Inver- 
sement, supposons d) vérifiée ; tout  idéal à gauche a # A de A 
est contenu dans un idéal à gauche maximal m (Alg . ,  chap. 1, $ 8, 
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no 7, th. 2), donc l'hypothèse E # Em entraîne E # Eu, autre- 
ment dit E @.< (Asla) f O. En d'autres termes, pour tout A-module 
à gauche monogène N # O, on a T(N) # O. Si maintenant N est un 
A-module à gauche # O quelconque, il contient un sous-module 
monogène N' # O ; puisque E est plat, T(Nf)  s'identifie à un sous- 
groupe de T(N) ; on vient de voir que T(N1) # O, donc T(N) # 0. 

C.  Q. F. D .  

DEFINITION 1. - On dit qu'un A-module à droite E est fidèle- 
ment plat s'il vérifie les quatre propriétés équivalentes de la prop. 1. 

On définit de même les A-modules à gauche fidèlement plats ; 
il est clair que pour qu'un A-module à gauche E soit fidèlement 
plat, il faut et il sufi t  que E ,  considéré comme Ao-module à droite, 
soit fidèlement plat. 

Remarque. -- Si E est un A-module fidèlement plat, E est 
un A-module fidèle : en effet, si un élément a E A est tel que z a  = O 
pour tout x E E, l'homothétie h : b + ba dans A est telle que 
lx@ h = O ; d'où h = O par la propriété c) de la prop. 1, c'est- 
à-dire a = O puisque A possède un élément unité. 

Exemples. - 1) La somme directe d'un module plat et d'un 
module fidèlement plat est un module fidèlement plat en vertu de 
la propriété d) de la prop. 1 et du $ 2, no 3, prop. 2. 

2) Comme As est fidèlement plat en vertu du  critère d) de la 
prop. 1 et du  $ 2, no 4, Exemple 1, il résulte de 1) que tout module 
libre non rédüit à O est fidèlement plat. Par contre, il existe des fac- 
teurs directs non nuls de modules libres (autrement dit, des mo- 
dules projectifs non nuls) qui sont fidèles et ne sont pas fidèlement 
plats (exerc. 2). 

3) Soit A un anneau principal. Pour qu'un A-module E soit 
fidèlement plat, il faut et il suffit qu'il soit sans torsion et que 
E # E p  pour tout élément extrémal (Alg., chap. VII, $ 1, no 3) 
p de A ; cela résulte aussitôt du $ 2, no 4, prop. 3 e t  du critère d) 
de la prop. 1. 

4) L'exemple 3) montre que le Z-module Q est un module 2 plat e t  fidèle, mais non fidèlement plat. 



PROPOSITION 2. - Soient E un A-module à droite fidèlement 
plat, et u : Nt  -t N un homomorphisme de A-modules à gauche. 
Pour que u soit injectif (resp. surjectif, bijectif), il faut et il sufit 
que 1, @ u : E BA N' -+ E @A N le soit. 

C'est une conséquence immédiate d u  critère a) de la prop. 1. 

PROPOSITION 3. - Soit O -t El -t E -t El1 -t O une suite 
exacte de A-modules à droite. On suppose que E' et E" sont plats, et 
que l'un d'eux est fidèlement plat. Alors E est fidèlement plat. 

On sait déjà que E est plat ( $  2, no 5, prop. 5). On v a  vérifier 
que E possède la propriété b) de la prop. 1. Soit N un A-module à 
gauche. Comme E" est plat, on a l a  suite exacte 

( $  2, no 5, prop. 4). Si EB, N = O, on en conclut que E'@A N et  
Eu@, N sont nuls ; comme l'un des modules E', E" est fidèle- 
ment plat, cela entraîne N = 0. 

2.  Produit tensoriel de modules fidèlement plats. 

PROPOSITION 4. - Soient R, S deux anneaux, E un R-mcdule 
à droite, F un (R, S)-bimodule. On suppose que E est fidèlement plat. 
Alors, pour que F soit un S-module plat (resp. fidèlement plat), il faut 
et il sufit que E F le soit. 

10  Si F est plat, E BR F est plat ( $ 2 ,  no 7, prop. 8). 
20 Supposons E @R F plat, et  soit v : N' -+ N un homomor- 

phisme injectif de S-modules à gauche. L'homomorphisme 
1,@1,@v: E@RF@sNf +E@EFBsN est alorsinjectif ( $ 2 ,  nO3, 
prop. $). On déduit du no 1, prop. 2 que IF@ v : F@s N' -+ F@s N 
est injectif ; donc F est un S-module plat ( $  2, no 3, prop. 1). 

30 Supposons F fidèlement plat, e t  soit N un S-module à 
gauche tel que E @R F @S N = O. Puisque E est fidèlement plat, 
cela entraîne F 8 s  N = O, d'où N = O puisque F est fidèlement 
plat ; cela prouve que E @RF est fidèlement plat. 

40 Supposons E Ch F fidèlement plat, e t  soit N un  S-module 
à gauche tel que FBsN = O. On a E@RF@s N = O, d'où N = 0, 
ce qui montre que F est fidèlement plat. 
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COROLLAIRE. - Soient C un anneau commutatif, E et F deux 
C-modules fidèlement plats. Alors le C-module E @O F est fidèlement 
plat. 

On applique la prop. 4 avec R = S = C. 

3. Changement d'anneau. 

PROPOSITION 5. - Soit p un homomorphisme d'un anneau 
A dans un anneau B. Si E est un A-module à droite fidèlement 

plat, le B-module à droite p*(E) = E(,) = E @AB est fidèlement 
plat. 

On applique la prop. 4 du no 2 avec R = A, S = F = B, en 
remarquant que le B-module Bd est fidèlement plat. 

COROLLAIRE. - S i  E est un A-module à droite fidèlement plat, 
et si a est un idéal bilatère de A, le (A/a)-module à droite E/Ea est 
fidèlement plat. 

On applique la prop. 5 avec B = A/a, p étant l'homomor- 
phisme canonique. 

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau cornrnutatif, B une 
algèbre sur A, p : a -t a .  1 l'homomorphisme canonique de A dans B. 
Supposons que B soit un A-module fidèlement plat. Alors, pour 
qu'un A-module E soit plat (resp. fidèlement plat), il faut et il sufit 
que le B-module à droite E(,) = E @AB soit plat (resp. fidèlement 
plat). 

1 0  Si E est plat (resp. fidèlement plat), E(,, est plat (resp. 
fidèlement plat) en vertu du $ 2 ,  no 7, cor. 2 de la prop. 8 (resp. de 
la prop. 5). 

20 Supposons que E(,, soit plat, et soit v : Nt -t N un homo- 
morphisme injectif de A-modules. En vertu d u  $ 2, no 7, cor. 3,  
le A-module E @AB est plat,, donc l'homomorphisme 1, @ 1, @J v : 
E ma B @A N' + E @AB @A N est injectif. Comme les structures 
de A-module à droite et de A-module à gauche sur B coïncident, 
cet homomorphisme s'identifie à 

Comme B est un A-module fidèlement plat, on en déduit que 



1, @ v : E BA N' -t E @a N est injectif (no 1, prop. 2), ce qui 
montre que E est plat. 

30 Supposons enfin que E(,> soit fidèlement plat. Tout 
d'abord E est plat en vertu du 20. Soit en outre N un A-module 
tel que E @A N = O. On a alors E @A N @AB = O, d'où, puisque 
les structures de A-module a droite et de A-module a gauche 
sur B coïncident, E @AB Ba N = O, ce qui s'écrit aussi 
(E  @A B) @B (B @a N) = O. Comme E(,> est un B-module fidèle- 
ment plat, cela entraîne B @A N = O (no 1, prop. l), d'où N = O 
puisque B est un A-module fidèlement plat (no 1, prop. 1). 

C.  Q .  F.  D .  

4 .  Restriction des scalaires. 

PROPOSITION 7. -- Soient A, B deux anneaux, p un homomor- 
phisme de A dans B. Soit E un B-module à droite fidèlement plat. 
Pour que p,(E) soit un A-module a droite plat (resp. fidèlement plat), 
il faut et il sufit que B soit un A-module a droite plat (resp. fidèle- 
ment plat). 

On applique la prop. 4 du no 2, en remplaçant R, S, E,  F res- 
pectivement par B, A, E ,  B, la structure de A-module à droite de 
B étant définie par p ; on voit ainsi que B est un A-module plat 
(resp. fidèlement plat) si et seulement si E @BB = p,(E) est un 
A-module plat (resp. fidèlement plat). 

Remarques. - 10 La prop. 7 montre que pour que B soit un 
A-module fidèlement plat, il sufit qu'il existe un B-module fidèle- 
ment plat qui soit aussi un A-module fidèlement plat. 

20 Soient A, B, C trois anneaux, p : A -+ B, o : B -t C deux 
homomorphismes d'anneaux. La prop. 7 montre que si C est un 
B-module fidèlement plat et B un A-module fidèlement plat, 
alors C est un A-module fidèlement plat. Si C est un B-module 
fidèlement plat et un A-module fidèlement plat, alors B est un 
A-module fidèlement plat (les modules étant pris à droite, pour 
fixer les idées). Par contre B et C peuvent être des A-modules 
fidèlement plats sans que C soit un B-module fidèlement plat 
(exerc. 7). 
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5. Amneaux fidèlement plats. 

PROPOSITION 8. - Soient A, B deux anneaux, p un homo- 
morphisme de A dans B. On suppose qu'il existe un B-module à 
droite E tel que p,(E) soit un A-module fidèlement plat. Alors : 

(i) Pour tout A-module à gauche F, l'homomorphisme canonique 
j : F -t F(,, = B BA F (tel que j(x) = 1 C9 x pour x E F) est injectif. 

(ii) Pour tout idéal à gauche a de A, on a;(Ba) = a. 
(iii) L'homomorphisme p est injectif. 
(iv) Pour tout idéal à gauche maximal m de A, il existe un 

idéal à gauche maximal n de B tel que B(n) = m. 
Démontrons (i). On sait (Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 9 5, no 2, 

cor. de la prop. 5) que pour tout B-module a droite M, le A-homo- 
morphisme canonique i : M + p,(M) €3, B = p*(p,(M)) défini par 
i(y) = y @  1 est injectif e t  que le A-module i(M) est facteur direct 
de p,(M) BAB. Donc, pour tout A-module à gauche F, 

est injectif ( 5  2, no 1, lemme 2). Si on prend M = E, on en déduit 
(puisque i @ 1, = 1, @3 j) que j est injectif (no 1, prop. 2). 

L'assertion (ii) résulte de (i) en prenant F = &/a, e t  (iii) 
résulte de (ii) en prenant a = 10 1. 

Enfin, si m est un idéal à gauche maximal de A, on a 
-1 
p(Bm) = m en vertu de (ii), e t  par suite Bm # B. Il existe donc 
un idéal maximal à gauche n de B contenant Bm (Alg., chap. 1, 

$ 8, no 7, th. 2) ; on a m c;(n) e t  comme p ( l )  e n ,  2 n'appar- 

tient pas à-;(n). Par  suite$@) = m. 

Lorsque A et B vérifient les conditions de la prop. 8, on iden- 
tifie d'ordinaire A à un sous-anneau de B au moyen de p. 

COROLLAIRE. - SOUS les hypothèses de la prop. 8, s i  B est 
nœthérien (resp. artinien) à gauche, il en est de même de A. 

E n  effet, si (a,) était une suite croissante (resp. décroissante) 
non stationnaire d'idéaux à gauche de A, la suite (Ba,) d'idéaux 
de B serait croissante (resp. décroissante) non stationnaire puisque 
-1 
@(Ba,) = a,, contrairement à l'hypothèse. 



*Remarque 1). - Lorsque A et  B sont commutatifs, nous 
verrons a u  chap. II ,  5 2, no 5, cor. 4 de la prop. 11, que l'hypothèse 
de la prop. 8 entraîne que pour tout idéal premier p de A, il existe 

un idéal premier q de B tel que $(q) = p (ou p = A n q quand on 
identifie A à un sous-anneau de B)., 

La prop. 8 s'applique n o t ~ m m e n t  lorsque B est lui-même 
un A-module fidèlement plat. Mais dn a dans ce cas la proposition 
plus 'précise suivante : 

PROPOSITION 9. - Soient A, B deux anneaux, p un homomor- 
phisme de A dans B. Les cinq propriétés suivantes sont équiva- 
lentes : 

a) Le A-module à droite B est fidèlement plat. 
b) L'homomorp~~isme p est injectif et le A-module à droite 

B/p(A) est plat. 
c) Le A-module à droite B est plat, et pour tout A-module à 

gauche F, l'homomorphisme canonique x + 1 63 x de F dans B @A F 
est injectif. 

d )  Le A-module a droite B est plat, et pour tout idéal à gauche 

a de A, on a ; ( ~ a )  = a. 
e) Le A-module à droite B est plat, et pour tout idéal à gauche 

maximal m de A, il existe un idéal à gauche maximal n de B tel que 
-1 
P(n) = m. 

D'après la prop. 8, a) implique chacune des propriétés c), d), e). 
D'autre part, si e) est vérifiée, on a Bm # B pour tout idéal à 
gauche maximal m de A (puisqu'il existe un idéal à gauche maxi- 
mal n de B tel que Bm c n), et B est un A-module fidèlement plat 
par le critère d) du  no 1, prop. 1 ; donc e) entraîne a). 

Nous allons maintenant prouver que c) * d) * b) 2 a), ce 
qui achèvera la démonstration. En premier lieu, c) entraîne d), en 
prenant F = A,/a dans c). Si d) est vérifiée, en prenant a = (01, 
on voit que p est injectif ; il résulte de d) et du $ 2 ,  no 6, cor. de 
la prop. 7, que B/p(A) est un A-module à droite plat, donc d) 
entraîne b). Enfin, si b) est vérifiée, la prop. 3 du  no 1 appliquée 
à la suite exacte 

O -+ Ad & B -+ B/p(A) -+ O 
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montrc quc B est un A-iiiodulc à droitc fitldcmcnt plat, puisquc 
Ad est fidèlement plat. 

C. Q .  F. D .  

*Remarque 2) .  - Lorsque A e t  B sont commutatifs, nous ver- 
rons au chap. I I ,  $ 2, no 5, cor. 4 de la prop. 11 qiic Ics conditions 
de la prop. 9 sont équivalentes à la suivante : 

1) B est u n  A-module  plat, et pour tout idéal premier p de A, 

i l  existe u n  idéal q de B tel pue = p., 

Sous les conditions de la prop. 9, identifions A à un  sous- 

auneau dc  B a u  moyen d e  p. La  relation y ( ~ a )  = a s'écrit alors 
A n  Ba = a. D'autre part ,  si F est un A-module à gauche, on iden- 
tific F u son image dans B@,F pa r  l'application canonique 
x -, 1 ; si X est un sous-groupe additif de  F, on note alors 
BX lc sous-B-module à gauche dc B @A F cngendré par  X. Avec 
ces nolülions, on a : 

P ~ ~ P O S I T I O S  10. - Soient B u n  a n n e a u  et A un sous-anneau de 
i? tel que B soit u n  A-module  à droite fidèlement plat. Soienl F un 
A-modrrle à gauche, F ' ,  F" derlx sous-modules de F. Alors : 

(i) L'application canonique B @A F' -+ B BA F i n d u i t  un iso- 
morphisme de B @A F' sur  BF'. 

(ii) O n  a F n BF' = F'. 
(iii) O n  a B(F' + F") = BF' + BF". 
(iv) O n  n D(F1 n F") = BF' n BF". 
En eflct, commc B est un A-module à droite plat,  I'appliqa- 

tion canonique B 9, F' 4 B @A F cst injective ; compte tenu des 
identifications faites, son image est  BF', ce qui  demontre (i). 
L'assertion (ii) résulte d u  $ 2 ,  no 6, prop. 7, appliquée avcc E = B, 
E' = A, c t  compte tenu dcs formulcs A@* F = F e t  A @ *  F' = F'. 
L'assertion (iii) cst  triviale, e t  (iv) résultc d u  $ 2, no 6,  prop. 6. 

6 .  Anneaux fidèlement plats et conditions de flnitucle. 

P i ~ o r o s r ~ r o n  11. - Soient B un anneau  et A un sous-anneau 
de B [el que B soit u n  A-module  à droite lidèlement plat. Pour  qu 'un  



A-module à gauche F soit de type  fini (resp. de présentation finie), 
il faut et il s u f i t  que le B-module B @A F soit de type  fini (resp. de 
présentation finie). 

10 Sans hypothèse sur B, il est clair que si F est un A-module 
à gauche de type fini, B RA F est un B-module à gauche de type 
fini. Inversement, si B @A F est un B-module de type fini, il est 
engendré par un nombre fini d'éléments de la forme 1 @xi avec 
xt E F ; si M est le sous-A-module de F engendré par les xi, et j 
l'injection sanonique M -t F, 1B @ j : B @AM -+ B @a F est un 
homomorphisme surjectif, donc j est surjectif (no 1, prop. 2), ce 
qui prouve que F est de type fini. 

20 Si F admet une présentation finie, il en est de même de 
B @aF sans hypothèse sur B ( §  2, no 8). Reste a prouver que si 
B B A F  admet une présentation finie, il en est de même de F. 
On sait déjà par 10 que F est de type fini, donc il existe un 
homomorphisme surjectif u : L -+ F, où L est un A-module libre 
de type fini. Soit R le noyau de u ,  de sorte que B @A R s'identifie 
au noyau de I'homomorphisme surjectif IB @ u : B @AL -t B @A F 
( §  2, no 3, Remarque 2). Comme B @ A F  admet une présenta- 
tion finie par hypothèse, on en conclut ( §  2, no 8, lemme 9) que 
B @n R est de type fini ; il r6sulte alors de 1 0  que R est un 
A-module de type fini, et par suite F admet une présentation 
finie. 

PROPOSITION 12. - Soient R u n  anneau et A u n  sous-anneau 
commutatif d u  centre de R tel que B soit u n  A-module fidèlement 
plat. Pour qu 'un A-module F soit projectif et de type fini, il faut 
et il su f i t  que B @A F soit un B-module a gauche projectij de type  
fini. 

La condition est évidemment nécessaire sans hypothèses 
sur A ni B (A lg . ,  chap. I I ,  3e éd., 5, no 1, cor. de la prop. 4) ; 
prouvons qu'elle est suEsante. Un module projectif de type fini 
admettant une présentation finie ( S  2, no 8, lemme 8), l'hypo- 
thèse entraîne que F admet une présentation finie en vertu de la 
prop. 11, donc, pour tout A-module M on a un isomorphisme cano- 
nique 

w : B @, Horn, (F, M)  -t Horn, (13 @, F, B BA M) 
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( 5  2, no 10, prop. 11). Soit alors v : M -+ M" un homomorphisme 
surjectif de A-modules e t  considérons le diagramme commutatif 

Comme 1 B  @ v est surjectif, e t  que B @A F est supposé projectif, 
Horn(lRNB, IB@ v) est surjectif (Alg. ,  chap. I I ,  3e éd., 5 2, no 2, 
prop. 4 ) )  et  il en est donc de même de IB @ Hom (l,, v). Mais comme 
B est un A-module fidèlement plat, Hom (IF, v )  est lui-même 
surjectif (no 1, prop. 2), donc F est un A-module projectif (Alg., 
chap. II ,  3e éd., § 2, no 2, prop. 4). 

'7. Équations linéaires sur un anneau fidèlement plat. 

Soient B un anneau, A un sous-anneau de B. Nous dirons que 
le couple (A, B) a la  propriété d'extension linéaire s'il vkrifie la 
condition suivante : 

(E) Toute solution (yk)i c k  s,, formée d'éléments de B, d'un sys- 
tème d'équations linéaires 

n 

dont les coeficients cki et les seconds membres dr appartiennent à A, 
est de la forme 

P 

(4) yk = xk + C bjzjk (1 ,< k < n) 
j=l 

où (xk) est une solution de (3) formée d'éléments de A, les bj appar- 
tiennent à B et chacun des (zjk)l <kan est une solution du système 
linéaire homogène associé à (3)) formée d'éléments de A. 

PROPOSITION 13. - Soit A un sous-anneau d'un anneau B. 
Pour que le couple (A, B) vérifie la propriété d'extension linéaire, il 
faut et il suffît que B soit un A-module à droite fidèlement plat. 

La condition est sufisante. E n  effet, comme B est un A-module 
plat, toute solution à éléments dans B du système linéaire homo- 
gène associé a (3) est combinaison linéaire à coefficients dans B 
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de solutions formées d'éléments de A ( 5  2, no 11, cor. 2 de la 
prop. 13). Tout revient donc à prouver que l'existence d'une solu- 
tion de (3) à éléments dans B entraîne l'existence d'une solution à 

m éléments dans A. Or si on pose ck = (ck& si stn E A, , d = (dt)  E A r ,  
n 

le système (3) équivaut à l'équation C yk 8 ck  = 1 8 d dans 
k=l 

B @*A? = BS. Autrement dit, si M est le sous-A-module de A r  
engendré par les ck (1 d k 6 n), l'existence de la solution (yk) de 
(3) équivaut (avec les identifications faites au no 5) à la relation 
d E BM n  A8 ; mais comme BM n A? = M (no 5, prop. 10, (ii)), 
elle en-traîne d E M, c'est-à-dire l'existence d'une solution (xk) du 
système (3) à éléments dans A. 

La condition est nécessuire. Supposons en &et que (A, B) 
vérifie la propriété d'extension linéaire ; on sait déjà que B est un 
A-module à droite plat ( $  2, no 11, cor. 2 de la prop. 13) ; prou- 
vons que pour tout idéal à gauche a  de A, on a Ban  A = a, ce qui 
démontrera que B  est un A-module à droite fidèlement plat 
(no 5, prop. 9, d)). Or, soit x E Ba n A ; il existe par hypothèse des 
yi E B et des ai E a tels que E y z ~ i  = x ; la propriété (E) appli- 

Z 

quée à cette équation linéaire à coefficients et second membre 
dans A montre qu'il existe des xi E A tels que x = Cxiaz, donc 

i 

€J 4. Modules plats et fomteurs << Tor >> 

A l'usage des lecteurs au courant de l'Algèbre homolo- 
gique (*), nous allons indiquer rapidement comment la théorie 
des modules plats se relie à celle des foncteurs Tor. 

PROPOSITION 1. - Soit E un A-module à droite. Les quatre 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

(*) Voir la partie de ce Traité consacrée aux catégories, et, plusparticu- 
lièrement, aux catégories abéliennes (en préparation). En  attendant la parution 
de cette partie, le lecteur pourra consulter H. CARTAN-S. EILENBERG,  
Homological Algebra, Princeton, 1956,  ou R. GODEMENT, Théorie des Faisceaux, 
Paris (Hermann), 1958. 
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a) E est plat. 
b )  Pour tout A-module à gauche F et tout entier n 2 1, o n  a 

Tor; (E, F)  = 0. 
c) Pour tout A-module à gauche F, o n  a Tort (E, F)  = 0. 
d) Pour tout idéal à gauche de type  fini a de A, o n  a 

Montrons que a) implique b). Soit 

une résolution libre de F. Comme E est plat, la suite 

est exacte. Comme les Tori(E, F) sont isomorphes aux groupes 
d'homologie du complexe (i), ils sont nuls pour n > 1. 

Il est trivial que b) entraîne c) et que c )  entraîne d). Mon- 
trons enfin que d) implique a). La suite exacte 

donne la suite exacte 

Tort (E, Asla) -+ E @A a + E @A A. 

Comme d) est vérifiée, l'homomorphisme canonique 

E@aû - t E @ a A  = E 

est injectif, ce qui signifie que E est plat ( $  2, no 3, prop. 1). 

La prop. 1 fournit une caractérisation des modules plats qui 
est souvent utile d a m  les applications. Nous nous bornerons, à titre 
d'exemple, à donner une nouvelle démonstration de la prop. 5 
du $ 2, no 5. Si E' et E" sont slats, la suite exacte 

montre que Tor;(E, F) = O pour tout A-module à gauche F, 
donc E est plat. Si E et E" sont plats, la suite exacte 

Tora (Eu,  F)  -+ Tort (E', F)  -+ Tort (E, F) 

montre que Tort (Er, F)  = O, donc E r  est plat. 
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PROPOSITION 2. - Soient R, S deux anneaux, p : R -+ S un 
homomorphisme et F un R-module à gauche. Les deux propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

a)  On a Tor;(p,(E), F)  = O pour tout S-module à droite E. 
b) Le S-module à gauche p*(F) = F(,) = S a ,  F est plat, et 

on a Tor;(p*(Sd), F)  = 0. 
Supposons a) vérifiée. Prenant E = Sd, on voit que 

Tor?(p*(Sa), F) = O. Montrons en outre que F(,) est un S-module 
plat. Pour cela, notons que si E est un S-module à droite, le groupe 
additif E @, F(,, s'identifie à p,(E) @, F. Si l'on a donc une suite 
exacte de S-modules à droite 

on en déduit, vu  a), une suite exacte 

O -+ p*(E1) 63, F + p*(E) gR F -t p*(E1') @, F + O 

OU encore 

ce qui prouve que F(,) est plat. 
Réciproquement, si b) est vérifiée, on a tout d'abord, pour 

tout S-module à droite libre L = S i ) ,  Torl(p,(L), F)  = 

(Toe(p,(Sd), F))(') = O. Tout S-module à droite E s'écrit sous 
la forme E = L/H pour un S-module libre L convenable ; on a 
donc la suite exacte 

Mais comme F(,, est plat, l'homomorphisme H @, F(,) + L 63, F(,) 
est injectif, et il s'identifie à l'homomorphisme 

p*(W @, F + p,(L) 8, F. 

On déduit alors de (2) que Tor;(p,(E), F)  = 0. 

Remarque. - La proposition 2 découle aussi de l'existence 
de la suite exacte 

provenant de la suite spectrale d' <( associativité )> des foncteurs Tor. 



EXERCICES 

1) Dans le diagramme commutatif (IO), on suppose que le couple 
(ut, of) est une suite exacte et que o O U  = O. Montrer que l'on a 

Im ( b )  n Im (ut) = b (Ker ( C O  o)). 

2) On considère un diagramme commutatif de groupes commutatifs 

On suppose que : 10 (u, o) et (b, 6') sont des suites exactes ; 20 
V' OU' = O et a' O a = O ; 30 c et a' sont injectifs et  a' est surjectif. Montrer 
que dans ces conditions ut' est injectif. 

3) On considère un diagramme commutatif de groupes commutatifs 

dans lequel on suppose que les lignes et  les colonnes sont exactes, que d et 
u" sont injectifs et a" surjectif. Montrer que dans ces conditions u"' est 
injectif. Généraliser. 
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4) On considère un diagramme commutatif de groupes commutatifs 

où on suppose que les deux lignes sont exactes. 
a)  Montrer que, si a est surjectif, b et d injectifs, alors c est injectif. 
b) Montrer que, si d est injectif, a et c surjectifs, alors b est surjectif. 

5) On suppose donnée une suite exacte A' ut A 2; A" -t O et deux 
a' a" 

homomorphismes surjectifs B' -t A', B" i A", où A, A', A", B', B" sont 
des modules sur un même anneau. Montrer que si B" est un module pro- 
jectif, il existe un homomorphisme surjectif a : 33' @ B" -+ A tel que le 
diagramme 

soit commutatif ( i  et p étant les applications canoniques). 

6) On suppose donnée une suite exacte O -t A' 4 A .& A" et deux 
a" 

homomorphismes injectifs A' $ Cf, A" -+ Cu, où A, A', A", C', C" sont 
des modules sur un même anneau. Montrer que, si C' est un module injectif 
(Alg., chap. II, 3e éd., 5 2, exerc. il), il existe un homomorphisme injectif 
a : A + Cf O C" tel que le diagramme 

soit commutatif (i et  p étant les applications canoniques). 
7) Soient U, V, W trois groupes commutatifs, f : U -t V, g : V -+ W 

des homomorphismes. 
a) On considère le diagramme 

où "(u) = (u, f(u)), P(% a) = v - f(d, Y(V) = a), 8(w, a) = w - du),  
h(u, v) = (g(f(u)), a). Montrer que ce diagramme est commutatif e t  
que ses lignes sont exactes. 

b) Déduire de a)  et de la prop. 2 du no 4 une suite exacte 

O -t Ker (f) -t Ker (g O f )  -t Ker (g) -+ 
-+ Coker (f) -t Coker (g of) -+ Coker (g) -+ O. 

Donner une définition directe de cette suite exacte. 
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1) Donner un exemple d'une suite exacte O + N' -+ N -t N" -t O 
de A-modules à gauche et d'un A-module à droite E tels que E soit N'- 
plat et N''-plat, mais non N-plat (prendre par exemple N' = N" = 2/22). 

2) Soient M, N deux sous-modules d'un A-module E, tels que M + N 
soit plat. Pour que M et  N soient plats, il faut et il suffit que M n N soit 
plat. 

3) Soit A l'anneau K[X, Y] des polynômes à deux indéterminées sur 
un corps K. 

a) On considère dans A les idéaux principaux b = (X), c = (Y), qui 
sont des A-modules libres et dont l'intersection b n c = (XY) est aussi 
libre. Montrer que a = b + c n'est pas un A-module plat, bien que û 
soit sans torsion (cf. Alg., chap. III,  3 2, exerc. 4) .  

b) Dans lc A-module A2, soit R le sous-module formé des éléments 
(x, - x) où x E a. Dans le A-module A2/R, soient M, N les sous-modules 
images des sous-modules facteurs de A2 ; montrer que M et N sont 
isomorphes à A, mais que M n N n'est pas un A-module plat. 

4) a )  Donner un exemple de suite exacte non scindée 

O + E 1 + E + E " - + O  

dont tous les termes sont des modules plats (cf. Alg., chap. VII, § 3, 
exerc. 8 b)). 

b) Déduire de a)  un exemple d'une suite exacte non scindée 

dont les termes sont des A-modules à droite non plats, telle que pour tout  
A-module a gauche F, la suite O -t 13' @ F + E @ F -t E" 63 F -t O soit 
exacte (utiliser le lemme 2 du no 1). 

5) Donner un exemple d'un A-module à droite E,  d'un A-module 
à gauche F et de deux sous-modules F', F" de F tels que l'image cano- 
nique de E @ (F' n F") dans E @ F ne soit pas l'intersection des images 
canoniques de E 63 F' et de E Ci3 F" (cf. exerc. 3 a)).  

7 6) Soient A un anneau, M un A-module à gauche. On appelle 
présentation de longueur n ou n-présentation de M une suite exacte 

où LS est un A-module à gauche libre (O 6 i 6 n). On dit que la présen- 
tation est finie si tous les Li sont des modules libres de type fini. 

Si M est un A-module à gauche de type fini, on désigne par Â(M) la 
borne supérieure (finie ou égale à + CO) des entiers n O tels que M pos- 
sède une n-présentation finie. Si hf n'est pas de type fini, on pose 
h(M) = - 1. 

a)  Soit O -t P -t N -t M + O une suite exacte de A-modules à 
gauche. On a alors h(N) 2 inf (Â(P), Â(M)). (A partir de deux n-présenta- 
tions de P et  M respectivement, en déduire une de N en utilisant 
I'exerc. 5 du 9 1). 
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un h )  Soit Mn -+ Mn-l + . . . -t Mo 5 M -t O une n-présentation finie 
de M ; montrer que, si A(M) > n, Ker (un) est un A-module de type fini. 

%+i 4 (Soit Ln+l + Ln ;. . . . -t Lz -f L1 -t Lo -% M + O une (n + 1)-présen- 
tation finie de M, e t  soit P = Ker (v,), de sorte que l'on a une n-présen- 
tation de P : 

Appliquant la méthode de a)  à la suite exacte O + P + L, +- M -+ O 
on obtient une suite exacte 

e t  des suites exactes O -t Ker (vi+i) -t Ker (wr) -t Ker (ai) -t O ( §  1, 
no 4, prop. 2). Observer enfin que Ker (wi) est facteur direct de M, O Li+l). 

c) Montrer que, sous les hypothèses de a), on a 

A(M) 2 inf (h(N), A(P) + 1). 

(Si n 6 inf (A(N), A(P) + 1), montrer par récurrence sur n que A(M) 3 n, 
en raisonnant comme dans a)  et  utilisant b)). 

d) Montrer que, sous les hypothèses de a),  on a 

A(P) 3 inf (A(N), A(M) - 1). 

(Même méthode que dans c).) E n  déduire que, si A(N) = + a, alors 
A(M) = A(P) + 1. 

e) Déduire de a),  c) et  d) que, si N = M O  P, on a 

A(N) = inf (A(M), h(P)). 

E n  particulier, pour que N admette une présentation finie il faut e t  il sulfit 
qu'il en soit ainsi pour M et P. 

j )  Soient N,, N, deux sous-modules d'un A-module M. Supposons 
que NI et  N, admettent une présentation finie. Pour que NI + N, ad- 
mette une présentation finie, il faut e t  il suf i t  que NI n N, soit de type 
fini. 

7) a )  Avec les notations de l'exerc. 6, montrer que, si M est un module 
projectif, on a A(M) = - 1 ou A(M) = f m. Si A est un anneau nathérien 
à gauche, alors, pour tout A-module Ml on a A(M) = - 1 ou A(M) = + m. 

O) Si a est un idéal à gauche d'un anneau A, qui n'est pas de type 
fini, A,/a est.un A-module monogène qui n'admet pas de présentation 
finie, autrement dit A(A,/a) = O (no 8, lemme 9). 

c) Donner un exemple d'un idéal à gauche monogène a d'un anneau 
A tel que A,/a (qui est de présentation finie) admette un dual qui ne 
soit pas un A-module à droite de type fini. 

d) Soient I< un corps commutatif, E l'espace vectoriel KCN), (en) la 
base canonique de E ,  T l'algèbre tensorielle de E, dont une base est donc 
formée des produits finis ei,ei,. . . ei, (k 0, ii E N  pour tout  j). Pour un 
entier n donné, soit b l'idéal bilatère de T engendré par les produits 
eleo, eael,. . . , enen-, e t  en+ren pour tout k 2 1 ; soit A l'anneau quotient 
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T/b, et  pour tout entier m, soit a, l'image canonique de e ,  dans A .  
Montrer que, si M = A,/Aao, on a A(M) = n (observer que, pour m 6 n - 1, 
l'annulateur à gauche de a, est Aa,,i, et  utiliser l'exerc. 6 6)). 

8) Soient C un anneau commutatif, E ,  F deux C-modules. Montrer 
que l'on a A(E @O F) > inf (A(E), A(F)). 

9) Soit E un A-module à gauche de présentation finie. 
a) Montrer que pour toute famille ( F J t E r  de A-modules à droite, 

l'homomorphisme canonique E @A ( F,) + (E 53, F,) (Alg., chap. I I ,  
L E I  LEI  

3 éd., 5 3, no 7) est bijectif. 
b) Soit (G,, cpa,) un système inductif de A-modules à gauche ; 

montrer que l'homomorphisme canonique 

lim Hom, (E, G,) + Hom, (E, lim GE) 
4 -> 

est bijectif. 
10) a )  Soient A un anneau, 1 un ensemble, R un sous-module de 

L = A(;). Soit l'ensemble des couples (J, S), où J est une partie finie 
de 1 e t  S un sous-module de type fini de Ad n R. On ordonne 6 par la 
relation (( J c J' e t  S c S' » ; montrer que est filtrant pour cette relation 
d'ordre, que la famille (Ails) est un système inductif de A-modules à 
droite ayant 6 pour ensemble d'indices et  qu'il existe un isomorphisme 
de L/R sur lhin (Ails). 

(J,fi)€B 
h )  Déduire de a )  que tout A-module est limite inductive de A-mo- 

dules de présentation finie. 
11) Soit E un A-module à droite. On dit que E est pseudo-cohérent 

si tout sous-module de type fini de E est de présentation finie : tout 
sous-module d'un module pseudo-cohérent est pseudo-cohérent. On 
dit que E est cohérent s'il est pseudo-cohérent et  de type fini (donc de 
présentation finie). 

a )  Soit O -t Et -t E -t E" + O une suite exacte de A-modules à 
droite. Montrer que, si E est pseudo-cohérent (resp. cohérent) et  E'  de 
type fini, E" est pseudo-cohérent (resp. cohérent). Montrer que, si E' et  
E" sont pseudo-cohérents (resp. cohérents), il en est de même de E. 
Montrer que, si E et E" sont cohérents, il en est de même de E' (utiliser 
l'exerc. 6 et  le lemme 9 du no 8). 

b) Soient E un A-module cohérent, E'  un A-module pseudo-cohé- 
rent (resp. cohérent). Montrer que, pour tout homomorphisme u : E -+ Et, 
I m  (u) e t  Ker (u) sont cohérents e t  que Coker (u) est pseudo-cohérent 
(resp. cohérent) (utiliser a)). 

c) Montrer que toute somme directe (resp. tout somme directe finie) 
de modules pseudo-cohérents (resp. cohérents) est u n  module pseudo- 
cohérent (resp. cohérent). 

d) Si E est un module pseudo-cohérent e t  si M, N sont des sous- 
modules cohérents de E ,  montrer que M + N et M n N sont cohérents 
(utiliser a)  e t  c)). 

e)  On suppose A commutatif. Montrer que, si E est un A-module cohé- 
rent e t  F un A-module cohérent (resp. pseudo-cohérent), Hom, (E, F) est 
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un A-modiilc coliérent (resp. pscudo-cohércn:.). (Sc ramener air cas où F 
est cohérent. e t  considérer une préacntatioii finie de E, puis utiliser b).) 

7 12) a )  Soit A un anneau. \rontrcr qiic Ics qiiat.rc propriétés sui- 
vantes sont équivalentes : 

a) Le ri-module à droite Ad est coliérent. (eserc. 11). 
p) Tout A-module à droite de prZscnt.at.ion firiic est. coiicrent. 
y) Pour toiit ensemble 1, le A-rnodiile h gniiclie A: est plat. 
8) Tout produit dc --1-niodiilcs B pucl ic  plats cst plat. 
(I'our prwvcr  que z) ciitraiiic p), iitiliscr l'eserc. 11 6). Pour voir 

que y) entrainc x ) ,  raisonner par l'absurde en utilisant la .prop. 13 du 
no 11. Pour niontrcr qiic sr) entraine 8), utiliser I'cserc. 9.) 

On dit qu'un tel anneau A est coliérertt à droite. e t  on definit de incme 
la notion d'anneari coliérett~ t i  galrclie. 

6) Montrer que toiit anneau imLlit.ricn à droite csC cohérent à dr9it.e. 
Donner un escniplc d'anneau artinicn & droiie qui n'est pas cohérent à 
ga~ctit: (ci. ..llg., chnp. VI II, $ 2, e s c r ~ .  A ) .  

*<.) Un nriiieaii dé \;?liii~t.ioii non dis!:Nte de rang 1 (cliap. V1) est 
colii:rcnt iiiiii.; i::>ii:iciit tics idéaiis [ion coliérents e t  admet des modules 
qiioticiits (rnoricigtnes) non pscudo-coliércnts., 

d )  Jlontrcr que, si A cst uri anneau cohérent à droite, on a,  pour tout 
A-module à tlroiic 1:. h(E) = - 1 oit h(E) = 0 ou A(E) = + or? (escrc. 6). 

e) Soit (.\,, Q::,) un syst.i?iiic i n d ~ ~ c t i i  d'anneaux dont I'cnscmble 
d'indices es? iiltraii!., ct  soi1 A -- 1 5  I\,. On siipposc que, pour a < (3, 
Ag est un i I , - ind i i l~  ii  gaiiclie plat. Jlontrcr que, si les A, sont cohérents 
j. droite, il en cst de m h c  de A. (Observer que A est un A,-module plat 
pour tout a, e t  que, si E est un  sous-module de Ad, de type fini, il existe 
un indice a e t  un sou$-niodule de typc fini l:, de (A,), tels que E, a,, A 
soit isomorphe à E.) 

*/) Déduire de e) quc tout anneau de polynômes (pour un ensemble 
fini ou infini quelconque d'indéterminées) sur un anneau commutatif 
ncztliérien est coliérent. En dhduire qu'un anneau quotient d'un anneau 
coliérent n'est pas nécessairement coliérent., 

g) Pour que A soit cohérent à gauchc, il faut e t  il siinit que I'annu- 
lateur à gauche de tout élément de A soit de type fini, e t  que l'intersection 
de deus idéaus à gauche de typc fini dans A soit de type fini (utiliser 
l'eserc. 6 1)). 

ql 13) Soient A, B deus anneaus, F un (A, B)-bimodule, G un B- 
module a droite. Montrer que, si G est injectif (Alg., chap. II, 3e éd., Q 2, 
exerc. 11) e t  si F est un A-module A gauche plat, le A-module a droite 
Hom,, (F, G) est injectif. (Utiliser l'isomorpliisme 

pour un A-module à droite E (rllg., chap. II, 3e éd., 8 4, no i).) 
7 14) Soient A, B deux anneaux, E un A-module à gauche, F un 

(A, B)-bimodulc, G un B-module à droite ; on considère l'homomor- 
phisme canonique (Alg., chap. II, 3e Cd., 8 4, exerc. 5)  

o : Hom, (F, G) 63, E -+ Hom, (Hom, (E, F), G) 
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tel que (o(u @x))(v) = u(v(x)) pourx E E, u E Hom,(F, G), v E Hom,(E, F). 
Montrer que, si G est un B-module injectif (Alg., chap. II, 3e éd., 9 2, 
exerc. 11) et si E est de présentation finie, o est bijectif. (Considérer 
d'abord le cas où E est libre de type fini.) 

7 15) Soit A un anneau. Montrer que tout A-module à gauche E qui 
est plat et de présentation finie est projectif. (Étant donné un homomor- 
phisme surjectif u : F + F" de A-modules à gauche, soit ur l'homomor- 
phisme Hom (l,, u) : Hom, (E, F) -+ Hom, (E, Fu), et ü l'homomor- 
phisme Hom (u', 1,) : Hom, (Hom, (E, F"), G) 4 Hom, (Hom, (E, F), G), 
où G est un Z-module divisible. En  utilisant d'abord l'exerc. 14, prouver 
que ü est injectif ; puis, en choisissant convenablement G (Alg., chap. 
II,  3e éd., 5 2, exerc. 14), montrer que u' est surjectif.) 

16) Soient A un anneau, a un élément de A. Montrer que les pro- 
priétés suivantes sont équivalentes : 

a) a E aAa. 
p) aA est facteur direct dans le module Ad. 
y) Ad/aA est un A-module à droite plat. 
8) Pour tout idéal à gauche b de A, on a UA n b = ab. 
(Utiliser le cor. de la prop. 7 du no 6 pour prouver l'équivalence de 

y) et a), et  montrer directement que 6 )  entraîne cr) et que a) entraîne p), 
en prouvant l'existence d'un idempotent e E UA tel que eA = UA.) 

17) Soient A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

a) Tout élément a E A vérifie les propriétés équivalentes de I'exer- 
cice 16. 

p) Tout idéal à droite de type fini de A est facteur direct de Ad. 
y) Tout A-module à gauche est plat. 
8) Tout A-module à droite est plat. 
On dit alors que A est un anneau absolument plat (*). 
(Pour voir que a) implique P), utiliser l'exerc. 15 b) de Alg., chap. 

VIII, 5 6.) 
7 18) Soit A un anneau absolument plat (exerc. 17). 
a) Soit P un A-module à droite projectif. Montrer que tout sous- 

module E de type fini de P est facteur direct de P. ((Se ramener au cas 
où P est libre de type fini. Remarquer alors que P/E est de présentation 
finie, et utiliser l'exerc. 15). 

b) Montrer que tout A-module à droite projectif P est somme directe 
de sous-modules monogènes, isomorphes à des idéaux à droite mono- 
gènes de A. (Utiliser le th. de Kaplansky (Alg., chap. II, 3e éd., § 2, 
exerc. 3) pour se ramener au cas où P est engendré par une famille 
dénombrable d'éléments, puis utiliser a).) 

c) Donner un exemple d'anneau absolument plat A et de A-module 
de type fini et non projectif (considérer un quotient de A par un idéal 

(*) Nous modifions la terminologie d'<c anneau régulier introduite 
en Alg., chap. VIII, $ 6, exerc. 15, ce nom désignant aussi une tout autre 
notion en Algèbre commutative. 
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non de type fini ; cf. Alg., chap. VIII,  3 6, exerc. 15 f),  e t  Alg. comm., 
chap. II, § 4, exerc. 17). 

19) Soit A un anneau. Montrer que les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

CI) A est semi-simple. 
p) Tout idéal à droite de A est un A-module injectif. 
y) Tout A-module à droite est projectif. 
8) Tout A-module à droite est injectif. 
20) Soient A un anneau intègre, B une A-algèbre qui est un A-mo- 

dule plat, M un A-module sans torsion. Montrer que, si t E B n'est pas 
diviseur de zéro, la relation t . z  = O pour un z E B @a M entraîne z = 0. 
(Se raniener au cas où M est de type fini, et en plongeant M dans un A- 
module libre de type fini, se ramener au cas où M = A.) 

21) Soient S un anneau commutatif, R une S-algèbre ccunmutative, 
B une S-algèbre (commutative ou non), B(,, la R-algèbre obtenue à partir 
de B par extension des scalaires. On suppose que R est un S-module plat 
e t  que B est un S-module de type fini. Si Z est le centre de B, montrer que 
I'homomorphisme canoniqne de Z(,) 7 Z @, R dans B(,) est un isomor- 
phisme de Z(,) sur le centre de BCR). (Utiliser la suite exacte 

où €)($)(y) = xy - yx, et la prop. 11 du no 10.) 
7 22) Soit E un A-module à gauche. Pour tout idéal à droite a de 

A, et  tout élément a E A, on note a : a l'ensemble des x E A tels que ax G a, 
et  aE  : a l'ensemble des y E E tels que ay E aE. On a évidemment 
( a  : a)E c a E  : a. Montrer que, pour que E soit plat, il faut et il suffit 
que, pour tout idéal à droite a de A et tout élément a E A, on ait l'égalité 
(a : a)E = a E  : a .  (Pour voir que la condition est nécessaire, considérer 

6 
la suite exacte de A-modules à droite O -+ (a:  a)/a -+ Ad/a 5 Adla, où 4 
est l'injection canonique et  cp l'application déduite par passage aux quo- 
tients de la multiplication à gauche par a. Pour voir que la condition 
est suffisante, appliquer le critère du cor. 1 de la prop. 13 du no 11 : partir 

n 

d'une relation atxd = O avec ai E A, x+ E E, appliquer l'hypothèse à 
i=l 

l'idéal az = atA et  à l'élément al, e t  raisonner par récurrmce sur n.) 
i =2  

23) a) Soit O -+ R + L -+ E + O une suite exacte de A-modules 
à gauche, où L est un A-module libre ; soit (e,) une base de L. Montrer 
que les conditions suivantes sont équivalentes : 

CI) E est plat. 
p) Pour tout x E R, si a, est l'idéal à droite engendré par les com- 

posantes de x sur la base (e,), on a x E Ra,. 
y) Pour tout x E R, il existe un homomorphisme Ur : L + R tel 

que uz(x) = x. 
8) Pour toute suite finie d'éléments de R, il -existe un 
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homomorphisme u : L -+ R tel que ~ ( x r )  = xi pour 1 < i < n. (Utili- 
ser le cor. de la prop. 7 du no 6). 

b) Soit a un idéal à gauche de A tel que A/a soit un A-module plat. 
Montrer que pour tout idéal à gauche de type fini b c a, il existe x E A 
tel que b c Ax c a (utiliser le critère 6) de a)). 

c) Déduire de a)  une nouvelle démonstration du résultat de 
l'exerc. 15. 

d) Soit r le radical de A, et soit O -+ R -+ L + E + O une suite 
exacte de A-modules à gauche, telle que L soit libre. On suppose que E 
est plat e t  quv R est contenu dans rL. Montrer que l'on a alors R = O 
(avec les notations de a), observer que a, est un idéal de type fini e t  
que l'on a a, = a,r). 

e) Soit E un A-module plat de type fini ; supposons qu'il existe un 
idéal bilatère b de A contenu dans le radical de A, t û l  que E/bE soit un 
(~ /b) -module  libre. Montrer que E est alors un A-module libre (observer 
qu'il existe un A-module libre de type fini L tel que L/bL soit isomorphe 
à E/bE et  utiliser Alg., chap. VIII, S 6, no 3, cor. 4 de la prop. 6 ; puis 
appliquer d)). 

24) On dit qu'un sous-module M' d'un A-module à droite M est pur 
si, en désignant par j : M' -t M l'injection canonique, l'homomorphisme 
j @ 1, : M' @, N -t M @, N est injectif pour tout A-module à gauche N. 
Il en est ainsi lorsque M' est facteur direct de M, ou lorsque M/M1 est 
plat, mais ces deux conditions ne sont pas nécessaires (exerc. 4). 

a )  Montrer que, pour que M' soit un sous-module pur de M, il faut 
et il sufit  que, si est une famille finie d'éléments de M', (xi)1EJ 
une famille d'éléments de M tels que mt = C xjajr pour tout i E 1 et  

i €J 
pour une famille (ajt) d'éléments de A, alors il existe une famille (xi)iE 
d'éléments de M' tels que ml = xiaii pour tout i E 1. (Pour voir que 

iEJ 

la condition est sufisante, utiliser le lemme 10 du no 11 pour montrer 
que M' @A N -t M @a N e ~ t  injectif pour tout A-module à gauche N de type 
fini ; pour voir que la condition est nécessaire, considérer un A-module 
à gauche de type fini N = L/R, où L est un A-module libre de type fini 
et R un sous-module de type fini de L.) Déduire de ce critère que, lorsque 
A est un anneau commutatif principal, la notion de sous-module pur 
d'un A-module coïncide avec celle d'Alg., chap. VII, $ 2, exerc. 7. 

b) Soient M un A-module à droite, M' un sous-module de M, M" un 
sous-module de M'. Montrer que, si M' est un sous-module pur de M et 
M" un sous-module pur de M', alors M" est un sous-module pur de M, 
et M'/Mu est un sous-module pur de M/M". Si M" est un sous-module 
pur de M, M" est sous-module pur de M'. 

c) Montrer que, si N et P sont deux sous-modules de M tels que 
N n P et  N + P soient purs dans M, alors N et P sont des sous-modules 
purs de M. Donner un exemple de deux sous-modules N, P de Z2 qui sont 
purs dans Z2 mais tels que N + P ne soit pas un sous-module pur de Z2. 

d) Soient C un anneau commutatif, E, F deux C-modules ; montrer 
que, si E' (resp. F') est un sous-module pur de E (resp. F), l'application 
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canonique E'@c F' -+ E @C F est injective, e t  identifie E' @O F' a un 
sous-module pur de E 69~ F. 

e) Soient p : A -+ B un homomorphisme d'anneaux, M un A-module 
à droite, M' un sous-module pur de M. Montrer que MI,, = M'C3.B 
s'identifie canoniquement à un sous-module pur de Me )= M @A B. 

i) a) Pour que la somme directe d'une famille (Ex) de A-modules 
soit un A-module fidèlement plat, il sufit que chacun des Ex soit plat 
e t  que l'un d'eux au moins soit fidèlement plat. 

b) Déduire de a) que, si A est un anneau simple, tout A-module non 
nul est fididement plat. Le résultat est-il valable pour les anneaux semi- 
simples ? , 

2) Soit (pl) la suite strictement croissante des nombres premiers, et 
soit A l'anneau produit n Z1p.Z. Montrer que la somme directe E des 

n 
Z1p.Z est un A-module projectif fidele qui n'est pas fidèlement plat 
(observer que li: cst un idéal de A tel quc E2 = E). 

3) Soit A un anneau cohérent à droite ( §  2, exerc. 11). Pour qu'un 
produit de A-modules à gauche soit fidi?lement plat, il sufi t  que cha- 
cun d'eux soit plat e t  que l'un d'eux au moins soit fidèlement plat. 

En déduire que, si A est un anneau commutatif cohérent, l'anneau 
de séries formelles A[[Xi,. . . , XnJ] est un A-module fidèlement plat. 

4) Soient A une algèbre simple sur un corps commutatif K, B une 
sous-algèbre de A, semi-simplc mais non simple. Montrer que A est un B- 
module (à droite ou Q gauche) fidclernent plat, mais qu'il existe des B- 
modules à droite E qui ne sont pas fidèlement plats, tandis que E @a A 
est toujours un A-module fidèlement plat (exerc. 1). 

5) Soient -4 un anneau commutatif, hl un A-module plat contenant 
un sous-module N qui n'est pas un module plat (cf. 5 2, exerc. 3). Soient 
B (resp. C) le A-module A O N (resp. 11 0 M) dans lequel la multiplica- 
tion est définie par (a, x)(a', d) = (au', as' + a'x) ; alors B n'est pas 
un A-module plat, mais le B-module C est un A-modula fidèlement plat, 
e t  par suite B vérifie les conditions de la prop. S du no 5. 

6) Donner un exemple d'un anneau intègre A, d'un anneau B dont A 
est un sous-anneau, tels que B soit un A-module plat, mais qu'il existe 
un A-module E non projectif e t  non de type fini, pour lequel B @A E 
soit un B-module libre de type fini. 

7) Si I< est un corps, l'anneau K[X] e t  le corps Ii(X) sont des Ii- 
modules fidèlement plats, mais K(X) n'est pas un I<[X]-module fidèle- 
ment plat. 

8) Soit p un nombre premier, e t  soit A le sous-anneau de Q forme 
dcs fractions klpn où k E Z, n 2 O. Montrer que A est un Z-module plat 
e t  qu'il existe un Z-module E non plat niais tel que A@, E soit un A- 
module plat. 

9) Soient A un anneau commutatif, B une A-algèbre, (Cx)1eL une 
famille de A-algèbres, et soit i3x = Cx63.B l'algèbre produit tensorieb 
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dc CA ct dc B pour tout h E L. Soit E un B-modulc à gauche. On pose 
EA = BA@, E = CA@, li: ; c'est un (BA, CA)-bimodule. De niCme, si 1: 
est un LT-module à droite, on pose FA = Fé3,Bx = F@, CA, qui est un 
(CA, BA)-bimodule. 

a) Montrer que le (CA, CA)-bimodule EA est isomorphe à 
( F  @, E) @A CA. 

6 )  Montrer que, si E est un B-module plat (resp. fidèlement plat), 
chacun des EA est un BA-module plat (resp. fidèlement plat). La réci- 

proqric est vraie si l'on suppose en outre que @ CA est un A-module 
AEL 

fidèlement plat. 
C) Montrer que, si Lest  fini, si chacun des EA est un BA-module pro- 

jectif de type fini et si @ CA est un A-module fidèlement plat, alors E 
AEL 

est un B-niodule projectif de type fini (utiliser la prop. 12 du no 6). 
10) a) Soit p : A -+ B un homomorphisme injectif d'anneaux. Mon- 

trer que, pour tout idéai à aauchc a de A qui est annulateur à gauche 
-1° d'une partie M de A, on a p (Ba) = a. 

b) D&duire de a) un exemple d'homomorphisme p : A -+ B tel que le 
A-module à droite 13 ne soit pas plat mais que l'on a i t $ ( ~ a )  = a pour 
tout idéal à gauche a de A (cf. $ 2, exerc. 17 et Alg., chap. VIII, § 3, 
exerc. 11 et 5 2, exerc. 6, et chap. IX, 2, exerc. 4). 

1) Montrer que dans i'énoncé de la prop. 2, on peut remplacer la 
condition a )  par : 

a') On a TO~!(~,(E), F) = O pour tout S-module à droite mono- 
gène E. 

(Pour prouver que a') entraîne a), considérer d'abord le cas ou E 
est engendré par n éléments, et raisonner par récurrence sur n.) 



C H A P I T R E  I I  (*) 

LOCALISATION 

Les conventions d u  chapitre I restent en vigueur dans ce cha- 
pitre. E n  outre, sauf mention expresse d u  contraire, tous les anneaux: 
sont supposés commutatifs. 

Soient A, B deux anneaux, p u n  homomorphisme de A dans B ,  
M u n  B-module. Lorsque nous parlerons de M comme d'un A-module, 
il s'agira, sauf mention expresse d u  contraire, de la structure du  
A-module p,(M) (définie par la loi externe (a ,  m )  -t p(a)m). 

1 Idéaux premiers 

1 .  Définition des idéaux premiers. 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un idéal p  d'un anneau A est 
premier si  l'anneau A / p  est intègre. 

D'après cet te  définition, un  idéal p d'un anneau A est  pre- 
mier si les deux conditions suivantes sont  vérifiées : 

1 ° p  # A ;  
20 si x, y sont  deux éléments d e  A tels que x e p  e t  y e p, on a 

X Y e P  

Ces conditions peuvent encore s'exprimer en disant que le pro- 

duit de toute famille finie d'éléments de C p appartient à C p, car 
en appliquant cette condition à la famille vide, cela implique que 
l e p .  

(*) A l'exception des énoncés placés entre deux astérisques : *...,, les 
résultats de ce chapitre ne dépendent d'aucun autre Livre de la deuxikme 
partie, ni du 3 4 du chap. 1.  
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Un idéal maximal m de A est premier, puisque A/m est un 
corps ; il résulte donc du th. de Kru11 (Alg. ,  chap. 1, § 8, no 7, th. 2) 
que tout idéal de A distinct de A est contenu dans un idéal premier 
au moins. En particulier, pour qu'il existe des idéaux premiers 
dans un anneau A, il faut et il sufit que A ne soit pas réduit à 0. 

Soit f : A -+ B un homomorphisme d'anneaux, et soit q un 
-1 

idéal de B. Posons p = f(q) ; l'homomorphisme f : A/p -+ B/q dé- 
duit de f par passage aux quotients est injectif. Supposons q 
premier ; comme l'anneau B/q est intègre, il en est de même de 
A/p qui est isomorphe à un sous-anneau de B/q ; par conséquent 

-1 
l'idéal p = f(q) est premier. En particulier, soit A un sous-anneau 
de B ; pour tout idéal premier q de B, q n A est un idéal premier de 
A. Si f est surjectif, f est un isomorphisme; les conditions << p est pre- 
mier >> et <( q est premier )> sont alors équivalentes. Donc, si p et a 
sont des idéaux de A tels que a c  p, une condition nécessaire et 
suffisante pour que p soit premier est que p/a soit premier dans A/a. 

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau, a,, a,, ..., an des idéaux 
de A, p un idéal premier de A. Si p contient le produit ala, ... a,, il 
contient l'un au moins des ai. 

Supposons en effet que p ne contienne aucun des ar. Pour 

1 < i < n, il existe donc un élément sr E a* n (: p ; alors s = s,s, ... s, 
est contenu dans ala ,...an et n'est pas contenu dans p ,  ce qui est 
absurde. 

COROLLAIRE. - Soit m un idéal maximal de A ; pour tout 
entier n > O, le seul idéal premier contenant mn est m. 

En effet, un tel idéal p doit contenir m en vertu de la prop. 1 
appliquée à ai = m pour 1 < i < n ; comme m est maximal, 
on a p = m. 

PROPOSITION 2. - Soient A un anneau, a un sous-ensemble 
non vide de A stable par addition et multiplication, et (pt)iéI une 
famille finie non vide d'idéaux de A. On suppose que a est contenu 
dans la réunion des pt et qu'il y a au plus deux des pt qui nesont pas 
premiers. Alors a est contenu dans un des pz. 



Raisonnons par récurrence sur n = Card (1) ; la proposition 
est triviale si n = 1. Supposons n 2 2 ; s'il existe un indice j tel 

que a n pl c u pi, l'ensemble a, qui est la réunion des a n  pc 
rzi 

U pour i E 1, est contenu dans Pa, donc dans l'un des pg en vertu 
t # j  

de l'hypothèse de récurrence. Supposons donc qu'il n'en soit pas 
ainsi ; pour tout j E 1, soit yj un élément de a n  pj n'appartenant à 
aucun des pz tels que i # j. Soit k un élément de 1 choisi de telle 
manière que pk soit premier si n > 2, e t  choisi arbitrairement 
si n = 2 ; soit z = yk + Il y#. On a z E a, puisque a est stable 

d#k 

pour l'addition e t  la multiplication ; si j # k, appartient 
I# k 

à pj, mais yk e pj, d'où z e pi. D'autre part, Il yt n'appartient pas 
tzk 

à pk, car aucun des facteurs y( ( i  # k) ne lui appartient, e t  px est 
premier si n - l > 1 ; comme yk E pk, z n'appartient pas à pk, 
e t  la proposition est établie. 

2. Idéaux étrangers. 

Soit A un anneau ; on dit que deux idéaux a, b de A sont 
étrangers si a + b = A. Pour qu'il en soit ainsi, il faut e t  il sufi t  
que a + b ne soit contenu dans aucun idéal premier (Alg . ,  chap. 1, 
$ 8, no 7, th. 2), autrement dit  qu'aucun idéal premier ne con- 
tienne à la fois a et b. Deux idéaux maximaux distincts sont 
étrangers. 

Lorsque A est un anneau principal (Alg., chap. VII, § 1)' pour 
que deux éléments a ,  b de A soient étrangers, il faut et il sufit, en 
vertu de l'identité de Bezout (loc. cit., no 2,  th. 1)' que les idéaux 
Aa et Ab soient étrangers. 

PROPOSITION 3. - Soient a et b deux idéaux étrangers d'un 
anneau A. Soient a' et b' deux idéaux de A tels que tout élément 
de a (resp. b) ait une puissance dans a' (resp. b'). Alors a' et b' sont 
étrangers. 

Vu l'hypothèse faite, tout  idéal premier qui contient a' con- 
tient a e t  tout  idéal premier qui contient b' contient b. Si un idéal 
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premier contient a' et b', il contient donc a et b, ce qui est absurde 
puisque a et b sont étrangers ; donc a' et b' sont étrangers. 

PROPOSITION 4. - Soient a, b,, ..., b, des idéaux d'un anneau A. 
Si a est étranger a chacun des bi (1 < i < n), il est étranger à 
b,b ,... b,. 

Soit p un idéal premier de A. Si p c,ontient a et b,b, ... b,, il 
contient un des bt (no 1, prop. 1), ce qui est absurde puisque a et 
bt sont étrangers. 

PROPOSITION 5. - Soit (a,),,, une famille finie non vide 

d'idéaux d'un anneau A. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a )  Pour i Z j, ai et a j  sont étrangers. 

b) L'homomorphisme canonique cp : A -+ rI (Alai) (Alg., 
ZEI 

chap. I I ,  3 e  éd., S 1, no 7) est surjectif. 
Lorsqu'il en est  ins si, l'intersection a des est égale à leur pro- 

duit, et L'homomorphisme canonique + : A/a -t (Alai) (Alg., 
Z E I  

chap. II ,  3e éd., § 1, no 7) est bijectif. 
Raisonnons par récurrence sur le nombre n d'éléments de 1, 

le cas n = 1 étant trivial. Considérons d'abord le cas n = 2. L'équi- 
valence de a) et b) résulte alors de l'exactitude de la suite 

(Alg., chap. I I ,  3e éd., 3 1, no 7, formule (30)). En outre, il existe 
el E a, et e, E a, tels que 1 = el + e, ; pour tout x E a = al n a2, 
on a donc a = xe, + Xe, ; mais par définition on a xe, E a,a, et 
Xe, E û1a2, donc a E a1a2 ; d'où a c a1a2, et l'inclusion opposée est 
évidente. 

Passons au cas général. Supposons la condition a) satis- 

faite et soient k un élément de 1, bk = Il a, ; l'hypothèse de 
i f k  

récurrence entraîne que bk = rI ai, et il résulte de la prop. 4 que 
if k 

al, e t  bk sont étrangers; donc a = n az = al, n bk = akbk = II ai 
i e I  i ~ 1  

par la première partie du raisonnement, et pour la même 
raison l'homomorphisme canonique A/a +- (A/ak) x (A]bk) est 



bijectif ; par l'hypothèse de récurrence l'homomorphisme cano- 
nique A/bk -+ Il (Alai) est bijectif, e t  il en est donc de même de 

Z #  k 

l'homomorphisme composé 

qui n'est autre que +, ce qui démontre b). Inversement, supposons 
b) vérifiée e t  montrons que les a, sont nécessairement étrangers 
deux à deux. Dans le cas contraire, il existerait un idéal c # A 
contenant at et aj pour i # j. Posons ah = ah pour h distinct 
de i e t  de j, e t  af = a j  = c ; l'homornorphisme canonique 
<p' : A -+ fl (Alai) peut s'écrire comme le composé 

iEI  

A -if rI (Alai) 5 rI (Alai) 
(€1 (€1 

f étant le produit des homomorphismes canoniques Alai -t A/ai ; 
il est clair que cp' n'est pas surjectif, la projection de cpf(A) sur 
(Alai) x (Alal) étant la diagonale du produit (A/c) x (Alc), qui 
est distincte de ce produit puisque c # A. Comme f est surjectif, 
cela montre que cp n'est pas surjectif. 

C. Q .  F. D .  

PROPOSITION 6. - Soit (a,),,, une famille finie non vide 
d'idéaux d'un anneau A, étrangers deux à deux ; soit a l'intersection 
des a$. Pour tout A-module M, l'application canonique M -+ n: (M/aaM) 

(€1 

est surjective, et son noyau est aM. 
Il est clair que l'application canonique de M dans n (MlûiM) 

(€1 

s'annule dans aM ; elle définit donc par passage au quotient un 
homomorphisme h : M/aM -+ n (M/azM). D'autre part, d'après la 

ZEI 

prop. 5, l'homomorphisme canonique + : A/a + n (A/ai) est bijec- 
, € I  

tif. Il en est donc de même de 1, @ + : M C3 (A/a) -t M @ (A/&). 
t e 1  

Or M@(A/a )  s'identifie à M/aM, e t  M @  II (Alai) s'identifie 
(€1 

a ri M @ (Alai), qui s'identifie lui-même a rI (M/ûiM). On vérifie 
~ E I  $€I 

immédiatement que les identifications précédentes transforment 
1, @ + en A, d'où la proposition. 
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Exemple. - Soient K un corps, ai (1 < i < m) des éléments deux 
à deux distincts de K, et pour chaque i, soit gc un polynôme dans 
K[X] ; l'idéal principal (X - ai) = tTtr est maximal dans K[X], 
donc pour tout système (ni),siG, de m entiers 3 1, les idéaux my 
sont deux à deux étrangers. On déduit donc de la prop. 5 qu'il 
existe un polynôme f E K[X] tel que l'on ait f(X) gt(X) (mod. 
(X - pour 1 6 i < m, la différence de deux tels polynômes 
étant divisible par w(X) = (X - ai)"< Lorsqu'on prend tous 

i=l 

les nt égaux à 1, on retrouve le problème résolu explicitement par 
la formule d'interpolation de Lagrange (Alg., chap. IV, § 2, no 4). 

5 2. Anneaux et modules de fractions 

1 .  Définition des anneaux de fractions. 

DÉFINITION 1. - Soit A un anneau. On dit qu'une partie S 
de A est multiplicative si tout produit fini d'éléments de S appartient 
à S. 

Il revient au même de dire que 1 E S e t  que le produit de deux 
éléments de S appartient à S. 

Exemples. - 1) Pour tout  a =  A, l'ensemble des an, pour 
n EN, est une partie multiplicative de A. 

2) Soit p un idéal de A. Pour que A - p soit une partie multi- 
plicative de A, il faut et  il suf i t  que p soit premier. 

3) L'ensemble des éléments de A non diviseurs de zéro est une 
partie multiplicative de A. 

4) Si S et  T sont deux parties multiplicatives de A, l'ensemble 
ST des produits st, où s E S et  t E T, est une partie multiplica- 
tive. 

5) Soit G un ensemble filtrant (pour la relation c) de parties 

U multiplicatives de A. Alors T = S est une partie multipli- 
s ~ 6  

cative de A, car deux éléments quelconques de T appartiennent 
à une même partie S E G, donc leur produit appartient à T. 

6) Toute intersection de parties multiplicatives de A est une 
partie multiplicative. 
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Pour toute partie S d'un anneau A, il existe des parties 
multiplicatives de A contenant S, par exemple Alui-même. L'inter- 
section de toutes ces parties est la plus petite partie multiplica- 
tive de A contenant S ; on dit qu'elle est engendrée par S. Il est 
immédiat que c'est l'ensemble formé de tous les produits finis 
d'éléments de S. 

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau, S une partie de A. Il 
existe un anneau A' et un homomorphisme h de  A dans A' ayant 
les propriétés suivantes : 

10 les éléments de  h(S) sont inversibles dans A' ; 
20 pour tout homomorphisme u de A dans un anneau B ,  tel 

que les éléments de  u(S)  soient inversibles dans B, il existe un homo- 
morphisme a' et un seul de A' dans B tel que u = u' 0 h. 

En d'autres termes, (A', h) est une solution du problème 
d'application universelle (Ens., chap. IV, $ 3, no 1) relativement 
aux données suivantes : l'espéce de structure Z considérée est 
celle d'anneau, les morphismes sont les homomorphismes d'an- 
neaux, et les a-applications sont les homomorphismes de A dans 
un anneau tels que l'image de S par un tel homomorphisme se 
compose d'éléments inversibles. Rappelons (loc. cit.) que, si 
(A ' ,  h) et (Ai,  hl) sont deux solutions de ce problème, il existe un 
isomorphisme unique j : A' -+ A; tel que h, = j 0 h. 

Soit S la partie multiplicative de A engendrée par S. Il est 
clair que toute solution du problème d'application universelle 
précédent est aussi une solution du problème d'application uni- 
verselle obtenu en remplaçant S par S ,  et inversement. 

Considérons, dans l'ensemble A x 3, la relation suivante 
entre éléments (a, s ) ,  (a', s') : 

(1) « Il existe t E S tel que t(sar - s'a) = O D. 

Cette relation est une relation d'équivalence: il est clair, eneffet, 
.qu'elle est réflexive et  symétrique ; elle est transitive, car si l'on a 
t(sa' - s'a) = O et t'(s'a" - sua') = O, on en tire tt's'(saU - sua) = O 
et on a tt's' E S .  Soit A' l'ensemble quotient de A x par cette 

relation d'équivalence ; pour tout couple (a, s) E A x s nous 
noterons a/s l'image canonique de (a, s) dans A' et nous poserons 
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h(a) = al1 pour tout a E A. Nous allons voir qu'on peut munir A' 
d'une structure d'anneau telle que le couple (A', h) réponde à la 
question. 

Soient x = a/s et y = b/t deux éléments de A'. Les éléments 
(ta + sb)/st et ablst ne dépendent que de x et de y ; en effet, si 
x = a'/sf, il existe par hypothèse r E s tel que r(sta - sa') = 0, 
d'où r(s't(ta + s b )  - st(ta' + s 'b)) = O et r(sftab - sta'b) = O. On 
vérifie aussitôt que les lois de composition (x, y) -t x + y = 

(ta + sb)/st et (x, y) +- xy = ablst définissent sur A' une struc- 
ture d'anneau commutatif, pour laquelle 011 est élément neutre 
pour l'addition, et 111 élément unité. En outre, il est immédiat que 
h est un homomorphisme d'anneaux et que, pour tout s E S, s/l est 
inversible dans A', son inverse étant l/s. Enfin soient B un anneau, 
u : A s- B un homomorphisme tel que les éléments de u(S) soient 
inversibles dans B ; il existe une application u' : A' -t B et une 
seule telle que 

(a u'(u/s) = u(u)(u(s))-l ( ~ E A ,  S E  s). 
En effet, si a/s = at/s', il existe t E S tel que t(sa' - s'a) = 0, 
d'où u(t)(u(s)u(at) - u(sf)u(a)) = O et comme u(t), u(s) et u(sf) 
sont inversibles, on a bien u(a)(u(s)) -l = u(af)(u(s')) -l. On vérifie 
aussitôt que u' est un homomorphisme pour l'addition et la mul- 
tiplication ; enfin, il est clair que u'o h = u et que u' est le 
seul homomorphisme vérifiant cette relation, car elle im- 
plique ur(a/s) = u'((a/l)(l/s)) = u'(l/s)u'(a/l) = ut(l/s)u(a), e t  
1 = ut ( l / l )  = u'(s/l)u'(l/s) = u(s)u'(l/s), d'où la formule (2). 

C. Q. F. D. 

DÉFINITION 2. - Soient A un anneau, S une partie de A, 
S la partie multiplicative engendrée par S. On appelle anneau de 
fractions deA défini par S et on désigne par A[S-l] l'ensemble quotient 

de A x S par la relation d'équivalence (1), muni de la structure 
d'anneau définie par 

(4s )  + (bit) = (ta i- sb)lst, (als)(b/t) = (ab)l(st) 

pour a, b dans A, s, t dans S. On appelle application canonique de 
A dans A[S-11 l'homomorphisme a +- a / l ,  qui fait de ArS-l] une 
A-algèbre. 
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Dans ce chapitre, nous noterons le plus souvent iA cette 
application canonique ; la démonstration de la prop. 1 montre 
que le couple (A[S-l], iz) vérifie les conditions de l'énoncé de 
cette proposition. 

Remarques. - 1 )  Il est clair que l'on a ~ [ s - l ]  = A[S-l]. 
2) Deux éléments de A[S-l] peuvent toujours s'écrire sous la 

forme a / s  et a'ls ( a ,  a' dans A, s E S )  avec le même « dénomina- 
teur » s, car si blt et b'll' sont deux éléments de AIS-11, on a 
b/ t  = bt'ltt' et  b'lt' = b'tltt'. 

3) Le noyau de i.: est l'ensemble des a E A tels qu'il existe 
s E S vérifiant s a  = O ; pour que i f  soit injectif, il faut et il suffit 
que S ne contienne aucun  diviseur de zéro dans A. 

4)  S'il existe dans S un élément nilpotent, on a O E  S, et 
l'anneau A[S-l] est réduit ù O ; cela résulte aussitôt de la déf. 2. 

5) Pour que ia soit une application bijective, il faut et il suffit 
que tout élément s E S soit inoersible dans A : la condition est 
évidemment nécessaire, puisque s / l  est inversible dans A[S-11 ; 
elle est sufisante, car pour tout t E S ,  t est alors inversible dans 
A et on a alt = ut-l l l  dans A[S-l] ; donc iz est surjective, et on a 
vu en outre dans la Remarque 3 qu'elle est injective. On identifie 
alors A et AIS-l] au moyen de iz. 

Exemple  7 ) .  - Si R est l'ensemble des éléments non diviseurs 
de O dans A, l'anneau A[R-l] n'est autre que ce que nous avons 
appelé l 'anneau des f r ~ c t ' . ) ~ ~  de A (A lg . ,  chap. 1, $ 9, no 4) ; pour 
éviter toute confusion, noua l'appellerons souvent l 'anneau total 
des fractions de A. En particulier, si A est intègre, AIR-11 est le 
corps des fractions de A (loc. cit.). 

PROPOSITION 2. - Soient A, B deux anneaux,  S une partie de A, 
T une partie de B, f un homomorphisme de A dans  B tel que f(S) c T.  
I l  existe u n  homomorphisme f' et u n  seul de A[S-l] dans B[T-11 
tel que f l ( a / l )  = f (a ) / l  pour tout a E A. 

Supposons  de plus que T soit contenu dans  la  partie multipli-  
cative de B engendrée par f(S).  Alors, s i  f est surjectif (resp. injectif) 
il e n  est de même  de f'. 
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La première assertion revient à dire qu'il existe un homomor- 
phisme f' : A[S-l] -+ B[T-l] et un seul rendant commutatif le 
diagramme 

Or, la relation f(S) c T entraîne que i:Jf(s)) est inversible 
dans B[T-l] pour tout s E S, et il suffit d'appliquer la prop. 1 à 

i g o  f .  Il résulte aussitôt de (2)  que, pour a €  A et s e  (partie 
multiplicative de A engendrée par S), on a 

Supposons que T soit contenue dans la partie multiplicative 

engendrée par f (S ) ,  qui n'est autre que f6). Il résulte alors de (3)  
que, si f est surjectif, il en est de même de f'. Supposons mainte- 
nant f injectif. Soit a/s un élément du noyau de f ' .  Comme la 
partie multiplicative engendrée par T est f(S), il y a un élément 

sl E S tel que f(sl)f(a) = O, d'où f(s,a) = O et, par suite, sla = O 
puisque f est injectif ; on a donc a/s = O, ce qui montre que f' 
est injectif. 

Remarque 6 ) .  - Si les éléments de T sont inversibles dans B, 
B[T-l] s'identifie à B au moyen de l'isomorphisme i;, et f' devient 
alors identique à l'unique homomorphisme u' de A[S-l] dans B 
tel que u' 0 if = f .  

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau, S une partie de  A, u 
un homomorphisme injectif de  A dans un anneau B tel que les 
éléments de u(S) soient iaversibles dans B. L'unique homomorphisme 
u' de A[S-l] dans B tel que a'. i.: = u est alors injectif. 

C'est une conséquence immédiate de la prop. 2 et de la Re- 
marque 6. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau, S et T deux parties de 
A telles que S c  T .  Il existe un homomorphisme ih's et un seul de 
A[S-l] dans A[T-l] tel que ii = i2" i f .  
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Pour tout a a  A, i2s applique donc l'élément a/s de A[S-11 
sur l'élément a/s de ACT-%]. 

Remarque 7). - On notera que si iz est injectif, il en est de 
même de i2' (cor. 1). C'est ce qui se produit si T est l'ensemble R des 
éléments non diviseurs de O de A ; on peut alors identifier A[S-11 
au sous-anneau de l'anneau total des fractions A[R-l] engendré 
par A et par les inverses dans A[R-l] des éléments de S. 

COROLLAIRE 3. - Soient A, B, C trois anneaux, S (resp. Tl U) 
une partie multiplicative de A (resp. B, C), f : A -+ B, g : B -+ C 
deux homomorphismes, h : A -+ C l'homomorphisme composé go f ; 
on suppose que f(S) c T, g(T) c U. Soient f' : A[S-l] +B[T-11, 
gr : B[T-l] + C[U-l], h' : A[S-l] + C[U-l] les homomorphismes 
correspondant à f, g, h ; alors h' = g' 0 f'. 

Cela résulte aussitôt des définitions. 

E n  particulier, si S, T, U sont trois parties multiplicatives de 
A telles que S c T c U, on a idlS = i:>To QS. 

COROLLAIRE 4. - Soient S une partie d'un anneau A, B un 
sous-anneau de A[S-l] contenant i:(A), S' l'ensemble ia(S). Soit j 
l'injection canonique de B dans A[S-l] ; l'unique homomorphisme g 
de B[St-l] dans A[S-l] tel que g 0 i;' = j est un isomorphtsme. 

L'application g est injective en vertu du cor. 1 ; l'anneau 
g(B[St-11) contient iz(A) et les inverses des éléments de S'; il 
est donc égal à A[S-l]. 

Lorsque A est intègre et O e S, la notation A[S-11 est conforme 
à celle dYAlg., chap. IV, 5 2, no 1 ; en outre, si S est multiplicative, 
A[S-l] coïncide dans ce cas avec l'ensemble noté S-lA dans Alg., 
chap. 1, 3 1, no 1. 

P a r  extension de notation, pour toute partie multiplicative S 
d'un anneau A, nous noterons désormais S-lA l'anneau de frac- 
tions A[S-l]. Lorsque S est le complémentaire d'un idéal premier p 
de A, nous écrirons A, a u  lieu de S-lA. 

Si A est intègre et O e S, S-lA est toujours identifié à un 
sous-anneau du corps des fractions de A, contenant A (Remarque 7). 
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2. Modules de fractions. 

L'liomomorpl~isme canonique i,' : A -+ A[S-l] défini au no 1 
permet de considérer tout A[S-']-module comme un A-module. 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau, S une partie de A, M 
un A-module, M' le A-module M @A A[S-'1, f le A-homomorphisme 
canonique x + x@ 1 de M dans Mt. Alors : 

10 Pour tout s E S, l'homothétie z -t sz de M' est bijective. 
20 Pour tout A-module N tel que, pour tout S E  S, l'homothétie 

y + sy de N soit bijective, et tout homomorphisme u de M dans N, 
il exisle un homomorphisme et un seul u' de M' dans N tel que 
U = u'of. 

En d'autres termes, (M', f )  est une solution du problème 
d'application universelle (Ens., chap. IV, 5 3, no 1) relativement 
aux données suivantes : l'espèce de structure C est celle de 
A-module dans lequel les homothéties produites par les éléments 
de S sont bijectives, les morphismes sont les homomorphismes de 
A-modules, et les a-applications sont aussi les homomorphismes 
d e  A-modules. 

Pour tout A-module N e t  tout  a E A, désignons par ha l'ho- 
mothétie y + ay dans N ; a + ha est donc un homomorphisme 
d'anneaux de A dans End,(N). Dire que ha est bijective signifie 
que ha est un élément inversible de End,(N). Supposons que, 
pour tout  s E S, hs soit inversible dans End,(N) ; les éléments ha 
pour a E A et  les inverses des éléments h, pour s E S engendrent 
alors dans End,(N) un sous-anneau commutatif B, e t  l'homomor- 
phisme a + ha de A dans B est tel que les images des éléments 
de S soient inversibles. On en conclut (no 1, prop. 1) qu'il existe un 
homomorphisme unique h' de A[S-'1 dans B tel que hl(a/s) = ha(h,)-l; 
on sait (Alg . ,  chap. I I ,  3e éd., $ 1, no 14) qu'un tel homomor- 
phisme définit sur N une structure de A[S-']-module telle que 
(ais) .y  = (h,)-'(a. y) ; la structure de A-module déduite de cette 
structure de AIS-l]-module au moyen de l'homomorphisme i: 
n'est autre que la structure initialement donnée. 

Inversement, si N est un AIS-l]-moduIe, e t  si on le considère 
comme A-module au moyen de z:, les homothéties y +sy, pour 
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s E S, sont bijectives, car y -t (1ls)y est l'application réciproque 
de y -+ sy ; et la structure de A[S-l]-module sur N déduite de sa 
structure de A-module par le procédé décrit ci-dessus est la 
structure de A[S-l]-module initialement donnée. Il y a donc 
correspondance biunivoque canonique entre A[S-l]-modules et 
A-modules dans lesquels les homothéties produites par les éléments 
de S sont bijectives ; en outre, si N, Nr sont deux A-modules ayant 
cette propriété, tout  homomorphisme u : N +- N' de A-modules 
est aussi un 1iomomorpSisme pour les structures de A[S-l]-modules 
de N et  Il', car pour tout y E N et  tout S E S ,  on peut écrire 

u(y) = u(s.((l/s)y))) = S. ~ ( ( 1 1 s ) ~ ) '  d'où u((l/s)y) = (lls)u(y) ; 
la réciproque est évidente. 

Cela étant, l'énoncé de la prop. 3 n'est autre que la caracté- 
risation du module obtenu à partir de M par extension des sca- 
laires à A[S-l], compte tenu de l'interprétation précédente (Alg., 
chap. I I ,  3e éd., 3 5, no 1, Remarque 1). 

D É F I N I T I O N  3. - Soient A un anneau, S une partie de A,$ la 
partie multiplicative de A engendrée par S, M un A-module. On 
appelle module des fractions de M défini par S et on note M[S-l] ou 
- 
S-1M le A[S -l]-module M @, A[S -l]. 

Dans ce chapitre, nous noterons le plus souvent ih, l'applica- 
tion canonique m + m @ 1 de M dans M[S-l]. 

Remarques. - 1) Il est clair que l'on a ~ [ s - l ]  = M[S-11. 
2) Pour m E M et s e S, on écrit encore m/s l'élément m 63 (Ils) 

de M[S-l]. Tout élément de M[S-l] est de cette forme, car un tel  
élément s'écrit x m i  @ (ails) avec mt E M, ai E A, s E S (no 1, Re- 

t 

marque 2) et on a mi @ (azls) = (atm#) @ (Ils), donc Ç mi @ (az/s) = 
i 

m @ (11s) avec m = i-; atm,. On a 
t 

pour m, mr dans M, a E A, s, s' dans S. 
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3) Lorsque S est le complémentaire d'un idéal premier p de 
A, on écrit Mp au  lieu de S-lM. 

4) Soit M un A[S-l]-module ; lorsque M est considéré canoni- 
quement comme un A-module, iY e s t u n e  application bijective, 
car le couple formé de M e t  de l'application identique 1, est 
aussi trivialement solution d u  problème d'application universelle 
résolu par M[S-l] et  ii. On identifie alors M e t  M[S-l]. 

PROPOSITION 4. - Soient S une partie multiplicative de A, 
M un A-module. Pour que m/s = O (m E M, s E S), il faut et il sufit 
qu'il existe s '  E S tel que s'm = O. 

Si s' E S est tel que s'm = O, il est clair que m/s = (s'm)/(sfs) = O. 
Inversement, supposons que mls = O. Comme 11s est inversible 
dans S-lA, on a ml1 = O. Pour tout  sous-A-module P de S-1A 
contenant 1, notons p(P, m) l'image de (m, 1) par l'application ca- 
nonique de M x P dans M @,P ; on a donc p(S-lA, m) = O. On sait 
(Alg., chap. II ,  3e éd., 9 6, no 7, cor. 4 de la prop. 12) qu'il existe un 
sous-module P de type fini de S-lA contenant 1 et tel que 
p(P, m) = O. Pour tout  t E S, désignons par At l'ensemble des alt pour 
a E A ; comme P est de type fini, il existe un t E S tel que P c At 
(no 1, Remarque 2), d'où P(At, m) = O. L'application a + clt de A 
dans At est surjective ; soit B son noyau. Elle définit une applica- 
tion surjective h : M 63, A -+ M 63, At, dont le noyau est BM 
(M étant identifié a M 63 A) ; on a P(At, m) = h(tm) et  par suite tm 

r 

se met sous la forme ç bimi avec b~ e B, mi E M (1 6 i G r). 
Z =1 

Comme bi/t = O pour 1 < i 6 r, il existe un t' E S tel que tfbi = O 
pour 1 6 i 6 r, d'ou t'tm = O, ce qui démontre la prop. 4. 

COROLLAIRE 1. - Pour que mls = m'/sf dans S-lM, il faut 
et il sufit qu'il existe t E S tel que t(s'm - sm') = 0. 

En  effet (mis) - (m'ls') = (s'm - smf)/ss'. 

COROLLAIRE 2.  - Soit M un A-module de type fini. Pour que 
S-IM = O, il faut et il sufit qu'il existes E S tel que SM = O. 

Sans hypothèse sur M, il est clair que la relation SM = O pour 
un  s c S entraîne S-lM = O. Réciproquement, supposons que 
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S-lM = O, et  soit ( m é ) ~ < t ~ ,  un système de générateurs de M ; 
les mgIl engendrent le S-lA-module S-lM, donc dire que S-lM = O 
revient à dire que mil1 = O pour 1 < i < n ; en vertu de la 
prop. 4, il y a des S ~ E S  tels que sémr = O, et  en prenant 
s = sls ,... s, E S, on a smr = O pour tout i, donc SM = 0. 

COROLLAIRE 3. - Soit M un A-module de type fini. Pour qu'un 
idéal a de A soit tel que aM = M, il faut et il sufit qu'il existe a E a 
tel que (1 + a)M = 0. 

I l  est clair que la relation (1 + a)M = O entraîne M = aM. 
Pour démontrer. la réciproque, nous utiliserons le lemme sui- 
vant  : 

Lemme 1. - Pour tout idéal a de A, l'ensemble S des éléments 
1 + a pour a E a, est une partie multiplicative de A, et l'ensemble a' 
des éléments de S-lA de la forme als, ou a E a et s E S, est un idéal 
contenu dans le radical de S-lA. 

La première assertion est évidente, ainsi que le fait que a' 
est un idéal de S-lA. D'autre part, (111) + (als) = (s  + a)/s et 
on a s + a E S pour s E S et  a e a par définition de S ; donc 
(111) + (als) est inversible dans S-lA pour tout  a l s ~  a', ce qui 
achève de prouver le lemme (Alg., chap. VI14 § 6, no 3,  th. 1). 

Cela étant, si on pose N = S-lM, il est clair que N est un 
S-l A-module de type fini ; si aM = M, on a a'N = N et on en 
conclut que N = O par le lemme de Nakayama (Alg., chap. VIII ,  
5 6, no 3, cor. de la prop. 6) ; le corollaire résulte alors du cor. 2. 

PROPOSITION 5. - Soient A, B deux anneaux, S une partie 
multiplicative de A, T une partie multiplicative de B, et f un homo- 
morphisme de A dans B tel que f(S) c T. Soient M un A-module, 
N un B-module, et u une application A-linéaire de M dans N. I l  
existe alors une application S-lA-linéair~ u' et une seule de S-1M 
dans T-lN telle que u'(ml1) = u(m)/l pour tout m e M. 

En  effet, l'application iN 0 u de M dans T-lN est A-linéaire. 
E n  outre, si s E S, on a f(s) E T, donc l'homothétie produite par s 
dans T-lN est bijective. L'existence et l'unicité de u' résultent 
alors de la prop. 3. On a,  pour m E M et s E S, 
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Avec les mêmes notations, soient C un troisième anneau, U 
une partie multiplicative de C, g un homomorphisme de B dans C 
tel que g(T) c U, P un C-module, v une application B-linéaire de 
N dans P, e t  v' l'application T-lB-linéaire de T-IN dans U-IP 
associée a o. On a alors 

(7) ( V  0 a)' = a' 0 u' 

où le premier membre est l'application A-linéaire S-lM -+ U-lP 
associée à v 0 u. De même, si u, est une seconde application A-li- 
néaire de M dans N, on a 

(8)  (u + ul)' = U' + u; 

le premier membre étant l'application A-linéaire S-IM -t T-lN 
associée a u + u,. 

Remarque 5). - Si, dans la prop. 5, on prend B = A, T = S 
et  f = 1,' on voit aussitôt que u' n'est autre que l'application 
u @ 1 : M a3 S-IA -+ N a3 S-lA. Nous la noterons désormais S-lu ; 
lorsque S est le complémentaire d'un idéal premier p de A, nous 
écrirons u, a u  lieu de S-lu. 

PROPOSITION 6. - Soient f un homomorphisme d'un anneau A 
dans un anneau B, S une partie multiplicative de A. I l  existe une 
application j et une seule de (f(S))-lB dans S-lB (où B est considéré 
comme A-module au moyen de f )  telle que j(b/f(s)) = bls pour b E B, 
S E  S. Si f' : S-lA -t (f(S))-lB est l'homomorphisme d'anneaux 
associé à f (no 1, prop. 2), on a j 0 f' = S -lf. L'application j est un 
isomorphisme de la structure de S-1A-module de (f(S))-lB, définie par 
f', sur celle de S-lB, et aussi de la structure de B-module de (f(S))-lB 
sur celle de S-lB (résultant de la définition S-lB = (S-IA) BAB). 

Si 6, b' sont dans B, s, s' dans S, les conditions b/s = bf/s'  
e t  b/f(s) = b'/f(sl) sont équivalentes comme il résulte du cor. 1 
de  la  prop. 4, ce qui établit l'existence de j et montre que j est 
bijective ; l'unicité de j est évidente. Il est clair que j est un 
isomorphisme de groupes additifs. Si a E A, b E B, s E S, t E S, on a 

(ais). (blf(t)) = fl(als)(blf(t)) = (f(a)lf(s))(blf(t)) = (f(a)b)lf(st), d'où 
il résulte que j est (S-'A)-linéaire. Il est clair que j 0 f '  = S-If. 
Enfin, si b E B, b' E B, s e S, on a j ( b  .(bl/f(s))) = j(bb'/f(s)) = 

bb'/s = b. (b'ls), ce qui démontre la dernière assertion. 
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L'application j de la prop. 6 s'appelle l'isomorphisme cano- 
nique de (f(S))-lB sur S-'B. On identifie en général ces deux en- 
sembles a u  moyen de j ; on a alors f' = S-lf, iB = $'). 

3. Changement de partie multiplicative. 

Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A, M un 
A-module. Si T est une partie multiplicative de A contenant S, 
il résulte de la prop. 5 du no 2 qu'il existe une application 
S-1A-linéaire e t  une seule i';? S-lM -+ T-lM, telle que iT, = QS 0 ii ; 
l'application i2S transforme l'élément mls de S-lM en l'élément 
mls de T-lM. On vérifie aussitôt que l'on a i2' = i2'@lM. Si 
U est une troisième partie multiplicative de A telle que T c  U, 
on a donc iY.S = i$ToizS ; en outre, si u : M -t N est un homo 
morphisme de A-modules, le diagramme 

est commutatif. 

PROPOSITION 7.  - Soient A un anneau, S, T deux parties mul- 
tiplicatives de A. Posons T t  = iz(T). 

(i) Il existe un isomorphisme j et un seul de l'anneau (ST)-lA 
sur l'anneau Tf-l(S-lA) tel que le diagramme 

soit commutatif. 
(ii) Soit M un A-module. I l  existe un (ST)-lA-isomorphisme k 

du (ST) -lA-module (ST) -lM sur le Tf-l(S-lA)-module T'-l(S-lM) 
tel que le diagramme 

soit commutatif. 



86 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. II ,  2 

(i) Utilisons la définition de (ST)-lA comme solution d'un 
problème d'application universelle. Soient B un anneau et f un 
homomorphisme de A dans B tel que f(ST) se compose d'éléments 
inversibles. Comme f(S) se compose par suite d'éléments inver- 
sibles, il existe un homomorphisme et un seul f' : S-1A + B tel que 
f = f'o 2: (no 1, prop. 1). Pour tout t E T, f1(i;(t)) = f(t) est inver- 
sible dans B par hypothèse, donc f'(T') se compose d'éléments 
invcrsibles ; il existe alors, en vertu du no 1, prop. 1, un homomor- 
phisme et un seul f" de T'-1(S-lA) dans B tel que f' = f" 0 ig,,, 
d'où f = f"0 u en posant u = ii:l:o iS,. 

En outre, si fi' : T'-l(S-1A) -t B est un second homomor- 
. r phisme tel que f i ' o  u = f ,  on a (fi'. &,) 0 ii = (f" 0 ii&) 0 i:, d'où 

fi'. iS1, = f"0 i::l, et par suite fi' = f". 
Comme les images par u des éléments de ST dans T'-l(S-1A) 

sont inversibles, le couple (Tt-l(S-lA), u) est solution du problème 
d'application universelle (relatif à A et ST) considéré au no 1. 
Ceci démontre l'existence et l'unicité de j. 

(ii) La démonstration est tout à fait analogue à celle de (i), 
en utilisant cette fois le no 2, prop. 3, et elle est laissée au lecteur. 

PROPOSITION 8. - Soient A un anneau, S, T deux parties 
multip2icatives de A telles que S c T. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

a)  L'homomorphisme i;>' : S-lA +- T-lA est bijectif. 
b) Pour tout A-module Ml l'homomorphisme Ga : S-lM -+ T-lM 

est bijectif. 
c) Pour tout t E T, il existe a E A tel que ut E S (autrement dit, 

tout élkment de T divise un élément de S). 
d) Tout idéal premier qui rencontre T rencontre S. 
On a vu ci-dessus que iSts = 1,@ ih>s, ce qui prouve aussitôt 

l'équivalence de a) et 6). Posons T' = id(T) ; alors (prop. 7) 
T-lA s'identifie à T'-l(S-lA), et a) équivaut à dire que les éléments 
de T' sont inversibles dans S-lA (no 1, Remarque 5). Or, dire que 
(t/l)(a/s) = 1 /1 (t E T, a E A, s E S) signifie qu'il existe s' E S tel 
que tas' = ss', ce qui montre l'équivalence de a) et c).Montrons que 
d )  entraîne c). Soit t un élément de T et supposons que t/1 ne soit 
pas inversible dans S-lA ; il existe alors un idéal maximal m' de 
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S-lA contenant t / l  (Alg., chap. 1, § 8, no 7, th. 2), et p = (iA) -l(m') 
est un idéal premier de A contenant t et ne rencontrant pas 'S 
(puisque l'image par i,,S d'un élément de S est inversible). Récipro- 
quement, s'il existe un idéal premier p qui rencontre T sans ren- 
contrer S, aucun élément de p n T ne peut diviser un élément de S ; 
ceci prouve que c) entraîne d), et termine la démonstration. 

On déduit de la prop. 8 que parmi les partJies multiplicatives 
T de A, contenant S et vérifiant les conditions équivalentes de la 
prop. 8, il y en a une plus grande, formée de tous les éléments de A 
qui divisent un élément de S (cf. exerc. 1). 

PROPOSITION 9. - Soient 1 un ensemble préordonné filtrant 
croissant, (SJaEI une famille croissante de parties multiplicatives 

d'un anneau A, S = u S,. Posons pp, = ihDsSa pour cc < @, 
a € I  

pa = il>',. Alors (SZA, pp,) est un système inductif d'anneaux, et 
si, pour tout a =  1, est l'application canonique de SilA dans 
lim SilA, il existe un isomorphisme j et un seul de lim SilA sur 
--+- + 
S-lA tel que j o  = p, pour tout a = 1. 

On a p,, = p,so ppa pour cc < p < y (no 1, cor. 3 de la prop. 2), 
donc (SilA, ppa) est un système inductif. Posons A' = lim Sa'A ; 

3 

comme p, = ppO PBa pour a < P (no 1, cor. 3 de la prop. 2), 
(p,) est un système inductif d'homomorphismes, et j = lim p, est - 
l'unique homomorphisme de A' dans S-lA tel que jo = p, 
pour tout a E 1. Les homomorphismes 0 C a  : A -t A' sont tous 
égaux, car p9,o i? = ii5,u pour cc < p ; soit u leur valeur commune. 
Il est clair que les éléments de u(S) sont inversibles dans A', ce qui 
montre qu'il existe un homomorphisme h : S-lA - + A '  tel que 
ho i,S = u (no 1, prop. 1). On a 

pour tout a E 1, et par suite j o  h est l'automorphisme identique 
de S-lA. D'autre part, pour tout a E 1, on a 

ho j o  p a ~  ita = ho p a ~  i? = ho i: = u id, 
d'où ho j o  pa = ph pour tout a E 1 ; il en résulte que h 0 j est l'auto- 
morphisme identique de A', et par suite j est un isomorphisme. 
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COROLLAIRE. - Les hypothèses étant celles de la prop. 9, soit 
M un A-module. Posons fpa = iiB2Sa pour a 6 P, fa  = i;:'a pour 
tout u E 1, et soit f a  l'application canonique de S6M dans lim SilM ; 

d 

il existe alors un S-lA-isomorphisme g de S-lM sur lim Si'M tel que 
-i 

go f, = fa  pour tout a E 1. 
Le corollaire résulte aussitôt des définitions SilM = M @A Sl1A 

et S-lM = M @A S-lA, et du fait que le passage à la limite induc- 
tive commute au produit tensoriel (Alg., chap. II ,  3 e  éd . () 6, no 3, 
prop. 12). 

4 .  Propriétés des modules de fractions. 

Dans tout ce no, A désigne un anneau et S une partie multipli- 
cative de A. 

Soit (M,, yen) un système inductif de A-modules; alors 
(S-lM,, S-lrpp,) est un système inductif de S-lA-modules, et le fait 
que le passage à la limite inductive commute aux produits tenso- 
riels (Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 9 6, no 7, prop. 12) permet de définir 
un isomorphisme canonique 

lim (S-lMa) -+ S-l lirn Ma. - 3 

De même, le fait que la formation des sommes directes com- 
mute aux produits tensoriels (Alg., chap. II, () 3, no 7, prop. 7) 
permet de définir, pour toute famille (ML),,, de A-modules, un iso- 
morphisme canonique 

Notons enfin que, si un A-module M est somme d'une famille 
(N,),,, de sous-modules, S-lM est somme de la famille des sous- 
S-1A-modules engendrée par les ii(N,). 11 en résulte que si M est 
un A-module de type fini (resp. de présentation finie), S-lM = 

S-lA 63, M est un S-1A-module de type fini (resp. de présentation 
finie). 

T H É O R È M E  1. - L'anneau S-lA est un A-module plat (chap. 1, 
2, no 3, déf. 2). 
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Si u : M' -+ M est un homomorphisme injectif de A-modules, 
il faut établir que S-lu : S-lM' -+ S-lM est injectif. Or, si m'/s 
(m' E M', s E S) est tel que u(ml)/s = O, cela entraîne l'existence 
d'un s' E S tel que sfu(m') = O (no 2, prop. 4) ou encore u(s'mf) = 0; 
comme u est injectif, on en déduit s'm' = O, d'où m'ls = 0. 

Le fait que S-lA est un A-module plat permet de lui appliquer 
les résultats du chap. 1, 5 2. En  particulier : 

10 Si M est un A-module et  N un sous-module de M, S-lN 
s'identifie canoniquement à un sous-module de S-lM, engendré 
par i i(N) (chap. 1, § 2, no 3, Remarque 2) ; cette identification étant 
faite, S-l(M/N) s'identifie à (S-lM)/(S-IN), et  si P est un second 
sous-module de M, on a 

(chap. 1, § 2, no 6, prop. 6). 
20 Si M est un A-module de type fini, on a 

(9) S-l Ann (M) = Ann (S-lM) 

(chap. 1, $ 2, no 10, cor. 2 de la prop. 12). 

PROPOSITION 10. - Soit M un A-module. Pour tout sous- 
module N' du S-lA-module S-lM, soit cp(Nf) l'image réciproque de 
Nt par iS,. Alors : 

(i) On a S-lcp(N') = N'. 
(ii) Pour tout sous-module N de M, le sous-module cp(S-IN) de 

M est formé des m E M pour lesquels il existe s E S tel que sm E N. 
(iii) cp est un isomorphisme (pour les structures d'ordre définies 

par les relations d'inclusion) de l'ensemble des sous-S-lA-modules 
de S-lM sur l'ensemble des sous-modules Q de M qui vérifient la 
condition suivante : 

( M s ) s i s m ~ Q , s ~ S , m ~ M ,  a l o r s r n ~ Q .  
On aévidemment S -Iq(Nt) c N' ; inversement, si n' = inls E N', 

on a ml1 E N', donc m E cp(Nt) e t  par suite n' E S-l(cp(Nt)) ; d'où (i). 
Pour qu'un élément m E M soit tel que m E cp(S-IN), il faut et il 
sufîit que ml1 E S-IN, c'est-à-dire qu'il existe s E S et  n E N tels 
que m/ l  = n/s; cela signifie qu'il existe sr E S tel que s'sm = s'n E N, 



90 ALGÈBRE COMMUTATIVE chap. I I ,  $ 2 

d'où (ii). Enfin, la relation s m e  rp(Nf) équivaut par définition à 
sml1 E N' e t  comme s/l est inversible dans S-lA, cela entraîne 
ml1 E N', ou m e  <p(N1) ,  donc <p(N1) vérifie la relation (MS) ; il 
résulte d'autre part de (ii) que, si N vérifie (MS), on a rp(S-IN) = N, 
ce qui achève de prouver (iii). 

On dit que le sous-module (p(S-IN) est le saturé de N dans M 
pour S, et les sous-modules vérifiant la condition (MS) (donc 
égaux a leurs saturés) sont dits saturés pour S. Le sous-module 
rp(S-IN) est le noyau de l'homomorphisme composé 

où h est l'homomorphisme canonique, comme il résulte de la com- 
mutativité du diagramme 

Lorsque S est le complémentaire dans A d'un idéal premier p, 
on dit encore que rp(S-IN) est le saturé de N dans M pour p. 

COROLLAIRE 1. - Soient N,, N, deux sous-modules d'un A- 
module M. Pour que S-INl c S-IN,, il faut et il sufit que le saturé 
de NI pour S soit contenu dans celui de N,. 

COROLLAIRE 2. - S i  M est un A-modale nethérien (resp. arti- 
nien), S -lM est un S -1A-module nœthérien (resp. artinien). E n  parti- 
culier, s i  l'anneau A est nœthérien (resp. artinien), il en est de même 
de l'anneau S -lA. 

5.  Id6aw dans un anneau de fractions. 

PROPOSITION 11. - Soient A un anneau, S une partie multi- 
plicative de A. Pour tout idéal b' de S-lA, soit b = (i:)-l(bl), de 
sorte que b' = S-lb. 

(i) Soit f Z'homomorphisme canonique A -+ A/b. L'homomor- 
phisme de S-lA dans (f(S))-l(A/b) canoniquement associé à f 
(no 1, prop. 2) est surjectif et son noyau est b', ce qui définit par 
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passage aux quotients un isomorphisme canonique de (S-lA)/bt sur 
(f(S))-l(A/b). E n  outre, l'homomorphisme canonique de A/b dans 
(f(S)) -'(A/b) est injectif. 

(ii) L'application b' -+ b = (i9,)-l(bf), restreinte à l'ensemble des 
idéaux maximaux (resp. premiers) de S-'A, est un isomorphisme 
(pour la relation d'inclusion) de cet ensemble sur L'ensemble des 
idéaux de A maximaux parmi ceux qui sont disjoints de S (resp. 
su r  l'ensemble des idéaux premiers de A disjoints de S). 

(iii) S i  q' est un idéal premier de S-lA et s i  q = (iS)-'(q'), il 
existe un isomorphisme de l'anneau de fractions A, sur l'anneau 
(S-lA),,, qui transforme a/b en (a/l) /(b/l)  pour a E A, b E A - 4. 

(i) On peut identifier (j(S))-l(A/b) a S-l(A/b) au moyen de 
l'isomorphisme canonique entre ces deux modules (no 2, prop. 6). 
La  suite exacte O -t b -t A + A/b -t 0 fournit alors une suite exacte 
O -t S-lb -t S-lA -t S-l(A/b) -+ O (no 4, th. 1) dont l'existence dé- 
montre la première assertion de (i), compte tenu de ce que b' = S-Ib. 
Puisque b est saturé pour S, les conditions a EA,  s e S, as E b 
entraînent a e  b ; l'homothétie de rapport s dans A/b est donc 
injective, ce qui prouve la deuxième assertion de (i). 

(ii) Remarquons d'abord que la relation b' = S-lA équivaut 
à la relation b n S # 0, cette dernière exprimant que b' contient 
des éléments inversibles de S-1A. Il résulte du no 4, prop. 10 
(iii) que b' -t b = (il)-l(bl) est un isomorphisme (pour la relation 
d'inclusion) de l'ensemble des idéaux de S-lA distincts de S-lA 
sur l'ensemble 8 des idéaux de A disjoints de S e t  vérifiant la 
condition (MS) de la prop. 10. Si b' est maximal (resp. premier), 
il est clair que b est maximal dans 3 (resp. premier) et réciproque- 
ment (en vertu de (i)). D'autre part, si r est un idéal de A disjoint 
de  S, son saturé i, pour S cst un idéal de A contenant r et qui est 
disjoint de S : aucun élément a E S ne peut en effet être tel que 
s a  E r, pour un s E S, car on en déduirait sa E r n S. On en conclut 
que, si r est maximal parmi les idéaux de A disjoints de S, il est 
maximal dans 5. De même, si r est un idéal premier disjoint de S, 
il vérifie la condition (MS) du  no 4, prop. 10 par définition des 
idéaux premiers, donc appartient à 8. Ceci achève de prouver (ii). 

(iii) Supposons q' premier, de sorte qu'il en est de même de 
q. L'ensemble T = A - q est une partie multiplicative de A qui 
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contient S, d'où ST = T. Posons T' = iA(T) ; il résulte du no 3,  
prop. 7, (i), qu'il existe un isomorphisme j et un seul de T-lA = A, 
sur Tf-l(S-lA) tel que j(a/b) = (a/l)/(b/l) ,  pour a G A et b = T. 
Il est d'autre part évident que T' ne rencontre pas q' ; inverse- 
ment, soit a/s = S-lA ; puisque 11s est inversible dans S-lA, la 
condition a/s e q' équivaut à i:(a) = al1 e q', donc à a e q ; il en 
résulte que S-1A - q' = S-lT', et, en vertu de la prop. 8 du no 3, 
on a donc T'-l(S-lA) = (S-lA),.. 

C.  Q .  F. D .  

L'isomorphisme défini dans (iii) est dit canonique. Lorsque A 
est intègre, les isomorphismes canoniques de A, et de (S-IA),. sur 
des sous-anneaux du corps des fractions K de A ont même image. 

Remarque. - Pour qu'un idéal a de A soit tel que S-la = S-lA 
(ou, ce qui revient au même en vertu du no 4, th. 1, que S-l(A/a) =O),  
il faut et il sufit que a n  S # 0, comme il résulte aussitôt des dé- 
nitions. 

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau, S une partie multipli- 
cative de A. Tout idéal p de A, maximal parmi ceux qui sont dis- 
joints de S, est premier. 

En effet, cn vertu de la prop. 11, l'hypothèse sur p signifie 
que p = (i.;)-l(mf), où nt' est un idéal maximal de S-lA ; comme 
m' est premier, il en est de même de p. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau, S une partie multipli- 
cative de A. Pour tout idéal a de A ne rencontrant pas S, il existe un 
idéal premier contenant a et ne rencontrant pas S. 

En,eff et, on a S-la # S-lA (Remarque), donc il existe un idéal 
maximal de S-lA contenant S-la (Alg., chap. 1, $8, no 7, th. 2) et le 
corollaire résulte de la prop. 11, (ii). 

COROLLAIRE 3. - Soient A, B deux anneaux, p un homomor- 
phisme de A dans B, et p un idéal premier de A. Pour qu'il existe un 

idéal premier p'deB tel quëi(p')=p, il faut et il sufit q u ~ l ( ~ P ( p ) )  = p. 

S'il existe un idéal p' de B tel que ;(pl) = p ,  on a p(p) c p', 
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d'où Bp(p) c p' et Y(~p(p ) )  cY(pf) c p ; comme l'inclusion opposée 

est évidente, on a bien ;(Bp(p)) = p. Inversement, supposons 

que l'on ait % ( ~ p ( p ) )  = p, et considérons la partie multiplicative 
S = p(A - p) de B ; l'hypothèse montre que S n Bp(p) = 0; en 
vertu du cor. 2, il existe un idéal premier p' de B contenant Bp(p) 

et disjoint de S ; alors ;(pl) contient p et ne peut contenir aucun 
élément de A - p, donc est égal à p. 

COROLLAIRE 4. - Soient A et B deux anneaux, p un homo- 
morphisme de A dans B. 

(i) Supposons qu'il existe un B-module E tel que p,(E) soit un 
A-module fidèlement plat. Alors, pour tout idéal premier p de A, il 

existe un idéal premier p' de B tel que ;(pl) = p. 
(ii) Inversement, supposons que B soit un A-module plat. Alors, 

si, pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal p' de B tel que 
-1 
p (p') = p, B est un A-module fidèlement plat. 

(i) L'hypothèse entraîne que, pour tout idéal a de A, on a 
-1 
p(Bp(a)) = a (chap. 1, $ 3, no 5, prop. 8, (ii)), et il sufit d'appli- 
quer le cor. 3. 

(ii) Il sufit de montrer que pour tout idéal maximal m de A, 

il existe un idéal maximal m' de B tel que -;(ml) = m (chap. 1, 
$ 3, no 5, prop. 9, e)). Or il existe par hypothèse un idéal q de B 

tel que ;(q) = m ; comme q # B, il existe un idéal maximal m' de 

B contenant q, et par suite ;(nt') 3 m ; mais comme ;(ml) ne peut 

contenir 1, on a ;(ml) = m. 

COROLLAIRE 5. - Soient A un anneau, S une partie multi- 
plicative de A, B un anneau tel que ii;(A) c B c S-IA. Soit q un idéal 
premier de B tel que l'idéal premier p = (i2)-l(q) de A ne rencontre 
pas S, et soit p' l'idéal premier S-lp de S-lA. On a alors p' n B = q. 

Soit S' = ia(S) ; on a défini un isomorphisme canonique de 
Sr-1B sur S-lA (no 1, cor. 4 de la prop. 2) ; nous identifierons ces 
deux anneaux au moyen de cet isomorphisme. Comme q n S' = 0, 
q' = SI-lq est l'unique idéal premier de S-lA = SI-lB tel que 
q' n B = (i,S')-l(q') = q (prop. 11, (ii)), d'où (it)-l(q') = p ; par 
suite on a q' = p' (prop. 11, (ii)). 
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Avec les notations du cor. 5, on a des isomorphismes cano- 
niques de A, et  de Bq sur (S-'A),. (prop. 11, (iii)), d'où un isomor- 
phisme canonique A, -t Bq. 

6. Nilradical et i d h m  premiers minimaux. 

Dans un anneau (commutatif) A, l'ensemble des éléments 
nilpotents est un idéal, car si x, y sont des éléments de A tels que 
xm = yn = O, on a (x + y)m+n = O en vertu de la formule du 
binôme. 

DEFINITION 4. - On appelle nilradical d'un anneau (commu- 
tatif) A l'idéal des éléments nilpotents de A. On appelle racine 
d'un idéal a de A l'image réciproque, par l'application canonique 
A -t A/a, du nilradical de A/a. 

Nous noterons souvent r(a) la racine d'un idéal a de A. 
Dire qu'un élément x E A appartient à la racine de a signifie 

donc qu'il existe un entier n > O tel que xn E a. Si f est un homo- 
morphisme de A dans un anneau 13, b un idéal de B, la racine de 

iib) est l'image ;éciproque par f de la racine de b, car dire que 

zn E 7tb) signifie que (/(x))" E b. 
Le nilradical d'un anneau A est contenu dans son radical 

(Alg., chap. VIII ,  § 6, no 3, cor. 3 du th. 1) mais peut en être 
distinct ; il lui est toutefois égal lorsque A est artinien (Alg., 
chap. VIII ,  $6,  no 4, th. 3). 

Nous dirons qu'un idéal premier p d'un anneau A est un 
idéal premier minimal s'il est minimal dans l'ensemble des idéaux 
premiers de A, ordonné par inclusion. 

PROPOSITION 12. - Soient p un idéal premier minimal d'un 
anneau A. Pour tout x E p, il existe un s E A - p et un entier k > O 
tels que sxk = 0. 

En effet, l'ensemble S des éléments de la forme sxk (k en- 
tier > 0, s E A - p) est une partie multiplicatis~e de A. Si on avait 
O S, il existerait un idéal premier p' disjoint de S (no 5, cor. 2 
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de la prop. 11). On aurait alors p ' c  p e t  p' # p puisque x e  p', 
contrairement à l'hypothèse que p est minimal. 

PROPOSITION 13. - Le nilradical d'un anneau A est l'inter- 
section de tous les idéaux premiers de A, et c'est aussi l'intersection 
des idéaux premiers minimaux de A. 

Il est clair que, si x E A est nilpotent, il est contenu dans tout 
idéal premier de A ( $  1, no 1, déf. 1). Inversement, soit x un élé- 
ment non nilpotent de A ; l'ensemble S des xk (k entier 3 0) est 
alors une partie multiplicative de A ne contenant pas 0, donc il 
existe un idéal premier p de A ne rencontrant pas S (no 5, cor. 2 
de la prop. I l ) ,  e t  a fortiori x e p ; ceci établit la première asser- 
tion. Pour démontrer la seconde, il suffit de prouver le 

Lemme 2. - Tout idéal premier p d'un anneau A contient un 
idéal premier minimal de A. 

Il  suEt ,  en vertu du th. de Zorn, de montrer que l'ensemble P 
des idéaux premiers, ordonné par la relation 1, est inductif. Or, 
si G est une partie totalement ordonnée non vide de P, I'intersec- 
tion p, des idéaux p E G est encore un idéal premier : en effet, 
si x e p, et y e p,, il existe un idéal p E G tel que x e  p et y e p, 
d'où xy e p et a fortiori xy o p,. 

Remarque. - Au $ 4, no 3, cor. 3 de la prop. 14, nous mon- 
trerons que dans un anneau nethérien l'ensemble des idéaux pre- 
miers minimaux est fini ; nous verrons en outre plus tard que toute 
suite décroissante d'idéaux premiers dans un anneau nœthérien 
est stationnaire. 

COROLLAIRE 1. - La racine d'un idéal a d'un anneau A est 
l'intersection des idéaux premiers contenant a, et c'est aussi l'inter- 
section des éléments minimaux de  cet ensemble d'idéaux premiers. 

COROLLAIRE 2. - Pour tout idéal a d'un anneau A, notons 
r(a) la racine de a. Alors, pour deux idéaux a, b de  A, on a 

r(a n b) = r(ab) = r(a) n r(b) ; 

en particulier, si a c b, on a r(a) c r(b). 
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En effet, pour qu'un idéal premier contienne a n b (ou ab), il 
faut e t  il sufi t  qu'il contienne l'un des idéaux a, b ( $  1, no 1, 
prop. 1). 

PROPOSITION 14. - Pour que deux idéaux a, b d'un anneau A 
soient étrangers, il faut et il sufit qu,e leurs racines r(a) et r(b) le 
soient. 

La nécessité de la condition est évidente puisque a c r(a) e t  
b c r(b) ; la condition est suffisante en vertu du  $1, no 2, prop. 3.  

PROPOSITION 15. - Dans un anneau A, soient a un idéal et 
b un idéal de type fini contenu dans la racine de a. Alors il existe 
un entier k > O tel que bk c a. 

Soit ( b $ ) i G e G f i  un système de générateurs de 6. Par hypothèse, 
il existe un entier h tel que b t  E a pour 1 < i 6 n. Quand on déve- 
loppe un produit de nh éléments dont chacun est combinaison 
linéaire des bi à coefficients dans A, chaque terme est multiple 
d'un produit de nh facteurs dont chacun est égal à un D i ;  parmi 
ces facteurs, h au moins correspondent à un même indice i ,  donc 
le produit appartient à a, et le nombre k = nh répond à la 
question. 

COROLLAIRE. - Dans un anneau nœthérien, le nilradical est 
un idéal nilpotent. 

PROPOSITION 16. - Soient B un anneau, A un sous-anneau de 
B. Pour tout idéal premier minimal p de A, il existe un idéal pre- 
mier minimal q de B tel que q n A = p. 

Posons S = A - p ; l'anneau A, = S-lA s'identifie alors à un 
sous-anneau de S-lB (no 1, prop. 2), et d'autre part A, ne possède 
qu'un seul idéal premier p' puisque p est minimal (no 5, prop. 11). 
Comme S-lB n'est pas réduit à O (puisqu'il contient A,), il possède 
au moins un idéal premier r', et on a alors nécessairement 

1 
r' n A, = p' ; si j = i;, et  si on pose r = j(rl),  on a alors 

iz(r n A) c r' n A, = p' 

donc r n A c p,  et comme p est minimal, r n A = p ; en outre 
r est premier dans B ; si q est un idéal premier minimal de B 



no '7 A N N E A U X  ET MODULES D E  FRACTIONS 97 

contenu dans r (lemme 1), on a a fortiori q n A c p, donc q n A = p 
puisque p est minimal. 

D É F I N I T I O N  5. - On dit qu'un anneau A est réduit si  son nil- 
radical est réduit à 0, autrement dit s i  aucun élément # O de A n'est 
nilpotent. 

Si % est le nilradical d'un anneau A, A/% est réduit, car si la 
classe mod. % d'un élément x E A est nilpotente dans A/%, cela 
signifie que xh E % pour un entier h, donc xhk = O pour un entier k, 
e t x ~ % .  

PROPOSITION 17. - Soient A un anneau, % son nilradical. 
Pour toute partie multiplicative S de A, S-l% est le nilradical de 
S-lA. E n  particulier, si  A est réduit, S-lA est réduit. 

En effet, si x E A, s E S sont tels que (xls)" = xn/sfi = O, il 
existe S' E S tel que s'xn = O (no 1, Remarque 3) et a fortiori 
(s'x)" = O, donc s'x E % et xls = slx/s's E S-l% ; la réciproque est 
immédiate. 

'7. Modules de fractions de produits tensoriels et de modules 
d'homomorphismes . 

PROPOSITION 18. - Soient A un anneau, S une.partie multi- 
plicative de A. 

(i) S i  M et N sont deux A-modules, les S-lA-modules (S-IM) @, N, 
M @, (S-IN), ( F M )  @,-1, (S-IN) et S-l(M 8, N) sont canoniquement 
isomorphes. 

(ii) S i  M' et N' sont deux S-lA-modules, I'homomorphisme Cano- 
nique 

M' 8, N' -t M' B9-1* N' 

déduit de l'application A-bilinéaire (x', y') -+ x'@ y' de M' x N' 
dans M' @,iA N' est bijectij. 

L'assertion (i) est conséquence immédiate de la définition 
S-IM = Mg, S-ILI et de l'ass~ciativité du produit tensoriel, qui 
donne à des isomorphismes canoniques près 

(S-lM) 8-lA (S-IN) = (S-lM) @,-,, (S-lA é3, N) = (S-IM) 8, N 
= (S-lA) @, M @, N = S-l(M @, N). 
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Pour prouver (ii), notons d'abord que dans M' et N', consi- 
dérés comme A-modules, les homothéties produites par les 
éléments s E S sont bijectives, donc on a M' = S-lM' et N' = S-IN' 
(no 2, Remarque 4) et de même S-l(M' 63, N') = M' 63, N' ; (ii) est 
alors un cas particulier de (i). 

COROLLAIRE. - Soient M un A-module, a un idéal de A. 
Les sous-S-lA-modules (S-la) (S-IM), a(S-lM), (S-la) j(M) (où j : 
M -+ S-lM est l'application canonique) et S-l(aM) de S-lM sont 
identiques. E n  particulier, s i  a et b sont deux idéaux de A, on a 
(S-la) (S-lb) = a(S-lb) = (S-la)b = S-l(ab). 

Remarque. - Soient M, N, P trois A-modules, f : M x N -t P 
une application A-bilinéaire, S-lf : (S-lM) x (S-IN) -t S-lP 
l'application S-1A-bilinéaire obtenue à partir de f par extension 
à S-1A de l'anneau des scalaires (Alg., chap. IX, $1, no4, prop. 1). 
Soient i : M -+ S-lM, j : N -t S-lN les homomorphismes Cano- 
niques ; il est immédiat que, si Q est le sous-A-module de P engen- 
dré par f(M x N), S-lQ est le sous-S-lA-module de S-'P engendré 

Par (S-lf)(i(M) x i(N))* 

PROPOSITION 19. - Soient A un anneau, S une partie multi- 
plicative de A. 

(i) S i  M et N sont deux A-modules, et s i  M est de type fini (resp. 
de présentation finie), Z'homomorphisme canonique (chap. 1, $j 2, 
no 10, formule (10)) 

S-1 Hom,(M, N) -t Hom,,(S-lM, S-IN) 

est injectif (resp. bijectif). 
(ii) S i  M', N' sont deux S-lA-modules, l'injection canonique 

Ho~, - ,~(M' ,  N') + HomA(M', N') 

est bijective. 
Comme S-1A est un A-module plat, (i) est un cas particulier 

du chap. 1, $ 2, no 10, prop. 11. D'autre part, on a déjà remarqué 
que tout A-homomorphisme de S-lA-modules est nécessairement 
un S-1A-homomorphisme, au cours de la démonstration de la 
prop. 3 du no 2 ; d'où (ii). 
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PROPOSITION 20. - Soient A, A' deux anneaux, p : A -+ A' 
un homomorphisme, S une partie multiplicative de A, S' = p(S), 
p' : S-lA -t S'-'A' 17homomorphisme correspondant à p (no 1, 
prop. 2). 

(i) Pour tout A'-module Mt, il existe un S-lA-isomorphisme et 
un seul 

j : S-lp,(M') -+ &(SI-lM') 

tel que j(m'/s) = ml/p(s) pour m' E Mt, s E S. 
(ii) Pour tout A-module M, il existe un isomorphisme et un 

seul 
j' : (S-lM) (SI-lA') + S'-l(M BA A') 

de S'-lA'-modules, tel que jf((m/s) B (a'/sl)) = (rn €3 a')/(p(s)s'). 
(i) Si on considère S'-lM' comme A-module au moyen de l'ho- 

momorphisme composé i$, 0 p, les homothéties produites par les 
éléments de S sont bijectives, dons il existe un homomorphisme j 
et  un seul possédant la propriété énoncée (no 2, prop. 3). Comme 
p(S) = S', j est surjectif ; en outre, si m' E M', s E S, mf/p(s) = O, il 
existe t' E SI tel que t'm' = O ; comme il existe t E S tel que p(t) = t', 
on a t.m' = O dans p,(M1), donc m'ls = O dans S-'p,(M1). 

(ii) Comme (S-lM) €3,-1, (S' -lA1) = (M BA S-'A) Bs-1, (SI-IA'), e t  
Sr-l(M 53, A') = (M 8, A') €3,. (S'-IA'), l'existence de j' résulte de 
17associativité du produit tensoriel. 

8. Application aux algèbres. 

Soient A un anneau, B une A-algèbre (non nécessairement 
associative ni commutative, et n'ayant pas nécessairement 
d'élément unité), S une partie multiplicative de A. On sait que 
sur le S-lA-module S-lB = B E, S-lA on définit canoniquement 
une structure de S-'A-algèbre, dite obtenue par extension à S-lA 
de l'anneau des scalaires (Alg., chap. III ,  $ 3) et pour laquelle le 
produit (x/s)(y/t) est égal à (xy)/st. Si e est élément unité de B, 
el1 est élément unité de S-lB, et si B est associative (resp. com- 
mutative), il en est de même de S-lB. 

Soient A un anneau, M un A-module ; désignons par T(M) 
(resp. A (M), S(M)) l'algèbre tensorielle (resp. l'algèbre extérieure, 
l'algèbre symétrique) de M (Alg., chap. III ,  3e éd.). On sait que, 
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pour toute A-algèbre commutative C, il existe un isomorphisme et 
rin seul j de T(M) BA C sur T(MC9, C) (resp. de A (M) @, C sur 
A (M 8, C), de S(M) @, C sur S(M C9, C)) tel que j ( s@ 1) = x 1 
pour x E M, M étant canoniquement identifié à un sous-module de 
T(M) (resp. A (M), S(M)) (Eoc. cit.). On voit donc en particulier que, 
pour toute partie multiplicative R de A, on a des isomorphismes 
canoniques 

R-lT(M) -+ T(R-IM), - 1  (M) + ( R M ,  R-lS(M) -+ S(R-lM) 

qui se réduisent à l'iaentité dans R-lM. 

9.  Modules de fractions de modules gradués. 

Soient A un anneau gradué, M un A-module gradué, A le 
monoïde des degrés ; nous supposerons dans ce no que A est un 
groupe. Rappelons (Alg., chap. II ,  3e  éd., $ I l )  que A et M sont 
respectivement sommes directes de groupes additifs 

avec AtAj c Ag+* et AtMj c M~+J  quels que soient i, j dans A. Soit 
S une partie multiplicative de A dont tous les éléments sont homo- 
gènes. Pour tout i E A, nous poserons Sr = S n At, et nous note- 
rons (SdlM)a l'ensemble des éléments m' de S-lM pour lesquels il 
existe des éléments j, lc de A, un élément m E Mi et un élément 
s E Sk tels que j - k = i et m' = m/s. Si (n~;)i<q<r est une famille 
finie d'éléments de S-lM telle que ~ Q E  (S-1M)2(,), il existe des 
éléments j(q) E A e t  k~ A, des éléments m , ~  Mltq) (1 < q < r) 
e t  s E Sk tels que ma = mq/s pour 1 6 q d r (no 1, Remarque 2). 

P R ~ P O S I T ~ ~ N  21. - L'anneau S-lA muni de la famille ((S-lA)i) 
est un anneau gradué, et S-lM muni de la famille ((S-lM)s) est un 
module gradué sur l'anneau gradué S-lA. Les applications cano- 
niques i: et $ sont homogènes de degré 0. 

Soient m E MI, s a Sk, m' E My, S' E Skf, e t  supposons que 
i - k = j' - kt = i ; alors (mls) - (m'/sl) = (dm - sm1)/ss' et on a 
s'm - sm' E M3+k* = Mif+k e t  ss' E Sk+kt, donc (mis) - (ml/s') E ($-lM)< 
par définition ; ceci montre que les (S-lM){ sont des sous-groupes 
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additifs de S-lM. La somme de ces sous-groupes est S-lM tout 
entier : en effet, tout x E S-lM s'écrit m/s où m E M, s E S ; s est 
homogène par hypothèse, e t  m somme d'éléments homogènes mi ; 
donc x est somme des mils, qui appartiennent chacun à un sous- 
groupe (SIM)i .  Enfin, la somme des (S-lM)z est directe ; considé- 
rons en effet une famille finie d'éléments x, (1 < q 6 n) tels que 
x, E (S-lM)t(,), où les indices i(q) sont distincts, e t  supposons 

n 
que C x, = O. Chaque x, s'écrit x, = mq/s avec s E Sk et  

q = 1  

mg E Micq>+# ; l'hypothèse entraîne qu'il existe s' E S tel que 

sr( 5 m,) = O ; si les s'mo n'étaient pas tous nuls, on aurait une 
q=1 

contradiction puisque, si s' E Sd, on a d m q  E M Z ( ~ ) + ~ ,  e t  les i(q) $- d 
sont tous distincts. On en conclut que x, = O pour tout indice p.. 

On vérifie immédiatement que, si a E (S-lA)t et x E (S-lM)j, on 
a ax E (S-lM)i+i. Appliquant ce résultat au  cas où M = A, on voit 
d'abord que S-lA est un anneau gradué par les ( F A ) $  ; on voit 
ensuite que S-lM est un module gradué sur S-IA. Enfin, comme 
1 E Ao, i: e t  i: sont homogènes de degré 0. 

PROPOSITION 22. - Soient A (resp. B) un anneau gradué de 
type A, M (resp. N) un module gradué sur l'anneau gradué A (resp. 
B), S (resp. T)  une partie multiplicative de A (resp. B) dont tous les 
éléments sont homogènes, f : A -t B un homomorphisme homogène 
de degré O tel que f(S) c T, u : M -+ N une application A-linéaire 
qui est homogène de degré k. Alors l'homomorphisme f '  : S-lA -+ T-lB 
déduit de f (no 1, prop. 2) est homogène et de degré 0, et l'application 
(S-lA)-linéaire u' : S-lM -+ T-lN déduite de f et u (no 2, prop. 5) 
est homogène et de degré k. 

Ceci résulte aussitôt des formules f'(a/s) = f(a)/f(s) et ul(m/s) = 

u(m)If(s). 

Notons enfin que, si E est une A-algèbre graduée, S une partie 
multiplicative de A formée d'éléments homogènes, S-lE muni de 
sa structure de (S-lA)-algèbre (no 8) et de la graduation (S-lE)a 
est une S-lA-algèbre graduée, comme il résulte aussitôt des défini- 
tions. 
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fj 3. Anneaux locaux. Passage du local au global 

1 .  Anneaux locaux. 

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau, 1 l'ensemble des élé- 
ments non inversibles de A. L'ensemble 1 est la réunion des idéaux 
de A distincts de A. En outre, les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

a) 1 est un idéal. 
b )  L'ensemble des idéaux de A distincts de A possède un plus 

grand élément. 
c )  A possède un idéal maximal unique. 
En effet, la relation x E 1 équivaut à l e xA, donc à xA # A. 

Si a est un idéal de A distinct de A et si x E a,  on a xA c a, donc 
X A  # A et x E 1. Donc tout idéal distinct de A est contenu dans 1 
et tout élément x E 1 appartient à un idéal principal X A  # A. 
Ceci prouve la première assertion, et celle-ci entraîne aussitôt 
l'équivalence des propriétés a), b ) ,  c). 

Remarque 1). - On notera que, si c) est vérifiée, 1 est le radi- 
cal de l'anneau A (Alg., chap. V I I I ,  s 6, no 3, déf. 3). 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un anneau A est un anneau local 
s'il vérifie les conditions équivalentes a),  b), c) de la prop. 1. Le quo- 
tient de A par son radical (qui est alors l'unique idéal maximal de A)  
s'appelle le corps résiduel de A. 

DÉFINITION 2. - Soient A, B deux anneaux locaux, m, n leurs 
idéaux maximaux respectifs. On dit qu'un homomorphisme u : A -+ B 
est local si u(m) c n. 

Il revient au même de dire que z(n) = m, car z(n) est alors 
un idéal contenant m et ne contenant pas 1, donc égal à m. Par 
passage aux quotients, on déduit alors canoniquement de u un 
homomorphisme injectif A/m -+ B/n du corps résiduel de A dans 
celui de B. 



Exemples. - 1) Un corps est un anneau local. Un anneau 
réduit à O n'est pas un anneau local. 

2) Soient A un anneau local, k son corps résiduel. L'anneau 
de séries formelles B = A[[Xl, ..., X,]] est un anneau local, car les 
éléments non inversibles de B sont les séries formelles dont le 
terme constant est non inversible dans A (Alg. ,  chap. IV, § 5,  
no 6, prop. 4). L'injection canonique de A dans B est un homo- 
morphisme local, et l'injection correspondante des corps résiduels 
est un isomorphisme. 

3) Soit b un idéal d'un anneau A qui n'est contenu que dans 
un seul idéal maximal m ; alors A/b est un anneau local d'idéal 
maximal m/b et de corps résiduel canoniquement isomorphe à 
A/m. Ceci s'applique en particulier au cas où b = mk, m étant 
un idéal maximal quelconque de A ( §  1, no 1, cor. de la prop. 1). 
Si A est lui-même un anneau local d'idéal maximal m, alors, pour 
tout idéal b # A de A, A/b est un anneau local, 17homomorphisme 
canonique A -t A/b un homomorphisme local, l'homomorphisme 
correspondant des corps résiduels étant bijectif. 

4) Soient X un espace topologique, x, un point de X, A l7an- 
neau des germes au point x, des fonctions numériques continues 
dans un voisinage de x, (Top. gén., chap. 1, 3e  éd., 3 6, no 10). Il 
est clair que, pour que le germe en x, d'une fonction continue f soit 
inversible dans A, il faut e t  il suEt  que f(x,) # 0, car cette condi- 
tion entraîne que f(x) # O dans un voisinage de x,. L'anneau A 
est donc un anneau local dont l'idéal maximal m est l'ensemble 
des germes des fonctions nulles en x, ; par passage au quotient, 
l'application g -+ g(x,) de A dans R donne un isomorphisme du 
corps résiduel A/m sur R. 

PROPOSITION 2. - Soient A un anneau, p un idéal premier de 
A. L'anneau A," est local ; son idéal maximal est l'idéal pAp = pp, 
engendré par l'image canonique de p dans A, ; son corps résiduel 
est canoniquement isomorphe au corps des fractions de A/p. 

En effet, soit S = A - p, et soit j : A -+ A, l'homomorphisme 
canonique ; l'hypothèse que p est premier entraîne que p est 

-1 
saturé pour S, donc j(pA,) = p ( $ 2 ,  no 4, prop. 10)' e t  comme les 
idéaux de A disjoints de S sont ceux contenus dans p, les deux 
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premières assertions sont des cas particuliers du $ 2 ,  no 5,  prop. 11, 
(ii). E n  outre, si f est l'homomorphisme canonique A -+ A/p, 
f ( S )  est l'ensemble des éléments f O de l'anneau intègre A/p, 
donc la dernière assertion est un cas particulier du $ 2, no 5, 
prop. II, (i). 

D É F I N I T I O N  3. - Soient A un anneau, p un idéal premier de 
A. L'anneau A, s'appelle l'anneau local de A en p, ou l'anneau 
local de p lorsqu'aucune confusion n'est à craindre. 

Remarque 2). - Si A est un anneau local et m son idéal maxi- 
mal, les éléments de A - m sont inversibles (prop. I ) ,  donc A,, 
s'identifie canoniquement à A ( 5  2, no 1, Remarque 5). 

Exemples. - 5) Soit p un nombre premier. L'anneau local 
Z ( p )  est l'ensemble des nombres rationnels alb, où a, b sont des 
entiers rationnels tels que b soit étranger à p ; le corps résiduel 
de Z(,) est isomorphe au corps premier F, = Z/(p). 

*6) Soient V une variété algébrique afine, A l'anneau des 
fonctions régulières sur V, W une sous-variété irréductible de V, 
e t  p l'idéal (nécessairement premier) de A formé par les fonctions 
nulles en tout point de W. L'anneau A, s'appelle l'anneau local 
de W sur V., 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau, p un idéal premier 
de A, S = A - p. Pour tout idéal b' de A, distinct de A,, soit b 
l'idéal (i:)-l(b') de A, de sorte que b' = bA,. 

(i) Soit f l'homomorphisme canonique A -t A/b. L'homomor- 
phisme de A, dans (A/b),ib canoniquement associé à f ( $  2, no 1, 
prop. 2) est surjectif et son noyau est b', ce qui définit par passage aux 
quotients un isomorphisme canonique de AP/bf sur (A/b),/b. 

(ii) L'application b' -+ b = (i2)-l(bf), restreinte à l'ensemble 
des idéaux premiers de A,, est un isomorphisme (pour la relation 
d'inclusion) de cet ensemble sur l'ensemble des idéaux premiers de A 
contenus dans p. S i  b' est premier dans A, il existe un isomor- 
phisme de l'anneau Ab sur l'anneau (A,)b/ qui applique a/s sur 
(a / l ) / (s / l )  pour a E A, s E A - b. 

Ceci n'est qu'un cas particulier du $ 2, no 5,  prop. 11. 



Remarques. - 3) Si a est un idéal de A non contenu dans p, 
on a aAp = Ap et (A/a), = O ( $ 2 ,  no 5, Remarque). 

4) Soient A, B deux anneaux, p : A -t B un homomorphisme, 

q un idéal premier de B, p l'idéal premier T(q) de A. Comme 
p(A - p) c B - q, on déduit canoniquement de p un homomorphisme 
pq : AP -t Bq ( 5  2, no 1, prop. 2), et il est immédiat que pq(pA,) c qBq, 
donc pq est un homomorphisme local. 

2. Modules sur un anneau local. 

PROPOSITION 4. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m un idéal à droite de A contenu dans le radical de A, 
M un A-module à gauche. On suppose vérifiée l'une des conditions 
suivantes : 

(i) M est de type fini ; 
(ii) m est nilpotent. 
Alors la relation (Ad/m) %A M = O entraîne M = O. 
L'assertion relative à l'hypothèse (i) n'est autre que le cor. 3 

de la prop. 6 d'Alg., chap. VIII ,  § 6, no 3. D'autre part, la relation 
(A&) @AM = O équivaut à M = mM et entraîne donc M = mnM 
pour tout entier n > O ; d'où l'assertion relative à l'hypothèse (ii). 

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m un idéal à droite de A contenu dans le radical de A, 
M et N deux A-modules à gauche, u : M + N une application 
A-linéaire. S i  N est de type fini ou s i  m est nilpotent, et s i  
1 63 u : (A&) @AM -t (Ad/m) @a N est surjective, alors u est sur- 
ject ive. 

E n  effet, (Adlm) @A (N/u(M)) est canoniquement isomorphe 
à ((Ad/m) @A N)/Im (1 8 u) (Alg., chap. II, 3 e  éd., $ 3, no 6, cor. 1 de 
la prop. 6) ; l'hypothèse entraîne donc (A&) @A(N/u(M)) = O, 
donc N/u(M) = O en vertu de la prop. 4. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m un idéal bilatère de A contenu dans le radical de A, 
M un A-module à gauche, (x,),,, une famille d'éléments de M. 
S i  M est de type fini ou s i  m est nilpotent, et s i  les éléments 1 63xl 
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(L E 1) engendrent le (A/m)-module à gauche (A/m) @A M, les x, en- 
gendrent M. 

Soit en effet la base canonique du A-module à gauche 
A:) : il suffît d'appliquer le cor. 1 à l'application A-linéaire 
u : AS) -+ M telle que u(e:) = x, pour tout G E 1. 

PROPOSITION 5. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m un idéal bilatère de A contenu dans le radical de A, 
M un A-module à gauche. On suppose vérifiée l'une des conditions 
suivantes : 

(i) M admet une présentation finie ; 
(ii) m est nilpotent. 
Alors, s i  (A/m) @A M = M/mM est un (A/m)-module à gauche 

libre et si  l'homomorphisme canonique de m @A M dans M est injectif, 
M est un A-module libre. De façon précise, s i  ( x , ) , , ~  est une famille 
d'éléments de M telle que (1 @x,) soit une base du (A/m)-module 
M/mM, (x,) est une base de M. 

Si ~ E A ,  X E M  et s iüest laclassedeadansA/m, on a Ü @ x  = 

1 @ (ax), donc l'hypothèse entraîne qu'il existe une famille 
(x,),,, d'éléments de M telle que (1 @ x,) soit une base du (A/m)- 
module (A/m) @A M. On sait déjà que les x, engendrent M (cor. 2 de 
la prop. 4) ; nous allons voir qu'ils sont linéairement indépen- 
dants sur A. Pour cela, considérons le A-module libre L = Ai1); soit 
(e,) sa base canonique, et soit u : Ai1) 4 M l'application A-linéaire 
telle que u(e,) = x, pour tout L E  I ; si R est le noyau de u, nous 
allons prouver que R = O. Dans l'hypothèse (i), (A/m) @AM est 
un (A/m)-module de type fini, donc 1 est nécessairement fini 
et R est un A-module de type fini en vertu du chap. 1, $ 2, no 8, 
lemme 9. D'après la prop. 4, il suffira donc de prouver (dans l'une 
ou l'autre hypothèse) que l'on a R = mR. 

Soit j l'injection canonique R -+ L ; on a donc le diagramme 
commutatif 

dans lequel les deux lignes sont exactes, j est injectif et 1 @ u est 



surjectif (chap. 1, $ 2, no 1, lemme 1) ; comme par hypothèse 
Ker (c) = O, on adonc une suite exacte 

O 5 Coker (a) -t Coker (b) 5 Coker (c) 

(chap. 1, 5 1, no 4, prop. 2) ; il suffit de vérifier que v est bijectif, 
car on en déduira Coker (a) = O, autrement dit que a est surjectif 
et par suite R = mR. Or, Coker (b)  = (A/m) @AL et Coker (c) = 

(A/m) @A M, et  par définition v ( 1  8 e,) = 18 x, ; comme (1 €3 e,) 
est une base de (A/m) @A L, la définition des x, montre que v est 
bijectif. 

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m le radical de A, M un A-module à gauche. On suppose 
que A/m est un corps, que l'homomorphisme canonique de m@,M 
dans M est injectif, et que l'une des conditions (i), (ii) de la prop. 5 
est satisfaite. Pour qu'une famille ( y ~ )  d'éléments de M soit une 
base d'un facteur direct de M, il faut et il sufit que la famille (1 @ y ~ )  
soit libre dans M/mM. 

En effet, si cette condition est vérifiée, on peut supposer 
que ( y ~ )  est une sous-famille d'une famille (x,) d'éléments de M 
telle que ( l  @x,) soit une base de M/mM (Alg., chap. II ,  3e  éd., 
$ 7 ,  no 1, th. 2), et la prop. 5 prouve alors que (x,) est une base de M. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m le radical de A, M un A-module à gauche. On suppose 
que A/m est un corps, et que l'une des conditions suivantes est vérifiée : 

(i) M admet une présentation finie ; 
(ii) m est nilpotent. 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a) M est libre ; 
b) M est projectif ; 
c) M est plat ; 
d) l'homomorphisme canonique m @A M -+ M est injectif ; 
*e) on a Torl(A/m, M) = O.* 
Les implications a => b) => c) => d) sont immédiates. Comme 

A/m est un corps, (A/m) @AM est un (A/m)-module libre, et la 
prop. 5 montre que d) implique a). 
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"Enfin, on sait que Tor:(A, M) = O, et  de la suite exacte 
O 4 m -+ A -t A/m -+ O, on déduit donc la suite exacte 

cela prouve que Torf(A/m, M) est isomorphe au  noyau de l'homo- 
morphisme canonique m @a M -+ M ; d'où l'équivalence de d) et  e)., 

On peut montrer que, pour tout anneau A ayant un radical m 
tel que A/m soit un corps, tout A-module projectif est libre (exerc. 3). 

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau non nécessairement 
commutatif, m son radical; supposons que A/m soit un corps. 
Soient M et N deux A-modules libres de type fini, et soit u : M -+ N 
un homomorphisme. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a)  u est un isomorphisme de M sur un facteur direct de N ; 
b) 1 &, u : (A/m) @AM 4 (Alm) @a N est injectif ; 
c) u est injectif et Coker (u) est un A-module libre ; 
d) l'homomorphisnze transposé tu : N* -t M* est surjectif. 
On sait (Alg., chap. II ,  3 e  éd., 9 1, no 11, prop. 21) que, si 

N/u(M) est libre, u(M) est facteur direct dans N, donc c) implique a) ; 
inversement, a )  implique que Coker(u), isomorphe a un supplé- 
mentaire de u(M) dans N, est un A-module projectif de type fini, 
et  a fortiori de présentation finie (chap. 1, § 2, no 8, lemme 8) ; 
donc ce module est libre en vertu du cor. 2 de la prop. 5, et  a) 
implique c). II est évident d'autre part  que a) entraîne O). Posons 
pour simplifier M' = (A/m) 63, M, N' = (A/m) @n N ; comme M 
e t  N sont de type fini, les duals Mf* et  N'" des (A1n.r)-modules M' 
et  N' s'identifient canoniquement a M* @a (A/m) et  N* @a (Alm) 
et  t ( l @  u) B (tu) @ 1 (Alg., chap. I I ,  3e  éd., $ 5, no 4, prop. 8) ; 
comme M' et N' sont des espaces vectoriels sur le corps A/m, 
l'hypothèse que 18 u est injectif entraine que t ( l  @ u) est surjec- 
tif (Alg., chap. I I ,  3" éd., $ 7 ,  no 5, prop. 10) ; le cor. 1 de la prop. 4 
montre alors que tu est surjectif, et nous avons ainsi prouvé que b) 
entraîne d). Montrons enfin que d) entraîne a). Supposons tu surjec- 
tif ; comme M* est libre, il existe un homomorphisme f de M* dans 
N* tel que l,* = tu0 f (Alg., chap. I I ,  3 e  éd., $ 1, no Il,  prop. 21) ; 
comme M et  N sont libres de type fini, il existe un homomorphisme 



g de N dans M tel que f = tg; on a donc t l ,  = 1,t = tu0 tg = $(go u), 
d'où 1, = go u ; ceci prouve que u est un isomorphisme de M sur 
un sous-module facteur direct de N (Alg., chap. II ,  3e  éd., $ 1, 
no 9, cor. 2 de la prop. 15). 

COROLLAIRE. - SOUS les hypothèses de la prop. 6, les propriétés 
suivantes sont équivalentes : 

a) u est un isomorphisme de M sur N ; 
b) M et N ont même rang (Alg., chap. II ,  3 e  éd., $ 7, no 2) et u 

est surjectif ; 
c) 163 u : M/mM -+ N/mN est bijectif. 
11 est clair que a) entraîne b) ; b) entraîne que 1@ u est sur- 

jectif ; en outre l'hypothèse que M et N ont même rang entraîne 
qu'il en est de même des espaces vectoriels (A/m) @AM et (A/m) @A N 
sur A/m, donc 1 @ u est bijectif (Alg., chap. II, 3e  éd., $ 7, no 4, 
cor. de la prop. 9) et b) entraîne c). Enfin, la condition c )  entraîne, 
en vertu de la prop. 6, que N est somme directe de u(M) et d'un 
sous-module libre P et u un isomorphisme de u sur u(M) ; si on 
avait P # O, on aurait (A/m) P # O, et 1@ u ne serait pas 
surjectif ; donc c) entraîne a). 

Les propositions démontrées ci-dessus dans ce no seront le 
plus souvent appliquées lorsque A est un anneau local et m son 
idéal maximal. Le cor. 2 de la prop. 5 se complète alors par la 

PROPOSITION 7. - Soient A un anneau local réduit, m son 
idéal maximal, ( p , ) , , ,  la famille des idéaux premiers minimaux 
de A, K, le corps des fractions de A/p,, M un A-module de type fini. 
Pour que M soit libre, il faut et il sufit que l'on ait 

(1) [(A/m) @AM : (A/m)] = [K,@AM : IL] pour tout r E 1. 

Si M est libre, il est clair que les deux membres de (1) sont 
égaux au rang de M pour tout L E 1. Supposons maintenant la 
condition satisfaite, et notons n la valeur commune des deux 
membres de (1) ; en vertu du cor. 2 de la prop. 4, M possède un 
système de n générateurs xj (1 < j 6 n). Supposons d'abord A 
intègre, auquel cas p ,  = O pour tout ce 1. Les éléments 1 @xj  
(1 < j 6 n) engendrent l'espace vectoriel K @ M sur le corps des 
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fractions K d j  A ; mais comme par hypothèse cet espace est de 
rang n sur K, les éléments 1 @ xj sont linéairement indépendants 
sur K. On en déduit (Alg., chap. II ,  3e éd., 3 1, no 13, Remarque 1) 
que les xj sont linéairement indépendants sur A, donc forment 
une base de M. 

Passons au cas général ; il existe un homomorphisme surjec- 
tif v de L = An sur M. Considérons le diagramme commutatif 

où u (resp. u') est l'application x -+ (<pl($)) (resp. y + (+,(y))), 
TL : L -+ (Alpl) 63 L (resp. +L : M -+ (Alpl) @ M) étant l'application 
canonique, et v' est l'application produit des lAlVl@ v. On a 
(Alpl)/(m/pl) @alV, ((Alpl) @AM) = (A/m) 63, M, et comme A/p, est 
un anneau local intègre, il résulte de la première partie du 
raisonnement que chacun des I,,,, €3 v est un isomorphisme ; il en 
est donc de même de v'. D'autre part, comme A est réduit, on a 

n pl = (O) ( $  2, no6, pmp. 13), d'où fl (plL) = O puisque L est 

libre (Alg., chap. II, 3e éd., 5 3, no 7, Remarque) ; comme p,L est 
le noyau de <pl, cela montre que u est injectif. On en conclut que 
V'O u = u'o v est injectif, donc v est injectif, et comme v est surjec- 
tif par définition, cela montre que M est libre. 

3. Passage du local au global. 

PROPOSITION 8. - Soient A un anneau, m un idéal maximal 
de A, M un A-module. S'il existe un idéal a de A tel que m soit le 
seul idéal maximal de A contenant a, et que aM = O, alors l'homomor- 
phisme canonique M -t Mm est bijectif. 

En effet, A/a est alors un anneau local d'idéal maximal 
m/a ; on peut considérer M comme un (A/a)-module ; pour tout 
s E A  - m, l'image canonique de s dans A/a est inversible, donc 
l'homothétie x -t sx de M est bijective d'après la définition de Mm 
comme solution d'un problème universel (3 2, no 2) ; d'où la pro- 
position. 



E n  particulier, s'il existe k 2 O tel que mkM = 0, l'homo- 
morphisme M -+ Mm est bijectif ( $ 1 ,  no 1, cor. de la prop. 1). 

PROPOSITION 9. - Soient A un anneau, m un idéal maximal 
de A, M un A-module, k un entier 2 O. L'homomorphisme cano- 
nique M -+ M,/mkM, est surjectif, admet mkM pour noyau, et 
définit un isomorphisme de M/mkM sur Mm/mkMm. 

Le cas où k = O étant trivial, supposons k 2 1. Il résulte de la 
prop. 8 que l'homomorphisme canonique M/mkM -+ (M/mkM),, 
est bijectif. D'autre part (M/mkM), s'identifie canoniquement à 
M,/(mkM), ( $  2, no 4, th. 1)  e t  on a (mkM), = mkM, (5 2, no 7, 
cor. de la prop. 18), d'où un isomorphisme de M/mkM sur 
M,/mkM, qui transforme la classe d'un élément x E M en la classe 
de x/l.  

COROLLAIRE. - Soient A un anneau, ml, 3, ..., mn des idéaux 
maximaux de A deux à deux distincts, M un A-module, k,, k,, ..., kn 
des entiers 2 O. L'homomorphisme canonique de M dans 

n 
rl[ M,,/m~M,, est surjectif, et son noyau est 
i=l ( i=i m ~ )  M. 

Cela résulte aussitôt de la prop. 9 e t  du $ 1, no 2, prop. 6, les 
rn? étant deux à deux étrangers ( 5  1, no 2, prop. 3). 

Dans la suite de ce no, A désigne un anneau, et Q(A) (ou Q) 
l'ensemble des idéaux maximaux de A. 

PROPOSITION 10. - Le A-module @ A,, somme directe 
m a l 2  

des A, pour m E Q, est fidèlement plat. 
E n  effet, chacun des A, est un A-module plat ( $  2, no 4 ,  

th. l ) ,  donc E = @ A, est plat (chap. 1, 5 2, no 3, prop. 2). mEn 
E n  outre, pour tout idéal maximal m de A, mA, est l'unique idéal 
maximal de A,, donc mA, # A,, d'où on conclut que mE # E, 
et  par suite E est fidèlement plat (chap. 1, 5 3, no 1, prop. 1, d)). 

THÉORAME 1. - Soient M, N deux A-modules, u : M -+ N un 
A-homomorphisme et pour tout m E Q, soit um : Mm -+ N, le A,-homo- 
morphisme correspondant ( $2, no 2, Remarque 5). Pour que u soit injec- 
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tif (resp. surjectif, bijectif, nid) il faut et il sufit que, pour tout nt E R, 
u,,, soit injectif (resp. surjectif, bijectif, nul). 

En elfet, dire que pour tout nt E Q, ull1 cst injcctif (resp. sur- 
jectif, bijectif, nul) équivaut à dire que l~homomorphisme @ull1 : 

111 

@M,, -+ @N,, a la même propriété. Mais @M,,, = M @A E, 
111 111 m 

@TinI = N @A E e t  e u , , ,  = u @ 1, avec E = @A,, ; comme E est 
n i ,  m III 

fidèlement plat (prop. IO), le théorème résulte du chap: 1, 5 3, 
no 1, prop. 1 c) e t  prop. 2. 

COROLLAIRE 1. - Soient M un A-module, N un sous-module 
de M, x un élément de M. Pour que x E N, il faut et il sufit que, pour 
tout m E R, l'image canonique de x dans Ml,, appartienne a NI,,. 

Soit 5 la classe de x dans MIN ; dire que x E N signifie que 
l'application A-linéaire u : a -t aZ de A dans M/N est nulle. Or 
(MIN),, s'identifie à Mm/Nn, ( $  2, no 4, th. 1)  e t  uln : Ati1 + Mm/Nm 
à l'application h -+ G,,, où 5, est la classe mod. NI,, de l'image 
canonique de  x dans Mm. Comme la relation u = O équivaut a 
um = O pour tout  m en vertu du th. 1, cela prouve le corollaire. 

COROLLAIRE 2. - Soit h$ un A-module et, pour tout m E R, 
soit fm I'homomorphisme canonique M 4 Mn,. I~'homomorphisme 
x + ( f m ( ~ ) )  de M dans n Mn, est injectif. 

men 
En effet, en appliquant le cor. 1 a N = O, on voit que la rela- 

tion x = O équivaut à f,(x) = O pour tout  m E R. 

COROLLAIRE 3. - (i) Soient b un idéal de A, a un élément de A. 
Pour que a E b, il faut et il sufit que, pour tout m E R, l'image cano- 
nique de a dans Al, appartienne à bA,. 

(ii) E n  particulier, soient b et c deux éléments de A. Pour que 
c soit multiple de b, il faut et il sufit que, pour tout in E RI l'image 
canonique de c dans Am soit multiple de celle de b. 

Comme bAin = bn1 ( 8  2, nP 7, cor. de la prop. 18), (i) est un 
cas particulier du cor. 1 ; (ii) résulte de (i) appliqué à l'idéal Ab. 

COROLLAIRE 4. - Soieni A un anneau intègre, I< son corps des 
[raclions, M un A-module sans torsion, de sorte que M s'identifie 



canoniquement à un sous-A-module de K@AM. Alors, pour tout 
m =  a, M, s'identifie canoniquement à un sous-A-module de 

KBAM, et on a M = n M,. 
mEC2 

En effet, comme M est identifié à un sous-module de K @A M, 
M, l'est à un sous-A,-module de ( K  @A M), = Km @a M ( $ 2 ,  no 4, 
th. 1) ; comme Km = K, on voit déjà que Mm est sans torsion ; 
en outre, la commutativité du diagramme 

prouve que l'application canonique M -t Mm est injective. Le 
corollaire résulte donc du cor. 1 appliqué au A-module K @A M 
e t  à son sous-module M. 

E n  particulier, pour tout anneau intègre A, on a 

COROLLAIRE 5. - Soit A un anneau. Tout système de généra- 
teurs du A-module An ayant n éléments est une base de An. 

Soient (ei)~<i<n la base canonique de An, (XZ)I<(<~  un 
système de générateurs de An ayant n éléments, u : An -t An 
l'application A-linéaire telle que u(ez) = xi pour 1 < i < n. Par 
hypothèse u est surjective et il faut montrer que u est injective. 
On se ramène aussitôt, en vertu du th. 1, au cas où A est un anneau 
local ; si m est l'idéal maximal de A, les éléments 163 xi (1 < i < n) 
dans (Apt)" forment alors un système de générateurs du  (A/m)- 
module libre (Apt)% ; comme A/m est un corps, ce système est 
une base de (Alm)" ; comme An est un A-module libre, on déduit 
de la prop. 5 que (xi) est une base de An. 

PROPOSITION 11. - Soient M un A-module, N un A-module 
de type fini, u : M -t N un homomorphisme. Pour que u soit 
surjectif, il faut ei il sufit que, pour tout m E a, l'homomorphisme 
M/mM +- N/mN déduit de u par pnssage aux quoiienis soit sur. 
jectif. 
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En effet, il résulte du th. 1 que, pour que u soit surjectif, il 
faut e t  il suffit que u, : Mm + N, soit surjectif pour tout m E LR. 
Comme A, est un anneau local et que N, est un A,-module de 
type fini, il revient au  même de dire que l'homomorphisme 
U L  : M,/mM, + N,/mN,, obtenu par passage aux quotients, est 
surjectif (no 2, cor. 1 de la prop. 4) ; mais M,/mM, (resp. N,/mN,) 
s'identifie a M/mM (resp. N/mN) (prop. 9), d'où la proposition. 

PROPOSITION 12. - Soient E, F, G trois A-modules, v : G -t F 
et u : E + F des homomorphismes. On suppose que E est de présen- 
tation finie. Pour qu'il existe un homomorphisme w : E -t G tel 
que u se factorise en u : E -3 G 4 F, il faut et il sufit que, pour 
tout m E Q, il existe un homomorphisme wm : Em -t Gm tel que 

wm cm 
U m  : Em -+ Fm se factorise en E, +'G, + F,,. 

L'existence de w vérifiant l'énoncé est équivalente à la pro- 
priété suivante : u appartient à l'image P de l'application 
r = Hom (1,, o) : Hom, (E, G) -+ Hom, (E, F). Or, ( H O ~ , ( E ,  F)), 
(resp. (Hom, (E, G))m) s'identifie canoniquement à Hom,,(E,, Fm) 
(resp. Hom,, (E,, Gm)) ( §  2, no 7, prop. 19, (i)), l'image cano- 
nique de u dans (Hom, (E, F)), s'identifie à u,, r, s'identifie 
a Hom,,(lEm, v,) et Pm a l'image de rm. La proposition résulte 
alors du cor. l. du th. 1 appliqué à HOmA(E, F) et a son sous- 
module P. 

COROLLAIRE 1. - Soient M un A-module, N un sous-module 
de M tel que M/N admette une présentation finie. Pour que N soit 
facteur direct de  M, il faut et il suffît que, pour tout m E Q, N, soit 
facteur direct de Mm. 

En effet, dire que N est facteur direct de M signifie que l'ho- 

momorphisme identique de M/N se factorise en MIN % M (3 MIN 
où y est 17homomorphisme canonique e t  w un homomorphisme 
(Alg., chap. I I ,  3 e  éd., $ 1, no 9, prop. 14) ; comme (MIN), = 
M,/N, e t  que Tm est l'homomorphisme canonique Mm -+ Mm/Nm, 
le corollaire résulte aussitôt de la prop. 12. 

COROLLAIRE 2. - Soient M un A-module libre de type fini, N 
un sous-module de M qui est un A-module libre de type fini. Pour 



que N soit facteur direct de 31, il faut et il sufit que, pour tout 
m E Q, on ait mN = N n (mM). 

En effet, par définition MIN admet une présentation finie ; 
d'aütre part, Nm et Mm sont des Am-modules libres de type fini. 
Pour que Nm soit facteur direct de Mm, il faut et il sufit que 
l'application canonique Nm/mNm --+ Mm/mM, soit injective 
(no 2, prop. 6) ; il revient au  même de dire que l'application cano- 
nique N/mN + M/mM doit être injective (prop. 9), et comme son 
noyau est (N n mM)/mN, cela démontre le corollaire. 

La prop. 12 (resp. son corollaire 1) s'appliquera en particu- 
lier lorsque A est nœthérien et E (resp. MIN) un A-module de 
type fini (chap. 1, $2 ,  no 8, lemme 8). 

4 .  Localisation de la platitude. 

PROPOSITION 13. - Soient S une partie multiplicative d'un 
anneau A, et M un A-module. S i  M est plat (resp. fidèlement plat), 
S-lM est un S-'A-module plat (resp. fidèlement plat), et un A-module 
plat. 

Comme S-lM = M@, S-lA, la première assertion résulte du 
chap. 1, $ 2, no 7, cor. 2 de la prop. 8 (resp. du chap. 1, $ 3, no 3, 
prop. 5) ; en outre, S-lA est un A-module plat ( $  2, no 4, th. 1) ; 
donc, si M est un A-module plat, il en est de même de S-IM en 
vertu du chap. 1, $ 2, no 7, cor. 3 de la prop. 8. 

Remarque. - Si N est un S-lA-module, S-lN s'identifie à N, 
et  il est par suite équivalent de dire que N est un S-lA-module 
plat ou un A-module plat. 

PROPOSITION 14. - Soient A un anneau, B une A-algèbre 
commutative, T une partie multiplicative de B. S i  N est un B- 
module qui est plat en tant que A-module, T-lN est un A-module 
plat. 

On a en effet T-IN = T-lB 8, N ; la proposition résulte alors 
du chap. 1, 2, no 7, prop. 8, appliquée en remplaçant A par B, 
B par A, E par T-lB et F par N. 
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PROPOSITION 15. - Soient A, B deux anneaux, p : A -+ B un 
homomorphisme, N un B-module. Les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

a) N est un A-module plat. 
b) Pour tout idéal maximal n de B, N, est un A-module plat. 

c) Pour tout idéal maximal n de B, s i  l'on pose m = $(n), 
N, est un An,-module plat. 

Pour tout a e m, l'homothétie de N, produite par a est bijec- 
tive, donc N, s'identifie canoniquement à (N,),, et l'équivalence de 
b) et c) résulte de la Remarque suivant la prop. 13 ; le fait que 
a) entraîne b) est un cas particulier de la prop. 14. Reste a prouver 
que b) entraîne a), c'est-à-dire que, si b) est vérifiée, pour tout 
homomorphisme injectif u : M -+ M' de A-modules, I'homomor- 
phisme v = 1 @ u : N @, M -t N @, M' est injectif. Or, v est aussi 
un homomorphisme de B-modules, et pour qu'il soit injectif, il 
faut et il sufit que vn : (N @A M)n -t (N 63, M')n le soit pour tout 
idéal maximal n de B (no 3,  th. 1). Comme 

(N C3, M), = Bn @, ( N  8, M) = N, 63, M, 

v, n'est autre que l'homomorphisme 163 u : N, 8, M -+ Nn @, Mt, 
qui est injectif puisque N, est un A-module plat par hypothèse. 

COROLLAIRE. - Pour qu'un A-module M soit plat (resp. fidèle- 
ment plat) il faut et il su@t que, pour tout idéal maximal m de A, 
Mm soit un A,,-module plat (resp. fidèlement plat). 

La nécessité des conditions résulte de la prop. 13. Inverse- 
ment, si Mm est un An,-module plat pour tout idéal maximal in 
de A, M est un A-module plat en vertu de la prop. 15 appliquée au 
cas où y est l'identité. Enfin, si Ill, est un A,-module fidèlement 
plat pour tout m, on a mMn, = mA,M, # Mn,, donc mM # M 
pour tout m (no 3,  prop. 9), cc qui prouve que M est un A-module 
fidèlement plat (chap. 1, $ 3 ,  no 1, prop. 1, d)). 

5 .  Anneaux semi- locaux. 

PROPOSITION 16. - Soit A un anneau. Les conditiolzs sui. 
vantes sont équivalentes : 

a) l'ensemble des idéaux maximaux de A est fini ; 



b) le quotient de A par son radical est composé direct d'un 
nombre fini de corps. 

Supposons que le quotient de A par son radical % soit com- 
posé direct d'un nombre fini de corps. Alors A/% ne possède 
qu'un nombre fini d'idéaux et a fortiori n'a qu'un nombre fini 
d'idéaux maximaux. Comme tout idéal maximal contient % 
(Alg., chap. VIII ,  5 6, no 2, déf. 2), les idéaux maximaux de A 
sont les images réciproques des idéaux maximaux de A/% 
par l'homomorphisme canonique A -t A/% ; ils sont donc en 
nombre fini. 

Réciproquement, supposons que A ne possède qu'un nombre 
fini d'idéaux maximaux distincts ml, ..., mn. Les A/mi sont des 
corps, e t  il résulte du 5 1, no 2, prop. 5, que l'application cano- 

n 

nique A -+ n A/mz est surjective ; comme son noyau 
2=1 

ii mg 
2=1 

est le radical % (Alg., chap. VIII,  5 6, no 2, déf. 2), A/% est iso- 
n 

morphe à I'I A/mp. 
2-1 

DÉFINITION 4. - On dit qu'un anneau est semi-local s'il satis- 
fait aux conditions équivalentes a), b) de la prop. 16. 

Exemples. - Tout anneau local est semi-local. Tout quotient 
d'un anneau semi-local est semi-local. Tout produit fini d'anneaux 
semi-locaux est semi-local. *Si A est un anneau semi-local n e -  
thérien, et si B est une A-algèbre qui est un A-module de type fini, 
alors B est semi-local (chap. IV, 5 2, no 5, cor. 3 de la prop. 9)., 

Un autre exemple, généralisant la construction des anneaux 
locaux A,, est fourni par la proposition suivante : 

PROPOSITION 17. - Soient A un anneau, pl, ..., p ,  des idéaux 
n n 

premiers de A. Posons s = n (A-Pi) = A -  
2 = 1  

U Pi. 
Z = 1  

a) L'anneau S-lA est semi-local ; si q,, ..., q, sont les éléments 
maximaux distincts (pour la relation d'inclusion) de l'ensemble des 
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Pz, les idéaux maximaux de S-'A sont les S-lq, (1 < j < r), et 
ces idéaux sont deux à deux distincts. 

b) L'anneau A,, est canoniquement isomorphe à (S-lA)~,-lp~ 
pour 1 6 i < n. 

c) Si A est intègre, on a S-lA = i) Api dans le corps des 
$=l 

fractions de A. 
a) Les idéaux de A ne rencontrant pas S sont les idéaux con- 

tenus dans la réunion des pi, donc dans l'un des au moins 
(f i  4, no 1, prop. 2) ; les q j  sont donc les éléments maximaux de 
l'ensemble des idéaux ne rencontrant pas S ; par suite, les S-lq, 
sont les idéaux maximaux de S-lA en vertu du  $ 2, no 5, prop. 
1 4 ,  (ii). 

b) est un cas particulier du $ 2, no 5,  prop. 11, (iii). 
c) Supposons A intègre. Si pi c p,, on a Api 3 A,, ; pour 

prouver c), on peut donc supposer les p~ non comparables deux à 
deux. II résulte alors de a)  e t  du  no 3, cor. 4 du th. 1, que l'on a 

S-1A = n (S-lA)elpi ; d'oh c), en vertu de b). 
i=l 

Si A est intègre, il en est de même de S-lA, et la prop. 17 fournit 
donc un exemple d'anneau semi-local qui n'est pas composé direct 
d'anneaux locaux (cf. chap. III, § 2, no 13). 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau intègre, pl, ..., Pn des 
idéaux premiers de A, non comparables deux à deux pour la relation 

d'inclusion. S i  A = n Apt dans le corps des fractions de A, les 
Z = 1  

idéaux maximaux de A sont p l  ,..., p,. 

Posant S = (A - p ) ,  on a S-'A = A en vertu de la 
t = l  

prop. 17 c) ; donc les éléments de S sont inversibles dans A, e t  
on a S-lpg = pi pour tout  i. D'où notre assertion en vertu de 
la prop. 17  a). 



§ 4. Spectres d'anneaux et supports de modules 

1.  Espaces irreductibles . 
DÉFINITION 1. - O n  dit  qu 'un espace topologique X est irré- 

duclible si toute intersection finie d'ensembles ouverts non  vides de X 
est non  vide. 

En considérant la famille vide d'ensembles ouverts de X, on 
voit qu'un espace irréductible est non  vide ; pour qu'un espace 
topologique X soit irréductible, il faut et il suffit qu'il soit non 
vide et que l'intersection de deux ensembles ouverts non vides de 
X soit toujours non vide (ou, ce qui revient au même, que la réu- 
nion de deux ensembles fermés distincts de X soit toujours dis- 
tincte de X). 

PROPOSITION 1. - Soi t  X u n  espace topologique non  vide. 
Les  conditions suivantes sont équivalentes : 

a) X est irréductible ; 
b) tout ensemble ouvert n o n  vide de X est dense dans  X ; 
c) tout ensemble ouvert de X est connexe. 
Par définition, un ensemble dense dans X est un ensemble qui 

rencontre tout ensemble ouvert non vide, donc a) et b) sont 
équivalentes. Il est immédiat que c)  entraîne a ) ,  car si Ul et U, 
sont des ensembles ouverts non vides disjoints, Ul u U, est un 
ensemble ouvert non connexe. Montrons enfin que a )  entraîne c )  : 
si U est un ensemble ouvert non connexe, il est réunion de deux 
ensembles non vides disjoints U', U" qui sont ouverts dans U, 
donc aussi ouverts dans X, ce qui implique que X n'est pas irré- 
ductible. 

Un espace séparé n'est irréductible que s'il est réduit à un seul 
point. 

On dit qu'une partie E d'un espace topologique X est un en- 
semble irréductible si le sous-espace E de X est irréductible. Pour 
qu'il en soit ainsi, il faut et il suEt  que, pour tout couple d'en- 
sembles U, V ouverts dans X et rencontrant El U n V rencontre 
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aussi E ,  ou (ce qui revient a u  même) que, pour tout couple d'en- 
sembles F, G fermés dans X et tels que E c F u G, on ait E c F ou 
E c G. Par  récurrence sur n, on en déduit que, si (Fi)isés, est une 

n 

famille finie d'ensembles fermés dans X, tels que E c U Fi, il 
i = l  

existe un indice i tel que E c Ft. 

PROPOSITION 2. - Dans un espace topologique X, pour qu'un 
ensemble E soit irréductible, il faut et il suffit que son adhérence Ë 
le soit. 

En effet, pour qu'un ensemble ouvert de X rencontre E,  il 
faut e t  il suffit qu'il rencontre Ë, et  la proposition résulte des 
remarques précédentes. 

PROPOSITION 3. - (i) Si X est un espace irréductible, tout en- 
semble ouvert non vide de X est irréductible. 

(ii) Soit un recouvrement non vide d'un espace topolo- 
gique X, formé d'ensembles ouverts tels que U, n UR # 0 pour tout 
couple d'indices (cc, P). Si les ensembles U, sont irréductibles, l'es- 
pace X est irréductible. 

(i) Si X est irréductible, U c X ouvert non vide dans X et  V c U 
ouvert non vide dans U, V est aussi ouvert dans X, donc dense 
dans X e t  a fortiori dans U. Donc U est irréductible (prop. 1). 

(ii) Montrons que, pour tout en~emble  V ouvert dans X et non 
vide, on a V n U, # 0 pour tout cc E A : il en résultera que V n U, 
est dense dans U, par hypothèse, donc que V est dense dans X,  et 
cela prouvera que X est irréductible (prop. 1). Or il existe au 
moins un indice y tel que V n U, # 0 ; comme U, n U, # @ pour 
tout a, et  que V n U, est dense dans U,, on a U, n U, n V # 0 et  
a fortiori U, n V # 0, ce qui achève la démonstration de (ii). 

PROPOSITION 4. - Soient X et Y deux espaces topologiques, 
f une application continue de X dans Y. Pour toute partie irréductible 
E de X, f (E)  est une partie irréductible de Y. 

E n  effet, si U, V sont deux ensembles ouverts dans Y rencon- 
-1 -1 

t rant  f(E),  f(U) e t  f(V) sont des ensembles ouverts dans X rencon- 
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-1 -1 -1 
trant E. Par suite f(U) n f(V) = f(U n V )  rencontre E, ce qui 
entraîne que U n V rencontre f ( E )  et démontre la proposition. 

DÉFINITION 2. - O n  appelle composante irréductible d 'un  
espace topologique X toute partie irréductible maximale de X .  

Il résulte de la prop. 2 que toate composante irréductible de 
X est fermée dans X. 

PROPOSITION 5. - Soit  X u n  espace topologique. Toute partie 
irréductible de X est contenue dans une composante irréductible de 
X, et ~ è s t  réunion de ses composantes irréductibles. 

Pour démontrer la première assertion, il sufit, en vertu du 
th. de Zorn, de prouver que l'ensemble 3 des parties irréductibles 
de X est inductif. Soit Q une partie de 3 totalement ordonnée par 
inclusion ; montrons que la réunion E des ensembles F E  6 est 
irréductible. Soient U, V deux ensembles ouverts dans X et ren- 
contrant E ; comme Q est totalement ordonnée, il existe un en- 
semble F E  Q rencontrant U et V ; comme F est irréductible, 
U n V rencontre F, donc aussi E, ce qui prouve que E est irréduc- 
tible, donc que 3 est inductif. La seconde assertion résulte de la 
première, car toute partie de X réduite a un seul point est irréduc- 
tible. 

COROLLAIRE. - Toute composante connexe d 'un espace topolo- 
gique X est réunion de composantes irréductibles de X .  

En effet, tout sous-espace irréductible de X est connexe en 
vertu de la prop. 1, donc contenu dans une composante connexe 
de X. 

On notera que deux composantes irréductibles distinctes de X 
peuvent avoir des points communs (exerc. 11). 

PROPOSITION 6. - Soient X u n  espace topologique, (P&. < $ S n  

un recouvrement fini de X formé d'ensembles fermés irréductibles, 
Alors les composantes irréductibles de X sont les éléments max imaux  
(pour  la relation d'inclusion) de l'ensemble des Pz. 

On peut se borner au  cas où les P t  sont deux à deux incompa- 
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rables. Si E est une partie irréductible de X, on a E c U Pt, 
i=1 

donc E est contenu dans l'un des ensembles fermés Pz ; cela prouve 
que les Pg sont les seules parties irréductibles maximales de X. 

COROLLAIRE. - Soient X u n  espace topologique, E u n  sous- 
espace de X n'ayant qu'un nombre fini de composantes irréduc- 
tibles distinctes Qt ( 1  < i < n) ; alors les composantes irréductibles 
de l'adhérence Ë dans X sont les adhérences QI des Qt (1  d i < n) 
et on  a # Qj pour i z j. 

En  effet, Ë est la réunion des Q é ,  qui sont irréductibles (prop. 
2) ; comme Qt est fermé dans E, on a Qr n E = Qi; comme 
Qt Q Qj pour i # j, on a Ga Q Qj, d'où le corollaire, en vertu de la 
prop. 6. 

Remarque. - Supposons que X n'ait qu'un nombre fini 
de composantes irréductibles distinctes Xi (1 6 i Q n) ; alors 

U t  = C ( U X,) est ouvert dans X et dense dans Xt puisque 
i# t 

X t  O u + Xj ; les U <  (1 4 i < n )  sont donc des ouverts non vides 

de X, irréductibles (prop. 2), deux à deux disjoints, et dont la 
réunion est dense dans X. 

PROPOSITION 7. - Soit U une partie ouverte d'un espace topo- 
logique X .  L'application V -+ V (adhérence dans X) est une bijec- 
tion de l'ensemble des parties irréductibles de U ,  fermées dans U ,  
sur l'ensemble des parties irréductibles de X ,  fermées dans X et ren- 
contrant U ; la bijection réciproque est Z  + Z n U .  E n  particulier, 
cette bijection applique l'ensemble des composantes irréductibles de 
U sur l'ensemble des composantes irréductibles de X rencontrant U .  

E n  effet, si V est fermée dans U et irréductible, V est irré- 
ductible (prop. 2) et l'on a V = V n  U .  Inversement, si Z est irré- 
ductible, fermé dans X et rencontre U ,  Z n  U est un ouvert non 
vide dans Z, donc est irréductible (prop. 3) ,  dense dans Z, et, comme 
Z est fermé, on a Z  = Z  n U. Cela démontre la proposition. 



2.  Espaces topologiques nœthériens 

DÉFINITION 3. - On dit qu'un espace topologique X est nœthé- 
rien s i  tout ensemble non vide de parties fermées de X, ordonné 
par inclusion, possède un élément minimal. 

Il revient au même de dire que tout ensemble non vide de 
parties ouvertes de X, ordonné par inclusion, possède un élément 
maximal, ou que toute suite décroissante (resp. croissante) d'en- 
sembles fermés (resp. ouverts) est stationnaire (Ens., chap. III ,  
$6,  no 5, prop. 6). 

PROPOSITION 8. - (i) Tout sous-espace d'un espace nœthérien 
est nœthérien. 

(ii) Soit ( A ~ ) ~ E I  un recouvrement fini d'un espace topologique 
X. Si les sous-espaces Ai de X sont nœthériens, X est nœthérien. 

(i) Soient X un espace nœthérien, A un sous-espace de X, 
(Fn) une suite décroissante de parties de A, fermées dans A ; on 

- 
a donc F, = F, n A, et  les adhérences Fn des Fn dans X forment 
une suite décroissante de parties fermées de X. Comme cette suite 
est stationnaire, il en est de même de la suite (F,). 

(ii) Soit (Gn),>o une suite décroissante de parties fermées de X ; 
par hypothèse, chacune des suites (G, n Ae),>o est stationnaire. 
Comme 1 est fini, il y a un entier no tel que, pour n 2 no, on ait 

Gn n Ar = Gn, n Ai pour tout i E 1. Mais Gn = U (Gn n At), 
I E I  

donc la suite (Gn) est stationnaire, et X est nœthérien. 

PROPOSITION 9. - Pour qu'un espace topologique X soit nœthé- 
rien, il faut et il suffît que tout ensemble ouvert dans X soit quasi- 
compact. 

Pour démontrer que la condition est nécessaire, il suffit, en 
vertu de la prop. 8, de prouver que tout espace nœthérien X est 
quasi-compact. Soit (Ut)LE~ un recouvrement ouvert de X ; 
l'ensemble des réunions finies d'ensembles U, est non vide et admet 

donc un élément maximal V = U U., où H est une partie finie 
LEH 

de 1. Par définition, on a V u  UL = V pour tout L E  1, donc V = X. 
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Réciproquement, supposons que tout ensemble ouvert dans 
X soit quasi-compact, et soit (Un) une suite croissante de parties 
ouvertes de X. La réunion V des Un est ouverte, donc quasi- 
compacte ; comme (Un) est un recouvrement ouvert de V, il y a 
une sous-famille finie de (Un) qui est un recouvrement de V, 
donc V = U, pour un indice n, ce qui prouve que la suite (Un) 
est stationnaire. 

Lemme 1 (« principe de récurrence nœthérienne »). - Soient 
E un ensemble ordonné dont toute partie non vide admet u n  élément 
minimal.  Soit F une partie de E ayant la propriété suivante : s i  
a E E est tel que la relation x < a entraîne x E F, alors a E F. On a 
alors F = E. 

En effet, supposons F # E ; alors f j ~  aurait un élément 
minimal b. Par définition, on a x E F pour tout x < b, ce qui 
entraîne b a F, d'où contradiction. 

PROPOSITION 10. - S i  X est un espace nœthérien, l'ensemble 
des composantes irréductibles de X (et a fortiori l'ensemble des com- 
posantes connexes de X )  est fini. 

Il suffit de prouver que X est réunion finie de parties fermées 
irréductibles (no 1, prop. 6). Montrons qu'on peut appliquer le 
principe de récurrence nœthérienne en prenant pour E l'ensemble 
des parties fermées de X, ordonné par inclusion, pour F l'en- 
semble des réunions finies de parties fermées irréductibles. Soit Y 
une partie fermée de X telle que toute partie fermée # Y de Y 
appartienne à F .  Si Y est irréductible, on a Y E F par définition ; 
sinon, Y est réunion de deux parties fermées Y,, Y, distinctes de Y. 
On a donc Y, E F et Y ,  E F par hypothèse, d'où Y E F par défini- 
tion de F. 

11 en résulte en particulier qu'un espace nœthérien séparé est 
nécessairement fini. 

3. Le spectre premier d'un anneau 

Soient A un anneau, X l'ensemble des idéaux premiers de A. 
Pour toute partie M de A, nous noterons V(M) l'ensemble des 
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idéaux premiers de A contenant M ; il est clair que, si a est l'idéal 
de A engendré par M, on a V(M) = V(a) ; si M est réduit à un seul 
élément f ,  on écrira V(f) au lieu de V(l f l), et on a V(f) = V(Af). 
L'application M -t V(M) est décroissante pour les relations d'in- 
clusion dans A et X. En outre, on a les formules suivantes : 

pour toute famille ( M ~ ) ~ E I  de parties de A ; 

(3) V(a n a') = V(aal) = V(a) u V(al) 

pour tout couple d'idéaux a, a' de A. En effet, les formules (1) et 
(2) sont évidentes ; d'autre part, la formule (3) signifie que, pour 
qu'un idéal premier p de A contienne l'un des idéaux a ou a', il faut 
et il suffit qu'il contienne au', ou qu'il contienne a n a' ; elle résulte 
par suite du $ 1, no 1, prop. 1. La seconde formule (1) admet la 
réciproque suivante : si a est un idéal de A tel que V(a) = 0, 
alors a = A, car il n'existe aucun idéal maximal de A contenant a. 
Enfin, si a est un idéal de A et r(a) sa racine ( $ 2 ,  no 6 ,  déf. S), on a 

comme il résulte du $2 ,  no 6, cor. 1 de la prop. 13. 
Les formules (1) à (3) montrent que les parties V(M) de X 

satisfont aux axiomes des ensembles fermés d'une topologie ( T o p ,  
gén., chap. 173e éd., $1, no 4). 

DÉFINITION 4. - Soit  A u n  anneau. O n  appelle spectre premier 
de A et o n  note Spec (A) l'ensemble X des idéaux premiers de A, 
m u n i  de la  topologie pour laquelle les ensembles fermés sont les en- 
sembles V(M) o ù  M parcourt @(A). L a  topologie ains i  définie s'ap- 
pelle topologie spectrale o u  topologie de Zarisk i  sur  X .  

Il est clair que la relation Spec (A) = 0 est équivalente à 

A = (01. 
Soit X le spectre premier d'un anneau A ;  pour tout / E  A, 

notons Xf l'ensemble des idéaux premiers de A ne conlenant pas / ; 
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on a Xf = X - V(f), e t  Xf est donc un ensemble ouvert. E n  vertu de 
(2), toute partie fermée de X est intersection d'ensembles fermés de 
la forme V(f), donc les Xf forment une base de la topologie spec- 
trale sur X. E n  outre, il résulte aussitôt des définitions que 1,011 a 

(5) X, = 0 ,  XI = X, 

et plus généralement Xf = X pour tout élément inversible f de A ; 

(6) Xf, = Xf n S, pour f ,  g dans A. 

Pour toute partie Y de X, notons 3 (Y)  l'intersection des 
idéaux premiers de A qui appartiennent à Y. 11 est clair que 3 ( Y )  
est un idéal de A, et  que l'application Y + 3(Y)  est décroissante 
pour les relations d'inclusion dans X et dans A. On a évidemment 
les relations 

(7) 3 ( 0 )  = A 

pour toute famille de parties de X. En outre : 

PROPOSITION 11. - Soient A un anneau, a un idéal de A, Y 
une partie de X = Spec (A). 

(i) V(a) est fermé dans X et 3 (Y)  est un idéal de A égal à sa  
racine. 

(ii) 3(V(a)) est la racine de a, et V(3(Y)) est l'adhérence de Y 
dans X. 

(iii) Les applications 3 et V définissent des bijections décrois- 
santes réciproques l'une de l'autre, entre l'ensemble des parties 
fermées de X et l'ensemble des idéaux de A égaux à leurs racines. 

L'assertion (i) et la première assertion de (ii) résultent des 
définitions et du $ 2, no 6, cor. 1 de la prop. 13. Si un ensemble 
fermé V(M) (pour lm M c  A) contient Y, on a M c  p pour tout  
idéal premier p E Y, d'où M c 3(Y)  e t  par suite V(M) II V(3(Y)) ; 
comme on a Y c V(3(Y)), V(3(Y)) est le plus petit ensemble 
fermé de X contenant Y, ce qui achève de prouver (ii). Enfin, il 
résulte de (ii) que, si a est un idéal égal a sa racine, on a 3(V(a)) = a 
e t  que, si Y est fermé dans X, V@(Y)) = Y ; ce qui démontre (iii). 
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On déduit aussitôt de la prop. 11 que, si M est une partie quel- 
conque de A et Y une partie quelconque de X, on a V(M) = 

V(~(V(M))) et W) = 3(V(3(Y))). 

COROLLAIRE 1. - Pour toute famille (YA)AEL de parties fer- 

méesde X, 3( n Ylj est la racine de la somme des idéaux 3(Yh). 
AEL 

E n  effet, il résulte de la prop. 11, (iii), que 3 i n Yi) est le 
AEL 

plus petit idéal égal à sa racine et contenant tous les 3 (YA) ;  
cet idéal contient donc 2 3(YA) et par suite aussi la racine de 

AEL 

3(YA) ( 5  2, no 6, cor. 2 de la prop. 13), d'où le corollaire. 
AEL 

COROLLAIRE 2. - Désignons par r(a) la racine d'un idéal a 
de A ; si a et b sont deux idéaux de A, la relation V(a) c V(b) est 
équivalente à b c r(a) et à r(b) c r(a). 

Il est immédiat que les relations b c r(a) e t  r(b) c r(a) sont 
équivalentes, e t  comme V(a) = V(r(a)), le corollaire résulte aussi- 
tô t  de la prop. 11 ,(iii). 

COROLLAIRE 3. - Soit (fA)AEL une famille d'éléments de A. 

Pour qu'un élément g = A  soit tel pue X g c  U XfA, il faut et il 
AEL 

sufit qu'il existe un entier n > O tel que gn appartienne à l'idéal 
engendré par les fi. 

E n  effet, la relation Xg c U XI, équivaut à V(g) 3 n V(fx), 
AEL AEL 

e t  il suffit d'appliquer le cor. 2. 

COROLLAIRE 4. - Pour que deux éléments f ,  g de A soient tels 
que Xf = X,, il faut et il sufit qu'il existe deux entiers m > O ,  n > O 
tels que fm E Ag et gn E Af. 

COROLLAIRE 5. - Pour que f E A soit tel que Xf = 0, il faut 
et il sufit que f soit nilpotent. 

Cela résulte aussitôt du cor. 4. 
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COROLLAIRE 6. - L'adhérence d'un ensemble réduit a un point 
p E X = Spec (A) est l'ensemble V(p) des idéaux premiers conte- 
nant p. Pour que l'ensemble ( p  / soit fermé dans X (ou, comme on 
dit  encore par abus de langage, pour que p soit un point ferméde 
X), il faut et il suffît que p soit maximal. 

COROLLAIRE 7. - Si A est un anneau nœthérien, X = Spec (A) 
est un espace nœthérien. 

PROPOSITION 12. - Pour tout f E A, l'ensemble ouvert Xf dans 
X = Spec (A) est quasi-compact ; en particulier, l'espace X est 
quasi-compact. 

Comme les X, forment une base de la topologie, il su f i t  de 
prouver que, si (gJhEL est une famille d'éléments de A telle que 

X f c  U Xh, alors il existe une sous-famille finie (fi),,. telle 
AEL 

que Xf c U X,,. Mais la relation Xf c X,, signifie qu'il 
h E H  

U 
h E L  

existe un entier n > O e t  une sous-famille finie (gA)hEH telle que 
fn appartienne à l'idéal engendré par cette sous-famille (cor. 3 
de la prop.. 11) ; d'ou la proposition. 

PROPOSITION 13. - Soient A, A' deux anneaux, X = 

Spec(A), X' = Spec(A1), h un homomorphisme de A dans A' ; 
-1 

l'application ah : P' -+ h(pl) de X' dans X est continue. 
En  effet, pour M c A, l'ensemble (ah)-l(V(M)) est l'ensemble 

-1 
des idéaux premiers p' de A' tels que M c h(pl), ce qui équivaut à 
h(M) c p' ; cet ensemble est donc égal à V(h(M)) et  est par consé- 
quent fermé. 

On dit  que ah est l'application associée à l'homomorphisme h. 

Remarque. - Si h est surjective et si a est son noyau, il résulte 
de la définition de la topologie spectrale que "h est un lioméomor- 
phisme de X' sur le sous-espace fermé V(a) de X ; en efTet, pour 
qu'un idéal premier p' de A' contienne un idéal 6' de A', il faut et 

-1 -1 
il sufit que h(pt) contienne h(b') ; on voit d'abord que "h est injec- 



tive en prenant b' premier ; en outre, pour tout idéal b' de A', l'image 
par "h de V(bf) est ~ (h ib ' ) ) ,  d'où notre assertion, les idéaux de la 
forme ?(bf) étant tous les idéaux de A contenant a. 

COROLLAIRE. - Soient S une partie multiplicative de A, 
A' = SPA, h l'homornorphisme canonique iz ; alors ah est un 
homéomorphisme de X' = Spec (A') sur le sous-espace de X = 

Spec(A) formé des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S. 
En  effet, soit f '  = f ls  où f E A, s E S ; on a X> = Xhi 

puisque sll est inversible dans A'. On sait déjà que ah est injec- 
-1 

tive e t  que, pour tout  p' E XI, les relations f l l  E p' et  f E h(pl) = 

sont équivalentes, donc les conditions p' E Xj,l e t  E X j  
sont équivalentes ; cela montre que ah(Xf.) est égal à Xpn ah(X'), 
d'où la première assertion, puisque les Xp (resp. Xj . )  forment une 
base de la topologie de X (resp. X'). La seconde assertion résulte 
du $ 2, no 5, prop. 11, (ii). 

PROPOSITION 14. - Soit A un anneau. Pour qu'une partie Y 
de X = Spec(A) soit irréductible, il faut et il sufit que l'idéal 3 (Y)  
soit premier. 

Posons p = 3(Y),  et notons que, pour un élément f = A ,  la 
relation f E p est équivalente à Y E V(f). Supposons Y irréductible, 
et  soient f ,  g des déments de A tels que fg  E p. On a donc 

comme Y est irréductible, V(f) et  V(g) fermés, on a Y c V(f) ou 
Y c V(g), donc f E p ou g G p, ce qui prouve que p est premier. 

Supposons maintenant p premier ; on a Y = V(p) (prop. 11, 
(ii)), et  comme p est premier, p = 3(i p l ) ,  d'où Y = ~ ( 3 ( {  p 1 ) )  = 
- 

f p (prop. 11, (ii)). Comme un ensemble réduit à un point est irré- 
ductible, Y est irréductible (no 1, prop. 2). 

COROLLAIRE 1.  - Pour qu'un anneau A soit tel que 
X = Spec(A) soit irréductible, il faut et il sufit que le quotient de 
A par son nilradical % soit intègre. 

En  effet (prop. 11, (i)), 3 ( X )  est la racine de l'idéal (O), c'est- 
à-dire %. 
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COROLLAIRE 2. - Eapplication p -t V(p) est une bijection de 
X = Spec (A) sur l'ensemble des parties fermées irréductibles de X ; 
en particulier les composantes irréductibles d'une partie fermée Y 
de X sont les ensembles V(p), où p parcourt l'ensemble des éléments 
minimaux de l'ensemble des idéaux premiers de A qui contien- 
nent 3(Y).  

Comme 3(V(p)) = p pour tout idéal premier p de A, et 
Y = V(3(Y)) pour toute partie fermée Y de X, la  première asser- 
tion résulte de la prop. 14 ; d'autre part, pour que Y ZI V(p), il 
faut e t  il suffit que p = CS(V(p)) 3 3(Y)  (prop. I l ) ,  d'où la seconde 
assertion. 

COROLLAIRE 3. - L'ensemble des idéaux premiers minimaux 
d'un anneau nœthérien A est fini. 

E n  effet, X = Spec (A) n'a alors qu'un nombre fini de com- 
posantes irréductibles (cor. 7 de la prop. 11 et  no 2,  prop. 10) et le 
corollaire résulte du  cor. 2 précédent. 

PROPOSITION 15. - Soient A un anneau, 1 un ensemble fini, 
E l'ensemble des familles orthogonales (ei)iEI d'idempotents ei Z O de 
A, telles que I= eZ = 1. Pour tout (ei)i,I E El posons a((ei)iEI) = 

i € I  

(V(A(1 - ei)))i,,, o((ei)iEI) = (Aei)iEI. Alors a est une bijection 
de E sur l'ensemble P des partitions (Ui)i,I de X = Spec (A) 
en ensembles ouverts, et CJ est une bijection de E sur I'ensemble S 
des familles (a,),,, d'idéaux # O de A telles que A soit somme 
directe des ai. 

Soit (ei)<,, un élément de E et  posons Yi = V(A(1-G)) ; 
si i # j, on a 1 = 1 - et + et(1 - ej) E A( l  - et) + A(l  - ej), d'où 
Yt  n Yf = 0 (formules (1) e t  (2)). D'autre part, 

U Yt = V( II A(l  - et)) (formule (3)) ; 
~ E I  Z E I  

par hypothèse (1 - et) = 1 - X et = O, d'où 
i € I  iE1 

U Y ,  = X 
I E I  

(formule (1)). Comme les Yt sont fermés, ils sont aussi ouverts, d'où 
m(E) c P. Par ailleurs, on a évidemment A = Aea ; si O = 2 aiet 

iE1 (€1 



avec ai E A, on en tire, par multiplication par et, O = aie: = agee 
pour tout i ; ceci prouve que a(E)  c S. 

Lemme 2. - Si e, f sont deux idempotents de A tels que Ae et 
Af aient même racine, on a e = f .  

En effet, il existe par hypothèse des entiers m 2 O, la 2 O 
tels que e = em E Af et f = fn E Ae ; soient x, y des éléments de 
A tels que e = xf, f = ye ;  on a ef = xf2 = xf = e et de même 

Le lemme 2 et le cor. 2 de la prop. 11 montrent que les applica- 
tions m et a sont injectives. 

Montrons que a est surjective. Si (a,),,, est un élément de 
S, il y a des éléments et E tels que 1 = C et ; si i # j, on a 

ZEI 

e g e j ~ a t n  a3 = I O { ,  d'où et = Cetej  = e: ; enfin, on a Ae tca ,  
j€I 

pour tout i E 1 et X Aet = A, d'où Ae, = a$. 
(€1 

Reste enfin à montrer que a est surjective. Soit (U,)sEI un 

élément de P et posons Zt = fi Ut = u Uj;  comme Ut et Zi sont 
j + a  

fermés, il existe des idéaux a,, bé de A tels que Ua = V(a& 
Z t  = V(br). On va montrer qu'on peut de plus supposer que 
as n bt = O. On a Ut n Zr = 0, d'où as + bt = A ; soient at E a{, 
ba E br tels que ai + br = 1. On a X = Ut u Zt = V(atbe) (for- 
mule (3)) ; tout élément de aibd est donc nilpotent (cor. 2 de la 
prop. 11) ; soit p un entier tel que aPbT = O. On a Ut c V(Aar) = 

V ( A d ) ,  Zr c V(Abi) = V(AbP) et V(Aar) n V(Abt) = V(Aat + Abt) 
= 0, donc Ut = V(AaP) et Zr = V(AbP), ce qui établit notre 
assertion en remplaçant ai par Aa,P et br par Ab;. Les idéaux a r  et 
br étant ainsi choisis, il résulte de ce que a est bijective qu'il existe 
deux idempotents ft E a(, et E bc tels que 1 = et + f t ,  etfi = 0, 
ae = Aft, bt = Aet. Si i # j, on a X = Zt u Zj  = V(Aezej), 
et comme etej est un idempotent, le lemme 2 montre que erej = 0. 
Enfin e = X et est idempotent et on a eg E Ae pour tout i E 1, 

ZEI 

d'où V(Ae) c Z, pour tout i ; il en résulte que V(Ae) = 0 = V(A. 1) 
e t  le lemme 2 montre encore que e = 1. 



132 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. II ,  § 4 

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau, r a n  nilidéal de A, 
h : A + Ajr l'homomorphisme canonique. Pour toute famille ortho- 
gonale finie (e(),,, d'idempotents de Ajr, telle que C. ei = l ,  il 

i €1 

existe une famille orthogonale finie (eJi,, d'idempotents de A telle 
que C ei = 1 et h(ei) = ea pour tout i E 1. 

iEI 

Posons A' = Alr. On sait (Remarque suivant la prop. 13) que 

"h : Spec (A') -t Spec (A) 

est un homéomorphisme bijectif, tout  idéal premier de A conte- 
nant  r par hypothèse. La prop. 45 montre qu'il existe dans A une 
famille orthogonale finie (eZ),,, d'idempotents telle que Z e i  = 1 

iEI  

et  que l'image par '12 de V(A'(1 - eg)) soit V(A(1 - ez)). Mais il est 
clair que V(A(1 - ei)) est aussi l'image par ' h  de V(A'(1 - h(ei))) ; 
comme 1 - eB et 1 - h(ei) sont des idempotents, le lemme 2 montre 
que ei = h(ei), d'oix le corollaire. 

COROLLAIRE 2. - Pour que le spectre premier X = Spec(A) 
d'un anneau A soit connexe, il faut et il sufit qu'il n'existe dans A 
aucun idempotent autre que O et 1. 

Dire en effet que X n'est pas connexe signifie qu'il existe 
dans X un ensemble ouvert e t  fermé distinct de 0 et  de X. 

4. Support d'un modtcle 

D É F I N I T I O N  5. - Soient A un anneau, M un A-module. On 
appelle support de Ml et on note Supp (M), l'ensemble des idéaux 
premiers p de A tels que Mp # O. 

Comme tout  idéal maximal de A est premier, il résulte aussi- 
tô t  du § 3, no 3, cor. 2 du th. 1, que, pour qu'un A-module M soit 
réduit à O, il faut et il sufit que Supp (M) = 0. 

Exemple. - Soit a un idéal de A ; avec les notations du no 3, 
on a 

(9) V(a) = Supp (A/a). 
E n  effet, si p est un idéal premier de A tel que a pl on sait que 

(A/a), = O ( §  3, no 1, Remarque 3) ; si au contraire a c p ,  aA, est 



contenu dans l'idéal maximal PA, de Ap et (Ala), est isomorphe 
à A,/aA,, donc est # O ( 5  3, no 1, prop. 3) ; d'où notre assertion. 

E n  particulier, on a Supp (A) = Spec(A). 

PROPOSITION 16. - Soient A un anneau, M un A-module. 
(i) Si N est un sous-module de M, on a 

S ~ P P  (M) = Supp (NI u Supp (MIN). 

(ii) Si M est somme d'une famille de sous-modules, on a 

U Supp (M) = SUPP (NJ. 

(i) De la suite exacte O -+ N -+ M -+ M/N -+ O, on déduit, 
pour tout idéal premier p de A, la suite exacte 

(3 2, no 4, th. 1). Pour que Mp soit réduit à O, il faut e t  il suffit 
donc qu'il en soit ainsi de Np et de (MIN),. Autrement dit, l a  
relation p e Supp (M) équivaut à « p e Supp (N)  et p e Supp (MIN) D, 
ce qui prouve (i). 

(ii) P o w  tout idéal premier p de A, Mp est somme de la fa- 
mille de sous-modules (N,), ( $  2, no 4). Dire que Mp # O signifie 
qu'il existe L E 1 tel que (Nt), # O, d'où (ii). 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau, M un A-module, (m,),,, 
un. système de générateurs de M, et a, l'annulateur de ml. On a alors 

U En effet, Supp (M) = Supp (Am,) en vertu de la prop. 16, 
L E I  

(ii). D'autre part, AmL est isomorphe au A-module A/aL, e t  on a vu  
que Supp (A/a,) = V(a,) (Exemple ci-dessus). 

PROPOSITION 17. - Soient A un anneau, M un A-module, 
a son annulateur ; s i  M est de type fini, on u Supp (M) = V(a), et 
Supp (M) est donc Jermé dans Spec (A). 

Soit (mi) ls isn  un système de ghérateurs  de M, et soit al: 
n n 

I'annulateur de mi ; on a a = n ai, donc V(a) = U V(at) 
i=l i=1 

(no 3, formule (3)), et la proposition résulte du cor. de la prop. 16. 
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COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau, M un A-module de 
type fini, a un élément de A. Pour que a appartienne à tout idéal 
premier du support de M, il faut et il sufit que l'homothétie de M, 
de rapport a, soit nilpotente. 

En effet, il résulte de la prop. 17 que l'intersection des idéaux 
premiers appartenant à Supp (M) est la racine de l'annula- 
teur a de M (no 3, prop. 11, (ii)). Dire que a appartient à cette 
racine équivaut à dire qu'il existe une puissance ak E a, donc que 
akM = 0. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau nœthérien, M un A- 
module de type fini, a un idéal de A. Pour que Supp (M) c V(a), il 
faut et il sufit qu'il existe un entier k tel que akM = 0. 

En  effet, si b est l'annulateur de M, la relation Supp (M) c V(a) 
équivaut à V(b) c V(a) d'après la prop. 17, donc a a c r(b), où r(5) 
est la racine de b (1103, cor. 2 de la prop. 11). Puisque A est nœthérien, 
cette condition équivaut encore à l'existence d'un entier k > O 
tel que ak c b ( 9  2, no 6, prop. 15). 

PROPOSITION 18. - Soient M ,  Mt deux modules de type fini 
sur un anneau A ; on a alors 

( 10) Supp (M 8, M') = Supp (M) n Supp (M'). 

Il s'agit de prouver que, si p est un idéal premier de A, les 
relations (Mga Mt), # O et « Mp # O et M& # O » sont équiva- 
lentes. Comme les A,-modules MPgA,Mb et ( M ~ A M ' ) ,  sont 

isomorphes ( §  2, no 7, prop. 18), notre assertion résulte du lemme 
suivant : 

Lemme 3. - Soient B un anneau local, E et Et deux B-modules 
de type fini. Si E # O et E' # O, on a E gB E' # O. 

En effet, soit k le corps résiduel de B. En vertu du § 3, no 2, 
prop. 4, on a k E # O et k 63, E r  # 0 ; on en déduit que 
(kgB  E) gk (kg,  Et)  # O (Alg., chap. II, 3 e  éd., 3 3, no 7). Mais 
en vertu de l'associativité du produit tensoriel (loc. cit., $ 3, no 8) 
ce produit tensoriel est isomorphe à E 8, ((k k) 8, E') = 

E 8, (k 8, E') donc à k égB (E % Et), d'où la conclusion. 



COROLLAIRE. - Soient M un A-module de type fini, n son 
annulateur. Pour tout idéal a de A, on a Supp (M/aM) = V(a) n V(n) 
= V(a + n). 

En effet, M/aM = M @A (A/a), et A/a est de type fini. 

PROPOSITION 19. - Soient A, B deux anneaux, cp : A + B 
un homomorphisme, arp : Spec (B) t Spec ( A )  l'application conti- 
nue associée a cp (prop. 13). Pour tout A-module M, on a 
Supp (M(,)) c acp-l(Sup~ (M)) ; si en outre M est de type fini, on a 
 su^^ (M(B)) = (M)). 

Soit 9 un idéal premier de B et soit p = $(9). Supposons que 
q appartienne à Supp (M(,)) ; on a M(=) 63, Bq = (M 8, B) 63, Bq = 

M 63, Bq = (M 63, A,) BA, Bl puisque l'homomorphisme A 4 B 4 Bq 
se factorise en A + A, + Bq ( §  2, no 1, prop. 2) ; l'hypothèse 
M(q 8, Bq # O entraîne donc M @, A, # O, d'où la première 
assertion. Comme l'homomorphisme 9, : A, -t Bq est local, la 
seconde assertion résulte du lemme suivant : 

Lemme 4. - Soient A, B deux anneaux locaux, p : A -t B un 
homomorphisme local, E un A-module de type fini. Si E # O, on a 
E(B, # 0. 

En effet, soit m l'idéal maximal de A et soit k = A/m le corps 
résiduel ; l'hypothèse entraîne que B @, k = B/mB # O ; en vertu 
de l'associativité du produit tensoriel, (E  8, B) @, k est iso- 
morphe à E @, (B @, k), donc aussi à E 63, (k @k (B @, k)) et fina- 
lement à (E  63, k) mk (B 63, k) ; en vertu du § 3,  no 2, prop. 4, on a 
E@,k # O, donc (EgAB)C3,k # O  (Alg . ,  chap. II, 3e éd., 
$ 3 ,  no 7) et a fortiori E BAB # O. 

PROPOSITION 20. - Soient A un anneau, M un A-module de 
type fini. Pour tout idéal premier p E Supp (M), il existe un A-homo- 
morphisme non nul w : M --+ A/p. 

Soit p E Supp (M). Comme M est de type fini et Mv # O, on 
a Mp/pMp = Mp8A,(Ap/pAp) # O ( $  3, no 2, prop. 4). Soit 
K = Av/pAv le corps des fractions de l'anneau intègre A/p ; 
puisque Mp/pMp est un K-espace vectoriel non réduit à O, il existe 
une forme linéaire non nulle u : Mp/pMp -+ K. Si (xz)iGzG, est un 
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système de générateurs du A-module M, il existe un élément 
a # O de A/p tel que les images des xi par l'application A-linéaire 
composée 

v :  M-M, + M p / p M p - % ~  

appartiennent à A/p. L'application v  induit alors une application 
A-linéaire non nulle w de M dans A/p. 

tj 5. Modules projectifs de type fini 
Idéaux fractionnaires inversibles 

1 .  Localisation par rapport à un élément. 

Soient A un anneau, M un A-module. Pour tout  élément f E A, 
nous poserons Ar = A[f-l], Mf = M[f-l] = M é3, A[f-l] ( $  2, 
noB 1 e t  2) ; si Sf est l'ensemble des fn pour n 2 O, on a donc 
Af = SplA, Mf = SjlM. Si f est inversible dans A, Af (resp. Mf) 
s'identifie canoniquement à A (resp. à M) ; si f est nilpotent, on a 
Af = O e t  Mf = O. Pour tout  homomorphisme u : M + N de 
A-modules, on écrira uf = u @  l : Mf -+ Nf. 

Soit g un second élément de A ; Afg (resp. Mfg) s'identifie 
canoniquement à (Af),/i (resp. (Mf),,i), où g / l  est l'image de g 
dans Af, et  ufg à ( U ~ ) ~ / I  ( §  2, no 3, prop. 7). 

PROPOSITION 1. - Soit f un élément d'un anneau A, et soit 
<p : A -t Af l'application canonique. L'application acp  : Spec (Af) -+ 

Spec (A) est un homéomorphisme de Spec (Af) sur le sous-espace 
ouvert Xf de X = Spec (A) ( $ 4 ,  no 3). 

C'est un cas particulier du § 4, no 3, cor. de la prop. 13. 

PROPOSITION 2. - Soient A un anneau, u : M -t N un homo- 
morphisme de A-modules, et p un idéal premier de A. 

(i) Supposons que up : Mp -+ Np soit surjectif et que N soit de 
type fini. I l  existe alors f E A - p tel que uf : Mf -+ Nf soit surjectif. 

(ii) Supposons que u, soit bijectif, que M soit de type fini et N 
de présentation finie. I l  existe alors f c A - p tel que uf soit bi- 
jectif. 
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Soient R e t  Q le noyau e t  le conoyau de u ; si g E A, le noyau 
e t  le conoyau de u, (resp. u,) sont R, et  Qg (resp. R, e t  Q,) 
( $  2, no 4, th. 1). On a donc Q, = O ; comme N est de type fini, il 
en est de même de Q, de sorte qu'il existe g 'e  A - p tel que 
g'Q = O ( $  2, no 2, cor. 2 de la prop. 4), d'où Q,, = O. Sous les 
hypothèses de (ii), la  suite O -+ R,! + Mg. -> IV,, -t O est 
exacte, donc R,. est de type fini (chap. 1, $ 2, no 8, lemme 9). 
Or, on a (Rg~),,,, = R, = O ; donc il existe gl E Ag! - pAg, tel que 
giRg. = O ( $  2, no 2, cor. 2 de la prop. 4). On a gi = g"/grh, 
où g" E A - p ; comme $11 est inversible dans R,., on a (g"/l) Rg, = O 
d'où R , ~ , ~ ~  = (Rg,),tr/l = O. Si f = g'g", on a f E A - p, Qf = O 
e t  Rf = O, de sorte que u, est bijectif. 

COROLLAIRE. - S i  N est de présentation finie et si Np est un 
A,-module libre de rang p, il existe f E A - p tel que Nf soit un 
AI-module libre de rang p. 

Il existe par hypothèse p éléments xi E N (1 < i d p) tels 
que les sz/l forment une base du A,-module libre IV,. Considérons 
l'liomomorphisme u : Ap -f N tel que ~ ( e r )  = xi pour 1 6 i 6 p, 
(ei)i étant  la  base canonique de Ap. Comme u, est bijectif 
par hypothèse, il existe f E A - p tel que uf soit bijectif, en vertu 
de la prop. 2. 

PROPOSITION 3. - Soit (ft)i,I une famille finie d'éléments 

d'un anneau A, engendrant l'idéal A de A. L'anneau B = II Afi 
(€1 

est alors un A-module fidèlement plat. 
E n  vertu d u  $ 2, no 4, th. 1, chacun des Afi est un A-module 

plat, donc il cn est de même de B (cliap. 1, $ 2, no 3, prop. 2). 
D'autre part,  si p est un idéal premier de A, il existe un indice i 
tel que fie p et  pfi = pAfi est donc un idéal premier de Afi. On a 
alors pR c pAfi x 11 Afj # B puisque pAf, # Afi ; ceci suf i t  a 

g + i  

entraîner que B est un A-module fidèlement plat (chap. 1, $ 3, 
no 1, prop. 1). 

COROLLAIRE. - SOUS les hypothèses de la prop. 3, pour qu'un 
A-module M soit de type fini (resp. de présentation finie), il faut et 
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il suffît que, pour tout indice i, le AI,-module Mfi soit de type fini 
(resp. de présentation finie). 

La condition est évidemment nécessaire ( $  2, no 4). Inverse- 
ment, si tous les Mfi  sont de type fini (resp. de présentation finie), 
M' = ri Mfi est un B-module de type fini (resp. de présenta- 

i E I  

tion finie, car on peut évidemment supposer que pour chaque i 
il y a une suite exacte A; -+ Af, -+ Mfi -+ O ,  où m et n sont 
indépendants de  i). Or, on a M' = M @ A B .  Le corollaire résulte 
alors de la prop. 3 et du chap. 1, $ 3 ,  no 6, prop. 11. 

On notera que la condition sur les f i signifie que les ensembles 
ouverts Xfi forment un recouvrement de Spec (A) ($  4, no 3, cor. 3 
de la prop. 11). 

2.  Caractérisation locale des modules projectifs de type fini. 

THÉORÈME 1. - Soient A un anneau,  P un A-module. Les  
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) P est un module projectif de type fini. 
b )  P est un module de présentation finie, et pour tout idéal maxi-  

mal  m de A, P ,  est u n  A,-module libre. 
c) P est un module de type fini, pour tout p E Spec (A),  le 

A,-module P, est libre, et s i  o n  désigne son rang par r,, la  fonction 
p + rp  est localement constante dans  l'espace topologique Spec(A) 
(c'est-à-dire que tout point de Spec (A) admet un voisinage dans 
lequel cette fonction est constante). 

d) I l  existe une famille finie ( / O t E I  d'éléments de'A engendrant 
l'idéal A, telle que, pour tout i E 1, le Afi-module Pf i  soit libre de rang 
fini. 

e) Pour tout idéal maximal  m de A, i l  existe f E A - m tel 
que P f  soit u n  AI-module libre de rang fini. 

Nous démontrerons le théorème suivant le schéma logique 

a )  => b)  : On sait qu'un module projectif de type fini est de pré- 
sentation finie (chap. 1, $2 ,  no 8, lemme 8, (iii)) ; si P est un A-mo- 
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dule projectif, Pm = P 63, A, est un Am-module projectif (Alg., 
chap. I I ,  3e éd., 3 5, no 1, cor. de la prop. 4) ; enfin, comme Amest 
un anneau local, tout A,-module projectif de présentation finie 
est libre ( §  3, no 2, cor. 2 de la prop. 5). 

b) => e) : Cela résulte du corollaire de la prop. 2 du no 1. 
c) => e) : Soit m un idéal maximal de A ; posons r, = n, et 

soit ( x z ) ~  ~t <n une base de P,. Quitte à multiplier les xi par un 
élément inversible de A,, on peut supposer que les xc sont images 
canoniques d'éléments pi E P (1 6 i d n). Soit (e& < a  <n la base 
canonique de An et  soit u : An -+ P l'homomorphisme tel que 
u(et) = pz pour 1 < i < n. Comme P est de type fini, il résulte 
de la prop. 2 du no 1 qu'il existe f E A-m tel que uf soit surjectif. 
On en conclut que uf, est aussi surjectif pour tout g a  A-m, e t  
par  hypothèse il existe g E A- m tel que r, = n pour p E X,. On 
peut donc, en remplaçant f par fg, supposer que r, = n pour tout 
p E Xf. Alors u, : Ac -t Pp est un homomorphisme surjectif 
e t  P, e t  A, sont deux A,-modules libres de même rang ; donc 
( $  3, no 2, cor. de la prop. 6) u, est bijectif pour tout p E XI. Soit 
p' un idéal premier de AI, e t  soit p son image réciproque dans A 
par l'application canonique ; si on identifie (AT),' et (Pr),. à Ag 
et  P, par les isomorphismes canoniques, s'identifie à u, et est 
par suite bijectif. On en conclut que uf est bijectif ( $ 3 ,  n03, th. l), 
ce qui établit e). 

e) =. d) : Soit E l'ensemble des f E A tels que Pf soit un AI- 
module libre de type fini. L'hypothèse entraîne que E n'est con- 
tenu dans aucun idéal maximal de A, donc E engendre l'idéal A, 
e t  il existe par suite une famille finie ( foi  ~6 <n d'éléments de E 

n 

et  des ai E A (1  < i < n) tels que 1 = X arfd ; d'où d) .  
2=1 

d) + c) : Il résulte du no 1, cor. de la prop. 3, que P est de type 
fini. D'autre part, pour tout idéal premier p de A, il existe un 
indice i tel que p E Xfi ; si p' = pfi, on a Pp = (Pfi),/ ( $  2, no 5, 
prop. IO), donc par hypothèse P, est libre de même rang que Pfi, 
ce qui prouve c). 

d) => a )  : Considérons l'anneau B = II Afi e t  le B-module 
( €1  

M = Pfi = P €3, B. Pour chaque indice i, il y a un Ar,-module 
ZEI 
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libre Li tel que Pfi soit facteur direct de Lt, e t  on peut supposer que 

les Li ont  tous même rang ;  donc L = II La est un B-module 
t e 1  

libre, dont M est facteur dircct, autrement dit  M est un B-module 
projectif de type fini. Comme B est un A-module fidèlement plat 
(no 1, prop. 3), on en conclut que P est un A-module projectif 
de type fini (chap. 1, $3, no Ci, prop. 12). 

COROLLAIRE 1. - Supposons vérifiées les propriétés équiva- 
lentes de l'énoncé du th. 1. Soit m un entier > O tel que, pour toute 

famille (xt)i ~i < m  d'éléments de P,  il existe une famille ( a i ) ~  G ,  
m 

d'éléments de A, non tous diviseurs de zéro, et pour lesquels C aixi = 0. 
<=1 

Alors, pour toat p E Spec (A), on a r, 6 m. 
En  effet, soit p un idéal premier de A ; posons r = r, et  soit 

(yj)1 <j  <,. une base du A,-module libre P,. Il existe des éléments 
x j ( I  ,< j 6 r ) d e P e t u n s ~ A - p t e 1 ~ q u e y ~ = x ~ / s p o u r t o u t j .  Pour 

r 

toute famille (aj)i ~j d'éléments de A tels que 2 ajxj = O, on 
j=l 

r 
a alors 2 (aj/l)yi = O dans P,, d'où ai/l = O pour 1 ,< j 6 r. 

j =l 

Comme A - p ne contient pas 0, cela montre que les a j  sont tous 
diviseurs de zéro dans A ( S  2, no 1, Remarque 3), donc on a néces- 
sairement r 6 m. 

COROLLAIRE 2. - Tout module plat de présentation finie est 
projectif. 

En  effet, si P est un A-module plat de présentation finie, 
et  m un idéal maximal de A, le A,-module P,, est plat ( S  3, no 4, 
prop. 13) et  de présentation finie ( 5  2, no 4), donc lihre (S 3, 
no 2, cor. 2 de la prop. 5). La condition b) du th. 1 est donc vé- 
rifiée. 

Remarques. - 1) Il existe des modules plats de type fini qui ne 
sont pas projectifs (exerc. 7). 

2) Le cor. 2 du th. 1 s'étend aux modules sur un anneau non 
commutatif (chap. 1, $2, exerc. 15). 
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3. Rangs des modules projectifs. 

DÉFINITION 1. - Soit  P u n  A-module  projectif de type  fini. 
Pour  tout idéal premier p de A, le rang d u  A,-module libre P ,  
s'appelle le rang  de P e n  p et se note rg,(P). 

En vertu du th. 1, la fonction p + rg,(P) a valeurs entières 
est localement constante dans X = Spec (A)  ; elle est par suite cons- 
tante si X est co&exe, et en particulier lorsque l'anneau A est 
intègre ( $ 4 ,  no 3, cor. 2 de la prop. 15). 

D É F I N I T I O N  2. - Soi t  n u n  entier 3 0. O n  di t  qu 'un  A-module 
projectif P est de rang  n s'il est de type  fini et s i  rg,(P) = n pour tout 
idéal premier p de A. 

Il est clair que tout A-module libre de type fini L est de 
rang n au sens de la définition 2, n étant égal à la dimension (ou 
r a n g )  de L définie en Alg. ,  chap. I I ,  3 e  éd. , $ 7, no 2. 

Uri module projectif de rang O est nul ( $  3, no 3, cor. 2 du 
th. 1). Si A n'est pas réduit à O et si un A-module projectif P est 
de rang n, l'entier n est déterminé de façon unique ; on le note 
alors rg(P). 

T H É O R È M E  2. - Soient P u n  A-module et n u n  entier 3 O. Les  
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) P est projectif de rang n. 
b )  P est de type  fini et, pour tout idéal max imal  m de A, le 

A,-module Pm est libre de rang n. 
c) P est de type  fini et, pour tout idéal premier p de A, le A,-mo- 

dule Pp est libre de rang n. 
d) P o u r  tout idéal max imal  m de A, il existe f E A - m tel que 

le Af-module  Pf soit libre de rang n. 
En vertu de la déf. 2 et du th. 1, a )  et c)  sont équivalentes ; 

6) implique c), car pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal 
maximal m contenant p, et si on pose p' = Pm, P p  est isomorphe à 
(Pm),, ( $  2, no 5, prop. 11) ; si Pm est libre de rang n, il en est donc 
de même de P,. La propriété c )  implique d )  en vertu du th. 1 et 
du fait que, si f E A - nt et si m' = mf,  P,, est isomorphe à (Pf),,, 
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donc les rangs de Pr et Pm sont égaux. Enfin ce dernier raisonne- 
ment et le th. 1 montrent que d )  implique b ) .  

Remarque. - Si A est un anneau intègre, un A-module projec- 
tif admet un rang bien défini (au sens de la déf. 2), comme on l'a 
observé plus haut ; en outre ce rang coïncide avec le rang défini 
en Alg., chap. II, 3 e  éd., $7,1102; ilsufit en effet d'appliquerle th. 2 c) 
avec p = (O). 

Soient E et F deux A-modules projectifs de type fini. On 
sait (Alg. ,  chap. II ,  3e éd., $ $ 2  et 3) que E x F, E 8, F, Hom,(E, F)  
et le dual E* de E sont projectifs de type fini ; il en est de même 

k 
de la puissance extérieure A E pour tout entier k > O (Alg.,  chap. 
III ,  3e éd.). De plus, on déduit immédiatement de la déf. 1 et 
du $ 2, no 7, prop. 18 et  19, et no 8, que, pour tout idéal premier 
p de A, on a : 

Lorsque les rangs de E et de F sont définis, il en est de même 
k 

de ceux de E x F, E @A F, Hom,(E, F), E" et A E, et  les formules 
ci-dessus sont encore valables en omettant l'indice p. En outre : 

COROLLAIRE. - Pour qu'un A-module projectif de type fini P 
n 

soit de rang n, il faut et il sufit que A P soit de rang 1 .  

PROPOSITION 4. - Soient B une A-algèbre commutative, P un 
A-module projectif de rang n. Le B-module PcB) = B @, P est alors 
projectif de rang n. 

On sait que PCH est projectif de type fini (Alg. ,  chap. II ,  3e éd., 
3 5, no 1, cor. de la prop. 4). Si q est un idéal premier de B et p son 
image réciproque dans A, on a (P[B)), = ( P  @AB) @BBq = P 8, B, = 
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(P@*A,) BA, Bq, et comme, par hypothèse, P @,Ap est un A,- 
module libre de rang n, (P(*), est un Bq-module libre de rang n. 

PROPOSITION 5. - Soient A un anneau semi-local, P un 
A-module projectif de type fini. S i  le rang de P est défini, P est un 
A-mod ule 1 i bre. 

Supposons d'abord que A soit isomorphe à un produit de 
corps Ki (1 < i < n). Les Kr s'identifient alors aux idéaux mini- 
maux (Alg., chap. VIII, $3 ,  no 1) de A, et, pour tout i, la somme 
des KI d'indice j # i est un idéal maximal de A, les pi (1 < i < n) 
étant les seuls idéaux premiers de A. Tout A-module P de type fini 
est alors somme directe de ses composants isotypiques Pr (1 < i < n), 
Pb étant isomorphe à une somme directe d'un nombre fini rt de 
A-modules isomorphes à Ki (Alg., chap. VIII, $ 5, no 1, prop. 1 
et  no 3, prop. 11) ; l'anneau Api s'identifie à Kg et annule les Pt 
d'indice j # i, donc ri = rg,,(P) ; si tous les ri sont égaux à un 
même nombre r, P est isomorphe à Ar, d'où la proposition dans 
ce cas. Dans le cas général, soient % le radical de A, et B = A/% ; 
comme B est un produit de corps, le B-module projectif P(=) est 
libre d'après ce qui précède et  la prop. 4. Par ailleurs P est lin A- 
module plat, et la proposition résulte donc du $3 ,  no 2, prop. 5. 

4. Modules projectifs de rang 1. 

THÉORÈME 3. - Soient A un anneau, M un A-module de type 
fini. 

(i) S'il existe un A-,module N tel que M@, N soit isomorphe à 
A, le module M est projectif de rang 1. 

(ii) Réciproquement, si  M est projectif de rang 1 et si M* est le 
dual de M, l'homomorphisme canonique u : M 8, M* -t A corres- 
pondant à la forme bilinéaire canonique (x, x*) -+ (x, x*) sur 
M x M* (Alg., chap. II, 3e  éd., $ 2, no 3) est bijectif. 

(i) Il s'agit de prouver que, pour tout idéal maximal m de A, 
le A,-module M, est libre de rang 1 (th. 2 b)) ; quitte à remplacer 
A par A,, on peut donc supposer que A est un anneau local ( 5  2, 
no 7, prop. 18). Soit k = A/m. L'isomorphisme v : M 8, N -t A 
définit un isomorphisme v @ l k  : (M/mM) Bk (N/mN) -t k : comme 
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le rang sur k de (M/mM) gI, (N/mN) est le produit des rangs de 
M/mM et N/mN, ces derniers sont nécessairement égaux à 1, aütre- 
ment dit M/mM est monogène. On en conclut que M est mono- 
gène ( §  3, no 2, cor. 2 de la prop. 4) ; d'autre part,  l'annulateur de 
M annule aussi M 8, N, donc est nul, ce qui prouve que M est iso- 
morphe a A. 

(ii) Il suf i t  de prouver que, pour tout  idéal maximal m de A, 
un, est un isomorphisme ( s  3, no 3, th. 1). Comme M est de pré- 
sentation finie (chap. 1, s 2, no 8, lemme 8) (M*), s'identifie cano- 
niquement au dual (Mm)* ( §  2, no 7, prop. 19) et  comme Mm est 
libre de rang 1 ainsi que son dual (Mm)*, il est clair que l'homomor- 
phisme canonique u, : (Mm) mAm (Mm)* -t A, est bijectif, ce qui 
achève la démonstration. 

Remarque 1). - Si M est projectif de rang 1 et  si N est tel 
que M €3, N soit isomorphe à A, alors N est isomorphe à M* : en 
effet, on a des isomorphismes 

N + N € 3 A + N @ M @ M * + A @ M * - t M * .  

PROPOSITION 6. - Soient M et N des A-modules projectifs de 
rang 1. Alors M @, N, Hom, (M, N) et le dual M* de M sont projec- 
t i f s  de rang 1. 

Cela résulte aussitôt des formules (2), (3) et  (4). 

Notons maintenant que tout  A-module de type fini est iso- 
morphe a un module quotient dc L = A(N) ; on peut donc parler 
de l'ensemble P(A)  des classes de A-modules de type fini pour la rela- 
tion d'isomorphie (Ens., chap. 1, 2 e  éd., § 6, no 9) ; nous désigne- 
rons par P(A) la  partie de P(A) formée des classes de A-modules 
projectifs de rang 1, et  par cl(M) l'image dans P(A)  d'un A-module 
projectif M de rang 1. Il est immédiat que, pour deux A-modules 
projectifs M, N de rang 1, cl(M €3, N) ne dépend que de cl(M) et  
de cl(N) ; on pose par dé~finition 

( 6 )  cl (M) + cl ( N )  = cl (M €3, N) 

e t  on définit ainsi une loi de composition interne dans l'(A). 
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PROPOSITION 7. - L'ensemble P(A) des classes de A-modules 
projectifs de rang 1, muni de la loi de composition (6), est un groupe 
commutatif. S i  M est un A-module projectif de rang 1 et M* son 
dual, on a 

(7) cl (M*) = - cl (M) et cl (A) = 0. 

L'associativité et la commutativité du produit tensoriel 
montrent que la loi de composition (6) est associative et commu- 
tative ; l'isomorphie de A@,M et de M prouve que cl(A) est 
élément neutre pour cette loi, 'et on a, en vertu du th. 3, 
cl(M) f cl(M*) = cl(A), d'où la proposition. 

Soient B une A-algèbre commutative, M un A-module pro- 
jectif de rang 1 ; alors M(,) = B @,M est un B-module projectif 
de rang 1 (no 3, prop. 4). Il existe donc une application dite cano- 
nique y : P(A) -+ P(B)  telle que 

(8) <?(cl (Ml)  = cl ( M d .  

La formule M(,) 63, IV<,, = (M @, N)(,> pour deux A-modules M, 
N prouve que l'application <p est un homomorphisme de groupes 
commutatifs. 

*Remarque 2). - La condition e) du th. 1 (équivalente au fait 
que P est projectif de type fini) peut aussi s'exprimer en disant que 
le faisceau de modules 6 sur X = Spec(A) associé(*) à P est locale- 
ment libre de type fini, et peut par suite s'interpréter comme le 
faisceau des sections d'un fibré vectoriel sur X. Inversement, tout 
fibré vectoriel sur X provient d'un module projectif de type fini, 
détermin,é à un isomorphisme unique près ; les modules projec- 
tifs de rang n correspondent ainsi aux fibrés vectoriels dont toutes 
les fibres ont la dimension n. En particulier, les fibrés vectoriels 
de rang 1 correspondent aux modules projectifs de rang 1. Si l'on 
note O, le faisceau structural A, et (3; le faisceau des unités de O, 
(dont les sections sur un ouvert U de X sont les éléments inver- 
sibles de l'anneau des sections de O, sur U), on en déduit que le 

(*) Voir A. G R O T H E N D I E C K ,  Éléments de géométriealgébrique, 1 ( $ 1 )  (Pub1 
Math. I .  H .  E. S., no 4, 1960). 
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groupe P(A) est isomorphe au premier groupe de cohomologie 

W X ,  (33. * 

5. Sous-modules non dégénérés. 

Dans ce no et les deux suivants, on note A u n  anneau, S une 
partie multiplicative de A formée d'éléments non diviseurs de zéro 
dans A, et B l'anneau S - lA  ; on  identifie canoniquement A a u n  sous- 
anneau de B ( §  2,  no 1, Remarque 3) .  Les éléments de S sont alors 
inversibles dans B .  

L'un des cas particuliers les plus importants pour les applica- 
tions est celui où A est intègre et  S l'ensemble des éléments # O 
de A ; B est alors le corps des fractions de A. 

D É F I N I T I O N  3. - Soit M u n  sous-A-module de B. On dit que M 
est non dégénéré s i  B .  M = B. 

Lorsque B est un corps, cette condition signifie simplement 
que M n'est pas réduit à O. 

PROPOSITION S. - Soit M u n  sous-A-module de B .  Les condi- 
tions suivantes sont équivalentes : 

a) M est non dégénéré. 
b )  M rencontre S .  
C) S i  j : M + B  est l'injection canonique, l'homomorphisme 

u = S-lj : S-lM -+ B est bijectif. 
a )  implique b) ,  car si B .  M = B ,  il existe n E A, s E S et x E M 

tels que ( a / s ) x  = 1, donc a x  = s appartient à S n M. Pour voir 
que b) implique c), remarquons déjà que u est injectif ( 3  2, no 4, 
th:l) ; en outre si x E M n S ,  l'image par u de xlx E S-1M dans B 
est égale à 1, et  u est donc surjectif. Enf in ,  il est clair que c) en- 
traîne a).  

COROLLAIRE. - S i  M et N sont deux sous-A-modules non dégé- 
nérés de B ,  les A-modules M + N ,  M .  N et M n N sont non dégénérés. 

L'assertion est triviale pour M + N ; d'autre part, si s E S n M 
e t t ~ S n N , o n a s t ~ S n ( M . N ) e t s t ~ S n ( M n N ) .  
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Étant  donnés deux sous-A-modules M et N de B, désignons 
par N : M le sous-A-module de B formé des b E B tels que bM c N 
(chap. 1, $ 2, no 10, Remarque). Si l'on fait correspondre à tout 
b E N : M l'homomorphisme hb : x -t bx de M dans N, on obtient 
un homomorphisme canonique O -t hb de N : M dans Hom,(M, N ) .  

PROPOSITION 9. - Soient M, N deux sous-A-modules de  B. 
Si M est non dégénéré, l'homornorphisme canonique de N : M dans 
Hom, (M, N )  est bijectif. 

S o i t s ~ S n M .  Si b ~ N : M e s t t e l q u e  bx = Opour tout ~ E M ,  
on a bs = O, d'où b = O puisque s est non diviseur de O dans B. 
D'autre part, soit j E HOM* (M, N) et posons b = f(s)/s ; pour tout 
x E M, il existe t E S tel que tx E A. On a donc 

d'où b E N : M et  f = hb, ce qui démontre la proposition. 

Remarque. - En particulier, A : M s'identifie canoniquement 
a u  dual M* de M, la forme bilinéaire canonique sur M x M* 
s'identifiant à la restriction à M x (A:  M) de la multiplication 
B x B - t B .  

6.  Sous-modules ànversibles. 

(On conserve les notations du no 5.) 

DÉFINITION 4. - On dit qu'un sous-A-module M de B est 
inversible s'il existe un sous-A-module N de B tel que M .  N = A. 

Exemple : Si b est un élément inversible de B, le A-module AI, 
est inversible, comme on le voit en prenant N = Ab-l. 

PROPOSITION 10. - Soit M un sous-A-module inversible de  B. 
Alors : 

(i) Il existe s E S tel que As c M c As-l (et en particulier M est 
non dégénéré). 

(ii) A : M est le seul sous-A-module N de B tel que M .  N = A. 
Si M . N = A ,  on a B . M = B . ( B . M ) > B . ( M . N ) = B . A = B ,  
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donc M est non dégénéré. De même, N est non dégénéré. Si 
t E S n M et u E S n N (no 5, prop. 8), l'élément s = tu appartient 
à S n M n N ,  d1oÙMscM.N = A ,  et par suite AscMcAs- l .  

D'autre part, on a évidemment N c A :  M, d'où 

e t  M .  (A:  M) = A ; multipliant les deux membres par N, on en 
déduit A : M = N, ce qui achève la démonstration. 

THÉORÈME 4. - Soit M un sous-A-module non dégénéré de B. 
Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) M est inversible. 
b) M est projectif. 
c) M est projectif de rang 1. 
d )  M est un A-module de type fini et, pour tout idéal maximal m 

de A, le A,-module M, est monogène. 
Montrons d'abord l'équivalence des propriétés a), b) e t  c ) .  Si 

a) est vérifiée e t  si N est un sous-A-module de B tel que M.  N = A, 
on a une relation 

P 

(9) C mini = 1 (mi E M, na E N pour tout i). 
i=l  

Pour tout x E M, posons v((x) = niJ: ; les va sont des formes 
n 

linéaires sur M et  on a, en vertu de (9), x = Ç mivr(x) pour tout 
a =l 

x E M ; cela prouve (Alg., chap. I I ,  3e  éd., § 2, no 6, prop. 12) que M 
est projectif et engendré par les mi ; donc M est un module pro- 
jectif de type fini. 

Soit m un idéal maximal de A ;  montrons que l'entier 
r = rg,,(M) est égal à 1. Soit S' l'image de S dans A, ; comme 
les éléments de S sont non diviseurs de O dans A, ceux de S' sont 
non diviseurs de O dans A,, puisque A, est un A-module plat ( §  2, 
no 4, th. 1 et chap. 1, $ 2 ,  no 4, prop. 3) ; on a donc S'-lA, # O, e t  
comme M, est un A,-module libre de rang r, S'-lM,, est un Sr-lA,,,- 
module libre de rang r. Mais si T' est l'image de A - m dans S-lA, 
SI-lA, (resp. SI-IM,) s'identifie canoniquement à Tt-l(S-1A) 
(resp. T'-l(S-'M)) ( 5  2, no 3, prop. 7). Or S-lM = B (prop. 8 c)), 
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donc Tt-1(S-lM) est un module libre de rang 1 sur Tt-l(S-IA), ce qui 
prouve que r = 1 et démontre l'implication a) + c ) .  

L'implication c) * b) est triviale. Montrons que 6) a). Il 
existe par hypothèse une famille (non nécessairement finie) (f,),,, 
de formes linéaires sur M et une famille (m&, d'éléments de M 
tels que, pour tout x E M, la famiiie ( f ~ ( x ) )  ait un support fini et que 
l'on a i t  x = 2 mAfA(x) (Alg., chap. I I ,  3 e  éd., 3 2, no 6, prop. 12). 

A 

Puisque M est non dégénéré, on a f ~ ( x )  = n ~ x  pour un n~ E A : M en 
vertu de la prop. 9 du no 5. Prenant pour z un élément de M n  S. 
(no 5, prop. 8), on voit qu'on a nécessairement ni = O sauf pour un 
nombre fini d'indices, et 2 mm, = 1. Cela entraîne évidemment 

A 

M. (A : M) = A, d'où a). 
En vertu de la déf. 2 du no 3, c) entraîne d). Démontrons l a  

réciproque. Comme M est non dégénéré, son annulateur est nul, 
(prop. 8 b)), donc il en est de même de l'annulateur de Mn, ( $ 2 ,  no 4, 
formule (9)). Comme on suppose que Mm est un Am-module mono- 
gène, il est donc libre de rang 1 et il résulte alors du no 3, th. 2, 
que M est projectif de rang 1. 

COROLLAIRE. - Tout SOUS-A-module inversible de B est plat 
et de présentation finie. 

Cela résulte du th. 4 c ) .  

PROPOSITION 11. - Soient M, N deux sous-A-modules de B. 
On suppose M inversible. Alors : 

(i) L'homomorphisme canonique M @, N -t M. N est bijectif. 
(ii) On a N : M  = N.(A:M) et N = (N:M).M. 
Soit j l'injection canonique N + B. Puisque M est un A-mo- 

dule plat (cor. du th. 4), 1 @ j : M @, nT -t M @, B est injectif. 
Mais comme B = S-lA, le B-module M @, B est égal à S-lM, donc 
s'identifie à B puisque M est non dégénéré (no 5, prop. 8). Si l'on 
effectue cette identification, l'image de 1 @ j est M. N, d'où (i). 

Posons M' = A : M. On a évidemment M'. N c N : M et 
M. ( N  : M) c N. D'autre part, puisque M. M' = A (prop. IO), on a 
N : M  = M'.M.(N:M)cMt .N et N = M . M f . N c M . ( N : M ) ,  d'où 
(ii). 
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Remarque. - La démonstration de (i) dans la prop. 11 utilise 
seulement le fait que M est plat et non dégénéré. 

7. Le groupe des elasses de modules inversibles. 

(On conserve les notations des ~ L O ~  5 et 6.) 

Pour la mulliplicatioii, les sous-A-modules de B forment un 
monoïde commutatif !!JI, admettant A pour élément neutre. Les 
modules inversibles sont donc les éléments inversibles de !!JI, et 
forment par suite un groupe con~mutatif 3. On a vu (no 6, prop. 10) 
que l'inverse de M E 3 est A : M. 

Soit A* (resp. R*) le groupe multiplicatif des éléments inver- 
sibles dc A (resp. B), et notons u l'injection canonique A -t B. 
Pour tout b E B*, O(b) = bA est un sous-A-module inversible. 
L'application 8 : B* -+ 3 est un lioinomorphisme dont le noyau est 
u(A*) ; son conoyau sera noté 0. ou 0.(A). On dit que le groupe (5 
est le groupe des classes de sous-A-modules inversibles de B. On a 
par construction la suite exacte 

où (1) désigne un groupe rédnit à l'élément neutre, et p est l'appli- 
cation canonique 3 + C = 3/0(B*). 

Comnie tout sous-A-module inversible M de B est projectif de 
rang 1 (no 6, th. 4)' l'élément cl(M) E P(A) est défini (no 4). 

PROPOSITION 12. - L'application cl : 3 -t P(A) définit, par 
passage au quotient, un isomorphisme de 0. = 3/O(B*) sur le noyau 
de l'homomorphisme canonique <p : P(A) + P(B) (no 4). 

E n  d'autres termes, on a une suite exacte 

II résulte de la prop. 11 du no 6, et de la définition de l'addition 
dans P(A) que l'on a cl(M. N) = cl(M) + cl(N) pour M, N dans 3, 
ce qui montre que cl est un homomorphisme. Si M E  3 est iso- 
morphe à A, il existe b E B tel que M = Ab, et comme M est inver- 
sible, il existe b' E B tel que b'b = 1, autrement dit b est inversible 
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dans B ; la réciproque est immédiate. Donc le noyau de cl dsns 3 
est B(B*). 

Déterminons maintenant l'image de cl. Si  ME^, on a 
M BA B = S-lM = B (no 5, prop. 8 c)), d'où cl(M) E Ker (y). 
Réciproquement, soit P un A-module projectif de rang 1 tel que 
P(,,, = P B A B  soit B-isomorphe à B. Comme P est un A-module 
plat, l'injection u : A -t B définit une injection u@ 1 : P + Pt,> = B 
et P se trouve ainsi identifié a un sous-A-module de B ; en vertu 
de la prop. 8 c) du no 5, P est non dégénéré, e t  le th. 4 du no 6 
montre que P est inversible. Le noyau de rp est donc bien égal a 
l'image de cl : 3 + P(A). 

COROLLAIRE 1. - Pour que deux sous-A-modules inversibles de 
B aient même image dans 6, il faut et il sufit qu'ils soient isomorphes. 

COROLLAIRE 2. - S i  l'anneau B est semi-local, le groupe 6 des 
classes de sous-A-modules inversibles de B s'identifie canoniquement 
au groupe P(A) des classes de A-modules projectifs de rang 1. 

En effet, on a alors P(B)  = O (no 3, prop. 5). 

Remarque. - L'hypothèse du cor. 2 est remplie dans les deux 
cas suivants : 

1) A est intègre et Ç est l'ensemble des éléments # O de A, 
B étant donc le corps des fractions de A. Les sous-A-modules inver- 
sibles de B sont aussi appelCs dans ce cas idéaux fractionnaires in- 
versibles ; ceux qui sont des A-modules libres monogènes Ab ( b  # O  
dans B) ne sont autres que les idéaux principaux fractionnaires 
définis dans Alg., chap. VI, § 1, no 5. 

*2) L'anneau A est nœthérien et S est l'ensemble des éléments 
de A qui ne sont pas diviseurs de O, de sorte que B est l'anneau 

total des fractions de A. E n  &et, on a alors S =: A - U pi, où 
t 

les p+ sont les éléments (en nombre fini) de Ass (A) (chap. IV, $ 1)' 
donc B est semi-local ( 5  3, no 5,  prop. 17)., 



EXERCICES 

7 1) a)  Montrer qu'un groupe 6 ne peut être réunion de deux sous- 
groupes distinds de G. Montrer que, pour tout ensemble 1 ayant au 
moins 2 éléments, le groupe commutatif G = F$' est réunion de trois 
sous-groupes distincts de G. 

b) Soit une famille finie de sous-groupes d'un groupe G, 
telle que chacun des Hi soit un sous-groupe de G d'indice infini. Montrer 
que G ne peut être réunion d'un nombre fini de classes à gauche suivant 
les Hi. (Raisonner par récurrence sur le nombre des éléments de I ; s'il 
existe deux indices distincts i, j tels que l'indice (Hi : (Hr n Hj)) soit 
fini, on peut supprimer H, ; si au contraire Hi n HI est d'indice infini 
dans Ha pour tout couple (i, j )  d'indices distincts, considérer un indice k 
tel que HI, soit maximal dans l'ensemble des II,, et montrer que Hk est 
réunion d'un nombre fini de classes à gauche suivant les Hx n Hi pour 
i # k.) . , 

c) Donner un exemple d'anneau commutatif A et de quatre idéaux 

a ,  b,, b,, b, de A tels que CI 4: b, (i - 1,2,3) ,  mais a = u b, (utiliser a)). 
i 

2) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, a,  pl,. . . , p, 
des idéaux bilatères de A. On suppose que a est contenu dans la réunion 
des pi, et que tous les pi, sauf deux d'entre eux au plus, sont des idéaux 
premiers (Alg . ,  chap. VIII, $8, excrc. 6). Montrer que a est contenu dans 
l'un des pi. 

3) Dans l'anneau produit A = RN, soit (pour chaque n E N) ntn l'idéal 
maximal formé des f : N -+ R telles que f(nj = O. Montrer que a = R'~'  
est un idéal de A contenu dans la réunion des m,, mais dans aucun de 
ces idéaux maximaux. 

4) Dans un anneau A, soient p un idéal premier, a  un élément tel 
que p c Aa mais a CE p. Montrer que l'on a p = a p .  

5) a)  Soient A un anneau ncethérien, a un idéal de A. Montrer qu'il 
existe un nombre fini d'idéaux premiers pi (1 6 i 6 r) tels que pl?, . . .Pr c a. 
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(Raisonner Dar l'absurde en considérant ~ a r m i  les idéaux contenant a. 
distincts d e i ,  e t  qui ne contiennent a u c h  produit fini d'idéaux pre: 
rniers, un élément maximal ; observer d'autre part que, si l'idéal b n'est 
pas premier, il existe deux idéaux c, b contenant b, distincts de b et  tels 
que cb c b.) (Cf. chap. IV.) 

Si A est intègre et  a # O, on peut supposer les pi # 0. 
b) Donner un exemple d'anneau non nœthérien A pour lequel le ré- 

sultat de a) est en défaut. (prendre par exemple A égal à l'anneau des 
fonctions numériques continues dans (O, 1).) 

7 6) a) Soient A un anneau, a,  b deux idéaux de A tels que b soit de 
type fini ; montrer que, si les anneaux quotients A/a et  A/b sont northé- 
riens, il en est de même de Ajab (observer que b/ab est un (A/a)-module 
de type fini). 

6) Montrer que, si un anneau A est tel que tout idéal premier de A 
soit de type fini, A est ncethérien. (Raisonner par l'absurde, en montrant 
que, dans l'ensemble des idéaux de A non de type fini, il existerait un 
élément maximal C, non premier par hypothèse ; il y aurait donc deux 
idéaux > C, b 2 C, distincts de c et  tels que ab c c ; utiliser alors a).) 

n 

7) Soit A = Ai un produit d'une famille finie d'anneaux, les 
i= l  

Ai étant canoniquement identifiés à des idéaux de A. Soit B un sous- 
anneau de A tel que praB = Ai pour 1 < i < n. 

a)  Montrer que, si les Ai sont nœthériens (resp. artiniens), B est 
nœthérien (resp. artinien) (cf. Alg., chap. VIII, $2 ,  exerc. 12). 

b) Soit ni l'idéal de B, noyau de la restriction de pri à B. Montrer 
que tout idéal premier p de B contient l'un des na (utiliser la prop. 1) ; 
en déduire que, pour cet indice i, on a pri (p) # At. Montrer que, si chacun 
des Ai ne contient qu'un nombre fini ka d'idéaux maximaux, B contient 

n 

au  plus x k .  1 -d eaux ' maximaux. 
i=l 

c) Soient %(A), %(B) les radicaux de A et  de B respectivement. 
Montrer que l'on a %(B) = B n %(A). Si chacun des Ai ne contient qu'un 
nombre fini d'idéaux maximaux, montrer que, pour tout entier k > 1, 
on a ~ri((%(B))k) = (%(AI))& pour tout i e t  (%(B))" = (%(A))" n B 
(écrire %(B) comme produit d'idéaux maximaux distincts, et remar- 
quer que, si m est un idéal maximal de B tel que prt (m) = ma soit un 
idéal maximal de Ai, on a pr, (me) = mg). 

8) a) Soient a, b deux idéaux étrangers dans un anneau A. Montrer 
que l'on a a :  b = a ,  b : a = b .  Si c est un idéal de A tel que a c c b ,  
o n a c c b .  

6) Soient p, q deux idéaux premiers dont aucun n'est contenu dans 
l'autre ; on a p:  q = p et  q : p = q. Donner un exemple de deux idéaux 
P, premiers et  principaux dans l'anneau de polynômes A = K[X, Y] 
(où K est un corps), dont aucun n'est contenu dans l'autre et qui ne sont 
pas étrangers. 

c) Soit a un élément non diviseur de O dans A. Montrer que, si l'idéal 
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principal p = Aa est premier, la relation p = bc pour deux idéaux b , C 
de A entraîne b = A ou c = A. 

9) a)  Soit (ai)lGiGn une famille finie d'idéaux deux à deux étrangers 
d'un anneau A, telle qu'aucun ai ne soit de la forme bc = b n c, où b et C 
sont deux idéaux Btrangers. Si (al)lsiG, est une seconde famille d'idéaux 
deux à deux étrangers de A, telle que fila,. . . an = a;aa. . . a:,, montrer 
que l'on a rn < n ; si rn = n, il existe une permutation x de (1, n) telle 
que a: = a,(,, pour 1 6 i 6 n (utiliser la prop. 5, ainsi que Alg. ,  chap. VIII,  
$1 ,  exerc. 1 d)). 

b) Soit A un anneau ncetllérien. Montrer que tout idéal a de A est 
égal au produit d'un nombre fini d'idéaux deux à deux étrangers, dont 
aucun n'est le produit de deux idéaux étrangers. (Raisonner par l'absurde, 
en considérant un élément maximal de l'ensemble des idéaux n'ayant pas 
cette propriété.) 

10) Donner un exemple d'un anneau A et d'une famille infinie 

d'idéaux maximaux distincts de A, telle que n m, = O, mais 
n 

que l'application canonique A -+ (A/mn) ne soit pas surjective. 
n 

11) Soit A un anneau non nécessairement commutatif, et soient a, b 
deux idéaux bilatères de A tels que a + b = A. biontrer que a n  b = 
ab + ba. Donner un exemple où a n  b # ab (considérer l'anneau des 
matrices triangulaires inférieures d'ordre 2 sur un corps). 

1) On dit qu'une partie multiplicative S d'un anneau A est suturée 
si la relation xy E S entraîne x E S et y E S. 

u)  Pour qu'une partie S de A soit multiplicative et saturée, il faut e t  
il sufit  que A - S soit réunion d'idéaux premiers de A. 

6) Soit S une partie multiplicative de A, et soit 3 l'ensemble des 
x E A pour lesquels il existe y E A tels que xy E S. Montrer que 5 est la 
plus petite partie multiplicative saturée contenant S, A - 3 est la réunion 
des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, et pour tout A-module 
M, l'homomorphisme canonique de S-lIZ/I dans 5-IM est bijectif. 

c) Soient S et T deux parties multiplicatives de A. Montrer que les 
deux propriétés suivantes sont équivalentes : cc) S c'r ; P) pour tout 
A-module M tel que S-lM = O, on a T I M  = O. (Pour voir que P) entraîne 
cc), considérer un A-module quotient AlAs, où s E S.) 

2) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A. Montrer 
que l'ensemble n des x E A tels que sx = O pour un s E S est un idéal de A. 
On pose A, = A/n et on désigne par S, l'image canonique de S dans 
A,. Montrer qu'aucun élément de S, n'est diviseur de O dans A,, e t  que 
I'homomorphisme canonique S-lA -+ SilAl est bijectif. 

En  déduire que, pour que S-1A soit un A-module de type fini, il faut 
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et il suffit que tous les éléments de SI soient inversibles dans A,, auquel 
cas S-IA s'identifie à A,. 

3) Soient S = Z* (complén~entaire de { 0 1 dans pl), p un entier > 1, 
M le %-module somme directe des modules Z/pnZ pour n EN. Montrer 
que l'on a S-l?tI = O bien que M soit un Z-module fidèle, et que l'application 
canonique S-IEnd, (M) + Ends-iZ (S-lhl) n'est pas injective. 

4) Soient S = Z*, M un 21-module libre ayant une base infinie. Mon- 
trer que l'application canonique §-lEndZ (M) + Ends-1Z (S-lM) n'est pas 
surjective. Déduire de là et de I'exerc. 3 un exemple de Z-module M tel 
que l'application canonique S-lEndZ (M) + Ends-lZ (S-lM) ne soit ni 
injective ni surjective. 

5) Donner un exemple d'une suite (P,) de sous-Zmodules de Z telle que, 

pour S = pl'>, le sous-module S-l ( n P.)soit distinct de 17 (s'P.). 
n 

6) Donner un exemple de Z-module M tel que, pour S = Z*, on ait 
Ann (M) = O mais Ann (S-lM) = Q (cf. exerc. 3). 

7) Soit S une partie multiplicative d'un anneau A ; pour toute fa- 
mille de A-modules, définir un homomorphisme canonique 
S-1 hi, -> S-lM, de S-lA-modules. Donner un exemple où cet 

L E I  L E I  

homomorphisrne n'est ni injectif ni surjectif (cf. exerc. 3). 
8) Soient A un anneau, (SA)AEL une famille de parties multiplicatives 

de A, et soit M = ShlA. Montrer que les deux propriétés suivantes 
AEL 

sont équivalentes : cc) M est un A-module fidèlement plat ; P) pour tout 
idéal maximal m de A, il existe A E L tel que m n SA = 0. En  particulier, 
si S est une partie multiplicative de A, le A - ~ o d u l e  S-IA n'est fidèlement 
plat que si les éléments de S sont inversibles, auquel cas S-lA s'identifie 
à A. 

9) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A, 9 un idéal 
premier de A. Montrer que, si T est l'image de A - q dans S-lA, l'an- 
neau T-l(S-lA) est isomorphe à S'-lA, où §' est le complémentaire de la 
réunion des idéaux premiers de A contenus dans 9 et ne rencontrant 
pas S. 

10) a) Soient K un corps commutatif, A l'anneau de polynômes 
K[X, Y], p = (X), q = (Y), S le complémentaire de p u 9 dons A. Mon- 
trer que le saturé pour S de p + q est distinct de la somme des saturés 
de p et de 9. 

b) Soient K u n  corps commutatif, A l'anneau de polynômes K[X,Y, Z], 
p = (X) $. (Z), q = (Y) + (Z), S le complémentaire de p u q dans A. 
Montrer que le saturé pour S de pq est distinct du produit des saturés 
de p et  de q. 

11) Soit p un nombre premier ; quels sont les idéaux de Z qui sont 
saturés pour l'idéal (p) ? 

12) Dans un anneau A, on désigne par r(a) la racine d'un idéal a. 
a) Montrer que, pour trois idéaux, a, b, c de A, on a T(û + bc) = 

r (a  + (b n c)) = r(a + b) n r(a + c). 
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b) Donner un exemple d'une suite infinie d'idéaux (a,) de A telle 

que r ( n a,) + n r(a.1. 

*c) Donner un exemple d'idéal principal a tel que r(a) ne soit pas de 
type fini, et qu'il n'existe aucun entier n > O tel que (r(a))" c a. (Consi- 
dérer un anneau de valuation non discrète de rang l.), 

13) Soit A un anneau. 
a) Donner une autre démonstration de l'exerc. 6 b) d'Alg., 

chap. VIII, $ 6, en considérant les images du polynôme f dans les anneaux 
(A/P)[X], où P parcourt l'ensemble des idéaux premiers de A. 

b) Soit N une matrice carrée d'ordre r sur A ; pour que N soit 
nilpotente, il faut et il sufit  que chacun des coefficients (autres que le 
coefficient dominant) de son polynôme caractéristique le soit. (Pour voir 
que la condition est nécessaire, utiliser la même méthode que dans a) ; 
pour voir qu'elle est suffisante, utiliser le th. de Hamilton-Cayley). 

c) Montrer que, pour tout couple d'entiers positifs k, r, il existe un 
plus petit entier positif m(k, r)  indépendant de l'anneau A, tel que la rela- 
tion Nk  = O entraîne (Tr(N))m(k") = O. (Considérer l'anneau A = ZITlr], 
où les Ts5 sont r2 indéterminées, la matrice X = (Ti5) sur A et l'élément 

r 

t = Tu = Tr(X) de A ; si ûk est l'idéal de A engendré par les élé- 
i= l  

ments de Xk, montrer, à l'aide de b), qu'il existe un entier m tel que 
tm E ak.) 

d) Montrer que m(2, 2) = 3. 
7 14) a)  Soient A un anneau (non nécessairement commutatif) ncethé- 

rien à gauche, a un idéal à gauche de A. On suppose qu'il existe un idéal 
à gauche b # O tel que a n  b = 0. 

Montrer que tout élément a E a est diviseur à droite de O. (Soit 
b + O un élément de b, et soit an = Ab + Abu + + Abun; considérer 
le plus petit entier n tel que a, = an+i). 

b) Soient E un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps K, 
et A l'anneau End,(E). Donner un exemple de deux éléments u, v de A 
tels que ni u ni v ne soient diviseurs à droite de O, et Au n Av = 0. 

7 15) Soient X un espace topologique complètement régulier, PX 
son compactifié de ~tone-cech (Top. gén., chap. IX, 2e éd., § 1, exerc. 7). 
Pour tout X E  PX, on désigne par s(z) l'idéal maximal de l'anneau 
C(X ; R) formé des f E e ( X  ; R) telles que x soit adhérent au sous-en- 
semble-!(~) de X (Top. gén., chap. X, 2e éd., $ 4 ,  exerc. 15) ; on désigne 
par U(x) l'idéal formé des f E C(X ; R) telles que 3 0 )  soit la trace sur X 
d'un voisinage de z dans pX ; U(s) est égal à sa racine. 

On dit qu'un idéal a de C(X ; R) est isolé (resp. absolument isolé) 
si, pour tout f 2 O dans a, tout g tel que O < g < f (resp. 1 g 1 < f )  appar- 
tient à a (cf. Alg., chap. VI, § 1, exerc. 4) ; alors C(X ; R)/a est muni 
d'une structure d'ordre (resp. d'une structure d'ordre réticulée) compa- 
tible avec sa structure d'anneau et pour laquelle les éléments 2 O sont 
les classes mod. a des éléments > O de C(X ; R) (loc. cit.). 
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a)  Montrer qu'un idéal a de C(X ; R) égal à sa racine est absolument 
isolé (si f E a et 1 g 1 < 1 f 1, considérer la fonction égale à O pour f(x) = O, 
à ( g ( ~ ) ) ~ / f ( x )  pour f(x) # O). Pour que dans ce cas C(X ; R)/a soit totale- 
ment ordonné, il faut et il sutlit que a soit premier ; l'ensemble des idéaux 
premiers de C(X ; R)/û est alors totalement ordonné par inclusion. 

b) Pour qu'un idéal isolé Q de C(X ; R) soit tel que C(X ; R)/a soit 
totalement ordonné, il est nécessaire que a soit contenu dans un seul 
idéal maximal 3(x), et alors a contient nécessairement U(x) ; il est suffi- 
sant que a contienne un idéal premier, et alors est absolument isolé 
(remarquer que la relation fg = O implique alors f E a ou g E a). 

c) On prend X = R, x = O ; montrer que l'idéal principal engendré 
par la fonction t -t 1 t 1 est contenu dans s ( 0 )  et contient n(O), mais 
n'est pas isolé ; l'idéal principal engendré par l'application identique t -+ t 
est contenu dans 3(0) ,  contient U(0) et est isolé, mais non absolument isolé. 

d) Montrer que, si p et q sont deux idéaux premiers dans C(X ; R), 
on a pq = p n q (et en particulier p2 = p) et p + q est premier ou égal 
à C(X ; R). (Si p + q # C(X ; R), observer que p + q est absolument 
isolé et égal à sa racine, et utiliser a).) 

e )  Pour que U(x) soit premier, il faut et il suffit que, pour toute fonc- 
tion f E C(X ; R), l'adhérence dans PX de l'un des deux ensembles 
-;((O, + ,(),-{()-.a, O)) soit un voisinage de x. En déduire un exemple 
où U(x) est premier et non maximal (considérer l'espace topologique 
associé à un ultrafiltre non trivial ; cf. Top. gén., chap. 1, 3e éd., 5 6, no 5). 

f )  On suppose que x E X. Pour que U(x) = r (x) ,  il faut et il sufit  que 
toute intersection dénombrable de voisinages de x dans X soit un voisi- 
nage de x. (Cf. Top. gén., chap. 1, 3e éd., $ 7, exerc. 7.) 

g) Montrer que C(X ; R) s'identifie canoniquement à l'anneau tota 
des fractions de Cm(X ; R). 

16) Soit A un anneau topologique (non nécessairement commutatif). 
On dit que la topologie de A est linéaire (à gauche) si les idéaux à gauche 
ouverts de A forment un système fondamental de voisinages de O. 
Lorsqu'il en est ainsi, l'ensemble 9 des idéaux à gauche ouverts de A 
satisfait aux conditions suivantes : 

1 0  Tout idéal à gauche de A contenant un idéal m E 9 appartient à 9. 
20 Toute intersection finie d'idéaux de 9 appartient à 9. 
30 Si m E T et a E A, l'idéal a gauche n formé des x E A tels que 

sa E m appartient à 9. 
Réciproquement, si un ensemble 9 d'idéaux à gauche d'un anneau 

A vérifie ces trois conditions, il existe une topologie et une seule compa- 
tible avec la structure d'anneau de A et pour laquelle 9 est l'ensemble 
des idéaux à gauche ouverts de A. On dit qu'un tel ensemble 9 d'idéaux 
à gauche est topologisant (à gauche). 

17) (*) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), 9 
un ensemble topologisant (exerc. 16) d'idéaux à gauche de A. 

(*) Les exercices 1 7  à 25 (inédits) nous ont été communiqués par 
P. Gabriel. 
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a )  On dit qu'un A-module (à gauche) M est 9-négligeable si l'annula- 
teur de tout élément de M appartient à 9. Si M est $-négligeable, il en 
est de même de tout sous-module et de tout module quotient de M. 
Si M e t  N sont deux A-modules F-négligeables, M O N cet $-négligeable. 
Pour que A,/m soit 9-négligeable, il faut et  il suf i t  que m E 9. Si (O) E 9, 
tout A-module est 9-négligeable ; si 9 est réduit au seul idéal à gauche 
A,, tout A-module 9-négligeable est réduit à 0. 

b) Pour tout A-module Ml il existe un plus grand sous-module 
9-négligeable de M que l'on note TM. Pour tout homomorphisme u : 
R I  4 N de A-modules, on a u(9M) c 9 N  ; soit F u  l'application de F M  
dans 9 N  dont le graphe coïncide avec celui de u 1 F M .  Si 

est une suite exacte de A-modulcs, la suite 

est exacte. Montrer que F A ,  est un idéal bilatère de A. 
c )  Soient ml n deux éléments de 9 tels que nt c n ; pour tout A- 

module à gauche M, l'injection canonique j : m -+ n définit un homomor- 
phisme de groupes commutatifs 

Lorsqu'on ordonne 9 par la relation 3, les u,,, définissent un sys- 
tème inductif de grnupes commutatifs, dont on notera la limite induc- 
tive M.9). Les applications arn,a, forment un système inductif, dont la 
limite inductive est une application (dite canonique) de M = H o m ~ ( h , ,  M) 
dans M(F,. De même, si o : M -t N est un homomorphisme de A-modules 
à gauche, les o, = Homa(1, v )  : H o m ~ ( m ,  M) -+ IIoinb(m, N) forment 
un systémc inductif dont la limite inductive est un homomorphisme 

2' w 
de groupes commutatifs ~(3;) : M(3;) + N(3;). Si O -t M + N -+ P 

*(FI w(9) 
est une suite exacte de A-modules, la suite O -+ M(3;) -+ N($) -+ P(F) 
est exacte. 

18) a)  Soient A un anneau, 9 et Ç deux ensembles topologisants 
(exerc. 16) d'idéaux à gauche de A. On note 9. Ç l'ensemble des idéaux 
à gauche 1 de A pour lesquels il existe un idéal à gauche n E Ç tel que 
n/l soit $-négligeable. Montrer que 9. Ç est topologisant ; pour qu'un 
A-module M soit 9.9-négligeable, il faut et  il suf i t  qu'il existe un 
sous-module $-négligeable M' de M tel que M/Mf soit Ç-négligeable. 
Montrer que la loi de composition ( 9 ,  Ç) -t 9 . 9  dans l'ensemble des 
ensembles topologisants d'idéaux à gauche de A est associative. 

On dit que 9 est idempotent si 9 . 9  = 9. 
6) Montrer que 3. Ç contient tous les idéaux de la forme m . n ,  où 

m ~ F e t n ~ 9 .  
c) Soient K un corps commutatif, B l'anneau des polynômes à coeE- 

cients dans K par rapport a un système infini d'indéterminées ( X t )  
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(i 2 O). Soit b l'idéal de B engendré par les éléments XtXj (i # j) ; soient 
A l'anneau B/b, Ei  la classe mod. b de Xi, m l'idéal de A engendré par 
les ti ; on prend pour 9 l'ensemble des idéaux contenant une puissance 
de m.  Montrer que 9 est topologisant et contient le produit de deux 
idéaux quelconques de 3, mais n'est pas idempotent. 

d) On suppose que A est commutatif e t  9 un ensemble topologisant 
d'idéaux de A tel que tout idéal m E 9 contienne un idéal n E F de type 
fini. Montrer que, si le produit de deux idéaux d e 9  appartient à F ,  F 

- - 

est idempotent. 
TI 19) Soit 9 un ensemble d'idéaux à gauche d'un anneau A ; on 

suppose F topologisani et idempotent (exerc. 16 et 18). 
-L 

a) Montrer que, si m E 9 ,  If E F et u E Hom ~ ( n ,  As), alors u(m) E F 
-1 -1 

(considérer la suite exacte O -t n/u(m) -t A,/u(m) -t A,/n -t O). Pour 
tout A-module M et tout o E H o m ~  (m, M), on désigne par u.v l'image 
canonique dans M(s1 (exerc. -17 c)) de l'homomorphisme composé 
-1 
u(m) 5 m M. Montrer que l'application (u,  v) -t a. o est Z-bilinéaire ; 

il lui correspond une application Z-linéaire 

Ces applications forment un système inductif, e t  leur limite inductive 
correspond donc canoniquement à une application Z-bilinéaire 

Montrer que, si M = As, + est une loi de composition interne qui fait de 
A<$, un anneau, et l'application canonique A -+ A(3;) est un homomor- 
phisme d'anneaux pour cette structure. Pour un A-module à gauche M 
quelconque, + est une loi externe définissant sur M(s> une structure de 
A(3)-rnodule à gauche ; pour cette structure (et pour l'application cano- 
nique A + A(F)) l'application canonique M -t M($) est un homomor- 
~ h i s m e  de A-modules. 

b) Si i : M -+M(,-, est l'homomorphisme canonique, montrer que 
Ker (i) = F M  et  que le A-module Coker (i) = M(3)/i(M) est F-négligeable. 

c) Pour tout A-module à gauche M, on désigne par M,- le A-module 
à gauche (M/FM)(3), par j, l'application canonique composée 

on a Ker (j,) = F M  et le A-module Coker (j,) = M$/j,(M) est 3-négli- 
geable. 

Soient u : P -+ M, h : P -t Q des homomorphismes de A-modules, 
tels que Ker (h) et Coker (h) soient 3-négligeables ; montrer qu'il existe 
un A-homomorphisme v : Q -+ Mgr et  un seul rendant commutatif le dia- 
gramme 

P ~ M  
h J, J, h 
Q-Ms 



160 ALGÈBRE COMMUTATIVE chap. II, $ 2 

(Se ramener d'abord au cas où h est injectif ; identifiant alors P à un sous- 
module de Q, remarquer que, pour tout x E Q, il existe nt E 9 tel que 
mx c P, et faire correspondre à x l'image canonique dans Ms de l'homo- 

morphisme composé î?î = ntz + P = M + M/TM). 
d) Pour tout homomorphisme u : M -+ N de A-modules, montrer 

qu'il existe un unique homomorphisme ug- : Ms -+ N s  rendant commu- 
tatif le diagramme 

(utiliser a), b) e t  c)). Montrer que, si 

est une suite exacte de A-modules, la suite 

est exacte (remarquer que l'application M/FM + N/TN déduite de u 
par passage aux quotients est injective). 

Montrer que les applications jM2 et (jM)2 coïncident et sont des iso- 
morphismes (et par suite T M 5  = O). Si N' est un sous-A-module 

de MT, (;M(~r))g s'identifie canoniquement à N& (observer que, si on 

pose N = jM(~l), Nt/jM(N) est 9-négligeable). 
e) Soient M un A-module à gauche, q, : A x M -+ Ni 1'applicatio.i 

Z-bilinéaire (a, m) + am. Montrer qu'il existe une application Z-bilinéaire 
et une seule (pz : A 3  x M s  + MF rendant commutatif le diagramme 

On définit ainsi sur AeF une structure d'anneau et sur M.% une 
structure de AF-module à g&che. Si u : M -+ N est un homomorphi~me de 
A-modules, us : Mg -+ Ng est un homomorphisme de As-modules. Afin 
que, pour tout A-module M, l'application u -+ u3 de Hom,(M, N) dans 
HomAZ(Ms, NT) soit bijective, il faut e t  il suffit que j, soit bijective. 

f )  On prend pour A l'anneau de polynômes K[X, Y] sur un corps 
commutatif K, pour 9 l'ensemble (topologisant e t  idempotent) des 
idéaux de A contenant une puissance de l'idéal nt = (X) + (Y). Si 
M = A/AX, e t  si u : A -+ M est l'application canonique, montrer que 
us : As -+ MT n'est pas surjective. (Montrer que As s'identifie à A, et  

MT à K[Y, 1/y], où Y est la classe de Y dans M, de sorte que XY = O 
et  x(I/Y) = 0). 
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g) Si l'on pose TIM = Mg/j,(M), montrer que, pour toute suite 
exacte O -+ M + N -+ P + O  de A-modules, on a une suite exacte 
O -+ T M  -+ 9 N  -+ T P  -+ F M  -t S I N  -+ 3 l P  (utiliser le diagramme 
du serpent). 

h) Soit Sr l'ensemble des idéaux à gauche I' de A g  tels que (A%);),/I' 
soit un A-module 9-négligeable : montrer que 5' est l'ensemble des 
idéaux à gauche de A g  contenant les j,(m), où m €5 (observer que 
mg = A g  pour tout m e 5, en utilisant la suite exacte de d) ; par suite 
A3;/jn(m) est 3-négligeable). Pour tout Ag-module M', on a S M '  = 
T'Mt (M' étant considéré comme A-module au moyen de j,), 9' est 
topologisant et idempotent, e t  Mj;. s'identifie canoniquement à Mk. 

20) Soit 9 un ensemble topologisant e t  idempotent d'idéaux ii 
gauche d'un anneau A. 

a)  On suppose que tout idéal de 9 contient un idéal de type fini 
appartenant à 9. Soient M un A-module, (N,)L,I une famille filtrante 
croissante de sous-modules de M, dont la réunion est M. Montrer que 
Mg est réunion de ses sous-Ag-modules (N,)g. En particulier, pour toute 

famille (MA)AEL de A-modules, ( @ ~ ~ ) g  est canoniquement isomorphe 
AEL 

à @ (MAIF. 
A€L 

b) On suppose vérifiée la condition de a), et en outre que, pour tout 
homomorphisme surjectif u : M -t N de A-modules, us : Mg F. NT soit 
surjectif. Alors, l'application canonique A g  63, M -+ M3; définie par la 
loi externe de Ag-module de Mg est un isomorphisme de Ag-modules (se 
ramener au cas où M est libre) ; l'anneau A g  est un A-module à gauche 
plat, et les Ag-modules à gauche coïncident avec les A-modules à 
gauche M tels que l'application j, : M -+ Mg soit bijective. 

c )  On suppose que A est un produit infini n A, d'anneaux ; on 
LEI 

désigne par e, l'élément unité de A,, et on prend pour 5 l'ensemble des 
idéaux à gauche de A contenant l'idéal bilatère a = @A, (les A, étant 

LEI 
canoniquement identifiés à des idéaux de A). Montrer que, pour tout 
A-module à gauche M, Mg s'identifie au produit n ( e , ~ )  e t  en parti- 

LEI  
culier A g  = A. En déduire que, pour tout A-homomorphisme surjectif 
u : M -+ N, u g  : Mg -+ N g  est surjectif, mais donner des exemples de 
A-modules M tels que j, ne soit pas bijectif. 

d) On suppose vérifiée la condition de a), e t  en outre que A est 
commutatif. Montrer que, si M est S-négligeable, M(3;) = 0. 

21) Soient A un anneau commutatif, 9 un ensemble topologisant e t  
idempotent d'idéaux de A. 

a )  L'anneau A g  est alors commutatif (remarquer que, si m E 9 et 
u e Hom, (m, A), on a u(m2) c m ; si o est un second élément de 
Hom,(m, A), montrer que v(u(xy)) = u(v(xy)) pour x E m, y E nt). 

6) Soit $' la famille des idéaux I' de A s  tels que Ag/;II' soit 
9-négligeable (exerc. 19 h)). Montrer que l'application p -+ p g  est une 
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bijection de l'ensemble des idéaux premiers p de A n'appartenant pas à 
d sur l'ensemble des idéaux premiers de As n'appartenant pas à 9'. 
(Montrer d'abord que, si A est intègre, il en est de même de A s ,  en utili- 
sant la même remarque que dans a)  ; utiliser ensuite la suite exacte de 
17exerc. 19 d) pour montrer que p s  est premier. Si p' est un idéal premier 

-1 
de As n'appartenant pas à 9', et p = j,(pf), on rappelle que p' = pF). 

c) Soient B une A-algèbre, Ç l'ensemble des idéaux à gauche I de B 
tels que B,/I soit 9-négligeable. Montrer que Ç est l'ensemble des idéaux 
à gauche de B contenant un idéal de la forme B .  m ,  où m E 9 ;  en déduire 
que Ç est topologisant e t  idempotent, e t  que, pour tout B-module N, on a 
9 N  = SN et  lY3; s'identifie canoniquement a Nç. 

d) Soit S une partie multiplicative de A, et  soit 9 l'ensemble des 
idéaux de A rencontrant S. Montrer que 9 est topologisant et idempotent, 
et que, pour tout A-module M, M(rn et Mz s'identifient canoniquement 
à S-lbl (remarquer que tout idéal de 3 contient un idéal principal As, 
ou s E S). 

7 22) Soit A un anneau (non nécessairement commutatif), e t  soit S 
une partie multiplicative de A. 

a)  Soit 9 l'ensemble des idéaux à gauche 1 de A tels que, pour tout 
a E A, il existe s E S tel que sa  E 1 ; cela entraîne en particulier 1 n S # @. 
Montrer que 9 est topologisant et idempotent. 

b) Soient B un anneau, cp : A -+ B un homomorphisme d'anneaux. 
On dit que le couple (B, cp) est un anneau de fractions à gauche de A à 
dénominateurs dans S s'il vérifie les conditions suivantes : 

1) Si cp(a) = O, il existe s E S tel que sa  = 0. 
I I)  Si s E S, y(s) est inversible dans B. 
III)  Tout élément de B est de la forme (cp(s))-lcp(a), où a E A. 
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
a) L'anneau A possède un anneau de fractions à gauche à dénomi- 

nateurs dans S. 
p) Les deux conditions suivantes sont vérifiées : 
pl) Quels que soient s E S, a E A, il existe t E S et b E A tels que 

ta = bs. 
p,) Si a E A et  s E S sont tels que as = O, il existe t E S tel que ta = 0. 
y) Les images canoniques des éléments de S dans A s  sont inver- 

sibles. 
En outre ces propriétés entraînent les suivantes : 
6) Les idéaux principaux As, où s E S, appartiennent à .F et  tout 

idéal m E 9 contient un de ces idéaux principaux. 
E )  L'annulateur à gauche de tout s E S est contenu dans FA,. 

h 
<) Pour toute suite exacte O + M -t N % P + O de A-modules, la 

hs p3: 
suite O -t Mp -+ N3; + PT + O est exacte. 

(On montrera que a) => p) => y) * a). Pour voir que y) entraîne a), 
remarquer que, pour tout A-module M et  tout x E TM, il existe s E S 
tel que sx = O. Pour voir que p) entraîne y), prouver d'abord que p) 
entraîne a), E) e t  <). Pour montrer que p) entraîne <), on établira, à 
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l'aide de 8),  que, si m E F et si u E Hom,(m, P /FP) ,  alors il existe s E S 
tel que As c m et v E Hom,(As, N/9N),  tels que le diagramme 

soit commutatif, i étant l'injection canonique et  p' l'application déduite 
de p par passage aux quotients. On considérera enfin, pour tout s E S, 
la suite exacte 

où p8 est l'homothétie A-> hs ; on utilisera E), <) et  l'exerc. 4 de Alg.. 
chap. 1, $ 8). 

c) Déduire de b) que, si A possède un anneau de fractions à gauche 
(B, 9) à dénominateurs dans S, cet anneau possède la propriété univer- 
selle suivante : pour tout homomorphisme d'anneaux f : A -t C tel que 
f(s) soit inversible dans C Four t o d  s E S, il existe un homomorphisme et  
un seul g : B -+ C tel que f = g O <p. En  particulier B est canoniquement 
isomorphe à As. 

d) On définit de même la notion d'anneau de fractions à droite de A 
à dénominateurs dans S. Déduire de c) que, s'il existe à la fois un anneau de 
fractions à gauche et un anneau de fractions à droite de A, à dénomina- 
teurs dans S, ces deux anneaux sont isomorphes. 

e) Soient E un espace vectoriel sur un corps K, une base 
de E, T l'algèbre tensorielle de E. Soient J une partie de 1 non vide et 
distincte de 1, S la partie multiplicative de T engendrée par les e, tels 
que L E J. Montrer que T n'admet pas d'anneau de fractions à gauche 
ou à droite à dénominateurs dans S. 

f) Avec les notations de e), on suppose 1 = N, et  on considère l'anneau 
A quotient de T par l'idéal bilatère engendré par les éléments e i  et  
e0ez - e,+~eo pour tout i > O, e t  e,e, - eiei pour i > O, j > O. Soit S' l'en- 
semble multiplicatif engendré par les images canoniques des es dans A, 
pour i > O ; montrer que A admet un anneau de fractions à gauche, 
mais non un anneau de fractions à droite, à dénominateurs dans Sr .  

g) On suppose que A admet un anneau de fractions à gauche à déno- 
minateurs dans S. Dans l'ensemble S x A, soit R la relation entre 
(s, x) et  (t, y) : (( il existe r E S, u E A, v E A tels que r = us = ut et que 
ux = vy ». Montrer que R est une relation d'équivalence, et définir sur 
l'ensemble B = (S x A)/R une structure d'anneau telle que le couple 
formé de S et de l'application cp : A +- B transformant x E A en la classe 
de (1, x) soit un anneau de fractions à gauche de A à dénoniinateurs 
dans S (utiliser le fait que, pour s E S et  t E S, il existe u E A et v E A 
tels que r = us = ut appartienne à S). Cas où S = A - { O  1 (cf. Alg., 
chap. 1, 5 9, exerc. 8). 

23) a) Soit A un anneau nœthérien à gauche sans diviseur de O 
autre que 0. Montrer que A possède un corps des fractions à gauche 
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(utiliser l'exerc. 14 a)  pour montrer que la condition Pl) de l'exerc. 22 6) 
est remplie pour S = A - { O 1). 

O )  Soit A un anneau ncethérien à gauche et à droite et sans divi- 
seur de O. Montrer que tout A-module à gauche M, de type fini et dont 
tout é1Cment # O est libre, est sous-module d'un A-module libre. (Plonger 
canoniquement M dans K @, M, où K est le corps des fractions (à gauche 
ou à droite) de A considéré comme A-module à droite ; si (x,) est 
une base du I<-espace vectoriel à gauche K @, M, montrer qu'il existe 
a # O dans A tel que M soit contenu dans le sous-A-module de K @, M 
engendré par les a-lx,.) 

7 24) Soient A un anneau commutatif ou non, 9 l'ensemhle des 
idéaux à gauche 1 de A tels que 1 n l?t # O pour tout idéal à gauche m # O 
de A. 

Pour que 1 E 9, il faut e t  il sufit  que pour tout élément a # O de A, 
il existe b E A tel que bu # O et bu E 1. Tout idéal 1 de 9 contient le socle 
gauche de A (Alg., chap. VIII,  § 5, exerc. 9), e t  si A est artinien, 9 est 
formé des idéaux contenant le socle gauche de A. 

a) Montrer que S est un ensemble topologisant (exerc. 16). En dé- 
duire que l'ensemble a des a E A tels que la = O pour un 1 E 9 (réunion 
des annulateurs à droite des 1 E 9) cst un idéal bilatère de A, qui ne 
contient aucun idempotent. Si A est nœthérien à gauche, montrer que a 
est nilpotent (prouver d'abord que tout élément a E CI est nilpotent, en 
considérant les annulateurs à gauche des a. ; puis utiliser l'exerc. 26 b) de 
Alg., chap. VIII, 5 6). 

Soient K un corps commutatif, B l'anneau de polynômes à coefii- 
cients dans I< par rapport à des indéterminées Y et X1 (i 2 1). Soit b 
l'idéal de B engendré par les XiXI ( i  # j )  et les Yi lXt, et soit A l'anneau 
quotient B/b ; montrer que dans A l'idéal a défini ci-dessus contient la 
classe de Y, qui n'est pas nilpotente. 

6) Montrer que, pour tout idéal à gauche m de A, il existe un idéal à 
gauche II de A tel que l?t n 11 = O et m + n E 9. (Prendre pour n un idéal 
maximal parmi les idéaux à gauche 1 tels que m n 1 = 0.) 

c )  On dit qu'un anneau A est net (à gauche) si l'idéal bilatère a 
défini dans a)  est réduit à O. Lorsqu'il en est ainsi, l'ensemble 9 est 
idempotent (soient 1, nt, n des idéaux à gauche de A tels que n E 9, 
1 c n, rt/l étant 9-négligeable, et m # O. Si x # O appartient à m n n, 
il existe r E 9 tel que r . x  c 1 n nt). 

7 25) Avec les notations de l'exerc. 24, on suppose que A est un 
anneau net à gauche. 

a )  Montrer que l'application canonique j~ : A + A,- est injective, 
ce qui permet d'identifier A à un sous-anneau de Ag. Soit 9' l'ensemble 
des idéaux à gauche I' de A g  tels que 13; = A g  ; montrer que 9' est l'en- 
semble des idéaux à gauche 1' de A g  tels que 1' n m' # O pour tout idéal 
à gauche m' # O de A,-. (Montrer d'abord que, pour tout idéal à gauche 
m' # O de Ag, on a A n m' # O ; remarquer d'autre part que les idéaux 
I' E 3' sont exactement les idéaux à gauche de A g  contenant un idéal 
m E 9.) Montrer que l'anneau A g  est net à gauche. 
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b) Montrer que A g  est un A-module injectif, c'est-à-dire (Alg., chap. 
II ,  3 e  éd., § 2, exerc. 11) que, pour tout idéal à gauche 1 de A et  tout 
u E NomA(I, il existe a' E A g  tel que u(x) = xar pour tout x E 1. 
(Utiliser l'exerc. 24 b) et l'exerc. 19 c).) En déduire que tout endomor- 
phisme du A-module A,- est de la forme u : x + xa' où a' E A g  (remarquer 
que Hom,(A, Ag)  = HomAg(Ag, Ag) en vertu de l'exerc. 19 e)) ; en 
outre on a Ker (u) = (Ker ( u ) ) ~ .  

c) Montrer que, pour tout idéal à gauche 1 de A, 1,- est facteur direct 
de A,-. (Soit m un idéal à gauche de A tel que m n 1 = O et m + 1 E 9 ; 
prolonger la projection de m + 1 sur m,  nulle dans 1, en un endomor- 
phisme p de A,- ; montrer que pz = p et que Ker (p) = tg.) 

d) Montrer que A,- est un anneau absolument plat (chap. 1, Q 2, 
exerc. 17). (Se ramener au cas où A = As. Si u est l'endomorphisme 
x -t xa du A-module à gauche As, on a Ker (u) = (Ker (u)),-, et Ker (u) 
admet par suite un idéal supplémentaire m dans A,; remarquer que 
Im (a) est isomorphe à m, donc injectif (Alg., chap. II ,  3e  éd., Q 2, 
exerc. I l ) ,  et par suite facteiir direct de A, (loc. cit.). Utiliser enfin 
l'exerc. 13 de Alg., chap. II ,  3 e  éd., Q 1.) 

7 26 a) Montrer que tout anneau de Zorn A (Alg., chap. VIII,  $ 6 ,  
exerc. 13) sans nilidéal # O est net a gauche ; en particulier, tout anneau 
absolument plat e t  tout anneau primitif dont le socle n'est pas réduit à O 
est un anneau net à gauche. 

6) Soit A un anneau primitif à gauche dont le socle n'est pas réduit à 
O ; montrer que, si A est représenté comme sous-anneau dense d'un anneau 
d'endomorphismes EndD(V) d'un espace vectoriel (Alg., chap. VIII, 
3 5, exerc. IO), l'anneau A g  correspondant à A (exerc. 25) est isomorphe 
à EndD(V). 

c) Montrer que tout anneau quasi-simple A (Alg., chap. VIII,  § 5, 
exerc. 5) est net à gauche et à droite, e t  que l'anneau correspondant A,- 
est quasi-simple. En déduire que, pour tout anneau B non réduit à O, il 
existe un homomorphisme y : B -+ R dans un anneau K qui est quasi- 
simple, absolument plat e t  tel que R, soit un R-module injectif. 

d) Soit A un anneau nathérien à gauche sans idéaux nilpotents. 
Montrer que A est net a gauche et que l'anneau correspondant A g  
est un anneau simple (« théorème de Goldic D ; utiliser l'exerc. 24 a )  
et  d'autre part, utiliser Alg., chap. VIII, $ 2, exerc. 7 ,  en remarquant 
que, dans l'anneau absolument plat Ag,  il ne peut exister de famille 
infinie d'idempotents orthogonaux deux à deux, sinon A contiendrait 
une somme directe infinie d'idéaux à gauche # O). Montrer que, si 
s E A n'est pas divisei~r à droite de O dans A, il est inversiblc dans A,-, 
et réciproquement ; l'ensemble S de ces éléments est une partie multipli- 
cative de A. Montrer que 9 est l'ensemble des idéaux à gauche de A ren- 
contrant S (pour voir que les idéaux rencontrant S appartiennent à 9, re- 
marquer que les éléments de S ne sont pas diviseurs à gauche de O dans 
A ; pour voir que tout 1 E ,F contient un élément de S, représenter As 
comme anneau d'endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension 
n, e t  définir par récurrence n éléments ui, ..., un de 1 tels que u,ul = O 
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pour j < i et u,2 # O, les u, étant de rang 1 ; on montrera enfin que le 
noyau de s = u, + . . - + u. est nul). En déduire que (AF, j,) est un 
anneau de fractions à gauche de A, à dénominateurs dans S (exerc. 22). 

27) a )  Soient A un anneau, M un A-module fidele dc type fini. 
Montrcr que si a ,  b sont deus idéaux de A tels que aM = bM, Ics racincs 
de a et de b sont égales (utiliser le no 2, cor. 2 de la prop. 4). 

b) Déduire de a) que si, dans un anneau intègre A, p est un idéal 
premier de type fini, on a pm # pn pour m # Ir.  

C) Soient I< un corps, A l'anneau de polynômes I<[X, Y] à deux 
indéterminées. Dans A, soient a l'ideal AX4 + AX3Y + AXY3 + AY4, 
b l'idéal a + AX2Y2; montrer que l'on a b # a et b" a2. 

1) a) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, 1, (resp. Id) 
l'ensemble des éléments de A qui n'ont pas d'inverse à gauche (resp. à 
droite). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 10 la 
somme de deux éléments de 1, appartient à 1, ; 20 1. est un idéal à gauche ; 
30 il y a un plus grand idéal à gauche 3 dans l'ensemble des idéaux A 
gauche # A. Si ces conditions sont réalisées, l'anneau opposé A0 vérifie 
aussi ces conditions, on a 1, = Id = 3 ,  3 est l'unique idéal maximal 
(à gauche ou a droite) de A, donc le radical de A, tout élément x a 3 est 
inversible, et A / 3  est un corps (cf. Alg., chap. VIII, $ 6, no 3). On dit 
encore alors que A est un anneau local. 

b) Montrer que dans un anneau local il n'existe pas d'idempotent 
distinct de O et de 1. 

2) a) Soit A un anneau local (commutatif) dont l'idéal maximal m 

soit principal e t  tel que n mn = O (cf. cliap. III,  g 3, no 2, cor. de la 
n a 1  

prop. 4). ZIontrer que les seuls idéaux de A sont 0,A et les puissances m"; 
en déduire que A est nccthérien et est, *soit un anneau de valuation 
discrète (chap. VI),, soit un anneau quasi-principal dans lequel 1 est 
un idempotent indéconiposable (:llg., chap. VII, $1, exerc. 6). 

b) Soit -A l'anneau des germes au point t = O des fonctions numé- 
riques définies et continucs dans un voisinage de O ct dérivables au point 
O (Top. gén., chap. 1, 3e éd., $ 6 ,  no 10). Montrcr que A est un anneau 
local dont l'idéal maximal rn est engendré par le gcrme de la fonction 
j : 1 -+ t ; on a mn # O pour tout n. mais A n'est pas principal. Si c est le 
germe de la fonction t -+ esp (- 1/E), et p un idéal premier de A ne conte- 
nant pas c, montrer que l'anneau quotient B = A/p est un anneau local 
intègre non pi-incipal dans lequel l'idéal maximal est principal. 

83) Soient -4 un anneau local (non nécessairement commutatif, 
cf. eserc. l), m so~radical .  

a )  Soient L un A-module à gauche libre, x # O un élément de L. 
Soit (eJtEI une base de L pour laquelle le nombre des composantes # O de 
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x soit le plus petit possible ; si x = C [,e,, soit J l'ensemble des i E 1 tels 
L E I  

que EL # O. Montrer qu'aucun des 5, (i E J )  n'appartient A l'idéal à droite 
de A engendré par les autres. 

b) Les hypothèses e t  notations étant celles de a), soient P, Q des sous- 
modules supplémentaires de L tels que x e P ; pour -tout i E 1, soit 
e, = y, + sr, où y, E P, zc E Q. Montrer que la famille formée des y, pour 
r E J e t  des e, pour te J est une base de L. (Prouver, en utilisant a), 
que si z, = <,:,,et les composantes <,, telles que x E J e t  i E J appar- 

LEI 

tiennent nécessairement à m et utiliser le cor. 2 de la prop. 4.) En  déduire 
qu'il esiste un sous-module libre de P qui contient x e t  est facteur 
direct de P. 

c) Montrer que tout A-module projectif P est libre (en utilisant le 
th. de Kaplansky (Alg., chap. II ,  3e éd., 8 2, exerc. 4) on se ramènera 
au cas où P est engendré par une famille dénombrable d'éléments, et on 
appliquera b) à ce cas). 

d) Donner un exemple d'un anneau local A et d'un A-module plat M 
qui ne soit pas libre e t  soit tel que mM = M (prendre A = &,)). *(Au 
chap. III,  5 3, nous donnerons des exemples de A-modules fidèlement 
plats e t  non libres sur un ameau local nathérien A.), 

e) Soient A un anneau local, M un A-module plat de type fini. 
Montrer que M est un A-module libre (utiliser l'exerc. 23 e) du 
chap. 1, 5 2). 

4) Soient A un anneau local (non nécessairement commutatif), 
m son radical. Soient M et N deux A-modules libres (de type fini ou 
non), u : M -t N un homomorphisme tel que l a  u : M/mM -t N/mN 
soit bijectif. Montrer que u est injectif. ( On pourra commencer par se 
ramener au cas ou les modules M et N sont de type fini e t  utiliser la 
prop. 6.) 

5) Montrer par un exemple que la prop. 7 ne s'étend pas au cas où 
l'anneau local A n'est pas réduit. 

6) a) Soit h l  le Z-module défini dans Alg., chap. VII, 5 4, exerc. 22 h) ; 
soit T le sous-module de torsion de M. Montrer que, pour tout nombre 
premier p, le sous-module T(,) de Mc,) est facteur direct de Al(,), bien que 
T ne soit pas facteur direct de M. 

b) Soit N le Z-module défini dans Alg., chap. VII, $ 3, exerc. 5; 
montrer que, pour tout nombre premier p, hl(,, est un Zcp)-module libre 
bien que M ne soit pas un Z-module libre. 

7) Soient A un anneau, une famille de parties multiplicatives 
de A telles que, pour tout idéal maximal m de A, il existe )i E L tel que 
nt n SA = L?I (cf. 5 2, cxerc. 8). Soient Ml N deux A-modules, u : M -+ N 
un homomorpliisme. Pour que u soit surjectif (resp. injectif, bijectif, nul), 
il faut  e t  il sufi t  que, pour tout A E L, Si1u : SilM -+ SilN le soit. Com- 
ment se génhalisent les corollaires du th. 1 du no 3 3 

8) Soient A un anneau, B une A-algèbre (non nécessairement commu- 
tative), E un B-module à gauche de type fini. 
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a)  Soient S une partie multiplicative de A, et  munissons S-lB = 
S-1A@,B de sa structure de S-lA-algèbre ; S-lE peut alors être consi- 
déré comme un S-lB-module à gauche (Alg., chap. VIII, $ 7 ,  no l ) ,  iso- 
morphe à S-lB @, E. Montrer que, si E est un B-module plat, S-lE est 
un S-lB-module plat. 

b) Soit (SA)AEL une famille de parties multiplicatives de A telle que 
pour tout idéal maximal m de A, il existe E L tel que m n SA = 0. 
Montrer que @ SilB est un B-module fidèlement plat (à gauche et à 

AEL 

droite ; cf. § 2, exerc. 8). Montrer que si, pour tout h E L, ShlE est un 
SPB-module plat (resp. fidèlement plat), alors E est un B-module plat 
(resp. fidèlement plat) (utiliser le chap. 1, $ 3, exerc. 9, avec CA = ShA). 

c) On suppose que les SA vérifient la condition de b) et que L soit 
fini. Montrer que si, pour tout h~ Id, ShlE est un un ShB-module 
projectif de type fini, alors E est un B-module projectif de type 
fini. 

9) Montrer que, pour qu'un anneau (commutatif) A soit absolu- 
ment plat (chap. 1, § 2, exerc. 17) il faut et il suffit que, pour tout idéal 
maximal m de A, A, soit un corps (remarquer qu'un anneau local 
absolument plat est nécessairement un corps, e t  utiliser le cor. de la 
prop. 15). 

10) Soient A, B deux anneaux, p : A + B un homomorphismc, (1 un 

idéal premier minimal de B, p = ;(q). On suppose qu'il existe un B-mo- 
dule N tel que Ng soit un A-module plat non réduit à O, et que Nq soit 
un A,-module de type fini ; alors l'idéal premier p est minimal dans A. 
(Observer que N, est alors un A,-module fidèlement plat, e t  utiliser le 
§ 2, no 5, cor. 4 de la prop. 11.) 

11) Soient A un anneau, a un idéal de A, S la partie multiplicative 
de A formée des éléments dont l'image canonique dans A/a est non divi- 
seur de O ; soit @ l'ensemble des éléments maximaux de l'ensemble des 
idéaux de A ne rencontrant pas S (de sorte que les idbaux p E @ sont 
premiers, cf. $ 2, no 5, prop. 11). Montrer que a est l'intersection de ses 
saturés pour les idéaux p E <D (se ramener au cas où a = O et utiliser le 
cor. 1 du th. 1). 

n 

7 12) Soit A = II Ai un produit d'une famille finie d'anneaux 
i=l 

locaux At, identifiés canoniquement à des idéaux de A. Soit B un sous- 
anneau de A tel que prtB = Ai pour 1 < i < n. Montrer que B est com- 
posé direct d'au plus n anneaux locaux, et ne peut être composé direct 
de n anneaux locaux que si B = A. (Procéder par récurrence sur n, en 
considérant les idéaux ai = B n At de B. Examiner successivement le 
cas où ai = Ai pour un indice i au moins, et le cas où ai # Ai pour tout i. 
Remarquer que, si ai # Ai, tout idéal maximal de B contient ai, et en consi- 
dérant l'anneau B/ac, en conclure qu'il y a au plus n - 1 idéaux maximaux 
distincts dans B ; si alors B n'est pas un anneau local, se ramener au cas 
où a, = A, pour un j # i en utilisant l'hypothèse de récurrence et 
l'exerc. 1 b ) . )  Donner un exemple OU n > 1, B est un anneau local mais 
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n'est isomorphe à aucun des Ai (prendre pour les Ai des algèbres sur un 
même corps K, dont les idéaux maximaux mt sont de carrés nuls.) 

7 13) Soient G un groupe fini dont l'ordre n est une puissance p j  
d'un nombre premier p, et K un corps de caractéristique p. 

a)  Soit E un ensemble fini où opère G (Alg., chap. 1, 5 7, no 2) ; si 
E' est l'ensemble des éléments de E invariants par tout g E G, montrer 
que Card (E) Card (E') (mod. p). En  déduire que, si G n'est pas réduit 
à son élément neutre e, le centre Z de G n'est pas réduit à e (faire opérer 
G dans lui-même par automorphismes intérieurs). Conclure que G 
est résoluble (Alg., chap. 1, $ 6, exerc. 14). 

b) Soit V un espace vectoriel sur K, et soit p un homomorphisme de 
G dans GL(V). Soit V' l'ensemble des x E V invariants par les applications 
linéaires p(g), où g E G. Montrer que, si V' est réduit à O, V est nécessaire- 
ment réduit à O. (Si x E V et  x # O, appliquer a)  au sous-groupe additif E 
de V engendré par les  élément,^ p(g) .x, où g E G). 

c) Soit A = K@) l'algèbre du groupe G sur K (Alg., chap. III,  3eéd., 
$ 1), e t  soit 1 le sous-espace vectoriel de A (sur K) engendré par les élé- 
ments 1 - g où g E G. Montrer que 1 est le radical de A et  que A/I est 
isomorphe à K (utiliser b) e t  la définition du radical) ; en déduire que 1 est 
nilpotent. 

d) Soient V un A-module de type fini, V' l'ensemble des éléments x 
de V tels que g.x = x pour tout g E G. Montrer que l'on a les inéga- 
lités 

(Pour établir (*), utiliser le cor. 2 de la prop. 4 ; en déduire (**) en 
considérant le dual de l'espace vectoriel V sur K.) Pour que les deux 
membres de l'inégalité (*) (resp. (**)) soient égaux, il faut e t  il sufit  que 
V soit un A-module libre (cf. cor. 1 de la prop. 5). 

14) Soient A un anneau non nécessairement commutatif, dont le 
radical m est tel que A/m soit un corps, e t  M un A-module libre de type 
fini. 

a)  Soit Mt un second A-module libre de type fini, e t  soit u : M -+ M' 
un homomorphisme tel que u(M) soit facteur direct de M' ; on appelle 
rang de u et  on note rg(u) le nombre dirn u(M). Pour un tel homomor- 
phisrne, Ker (u) est facteur direct de M et  p(u) = dirn M - dirn (Ker (u)) ; 
pour que u soit injectif (resp. surjectif), il faut et il suffit que rg(u) = dirn M 
(resp. rg(u) = dirn M'), Le transposé 'u est tel que 'u(Mf*) soit facteur 
direct dans M* et on a rg(%) = rg(u). 

6) Soit n = dirn M. On appelle droites (resp. hyperplans) dans M les 
facteurs directs de M de dimension 1 (resp. n - 1). On dit qu'un automor- 
phisme u E GL(M) distinct de l'identité est une transvection s'il existe un 
hyperplan H de M dont les éléments sont invariants par u ; on a alors 
u(x) = x + ay(x), où y est une forme linéaire sur M telle que H = Ker (y) 
e t  a E H ; réciproque. Si A est commutatif, montrer que tout automor- 
phisme u E GL(M) de déterminant 1 est produit de transvections (obser- 
ver que, dans la matrice de u par rapport à une base quelconque de M, 
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toute colonne contient au moins un élément inversible de A, e t  une 
matrice de la forme I -1 AEt, (i # j )  est la matrice d'une transvection). 

c )  Donner un exemple d'un automorphisme u E GL(M) tel que le 
noyau de 1 - u ne soit pas facteur direct de M (prendre pour A l'anneau 
local K[[X]] des séries formelles à une indéterminée sur un corps K, 
et M = A). 

d) Donner un exemple de facteurs directs N, P de M (nkcessairement 
libres) tels que N + P et  N n P ne soient pas des facteurs directs de M. 
(Prendre A = K[X]/(X2), où K est un corps, et IvI = A2.) 

7 15) Soient A un anneau (commutatif), M un A-module. 
a) Pour qu'un sous-module M' de M soit pur (chap. 1, $ 2, exerc. 24), 

il faut e t  il suffit que, pour tout idéal maximal nt de A, Mm soit un sous- 
A,,-module pur de Mm (utiliser le th. 1 du no 3). 

b) On suppose que A soit un anneau local d'idéal maximal m,  et M 
un A-module libre de type fini. Pour qu'un sous-module M' de type 
fini de M soit pur, il faut et il suffit qu'il soit facteur direct de M. (En 
utilisant le cor. 1 de la prop. 5 du no 2, se ramener à prouver que, si 
M' c mM, M' ne peut être sous-module pur de M que si M' = 0.) 

16) Soit (AA, fVh) un système inductif filtrant d'anneaux locaux, 
tel que les fwh soient des homomorphismes locaux ; soit î î t ~  l'idéal 
maximal de Ah, e t  soit Kh = Ah/mh. Alors A = lim Aii est un anneau 

4 

local dont m = lim mA est l'idéal maximal et  K = lim Ki  le corps rési- 
-+ -4 

duel. En outre, si on a nt, = A,mh pour h < p, on a m = Amh pour 
tout A. 

1) Soient (X,, fap) un système projectif d'espaces topologiques, dont 
l'ensemble d'indices est filtrant, X = lim X,, f, l'application canonique 

t 
de X dans X,. On suppose que, pour tout cr, fa soit surjective; montrer 
que si les X, sont irréductibles, X est irréductible (cf. Top. gén., chap  1, 
3e éd., $ 4 ,  no 4, cor. de la prop. 9). En particulier, tout produit d'espaces 
irréductibles est irréductible. 

2) On dit que, dans un espace irréductible X, un point x est géné- 
rique si f z 1 est partout dense dans X. 

a) Si X est un espace de Kolmogoroff (Top. gén., chap. 1, 3e éd., 
5 1, exerc. 2), il admet au plus un point générique; si X est un espace 
accessible (Top. gén., chap. 1, 3e  éd., 5 8, exerc. 1), il ne peut admettre 
un point générique que s'il est réduit à un point. 

b) Donner un exemple d'espace accessible irréductible e t  infini (cf. 
Top. gén., chap. 1, 3e éd., $8, exerc. 5). 

c)  Soient X, Y deux espaces irréductibles admettant chacun un 
point générique ; on suppose en outre que Y admet un seul point géné- 
rique y. Soit f : X -+ Y une application continue ; pour que f(X) soit 
dense dans Y, il faut e t  il sufit  que, pour tout point générique x de X, 
on ait f(x) = y. 
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d) Soit (X,, fa8) un système projectif d'espaces irréductibles dont 
l'ensemble d'indices est filtrant ; on suppose que chacun des X, admet 
un seul point générique x,. Montrer que si, pour cc ,< P, faB(XP) est dense 
dans X,, alors X = lim X, est irréductible et admet un seul point géné- 

t 
rique (même méthode que dans I'exerc. 1). 

3) Soient X un espace topologique, (Y,) une famille filtrante crois- 
sante de sous-espaces de X ; montrer que, si chacun des sous-espaces Y, 
est irréductible, et si X est réunion de la famille (Y,), X est irréductible. 
En  déduire un exemple où X est un espace de Kolmogoroff, chacun des 
Y, admet un point générique, mais X n'admet pas de point générique. 

4) Soient Y un espace irréductible admettant un seul point géné- 
rique y, X un espace topologique, f : X -t Y une application continue. 

-1 
a) Pour toute composante irréductible Z de X rencontrant /(y), 

f(Z) est dense dans Y. 
-1 

b) Donner un exemple où f(X) est dense dans Y mais f(y) est vide 
(prendre pour X un sous-espace de Y). 

c) Montrer que, si Z admet un point générique z et  si f(Z) est dense 
-1 

dans Y, on a f(z) = y et  z est point générique de Z n /(y). 
5 )  Soit G un groupe semi-topologique (Top. gén., chap. I II ,  3e éd., 

$ 1, exerc. 2) connexe. Montrer que, si G n'admet qu'unnombre fini de 
composantes irréductibles, il est nécessairement irréductible (obser- 
ver que les composantes irréductibles se déduisent de la composante irré- 
ductible contenant l'élément neutre e par translation a gauche ou a droite). 

6) Soit X un espace topologique. 
a) Soient x un point de X, U un voisinage ouvert de x n'ayant qu'un 

nombre fini de composantes irréductibles. Montrer qu'il existe un voisi- 
nage V de z tel que tout voisinage ouvert de x contenu dans V soit 
connexe. 

b)  On suppose que tout point de X possède un voisinage ouvert 
n'ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles. Montrer que 
les propriétés suivantes sont équivalentes : 

cc) Les composantes irréductibles de X sont ouvertes. 
p) Les composantes irréductibles de X sont identiques à ses compo- 

santes connexes. 
y) Les composantes connexes de X sont irréductibles. 
6) Deux composantes irréductibles distinctes de X ne se rencontrent 

pas. 
7) Soient X un espace compact métrisable, R une relation d'équi- 

valence ouverte dans X telle que l'espace quotient X/R soit irréduc- 
tible. Montrer qu'il existe un point x E X dont la classe mod. R soit par- 
tout dense. (Remarquer d'abord que toute partie ouverte de X saturée 
pour R est partout dense. Utiliser ensuite le théorème de Baire.) 

8) Montrer que le produit de deux espaces nathériens est nœthé- 
rien. (Si X et Y sont des espaces nathériens et A une partie ouverte de 
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X x 1-, iiiontrcr qiic, pour tout X E  prlA, il existe un voisinage ouvcrt 
V de x tel que V x A(x) c A et en dcdiiire que A cst quasi-compact.) 

9) a) Montrer que le spectre premier d'un anneari commutatif est 
un espace de I(o1iiiogorofl (Top. gén., cliap. 1, 3 C  Cd., S 1, eserc. 2), dans 
lequel toute composante irrcductiblc admet un (etunscul) point générique. 

b) Soient A un anneau intègre, 5 = (O) le point gbnérique de X = 
Spec (A). Pour que le point 5 soit isolC dans SI il faut et il sufit  que l'in- 
tersection des idéaux preinicrs # O de A soit un idéal # O. Donner un 
eseniplc d'anneau local ayant cette propricté. 

10) Soicnt A un anneau, '3 son nilradicnl. Pour que le spectre de 
A soit discret, il faut et il sufi t  quc A/% soit composé dircct d'un noriibre 
fini dc corps. 

I I )  Soicnt # un corps, A l'anneau dc polyndmes K[X, Y], B l'anneau 
quotient :\/(?(Y) ; montrer que Spec (B) est conncxc niais a deus conipo- 
sanlcs irrédrictiblcs distinctes. 

12) Soierit Y un espace coinplèteiiicnt régulier, A = e"(Y ; R), 
B = C(Y ; R). Jlontrcr que le compactifié de ~tone-Cech PY de Y s'iden- 
tifie canoniqueriicrit h un sous-espace partout dense de Spcc(A) et à 
un sous-espace partout dense de Spec (B). 

13) Soicnt A un anneau, X = Spec (A) son spectre. 
a) Si une partie F de X est fermée, elle possède les deux propriétés 

suivantes : a) pour tout p E FI V(p) c F ; P) pour tout p e FI-il existe une 
partie fermée de V(p) qui contient F n  V(p) et ne contient pas p. 

b) On suppose X nmthérien. Montrer que toute partie F de X possé- 
dant les propriétés a) et P) de a) est fermée dans X (considérer les com- 
posantes irréductibles de F e t  utiliser l'exerc. 9 a)). 

c )  Avec les notations de l'eserc. 12, on prend pour Y l'intervalle 
(0, 1) de R. llontrer que Y n'cst pas fermé dans X = Spec (-1) (cf. $ 2, 
eserc. 15), mais vérifie Ics conditions a) e t  P) de a). 

14) Soient A un anneau, X = Spec(A) son spectre, P l'ensemble des 
idéaux premiers minimaus de A. 

a )  Soit il 1 p, p ' \  la relation syniétrique et réflexive : il existe un 
idéal preniier pu de A contenant p + p' H entre les éléments p l  p' de P; 
soit S la relation d'équivalence dont le graphe est le plus petit des 
graphes d'équivalence contenant le graphe de R (Ers. ,  chap. II, 5 6, 
exerc. 10). Montrer que, si 1 est une classe d'équivalence suivant SI l'en- 

U semble VI = V(p) est connexe. 
PEI 

b) Jlontrcr que, si P est fini (et en particulicrsi A est noctliérien), 
les \II sont les composantes connexes de S. Cc résultat s'étend-il au 
cas ou P est infini (cf. cserc. 12)? 

7 13) Soient A un anneau, a un idéal de type fini de A. Montrer que 
les propriétés suivantes sont équivalentes : cc) a2 = a ; P) a est engendré 
par un idempotent ; y) V(a) est A la fois ouver: e t  fermé dans X = 
Spec(A) e t  a est minimal parmi les idéaus b tels que r(b) = r(a) 
(utiliser le 8 2, cor. 3 de la prop. 4). Donner un exemple où a2 = a,  a 
n'est pas de type fini et ne contient pas d'idempotent #O (cf. 5 2,eserc. 15). 
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8 16) a) Soit A un anneau (commutatif) absolument plat (chap. 1, 
3 2, exerc. 17). Montrer que X = Spec (A) est un espace compact totale- 
ment discontinu, que tout idéal premier p de A est maximal et que AP 
est canoniquement isomorphe au corps A/p (montrer d'abord que, pour 
tout f E A, V(f) est à la fois ouvert et fermé dans X ; utiliser d'autre part 
le 3 3, exerc. 9). 

b) Montrer que l'application a - tV(a)  est une bijection de l'en- 
semble des idéaux de A sur l'ensemble des parties fermées de X. En  
outre, les conditions suivantes sont équivalentes : a)  V(a) est ouvert ; 
p) a est de type fini ; y) a est engendré par un idempotent ; 6 )  A/a est un 
A-module projectif. 

*c)  Soit A le faisceau structural d'anneaux sur X. Montrer que tout 
A - ~ o d u l e  9 est de la forme E, où E est un A-module défini à un isomor- 
phisme unique près (prendre E = r ( X ,  9) et utiliser le fait que tout 
point de X admet un système fondamental de voisinages ouverts et 
fermés). Pour tout idéal a de A, montrer que Hom,(a, E) s'identifie à 
I'(X - V(a), E) (remarquer que X - V(a) est réunion des Xe, où e par- 
court l'ensemble des idempotents e E a). En déduire que, pour que E 
soit un A-module injectif, il faut et il suffit que E soit flasque., 

d) Soient A un anneau, '8 son nilradical. Les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

a) A/% est absolument plat. 
p) X = Spec (A) est séparé. 
y) Tout point de X est fermé (autrement dit, tout idéal premier de A 

est maximal). 
(Utiliser l'exerc. 9 du 3 3). 
8 17) *a) Soient X un espace compact totalement discontinu, (3 

un faisceau d'anneaux sur X tel que, pour tout x E X, (3, soit un corps 
commutatif. Montrer que, si A = r ( X ,  (3)' l'anneau A est absolument 
plat et que son spectre (muni du faisceau d'anneaux A) s'identifie Cano- 
niquement à X (muni du faisceau (3). (Observer que pour tout f = A 
l'ensemble des x E X tels que f Z  = O est à la fois ouvert et  fermé dans X 
et  en déduire l'existence de g E A tel que f = gf2.), 

b) Soient X un espace compact totalement discontinu, K un corps 
(commutatif), A l'anneau des applications localement constantes de X 
dans K. Montrer que A est absolument plat (raisonner directement ou 
utiliser a)). 

c) Soit A l'anneau des fonctions en escalier numériques définies 
dans 1 = (0, 1(, dont les points de discontinuité sont de la forme 
k/2"(n E N, O < k < 2n), et qui sont continues à droite. Soit 3 l'ensemble 
des réunions finies d'intervalles semi-ouverts (z, y(c 1 dont les extré- 

-1 
mités sont de la forme k/2". Pour tout f E A, l'ensemble Z(f) = !(O) 
appartient à 3. Si a est un idéal de A, l'ensemble 23 des Z(f), où f parcourt 
a,  est tel que : 10 l'intersection de deux ensembles de 23 appartient à % ; 
20 tout ensemble de 3 contenant un ensemble de 8 appartient à 23. 
Réciproque. Pour que a soit premier, il faut et il suffit que 8 soit une 
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base de filtre qui converge vers un point de (O, 1). Montrer que A est 
un anneau réduit absolument plat et que pour tout idéal maximal m de A, 
Am est isomorphe au corps R. Décrire l'espace Spec (A). 

7 18) a)  Soit Y un espace complètement régulier. Montrer que les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

a)  Tout idéal premier de C(Y ; R) est maximal. 
p) Toute intersection dénombrable de parties ouvertes de Y est ou- 

verte. 
y) Toute fonction numérique continue dans Y est localement cons- 

tante. 
8) L'anneau C!(Y ; R) est absolument plat. 
(Utiliser l'exerc. 15 f )  du 5 2). 
Lorsqu'il en est ainsi, l'espace X = Spec (C(Y ; R)) s'identifie canoni- 

quement au compactifié de ~ tone-cech  (3Y de Y. On dit qu'un tel espace 
Y est plat. 

b) Tout sous-espace d'un espace plat est plat. Tout espace quotient 
complètement régulier d'un espace plat est plat. Tout produit fini d'es- 
paces plats est plat. Toute somme d'espaces plats est un espace plat. 

c) Dans un espace plat, tout sous-espace dénombrable est fermé et 
discret. En  particulier, tout espace plat dénombrable est discret. 

d) Tout espace complètement régulier weierstrassien (Top. gén., 
chap. IX,  2e éd., $ 1, exerc. 22) (et a fortiori tout espace compact) qui 
est plat, est fini. 

e) L'espace associé à un ultrafiltre non trivial est extrêmement dis- 
continu (Top. gén., chap. I ,3e éd., § 11, exerc. 21) mais n'est pas plat. 

f )  L'espace discret N est plat, mais son compactifié de ~ tone-cech  
n'est pas plat, et les spectres des anneaux e(N ; R) et  Cw(N ; R) ne sont 
donc pas isomorphes. 

19) a)  Soit cp : A + B un homomorphisme d'anneaux. Montrer que, 
pour tout idéal b de B, on a "rp(V(b)) = ~ ( $ ( b ) ) .  

b) Déduire de a) que, pour que "rp(Spec (B)) soit dense dans Spec (A), 
il faut et il sufit  que Ker (cp) soit un nilidéal de A. 

c )  Montrer que si tout b E B s'écrit b = hrp(a), où h est inversible 
dans B et a E A, "cp est un homéomorphisme de Spec (B) sur un sous- 
espace de Spec (A). 

20) Donner un exemple d'homomorphisme d'anneaux cp : A -t B tel 
que tout idéal maximal de A eoit de la forme $(nt), où m cst un idéal 
maximal de B, mais qu'il existe des idéaux premiers de A qui ne sont 
pas images réciproques par rp d'idéaux de B (prendre pour B un corps). 

21) Soit (A,, ypa) un système inductif d'anneaux dont l'ensemble d'in- 
dices est filtrant, et soient A = 5 A,, cp, : A, + A l'homomorphisme 
canonique. Si on pose X, = Spec (A,), (X,, "cpD,) est un système projec- 
tif d'espaces topologiques, et si X = Spec (A), les "9, : X + X, forment 
un système projectif d'applications continues. Montrer que a = lim "rp, 

t 
est un homéomorphisme de X sur @ X,. (Prouver d'abord que, si pour 

tout a, p, est un idéal premier de A, tel que p, = $ p , ( ~ ~ )  pour a < p, 
la réunion p des cp,(p,) est un idéal premier de A ; inversement, tout idéal 
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premier p de A est réunion des cp,(p,), où p, = $,(p). Enfin, si f, E A, 
et  f = rp,(f,), remarquer que la relation p E Xf est équivalente à 

22) a )  Soient M un A-module, (Na) une famille finie de sous-modules 

de M. Montrer que l'on a Supp (M/ n Nt) = U Supp (MIN,) 
i i 

(remarquer que M / n N8 est isomorphe un sous-module de la 
i 

somme directe des M/Na). 
6 )  Soit p un nombre premier ; le support du Z-module Z est distinct 

de l'adhérence de la réunion des supports des Z-modules Z/pkZ (k E N). 
c) Soit M la somme directe des Z-modules Z/p% (k E N) ; montrer 

que Supp (M) est fermé mais distinct de V(a), où a est l'annulateur 
de M. 

d) Soit N la somme directe des Z-modules Z/nZ (pz 2 1) ; montrer 
que Supp (N) n'est pas fermé dans Spec (Z). 

e)  Déduire de c) et d) un exemple de A-module M tel que, si a est 
son annulateur, Supp (M) soit non fermé et  ait une adhérence distincte 
de V(a). 

OI 

f )  Montrer que le support du Z-module (Z/pkZ) est distinct de 
k=l 

l'adhérence de la réunion des supports des modules facteurs Z/pkZ. 
23) Soit p un nombre premier ; donner un exemple de Z-modules 

M, N ou N est de type fini, tels que M(,) # O et  N(,, # O, mais 
(M @, N)(,) = O (prendre M = Q). 

24) a) Soient A un anneau, M, N deux A-modules tels que M soit 
de type fini. Montrer que Supp (Hom, (M, N)) est contenu dans l'inter- 
section Supp (M) n Supp (N). 

b) Donner un exemple où M et  N sont tous deux de présenta- 
tion finie et  où Supp (Hom, (M, N)) est strictement contenu dans 
Supp (M) n Supp (N) (prendre A = Z(,) et  N = A). 

c)  Soit M le Z-module somme directe des ZlpkZ (p premier, IL EN). 
Montrer que Supp (Hom, (M, M)) n'est pas contenu dans Supp (M). 

25) Soient A un anneau ncethérien, X = Spec (A) son spectre, M 
un A-module de type fini et Y = Supp (M). Soient Yk (1 6 k 6 n) les 
composantes connexes distinctes de Y. 

a) Montrer qu'il existe une et une seule décomposition de M en 
somme directe M = Ml O M, O. . . O Mn telle que Supp (Mk) = YL pour 
tout k. 

b) Si a = Ann (M) et ûk = Ann (Mx), montrer que les ak sont deux 
n 

a deux étrangers et que a ae = a. 
k- 1 

(En utilisant Ia prop. 17 du no 4, se ramener au cas où CI = O, Y = X, 
et appliquer la prop. 15 du no 3.) 
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26) Soit cp : A -t B un homomorphisme d'anneaux, tel que l'applica- 
tion a(p : Spec (B) -+ Spec (A) soit surjective. Soit N un A-module de type 
fini ; montrer que, si u : M -t N est un homomorphisme de A-modules 
tel que u @ l  : M(B) -+ N$) soit surjectif, alors u est surjectif (appli- 
quer la prop. 19 du no 4 à Coker (u)). 

27) Donner un exemple d'homomorphisme local p : A -+ B et d'un 
A-module M (non de type fini) tel que Supp (M(,)) ne soit pas égal à 
ap-l(Supp (M)) (prendre A = Z(,,, B = Z/pZ, pour un nombre pre- 
mier p). 

28) Donner un exemple de Z-module M tel que, pour un nombre 
premier p tel que (p) E Supp (M), il n'existe aucun Z-homomorphisme 
# O de M dans ZlpZ. 

1) Définir un endomorphisme u du Z-module M = Z(m tel que, 
pour l'idéal premier p = (O) de Z, up soit un automorphisme de Mp, 
mais qu'il n'existe aucun f # O dans Z tel que uf soit un endomorphisme 
surjectif de Mf. 

2) Soient K un corps, B l'anneau des polynômes à coefficients dans K 
par rapport à un système infini d'indéterminées Xc (i E N) ; soit b l'idéal 
de B engendré par les produits XtXj (i # j), A l'anneau quotient B/b, 
C r  la classe de Xt mod. b (i EN),  p l'idéal de A engendré par les kr d'in- 
dice i > 1, qui est premier, u l'application canonique A + A/p. Mon- 
trer que up : Ap -+ ( A / P ) ~  est bijectif mais qu'il n'existe aucun f E A - p 
tel que uf soit bijectif. 

3) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini. Mon- 
trer que A est isomorphe à un produit fini d'anneaux n At, P isomorphe 

I E I  

à un produit r]: Pt, où Pt est un A<-module projectif de rang nt, les 
<'SI 

ni étant deux a deux distincts (utiliser le th. 1 et le fait que Spec (A) est 
quasi-compact). 

4) Soient A un anneau (commutatif), B un anneau (non nécessaire- 
ment commutatif) contenant A. On suppose que le A-module à gauche B 
est projectif de type fini. Montrer que A est facteur direct de B. (Se ra- 
mener au cas où A est un anneau local et  utiliser le $3,  no 2, cor. 1 de la 
prop. 5.) 

5) Soient A un anneau réduit, M un A-module de type fini. Suppo- 
sons qu'il existe un entier n > O tel que, pour tout homomorphisme cp 
de A dans un corps K,, on ait [M @, K, : K,] = n. Montrer que M est 
un module projectif de rang n. (Se ramener au cas où A est un anneau 
local et utiliser le § 3, no 2, prop. 7.) 

7 6) Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, M un 
A-module. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) M est un A-module projectif tel que [M 8, K : KI soit fini. 
p) M est un A-module projectif de type fini. 
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y) M est de type fini, e t  pour tout idéal maximal m de A, le Am- 
module Mm est libre. 

(Pour montrer que a) entraîne p), utiliser Alg., chap. II, 3e éd., $5, 
no 5, prop. 9. Pour voir que y) entraîne a), observer d'abord que M est sans 
torsion, et en conclure que, pour tout idéal premier p de A, Mp est un A,- 
module libre de rang constant). 

7) Soit A un anneau (commutatif) absolument plat (cf. § 4, exerc. 
16) et soit X son spectre. 

a) Soient F une partie fermée de X, a l'idéal de A correspondant 
(loc. cit.). Montrer que M = A/a est un A-module plat monogène, tel 
que Mm soit un Am-module libre pour tout m E X, mais que M n'est 
projectif que si F est ouvert. 

b) Soit E le module somme directe des A/m, pour m E X. Montrer 
que E est un A-module plat tel que Em soit un Am-module libre de rang 1 
pour tout m E X ; pour que E soit un A-module projectif, il faut et il 
suffit que X soit fini (remarquer que, si A/& est un A-module projectif, 
m est de type fini). 

8) Soient A un anneau, M un A-module projectif de rang n. Mon- 
trer qu'il existe une A-algèbre (commutative) de type fini B, telle que le 
A-module B soit fidèlement plat et que M(,) = M @, B soit un B-module 
libre de rang n (utiliser le th. 1 d) et la prop. 3). Réciproque. 

7 9) a) Soient A un anneau, ( f à ) t ~ ~  une famille finie d'éléments 
de A engendrant l'idéal A, M un A-module. On suppose donné dans 
chacun des Ar,-modules Mri un élément Zr, de sorte que, pour i # j ,  
les images canoniques de zi et de zj dans Mtiti soient égales. Montrer qu'il 
existe un z E M et un seul tel que, pour tout i, l'image canonique de z 
dans Mri soit égale à zi. (Remarquer que, pour tout entier k > O, il existe 
une famille (gr)ee~ d'éléments de A tels que gtf: = 1). 

2 

b) Soient A un anneau, P un A-module projectif de rang 1. Montrer 
que l'anneau End, (P) est canoniquement isomorphe à A (utiliser le th. 3). 

c) Soient A un anneau, P un A-module projectif de rang n. Pour 
n 

tout endomorphisme u de P,  il correspond canoniquement à /\ u, en 
vertu de b), un élément det (u) E A, appelé déterminant de u, tel que 
det (u O v)  = (det u) (det v) pour deux endomorphismes u, u de A. On 
appelle polynôme caractéristique de u l'élément xu(T) = det (T. 1 - u) 
de A[T] (cf. no 3, prop. 4) ; montrer que X, est un polynôme unitaire 
de degré n et que l'on a x,(u) = O (utiliser a), et le § 3, no 3, th. 1). En 
déduire que, pour que u soit bijectif, il faut et il suffit que det (u) soit 

n 

inversible dans A. Si A est un anneau intègre, x,(T) = (T - ut) la 
i = l  

décomposition en facteurs linéaires de X, dans une extension algébrique- 
n 

ment close du corps des fractions de A, on a x ~ ( ~ ) ( T )  = hl (T - q(ur)) 
à-1 

pour tout polynôme q E A[T]. Généraliser de même la prop. 14 d'Alg., 
chap. VII, $5 ,  no 6. 
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10) Soient A un anneau, E(A) l'ensemble des classes de A-modules 
projectifs de type fini ; soient G le Z-module des combinaisons linéaires 
formelles des éléments de E(A), N le sous-module de G formé des élé- 
ments E-E'-[", où E, E', E" sont les classes de trois A-modules projectifs 
de type fini M, M', M" tels qu'il existe une suite exacte 

(il revient au même de dire que M est isomorphe à la somme directe 
M' O M" en vertu d'Alg., chap. II, 3'3 éd., Q 2, no 2). Soit K(A) le Z- 
module quotient GIN, et  pour tout A-module projectif de type fini M, 
soit x(M) (OU xA(M)) sa classe dans K(A). 

a) Montrer qu'il existe sur K(A) une structure d'anneau commutatif 
et  une seule dont l'addition est celle du Z-module K(A) et  la multiplica- 
tion est telle que x(M)x(N) = x(M @, N) pour deux A-modules projec- 
tifs de type fini, M, N ; x(A) est l'élément unité de K(A). 

O) Pour tout A-module projectif de type fini M e t  tout entier p 2 O 
P 

on désigne par hp(M) l'élément x (AM) de R(A) .  Montrer que l'on a 
Cr, 

Ap(M @ N) = Ar(M) . As(N). On désigne par AT(M) l'élément C Ap(M)Tp 
r+s=* n=O 

dans l'anneau 'K(A)[[T]] des séries formelles à une indéterminée sur 
l'anneau K(A) ; monter que AT(M O N) = A,(M)A,(N) ; en déduire un 
homomorphisme encore noté x -+ h,(x) de K(A)  dans le groupe rnulti- 
plicatif des séries formelles de II(A)[[T]] dont le terme constant est égal 
à 1. On désignera par AP(x) le coeficient de TP dans A,($) ; on a 

hP(z + y) = 2 AT(x)As(y) 
r+s=p 

pour 2, y dans K(A). 
c )  Si A est un anneau local, l'anneau K(A) s'identifie canoniquement 

à Z, et  on a AP(n) = (p). En déduire que, si A est composé direct de m 
anneaux locaux, K(A) est isomorphe à Zn'. 

d) Soit cp : A + B  un homomorphisme d'anneaux. Montrer qu'il 
existe un homomorphisme d'anneaux cpl : K(A) + K(B) ct  un seul tel 
que cpl(x,(M)) = x,(Mb)) pour tout A-module projectif de type fini M ; 
on a cpf(AP(2)) = AP(q'(x)) pour totit x E K(A) ; si + : B -+ C est un second 
homomorphisme d'anneaux, on a (+ cp)' = $1 cp!. 

e) Soit cp : A -+ B un homomorphisme d'anneaux, pour lequel B soit 
u n  A-module projectif de type fini ; pour tout B-module projectif de 
type fini, q,(N) est alors un A-module projectif de type fini ; en déduire 
qu'il existe un homomorphisme de Z-rnodules cp 1 : K(B) -t K(A) tel 
que cp (x,(N)) = x A ( ~ + ( N ) ) .  Montrer que l'on a ,  pour x E K(A) e t  y E K(B), 
cp 1 (y .  cp (x)) = cp 1 (y) .x. Si + : B + C est un second homomorphisme 
d'anneaux pour lequel C est un B-module projectif de type fini, alors 
o n a ( + ~ c p ) i  = cp io i j i i .  

11) Soit K un corps de caractéristique # 2 ; on considère un poly- 
nôme g(X) E K[X] de degré pair 2, ayant toutes ses racines distinctes 
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(dans une extension algébriquement close de K) et  tel que g(0) # 0. 
On pose B = K[X], A = B[Y]/(Y2 - f(X))  avec f(X) = Xg(X). 

a)  Soit y la classe de Y dans A. Montrer que tout a E A s'écrit 
de façon unique a = P + yQ, avec P et  Q dans B. Soient ?i = P - yQ, 
N(a) = aü = P2 - fQ2. Montrer que la relation N(a) =.O entraîne a = O ; 
en déduire que A est un anneau intègre. Montrer que les éléments inver- 
sibles de A sont les éléments # O de K. 

O) Soit m l'idéal AX + Ay de A ; montrer que m est maximal 
et  que l'idéal m, de A, est engendré par y (remarquer que l'on a 
X = y2/g(X)). En déduire que m est un A-module inversible (utiliser 
le th. 1). Montrer que m2 - AX ; en déduire que m n'est pas un idéal 
principal de A, et que le groupe des classes de A-modules inversibles 
dans le corps des fractions de A n'est donc pas réduit à l'élément 
neutre. (Si on avait m = At, on aurait X = At2 avec A E K, d'ou A-lx = 
Pz + fQ2 avec P E B et Q E B ; prouver qu'une telle relation est impos- 
sible). 

fT 12) Soient A un anneau, 1 un A-module, B l'unique anneau dont le 
groupe additif sous-jacent est A O 1, A étant un sous-anneau de B, 1 
un idéal de carré nul, dont la structure de A-module obtenue par restric- 
tion des scalaires est la structure donnée (Alg., chap. II, 3 e  éd., $ 1, 
exerc. 7). 

a)  Supposons que tout élkment non inversible de A appartienne a 
l'annulateur d'un élément # O de 1. Montrer que dans B tout élément non 
diviseur de 0 est inversible, autrement dit que B est égal à son anneau 
total des fractions. 

6) Soit une famille d'idéaux maximaux de A telle que tout 
élément non inversible de A appartienne à un mA au moins. Montrer que, 
si on prend pour 1 la somme directe des A-modules A/in,, la condition 
de a)  est satisfaite. 

c) Déduire de b) que, s'il existe un A-module projectif de rang 1 non 
libre, on peut déterminer 1 de sorte que B soit égal à son anneau total 
des fractions, mais qu'il existe un B-module projectif de rang 1 non 
libre (ce module étant nécessairement non inversible, puisque Ir: est le 
seul sous-B-module de B non dégénéré). 

d) On suppose qu'il existe dans A un idéal maximal m tel que, 
pour tout x E m,  il existe un idéal maximal m' # m de A contenant x. 
Si on prend pour 1 le A-module somme directe des A/m', où m' parcourt 
l'ensemble des idéaux maximaux de A distincts de m ,  l'anneau B = A @ 1 
correspondant est égal à son anneau total des fractions ; si on pose 
n = in @ 1, qui est un idéal maximal de 8 ,  montrer que B, est isomorphe 
à A,, ; si A est intègre (nécessairement différent d'un corps en vertu de 
l'hypothèse), B, est donc un anneau intègre distinct de son corps des 
fractions. Si de plus inA, est un idéal principal de l'anneau intègre A,, 
montrer que l'idéal inB = m @, B de B est un B-module projectif dégénéré 
non libre de rang 1. (On verra au chap. VI1 qu'il y a des anneaux de Dede- 
kind A dans lesquels il existe des idéaux maximaux m dont aucune 
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puissance n'est un idéal principal ; pour un tel anneau A, toutes les hypo- 
thèses précédentes sont satisfaites.) 

7 13) Soient A un anneau (commutatif), B une A-algèbre (non néces- 
sairement commutative). On suppose que le A-module 13 est fidèle et  
engendré par un nombre fini d'éléments 6, (1 < i 6 n) ; on rappelle que 
Bo désigne l'algèbre opposée de B, et  qu'on définit un homomorphisrne 
canonique de la A-algèbre 13 @,Bo dans la A-algèbre End, (B), en fai- 
sant correspondre à b 8 b' l'endomorphisme z -t bzb'. 

a)  Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes : 
a )  Les b ,  forment une base du A-module U et l'homomorphisme 

canonique B BA I l0  -t End, (B) es1 bijectif. 
p) La matrice U = (a,,) telle que ut, = b,b, est inversible dans M,(B). 
O) On suppose de plus que A est un anneau l o r d ,  d'idéal maximal 

m ; on désigne par P, l'image canonique dc b, dans BIrnB. Montrer que 
les conditions cc) e t  fi) sont alors équivalentes à chacune des conditions : 

y) Les p, forment uqe base du Alin-niodule U/rnB, et,/B/mU est une 
A/m-algebre centrale simple (Alg., chap. VIIT, § 5, no 4). 

6 )  La matrice (P,P,) est inversible dans H,,(U/ilaB). 
(Pour prouver que 8) entraîne f i ) ,  utiliser le fait que ntB est contenu 

dans le radical de B, e t  l'exerc. 5 d7Alg., chap. VIIH, s 6). 
14) Soient A un anneau (commutatif), B une A-algèbre telle que le 

A-module U soit fidèle et  de présentation finie. Montrer que les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

K )  Pour tout idéal maximal nr de A, la Alin-algèbre B/mB est cen- 
trale simple. 

p) B est un A-module projectif, et  si Bo désigne l'algèbre opposée 
à B, l'homomorphisme canonique B @,Bo -t End, (B) est bijeclif. 

(Se ramener au cas où A est un anneau local, et  appliquer l'exerc. 13.) 
On dit alors que 13 est une algèbre d'Azumayn sur A. 
7 15) Soit B une A-alg$bre cilAzumaya (excrc. 14). 
a )  Montrer que le centre de B est identique au sous-anneau A de B 

e t  cst facteur direct du A-module B (cf. chap. 1, 5 2, exerc. 21, et chap. I I ,  
5 5, eserc. 4). 

6) Montrer que, pour tout idéal bilatère b de B, on a b = (b n A)B. 
(Noter d'abord q u e b  est stahle par tout ericiomorphisrne du A-rnodiile B, 
et  utiliser l'existence d'un projecteur de B sur A.) 

16) a )  Soient A un anneau (rommutatiî), A' une A-algèbre commuta- 
tive qui est iin A-module plat, H une A-algèbre. Moritrer que, si B est une 
algèbre d 'hurnaya ,  Br -= A' @,B cst une A'-algèbre d'Azumayn ; la 
réciproque est vraie si l'on suppose que A' est un A-module fidèrement 
plat (cf. Alg., chap. I I ,  3' ed., $ 5, no 1, cor. de la prop. 4 et  Alg. 
comm., chap. 1, $ 2, no 9, prop. 10 et  $ 2, rio Ci, prop. 12). 

6) Montrer que le produit tensoriel B @, C de deux A-algèbres d'Azu- 
maya B, C est une A-algèbre d'ilzumaya (cf. Alg., chap. VI I I ,  § 7, no 4, 
cor. 2 du th.  2). 

7 17) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini 
e t  fidèle. 
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a )  Montrer que la A-algèbre B = End,(P) est une algèbre d'Azu- 
maya. (Observer d'abord que le A-module B est isomorphe à P @,P*, 
donc de présentation finie, puis utiliser le 5 2, no 7, prop. 19.) 

6) Montrer que P est un B-module projectif à gauche (utiliser le 
th. 1 d) et  le 5 3, exerc. 8 c)). 

c) Soit P' un second A-module projectif de type fini et  fidèle. 
Montrer que P @,Pf est un A-module projectif de type fini et  fidèle 
e t  que End,(P @, Pt) s'identifie canoniquement à End,(P) @A EndA(P1) 
(utiliser le th. 1 e), le $ 2, no 7, prop. 18 et 19 et  le $ 3, no 3, th. 1). Cas 
où P' est de rang 1. 

7 18) Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini et  
fidèle, B la A-algèbre EndA(P),  E un B-module à gauche, F le A-module 
Hom,(P, E). Montrer que l'homomorphisme canonique 

défini dans Alg., chap. VIII ,  $ 1, no 4, est bijectif. (Se ramener au cas 
où A est un anneau local comme dans l'exerc. 17 c) ; appliquer dans ce cas 
l'exerc. 9 d'Alg., chap. VIII,  5 1, en observant que F n  et Hom, (P, En)  
sont des A-modules canoniquement isomorphes.) 

Montrer qu'il existe une application bijective strictement crois- 
sante de l'ensemble des sous-A-modules de F sur l'ensemble des sous-B- 
modules de E (même méthode). 

7 19) Soient A un anneau, B e t  C deux A-algèbres, cp : B -t C un 
homomorphisme de A-algèbres. On suppose que B est une alghbre d'hzii- 
maya (exerc. 14). Soit C' la sous-A-algèbre de C forniée des éléments qui 
commutent aux ékments de cp(B). Montrer que C est isomorphe à l'algèbre 
B BA Cf. (Consid6rer C comme un B 63, Bo-module et  appliquer I'exerc. 
18 en tenant compte de ce que B 63, Bo est isomorphe à End,(B).) 

7 20) Soient A un anneau, P, P' deux A-modules projectifs de type 
fini et  fiddes. Montrer que, si 8 : EndA(?) -+ End,(P1) est un isomor- 
phisme de A-algèbres, il existe un A-module F projectif de rang 1 et un 
A-isomorphisme cp : P' + P 63, F, tels que O(u) = y-lo (a @ 1)  y pour 
tout ZL E EndA(P). (Appliquer l'exerc. 18 k F: = Pt considéré comme un 
(End,(P))-module au moyen de 8 ; pour prouver que EIom,(P, P') 
est un A-modiile projectif de rang 1, utiliser le th .  2 du no 3, ainsi que 
Alg., cllap. VI!I, $ 5, exerc. 7 c).) 

7 2.1) Soient A u n  anneau, n un entier 2 0. 
a)  Montrer que les A-modules F tels que Fn soit isomorphe à A n  

sont projectifs de rang 1, et que leurs classes dans P(A) forment un sous- 
groupe I',(A) dont tout élément est annulé par n. (Pour démontrer la 
première assertion, utiliser 13 prop. 5 du $ 2, no 2 ; pour la seconde, 

n ?z 

observer que hn et RF  sont canoniquement isomorphes.) 
O) Soit Aut,(A) le groupe des automorphismes de la A-algèbre de 

matrices M,(A) et  soit Int,(A) le sous-groiipe des automorphismes inte- 
rieurs de Mn(A). Montrer que le groupe quotient Aut, (A)/Int,(A) est  
isomorphe a Pn(A) (utiliser l'exerc. 20 avec P = P' = An, ou l'exerc. 9 
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de Alg., chap. VIII,  5 1). En  déduire que, si A est un anneau semi-local 
ou un anneau principal, on a Aut, (A) = Int, (A). 

*c )  Lorsque A est un anneau de Dedekind, montrer que &',(A) est 
identique au sous-groupe de P(A) formé des éléments annulés par n., 

7 22) Soient A un anneau, M un A-module projectif de type fini. 
Pour qu'un sous-module M' de M, de présentation finie, soit facteur 
direct de M, il faut e t  il suffit qu'il soit un sous-module pur de M (utiliser 
le th. 1, ainsi que le § 3, exerc. 15). 

23) Soient A un anneau, une famille finie d'éléments de A 
engendrant l'idéal A. 

a) Soit M un A-module. Montrer que si, pour tout i E 1, Mfi est un  
Afi-module de type fini, M est un A-module de type fini. 

h )  Soit B une A-algèbre (commutative). Montrer que si, pour tout 
i E 1, Bfi  est une Afi-algèbre de type fini, Il est une A-algèbre de type 
fini. 

24) Soit A un anneau tel que Spec (A) soit connexe. 
a )  Si M est un A-module projectif de rang n, tout facteur direct N 

de M non réduit à O admet un  rang < n. 
6) Soit u un homomorphisme d'un A-module projectif de rang fini M 

dans un A-module projectif de rang fini M', tel que u(M) soit facteur 
direct de M'. Montrer que Ker(u) est alors facteur direct de M 
(cf. exerc. 23), et on a 

rg(Ker (u))  + rg(Im(u)) = rg(M). 

E n  outre le transposé tu est tel que tu(M'*) soit facteur direct de M* et  
rg(k(M'*)) = rg(u(M)) (cf. 3, exerc. 14 a) ) .  

25) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A. On dit 
qu'un idéal a de A est S-inversible s'il existe s E S et un idéal b de A tels 
que ab = As; on dit que deux idbaux a, b de A sont S-équivalents s'il 
existe s,  t dans S tels que s a  = tb. Montrer que les classes de S-équiva- 
lence d'idéaux S-inversibles de A forment un groupe multiplicatif Cf,. 
Si S est saturée ( 3  2, exerc. 1) et si aucun éjément de S n'est diviseur de 
O dans A, montrer que le groupe Cs est isomorphe au groupe des classes 
des sous-S-lA-modules inversibles de l'anneau total des fractions B de 
A (et de S-lA). 



C H A P I T R E  I I I  (*) 

GRADUATIONS, FILTRATIONS 

ET TOPOLOGIES 

Tous les anneaux considérés dans ce chapitre sont supposés 
avoir un élément unité ; tous les homomorphismes d'anneaux sont 
supposés transformer l'élément unité en l'élément unité. Par un 
sous-anneau d'un anneau A, on entend un sous-anneau contenant 
l'élément unité de A. Sauf mention expresse du contraire, tous- les 
modules sont des modules à gauche. 

fj 1. Algèbres graduées de type fini. 

1 .  Systèmes de générateurs d'une algèbre commutative. 

Soient A un anneau commutatif, B une A-algèbre commuta- 
tive. Rappelons (Alg., chap. IV, 5 2, no 1) que si x = (x,),,, est 
une famille d'éléments de B, l'application f -t f(x) de l'algèbre 
de polynômes A[X,],,, dans B est un homomorphisme de A[X,],,, 
sur la sous-algèbre de B engendrée par les x,, dont le noyau a est 
l'idéal des polynômes f tels que f(x) = 0, appelé idéal des relations 
algébriques (à coefficients dans A) entre les x,. 

DÉFINITION 1. - Dans une algèbre commutative B sur un 
anneau commutatif A,  on dit qu'une famille ( x , ) , , ~  d'éléments de B 

(*) Sauf au 8 5, qui utilise les résultats du chap. 1, 3 4, et par suite l'al- 

a èbre homologique, il n'est fait, dans ce chapitre, aucun usage d'autres Livres 
e la Deuxième Partie. 
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est algébriquement libre sur A (ou que les x, sont algébriquement 
indépendants sur  A) si l'idéal des relations algébriques entre les x,, 
à coefficients dans  A, est réduit a O. Une  famille (xJ qu i  n'est pas 
algébriquement libre sur A est encore dite algébriquement liée sur A 
(et on dit aussi que ses éléments sont algébriquement dépendants 
sur A). 

Cette définition généralise celle donnée en Alg., chap. V, $ 5, 
no 1, déf. 1 pour les familles d'éléments d'un corps commutatif. 

Dire que la famille (x,),,, est algébriquement libre sur A re- 

vient encore à dire que les monômes 11~:~ par rapport aux x, 
1 

sont linéairement indépendants sur A ; en particulier les x, sont 
alors linéairement indépendants sur A. 

DÉFINITION 2. - O n  dit  qu'une algèbre commutative B sur u n  
anneau commutatif A est de type  fini s i  elle est engendrée par une 
famille finie d'éléments. 

Il revient au même de dire que B est isomorphe à une A- 
algèbre de la forme A[X, ,..., X,]/a (où les Xi sont des indétermi- 
nées e t  a un idéal de l'anneau de polynômes A[X,, ..., X,]). 

Si la A-algèbre B est un A-module de type fini, elle est évidem- 
ment une A-algèbre de type fini ; la réciproque est fausse, comme le 
montre l'exemple des algèbres de polynômes (cf. chap. V). 

Si B est une A-algèbre de type fini et  Ar une A-algèbre commu- 
tative quelconque, B(,., = B @,Ar est une Ar-algèbre de type 
fini, car si (x,),,, est un système de générateurs de la A-algèbre B, 
il est clair que les x,@ 1 forment un système de générateurs de la 
A'-algèbre B(,f>. 

Si B est une A-algèbre de type fini, et  C une B-algèbre de type 
fini, alors C est une A-algèbre de type fini ; en effet, il résulte aussi- 
t6 t  des définitions que si ( b J A E L  est un système de générateurs de 
la A-algèbre B et (c,),,, un système de générateurs de la B-al- 
gèbre C, tout élément de C est égal à un polynôme à coeficients 
dans A, par rapport aux b~ et  aux c,. 



2. Critères de  finitude pour les anneaux gradués. 

Dans ce no et les suivants, toutes les graduations envisagées 
(Alg., chap. II ,  3e éd., 9 11) sont supposées de type Z. Si A 
(resp. M) est un anneau gradué (resp. un module gradué), on note 
At (resp. Mt) l'ensemble des éléments homogènes de degré i de A 
(resp. M). 

Si Ai = / O )  (resp. Mi = 10 1) p o u r i  < O, on dira, pour abré- 
ger, que A (resp. 14) est un anneau (resp. un module) gradué à 
degrés positifs. 

PROPOSITION 1. - Soient A = @ Ar un anneau commutatif 
i € Z  

gradué à degrés positifs, m l'idéal gradué @ At, (xA)AEL une 
6>1 

famille d'éléments homogènes de A, de degrés à 1. Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

a) L'idial de A engendré par la famille (xA) est égal à m. 
b) La famille (xA) est un système de générateurs de la A,-algèbre A. 
c) Pour tout i 3 0, le A,-module Ac est engendré par les élé- 

ments de la forme iIx;A qui sont de degré i dans A. 
A 

Il est clair que les conditions b) et  c) sont équivalentes. Si 
elles sont vérifiées, tout  élément de m est de la forme f((xA)) où f 
est un polynôme de AOIXAIAEL sans terme constant ; on a donc 
m = X Axa, ce qui prouve que c) entraîne a). Inversement, 

AEL 

supposons vérifiée la condition a). Soit A' = AO[xAIAEL la sous-A,- 
algèbre de A engendrée par la famille (x,), et  montrons que 
A' = A. Pour cela, il sufi t  de montrer que A r c  A' pour tout  
i 3 0. Procédons par récurrence sur i, la propriété étant évidente 
pour i = O. Soit donc y E Ar avec i 3 1. Puisque y E m, il existe 
une famille d'éléments de A, de support fini, telle que 

y = XaAxA, e t  on peut supposer chacun des ah homogène et  de 
a 

degré i - deg(xa) (en le remplaçant au besoin par sa composante 
homogène de ce degré) ; comme deg(xA) > 0, l'hypothèse de ré- 
currence montre que l'on a ah E A' pour tout  h E L, d'où y E A' 
et At c A', ce qui achève de prouver que a) implique 6). 
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COROLLAIRE. - Soient A = @ At un anneau commutatif gra- 
i€Z 

dué à degrés positifs et m l'idéal gradué @ A*. 
ta1 

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes : 
a)  L'idéal m est un A-module de type fini. 
b) L'anneau A est une A,-algèbre de type fini. 
(ii) Supposons vérifiées les conditions de (i) et soit M = @ Ml: 

i € Z  

un A-module gradué de type fini. Alors, pour tout i E Z, Mt est un 
A,-module de type fini, et il existe i, tel que Mi = { O 1 pour i < i,. 

(i) Si une famille (y,) d'éléments de A est un système de gé- 
nérateurs du A-module m (resp. de la A,-algèbre A), il en est de 
même dti la famille formée des composantes homogènes des y,; 
l'équivalence des conditions a) e t  b) résulte donc de la prop. 1. 

(ii) On peut supposer A engendré (en tant  que A,-algèbre) 
par des éléments homogènes al: (1 < i < r)  de degrés 2 1, et  M 
engendré (en que A-module) par des éléments homogènes 
x j  (1 d j 6 s) ; soit ht = deg(at), kj = deg(q) .  11 est clair que M n  
est formé des combinaisons linéaires à coefficients dans A, des 
éléments a:lap ... ayxj tels que les ai soient des entiers > O véri- 

r 
fiant la relation kj + X %thr = n ; pour chaque n il n'y a qu'un 

t = l  

nombre fini de familles (at)l s t  cr vérifiant ces conditions, puisque 
ht 2 1 pour tout i ;  on en conclut que Mn est un A,-module 
de  type fini, e t  en outre il est clair que Mn = 1 O 1 lorsque 
n < inf (kj). 

j 

3. Propriétés de Z'anneau A(d). 

Soient A = @ A t  un anneau gradué, M = @ M t  un A- 
ZEZ ~ E Z  

module gradué ; pour tout couple d'entiers (O!, k) tel que d 2 1, 
0 6 k 6 d - 1, posons 

Il est clair que A@) est un sous-anneau gradué de A et M@pk) 
un A(d)-module gradué ; en outre, si N est un sous-module gradué 
'de M, N(d,k) est un so~s-A(~)-module gradué de M(d,k). On écrira 



M(@ au lieu de M@yO) ; pour chaque d > 1, M est somme directe 
des A(d)-modules M(dlk) (O < k < d - 1). 

PROPOSITION 2. - Soient A = ,@ Ai un anneau commutatif 
ZEZ 

gradué à degrés positifs, M = .@ Mt un A-module gradué. On 
a e Z  

suppose que A est une A,-algèbre de type fini et M un A-module de 
type fini. Alors, pour tout couple (d, k) d'entiers tels que d 3 1, 
O < k < a - 1 :  

(i) A@) est une A,-algèbre de type fini. 
(ii) M(d,k) est un A(d)-module de type fini. 
Montrons que A est un A(d)-module de type fini. Soit (af)lSt es 

un système de générateurs de la A,-algèbre A formé d'éléments 
homogènes. Les éléments de A (en nombre fini) de la forme 
a,"'ap ... a? tels que O < ai < d p m r  1 < i < s constituent un 
système de générateurs du A(d)-module A ; en effet, pour tout 
système d'entiers nt 2 O (1 < i < s), il y a des entiers positifs 
qt, ri tels que nt = qtd + rt avec rt < d (1 < i < s) ; on a alors 

ce qui prouve notre assertion, car tout élément homogène x E A 
est tel que X ~ E  A(d). Alors, si M est un A-module de type fini, 
c'est aussi un A(d)-module de type fini ; comme M est somme 
directe des M(d~k) (O < k < d - l), chacun des M(d~k) est un A(d)- 
module de type fini, ce qui prouve (ii). 

Appliquons ce qui précède au A-module gradué m = @ At, 
$21 

qui est de type fini en vertu du cor. de la prop. 1 du no 2 ; on voit 
que m(d) est un A@)-module de type fini ; par suite (no 2, cor. de la 
prop. 1) A@) est une A,-algèbre de type fini. 

Lemme 1. - Soient A un anrteau commutatif gradué tel que 
A = A,[A,], M un A-module gradué, (yA)AEL un système de généra- 
teurs homogènes de M tels que deg(yA) < no pour tout A E L. Alors, 
pour tout n 3 no et tout k 3 0, on a Mn+k = Ak.Mn. 

Soit n 2 no et soit x E Mn+i. Puisque les yA engendrent M, il 
existe une famille (a&, d'éléments de A, de support fini, telle 

que x = xaAyh; on peut en outre supposer chaque ah homogène et  
I A 
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de degré n f 1 - deg(y,) (en le remplaçant au  besoin par sa com- 
posante homogène de ce degré). Comme A = Ao[A,] et deg(a,) > 0, 
chaque a, est somme d'éléments de la forme bb'  avec b E A,, 
b' E A, d'où x E AiMn. On a donc Mn+i = AiMn, d'où Mn+k = AkMn 
par récurrence sur k. 

Lemme 2. - Soit A un anneau commutatif gradué tel que 
A = Ao[A,], et soit S = @ St une A-algèbre commutative gra- 

i >O 

dziée à degrés positifs, qui soit un A-module de type fini. I l  existe 
alors un entier no 3 O tel que : 

(i) Pour n 2 no et k 2 O, Sn+k = Sk.Sn. 
(ii) Pour d 3 no, S(@ = So[Sd]. 
En vertu du lemme 1, il existe un entier no 2 O tel que pour 

n > no et k 0 on ait Sn+k = AkSn, d'où a fortiori Sn+k = SrSn, 
ce qui établit (i). Pour d 3 no et m > O, on a alors Smd = (Sd)" 
comme on le voit par récurrence sur m en appliquant ( i ) ;  ceci 
établit (ii). 

PROPOSITION 3. - Soit R = O ~t un anneau commutatif 
{ > O  

gradué à degrés positifs qui soit une Ro-algèbre de type fini. I l  
existe un entier e 2 1 tel que R("e) = Ro[R,e] pour tout m 2 1. 

Soit (xj)l<j<s un système de générateurs homogènes de la 
Ro-algèbre R, dont les degrés soient > 1. Soit hl = deg(xj), soit q 
un multiple commun des hj e t  posons qj = q/hr pour 1 ,< j ,< s ; 
les éléments x$ sont donc tous de degré q. Soit B la sous-Ro- 
algèbre de R engendrée par les x? ; c'est une sou~~algèbre  graduée 
de R, et l'on a Bt = O si i n'est pas multiple de q. Soit A (resp. S) 
l'anneau gradué dont l'anneau sous-jacent est B (resp. R(Q)) et la 
graduation formée des Ai = Biq (resp. Si = Ri,). On a A = Ao[Al] 
par définition de B. Considérons les éléments de R (en nombre 
fini) de la forme X ~ X ~ ~ . . . X ~ ~ ,  où O < aj < qj et alhl + . . . + ashs - O 
(mod. q) ; montrons qu'ils engendrent le B-module R(Q). Il suffit 
de prouver que tout élément de R(Q) de la forme x?x? ... x? est 
combinaison B-linéaire des éléments précédents. Or, il existe des 
entiers positifs kj, r j  tels que n j  = kjgj + r j  avec r j  < qj (1 < j < s) ; 
on a alors 

x?kx$a. . . x,, = ( ~ 1 P , ) k l .  . * (x9)ks. (xy . . . x?, 



e t  par hypothèse C njhf - O (mod. q), donc. C r jh  0 (mod. q) ; 
I-1 1-1 

comme les xji  appartiennent à B par définition, cela prouve notre 
assertion. Comme S est un A-module de type fini, on peut appli- 
quer le lemme 2 : il existe no tel que pour d 2 no, S(d) = So[Sd], 
donc R(Qd' = Ro[RQd] pour d >, no. La proposition en résulte, 
avec e = qno. 

4 .  IcZéaux premiers gradués. 

Soient A = @At un anneau commutatif gradué à degrés 
Sb0  

positifs, m l'idéal gradué @ At ; nous dirons que deux idéaux gra- 
ib 1 

dués a = @ af, b = @ bi de A sont équivalents s'il existe un 
f b 0  ib O 

entier no tel que a, = b, pour n 2 no (il est clair que c'est bien 
une relation d'équivalence). On dit qu'un idéal gradué est essen- 
lie1 s'il n'est pas équivalent à m. 

PROPOSITION 4. - Soit p = @pi  un idéal gradué de A ; 
12 0 

pour que p soit premier, il faut et il suffit que si x E An, y E An sont 
tels que x e p et y e p, on ait r n ~  e p. 

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle 
est remplie, alors, dans l'anneau gradué A/p = @ A&, le produit 

. ( 3 0  

de deux éléments homogènes # O est # O, donc A/p est intègre 
(Alg., chap. II, 3e éd., $ 11, no 4, prop. 7). 

PROPOSITION 5. - Soient a = @ a( un idéal gradué de A, no 
0 0  

un entier > O. Pour qu'il existe un idéal premier gradué.p = @ pi 
i* O 

le1 que p, = a, pour n 2 no, il faut et il sufit que, pour tout couple 
d'éléments homogènes x, y de degrés B no, la relation x y ~  a 
entralne « x E a OU y e a ». S'il existe n 2 no tel que a, # A,, 
l'idéal premier gradué vérifiant les conditions précédentes est 
unique. 

La condition de l'énoncé est évidemment nécessaire. Si l'on a 
a, = A, pour-tout n > no, il est clair que tout idéal premier con- 
tenant m est gradué et répond à la question ; il peut donc y avoir 
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plusieurs idéaux premiers gradués répondant à la  question ; toute- 
fois, deux quelconques de ces idéaux sont évidemment équiva- 
lents. Supposons donc qu'il existe un élément homogène a E Ad 
(avec d 2 no) n'appartenant pas à ad. Soit p l'ensemble des 
x E A tels que ax E a. Il est clair que p est un idéal de A ; comme les 
composantes homogènes de ax sont les produits par a de celles 
de x, e t  que a est un idéal gradué, p est un idéal gradué ; en outre, 
on a 16  p, donc p # A. Pour prouver que p est premier, il suffit 
de montrer que si x E Am, y E An sont tels que x e p et  y e p, alors 
on a xy 6 p (prop. 4). On a alors a x e  a,,,+d, ay e a,+d, d'où pa r  
hypothèse a2xye  %+,+ad ; On en conclut que a x y e  &+n+d, puis 
que xy e p. Enfin, si n 2 no et  x E A,, les conditions x E a, e t  
ax E a,+& sont équivalentes par hypothèse, donc p n A, = a,, ce  
qui achève de prouver l'existence de l'idéal premier gradué p 
répondant à la question. Si en outre p' est un second idéal pre- 
mier gradué de A tel que p' n A, = a, pour n à no, on a a e p' et  
ax E p' pour tout  x E 4, d'où p C p' puisque p' est premier. D'autre 
part, si x est un élément homogène de degré n à O de p', a x  
est homogène de degré n + d B no et  appartient par suite a 
p' n An+d = an+d, d'où par définition x E p, ce qui montre que 
p ' c  p, e t  finalement p' = p. 

PROPOSITION 6. - Soit d un entier 2 1. 
(i) Pour tout idéal premier gradué essentiel p de A, p n A(df est 

un idéal premier gradué essentiel de A(d). 
(ii) Inversement, pour tout idéal premier gradué essentiel p' de 

A("), il existe un idéal premier gradué (nécessairement essentiel) p 
de A, et un seul, tel que p n A(") = p'. 

(i) Si a E AL n'appartient pas a pk, akd n'appartient pas à pkd, 
donc p n A("-est essentiel. 

(ii) Pour tout n 2 0, l'ensemble p n A, doit être égal à l'en- 

semble a, des x E A, tels que xd E p'. Montrons que a = @ a, est 
783 0 

un idéal premier gradué ; comme a, = pL lorsque n est multiple 
de d, puisque p' est premier, cela prouvera l'existence et  l'uni- 
cité de p. Or, si x E a,, y e a,, (x - y)2d est somme de termes 
dont chacun est produit de xd ou de yd par un élement homogène 



de degré nd, donc (x - y)2d E p', e t  puisque p' est premier, 
(x - y)& E pl, donc a, est un sous-groupe de A. Comme p' est un 
idéal de Acd), a est un idéal gradué de A ; enfin, la relation 
(xy)d E p' entraîne xd E p' ou yd E pl, ce qui achève la démonstra- 
tion en vertu de la prop. 4. 

Soient A un anneau commutatif gradué à degrés positifs, 
p un idéal premier gradué essentiel de A. L'ensemble S des élé- 
ments homogènes de A n 'appar tena~t  pas à p est multiplicatif, et 
l'anneau de fractions S-IA est donc gradué de façon canonique 
(chap. II, $ 2 ,  no 9) (on notera qu'il y aura en général des éléments 
homogènes # O de degré négatif pour cette graduation). Nous dési- 
gnerons par A(,> le sous-anneau de S-lA formé des éléments 
homogènes de degré 0, autrement dit l'ensemble des fractions 
x/s, où x et s sont homogènes de même degré dans A et s CE p. De 
même, pour tout A-niodule gradué M, S-lM est gradué de façon 
canonique (loc. cit.) et nous désignerons par M(,> le sous-groupe 
des éléments homogènes de degré 0, qui est évidemment un A(,,- 
module. 

PROPOSITION 7. - Soient p un idéal premier gradué de A, d 
un entier 2 1, p' l'idéal premier gradué p n A(d) de A(d) ; pour tout 
A-module gradué M, I'homomorphisme (M(d))<p~) -+ MQ,) déduit de 
l'injection canonique M(d' _t M est bijectif. 

Si S est l'ensemble des éléments homogènes de A n'apparte- 
nant pas à p, et S' = S n A@), l'homomorphisme canonique cp : 
S'-lM(d) -+ S-'M est un homomorphisme homogène de degré 0, 
e t  il est injectif, car si x E Mn& est tel que sx = O pour s E A,, 
s o pl on a aussi sdx = O, e t  sd E Amd, sd é p'. Reste à voir que 
l'image par cp de (M(d))(p!) est M(,, tout  entier ; mais si X E  Mn, 
s E An et  s e  p, on a aussi X/S = (xsd-')/sa avec xsd-' E And, sd E And 
e t  sd 4 p 1 ,  d'où notre assertion. 

PROPOSITION 8. - Soit nt = @A$ ; soient (p(k))isksn une 
ta1 

famille finie d'idéaux premiers gradués de A et a un idéal gradut! 
de A tel que a n nt 4: p(k) pour tout k; alors il existe un élément homo- 
gène z a a n m n'appartenant à aucun des p(k). 
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Raisonnons par récurrence sur n ,  la proposition étant triviale 
pour n = 1. S'il existe un indice j tel que a n m n p(3) soit contenu 
dans un des p(k )  d'indice k # j, il résulte de l'hypothèse de récur- 
rence qu'il y a un élément homogène z' E a n m n'appartenant a 
aucun des p(k )  pour k # j, donc n'appartenant pas non plus a 
@, et cet élément répond à la question. Supposons donc que pour 
tout  indice j, a n  m n p ( j )  ne soit, contenu dans aucun des p(k )  

d'indice k # j ; l'hypothèse de récurrence entraîne donc l'existence 
d'un élément homogène yj E a n m n p( i )  n'appartenant à aucun 
des p(k )  d'indice k f j ; comme les yj sont tous de degrés 2 1, 
on peut en les remplaçant par des puissances convenables (puisque 

n 

les p(k )  sont premiers) supposer .que y,;et n y$ sont de même degré. 
j=2 

n 

Alors z = y, + n yj est homogène de degré 2 1 et le même rai- 
j=2 

sonnement que dans le chap. I I ,  $ 1, no 1, prop. 2 montre que z 
répond a la question. 

fj 2. Généralités sur les anneaux et modules filtrés. 

1 .  Anneausr: et modules filtrés. 

DÉFINITION 1. - On appelle filtration croissante (resp. décrois- 
sante) sur u n  groupe G une suite croissante (resp. décroissante) 
(Gn)nEz de sous-groupes de G. 

On appelle groupe filtré u n  groupe m u n i  d'une filtration. 

Si (Gn)nEz est une filtration croissante (resp. décroissante) 
sur un groupe G et  si l'on pose Gk = G_=, il est clair que (Gh)nEz 
est une filtration décroissante (resp. croissante) sur G. On peut 
donc se borner à étudier les filtrations décroissantes, et  lorsque nous 
parlerons désormais de filtration, il s'agira d'une filtration décrois- 
sante, sauf mention expresse du contraire. 

É tan t  donnée une filtration décroissante (Gn)nEz sur un 

groupe F, il est clair que n G, et  U Gn sont des sous-groupes 
~ E Z  n = Z  



de G ; on dit que la filtration est séparée si n Gn est réduit 
n E Z  

l'élément neutre, exhaustive si u Gn = G. 
,n E Z 

DÉFINITION 2. - Etant donné un anneau A, on dit qu'une fil- 
tration (An)nEz sur le groupe additif A est compatible avec la struc- 
ture d'anneau de A si l'on a 

L'anneau A, muni de cette filtration, est alors appelé anneau 
filtré. 

Les conditions (1) et (2) montrent que A, est un sous-anneau 
de A, e t  les An des A,-modules (à gauche e t  à droite). L'ensemble 

B = U A. est un sous-anneau de A, et  l'ensemble n = 
n=Z 

n A. 
nez 

un idéal bilatère de B : en effet, si x E n e t  a E A,, pour tout  k E Z 
on a x E Ak-p, d'où ax E Ak et  xa E Ak par (1) ; par suite ax E n 

Un cas particulier important est celui où A, = A ;  alors 
A. = A pour n < O et tous les An sont des idéaux bilatères de A. 

DÉFINITION 3. - Soient A un anneau filtré, (An)nEz sa  filtra- 
tion, E un A-module. On dit qu'une filtration (En)nez sur E est 
compatible avec sa structure de module sur I'anneau filtré A, si 
l'on a 

(3) AmEn c Em+n pour m E Z, n E Z. 

Le A-module E ,  muni de cette filtration, est appelé module filtré. 

Les En  sont tous des A,-modules ; si B = U A., il est clair 
nez 

que U E n  est un B-module, et il en est de méme de fl En, par 
nez ~ E Z  

le même raisonnement que ci-dessus pour n An. 
n € Z  

A, = A, ious les En  sont des sous-modules de E. 
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Exemples. - 1) Soit A un anneau gradué de type Z ; pour tout 
i e Z, soit A(t) le sous-groupe des éléments homogènes de degré i 
dans A. Posons An = A(i) ; alors il est immédiat que (A,) 

i 3 n  

est une filtration décroissante, exhaustive et séparée, compatible 
avec la structure d'anneau de A ; on dit que cette filtration est 
associée à la graduation (A<i>)iEz e t  que l'anneau filtré A est 
associé à l'anneau gradué A donné. 

Soit maintenant E un module gradué de type Z sur l'anneau 
gradué A et pour tout i E Z, soit E(t) le sous-groupe des éléments 
homogènes de degré i de E. Posons E n  = E E(t> ; alors (En) est 

i2 n 

une filtration décroissante, exhaustive et séparée, compatible avec 
la structure de module de E sur l'anneau filtré A ; on dit que cette 
filtration est associée a la graduation (E(t,)tEz e t  que le module 
filtré E est associé au module gradué E donné. 

2) Soient A un anneau filtré, (An)nez sa filtration, E un A- 
module. Posons E n  = A,E ; il résulte de (1) que l'on a 

et de (2) que E, = E ; donc (En) est une filtration exhaustive 
compatible avec la structure de A-module de E. On dit que cette 
filtration sur E est déduite de la filtration donnée (A,) sur A ; 
on notera qu'elle n'est pas nécessairement séparée, même si (A,) 
est séparée et si E et les An sont des A-modules de type fini 
(cf. 9 3, exerc. 2 ; voir cependant § 3, no 3, prop. 6 et no 2, cor. de 
la prop. 4). 

3 )  Soient A un anneau, m un idéal bilatère de A. Posons 
An = mn pour n 2 O, An = A pour n < O ; il est immédiat que 
(A,) est une filtration exhaustive sur A, dite filtration m- 
adique. Soit E un A-module ; on appelle filtration m-adique sur 
E la filtration (En) déduite de la filtration m-adique de A ; 
autrement dit, on a E, = mnE pour n 2 O et En  = E pour 
n < 0. 

Si A est commutatif et B une A-algèbre, n = mB est un idéal 
bilatère de B, et pour tout B-module F, on a nkF = mkF, donc la 
f ihat ion n-adique sur F coïncide avec la filtration m-adique 
(lorsque F est considéré comme A-module). 



4) Si A est un anneau filtré, (A,) sa filtration, le A-module 
à gauche A, est un A-module filtré pour la filtration (A,). Il est 
clair d'autre part que (A,) est une filtration compatible avec la 
structure d'anneau de l'anneau opposé AO, et Ad est un Ao-module 
(a gauche) filtré pour la filtration (A,). 

5) Sur un anneau A, les ensembles A, tels que A, = O pour 
n > O, A, = A pour n < O forment une filtration dite triviale, 
associée (Exemple 1 )  à la graduation triviale de A ; sur un A- 
module E,  toute filtration (En) formée de sous-A-modules est 
alors compatible avec la structure de module de E sur l'anneau 
filtré A. On peut donc dire que tout groupe commutatif filtré G 
est un Z-module filtré, lorsque Z est muni de la filtration triviale. 

Soient G un groupe filtré, (Gn)n=z sa filtration ; il est clair 
que pour tout sous-groupe H de G, (H n G,),=z est une filtration, 
dite induite par celle de G ; elle est exhaustive (resp. séparée) si 
celle de G l'est. De même, si H est un sous-groupe dist ingué de G, 
la famille ((H .Gn)/H)nEz est une filtration sur le groupe G/H, 
dite quotient par H de la filtration de G ; elle est exhaustive si 
(G,) l'est. Si G' est un second groupe filtré, (G;)nez sa filtration, 
(Gn x GI) est une filtration sur G x G' dite produit des filtrations 
de G et G', qui est exhaustive (resp. séparée) si (G,) et (Gh) le 
sont. 

Soit maintenant A un anneau filtré et soit (A,) sa filtration ; 
sur tout sous-anneau B de A, il est clair que la filtration induite 
par celle de A est compatible avec la structure d'anneau de B. 
Si b est un idéal bilatère de A, la filtration quotient de celle de A 
sur A/b est compatible avec la structure de cet anneau, car on a 
(A, + b)(Am + b) c A,+, + b. Si A' est un second anneau 
filtré, la filtration produit sur A x A' est compatible avec la struc- 
ture de cet anneau. 

Soit enfin E un A-module filtré et soit (En) sa filtration ; sur 
tout sous-module F de E, la filtration induite par celle de E est 
compatible avec la structure de A-module de F, e t  sur le module 
quotient E/F,  la filtration quotient de celle de E est co.mpatible 
avec la structure de A-module, car on a 

An(F + Em) c F + AnEmc F + Em+a. 
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On notera que si la filtration de E est déduite de celle de A 
(Exemple 2)) il en est de même de la filtration quotient sur E/F, 2 mais  non  e n  général de la Qtration induite sur F (exerc. 1 ; voir 
cependant 5 3, no 2, th. 2). 

Si E' est un second A-module filtré, la filtration produit sur 
E x E' est compatible avec la structure de A-module. Si les 
filtrations de E et E' sont déduites de celle de A (Exemple 2), il 
en est de même de leur filtration produit. 

2. Ponction d'ordre. 

Soient A un anneau filtré, E un A-module filtré, (En) la filtra- 
tion de E. Pour tout x E E, on désigne par v(x) la borne supérieure 
dans R de l'ensemble des entiers n E Z tels que x E En. On a donc 
les équivalences suivantes : 

On dit que l'application v : E -+ R est la fonction d'ordre du 
module filtré E. La connaissance de v entraîne celle des En, car 
En est l'ensemble des x E E tels que v(x) b n ; le fait que les En 
sont des sous-groupes additifs de E se traduit par la relation 

La définition précédente s'applique en particulier au A-module 
filtré As ; soit w sa fonction d'ordre. Il résulte de la formule (3) du 
no 1 que pour ~ E A  et X E E ,  on a 

lorsque le second membre est défini ; en particulier, pour a E A 
et  ben, o n a  

lorsque le second membre est défini. 



On définit de la même manière la fonction d'ordre sur un groupe 
filtré G non nécessairement commutatif ; la relation correspondant 
à (5) s'écrit alors 

(5') v(yx-l) = v(xy-l) >, inf (~ (x ) ,  v(y)). 

3. Module gradué associé à un module filtré. 

Soient G un groupe commutatif (noté additivement), (G,) 
une filtration sur G. Posons 

Le groupe commutatif gr(G) est donc un groupe gradué de 
type Z, dit groupe gradué associé au groupe filtré G, les éléments 
homogènes de degré n de gr(G) étant ceux de gr,(G). 

Soient maintenant A un anneau filtré, (An) sa filtration, E un 
A-module filtré, (En) sa filtration. Quels que soient p EZ, q E Z9 
on définit une application 

(9) grP(A) x gr@) -t gr,+*(E) 

de la façon suivante : étant donnés a E grp(A), 4 E gr,(E), deux 
représentants a,  a' de a, deux représentants x ,  x' de t, on a 
ax  E Ep+q, a'xl E Ep+q et ax a'x' (mod. EP+,+i), car 

et a - a' E Ap+l et x - x' E Eq+i, donc notre assertion résulte de la 
formule (3) du no 1. On peut donc noter a4 la classe dans 

EP+,IEP+,+l - grp+,(E) 

du produit a x  d'un représentant quelconque a E a et d'un repré- 
sentant quelconque x E E. Il est immédiat que l'application (9) 
est Z-bilinéaire ; par linéarité, on en déduit une application 2;- 
bilinéaire 

(10) gr(A) X gr(E) + g m .  

Si on applique d'abord cette définition au cas où E = As, 
l'application (10) est une loi de composition interne sur gr(A), 
dont on vérifie aussitôt qu'elle est associative et possède un 616- 
ment neutre, image canonique dans gr,(A) de l'élément unité de 
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A ; elle définit donc sur gr(A) une structure d'anneau, et la gradua- 
tion (grn(A))nEz est par définition compatible avec cette struc- 
ture. On dit que l'anneau gradué gr(A) (de type Z) ainsi défini 
est l'anneau gradué associé à l'anneau filtré A ; il est évidemment 
commutatif lorsque A est commutatif ; gr,(A) est un sous-anneau 
de gr(A). L'application (IO) est d'autre part une loi externe de 
gr(A)-module sur gr(E), les axiomes des modules étant triviale- 
ment vérifiés, et la graduation (gr,(E)),,=z sur gr(E) est évidem- 
ment compatible avec cette structure de module. On dit que le 
gr(A)-module gradué gr(E) (de type Z) ainsi défini est le module 
gradué associé au A-module filtré E. 

Exemples. - 1) Soient A un anneau commutatif, t un élément 
de A non diviseur de O. Munissons A de la filtration (t)-adique 
(no 1, Exemple 3). Alors l'anneau gradué associé gr(A) est canoni- 
quement isomorphe à l'anneau de polynômes (A/(t)) [XI. En effet, 
on a grn(A) = O pour n < O, et par définition l'anneau gro(A) 
est l'anneau A/(t). Notons maintenant qu'en vertu de l'hypo- 
thèse sur t la relation utn = O (mod. tnfl) est équivalente à a = O 
(mod. t )  ; si T est l'image canonique de t dans grl(A), tout élément 
de grn(A) s'écrit donc d'une manière et d'une seule sous la forme 
arn où a E gro(A) ; d'où notre assertion. 

2) Soient K un anneau commutatif, A l'anneau de séries for- 
melles K[[X ,,..., X,]] (Alg., chap. IV, § 5), nt l'idéal de A dont les 
éléments sont les séries formelles sans terme constant. Munis- 
sons A de la filtration m-adique (no 1, Exemple 3) ; si Ml, ..., Ms 
sont les différents monômes en XI, ..., Xr de degré total n - 1, il 
est clair que toute série formelle u d'ordre total w(u) 2 n (loc. 

S 

cit., no 2) s'écrit CukMk, où les uk appartiennent à m ; on voit 
k = l  

donc que mn est l'ensemble des séries formelles u telles que 
w(u) 3 n, ce qui montre que w est la fonction d'ordre pour la filtra- 
tion m-adique. Il est clair alors que pour toute série formelle 
u E mn, il existe un polynôme homogène de degré n en les Xi et un 
seul qui soit congru à u mod. mn+l, savoir la somme des termes 
de degré n de u ;  on en conclut que gr(A) est canoniquement 
isomorphe à l'anneau de polynsmes K[Xi, ..., X,]. 



3 )  Plus généralement, soient A un anneau commutatif, b un 
idéal de A, e t  munissons A de la filtration b-adique. Si on pose 
B = gr,(A), F = grl(A) = b/b2, on sait (Alg., chap. I I I ,  3e éd.) 
que l'application identique du B-module F sur lui-même se pro- 
longe de façon unique en un homomorphisme u de l'algèbre symé- 
trique S(F) de F dans la B-algèbre gr(A) ; il résulte de la défini- 
tion de gr(A) que u est un homomorphisme surjectif d'algèbres gra- 
duées ; en effet, pour n > 1, tout élément de grn(A) est somme de 
classes mod. bn+l d'éléments de la forme y = x,x2. . .xn, OU 
xi E b (1 6 i < n) ; si C i  est la classe de xi mod. b2, il est clair que 
la classe de y mod. bn+l est l'élément ~ ( 5 ~ ) .  . . ~ ( 4 n ) ,  d'où notre 
assertion. En  particulier, tout  système de générateurs du B- 
module F est un système de générateurs de la B-algèbre gr(A). 

Si maintenant E est un A-module et  que l'on munit E de la 
filtration b-adique, on voit de même que le gr(A)-module gradué 
gr(E) est engendré par gro(E) = E/bE. De façon plus précise, la 
restriction cp à gr(A) x gro(E) de la loi externe du gr(A)-module 
gr(E) est une application Z-bilinéaire de gr(A) x gro(E) dans 
gr(E) ; de plus gr(A) est un (gro(A), gr,(A))-bimodule et  gro(E) 
un gr,(A)-module ; on vérifie aussitôt que pour a E gr(A), 
a, E grO(A), C E gro(E), on a cp(acro, E )  = cp(a, a&,), donc cp définit 
une application gr,(A)-linéaire surjective 

dite canonique. 
"4 )  Soient K un anneau commutatif, g une algèbre de Lie sur 

K, U l'algèbre enveloppante de g. On définit sur U une filtration 
croissante ( U n ) n e ~  en prenant Un = 10 1 pour n < O, et en dési- 
gnant par Un, pour n > 0, l'ensemble des éléments de U qui 
peuvent s'exprimer comme somme de produits d'au plus n élé- 
ments de g ; on a U, = K, et  gr(U) est une K-algèbre commuta- 
tive (Gr. et alg. de Lie, chap. 1, § 2, no 6). L'application canonique 
de g dans grl(U) = Ul/Uo se prolonge de façon unique en un homo- 
morphisme h de l'algèbre symétrique S(g) du K-module g dans la 
K-algèbre gr(U) ; l'homomorphisme h est surjectif, et  lorsque le 
K-module g est libre, h est bijectif (loc. cit., no 7, th.  l ) . ,  

5) Soient A un anneau gradué de type Z, E un A-module gra- 



200 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I I I ,  5 2 

dué de type Z ; soit A«) (resp. E<r)) le sous-groupe des éléments ho- 
mogènes de degré i de A (resp. E). Munissons A et  E des filtrations 
associées à leurs graduations (no 1, Exemple 1)  et  notons A' et  E' 
l'anneau filtré e t  le A'-module filtré ainsi obtenus. Alors il est 
immédiat que l'application Z-linéaire A -+ gr(A') qui transforme 
u n  élément de A(,) en son image canonique dans 

est un isomorphisme d'anneaux gradués. On définit de même un 
isomorphisme canonique E -+ gr(E1) de A-modules gradués. 

PROPOSITION I .  - Soient A un anneau filtré, (An)nez s a  fil- 
tration, v s a  fonction d'ordre. Supposons que gr(A) soit un anneau 
sans diviseur de zéro. Alors, pour tout couple d'éléments a ,  b de 

l'anneau B = U A n ,  on a u(ab) = v(a) + v(b). 
nez 

Comme n = n A. est un idéal bilatère de l'anneau B, la 
n = Z  

formule est vraie si v(a) ou v(b) est égal à + C O .  Dans le cas con- 
traire, v(a) = r e t  v(b) = s sont des entiers; les classes a de a 
mod .Ar+l e t  p de b mod .A,+1 sont # O par  définition, d'où par 
hypothèse a@ # O dans gr(A), e t  par  suite ab e A,+,+1 ; comme 
ab E Ar+s, on a v(ab) = v(a) + v(b). 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau filtré, (An)nEz sa filtra- 

tion ; posons B = u An, n = n &. si l'anneau gr(,) est 
nez n e 2  

sans diviseur de zéro, il en est de même de l'anneau B/n. 
E n  effet, si a e t  b sont des éléments de B n'appartenant pas 

a n, on a v(a) # + C O ,  v(b) # + a ,  d'où  ab) # i- a ,  e t  Par 
suite ab en.  

On notera que l'anneau A peut être un anneau intègre, la filtra- 
tion (A,) exhaustive et séparée, sans que gr(A) soit un anneau 
intègre (exerc. 2). 

Remarque. - Soit G un  groupe non nécessairement commuta- 
tif, muni d'une filtration (Gn)n=z telle que Gn+i soit distingué 



dans Gn pour tout  n E Z ; posons encore gr,(G) = Gn/Gn+l. On ap- 
pelle encore groupe gradué associé à G et on note gr(G) le produit 
restreint de la famille (grn(G))ncz, c'est-à-dire le sous-groupe du 
produit grn(G) formé des éléments (En) dont toutes les com- 

nez 
posantes, sauf au  plus un nombre fini, sont égales à l'élément 
neutre. 

4 .  Homomorphismes compatibles avec les filtrations. 

Soient G, G' deux groupes commutatifs (notés additivement), 
(G,) une filtration sur G, (G;) une filtration sur G' ; on dit qu'un 
homomorphisme h : G -+ G' est compatible avec les filtrations de G 
et  G' si l'on a h(Gn) c G; pour tout  n E Z. L'homomorphisme com- 

posé Gn 3 G;L + G;L/G;+l est nul dans Gn+l, donc définit par 
passage aux quotients un homomorphisme h, : Gn/Gn+l -+ GA/G;L+i; 
il y a par suite un homomorphisme de groupes additifs gr(h) : 
gr(G) -+ gr(Gf) et  un seul, tel que, pour tout  n E Z, gr(h) coïncide 
avec hn dans grn(G) = Gn/Gn+l. On dit que gr(h) est l'homomor- 
phisme de groupes gradués associé a h. Si G" est un troisième groupe 
filtré, et h' : G' -+ G" un homomorphisme compatible avec les 
filtrations, h foh  est un homomorphisme compatible avec les 
filtrations, et  on a 

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe commutatif filtré, H un 
sous-groupe de G ; on munit H de la filtration induite et G/H de la 
filtration quotient. S i  j : H += G est l'injection canonique et p : 
G -+ G/H la surjection canonique, j et p sont compatibles avec les 
filtrations, et la suite 

est exacte. 
La première assertion est évidente ; si (Gn) est la filtration 

de G, on a (H n Gn) n Gn+i = H n Gn+i, donc gr(j) est injective; en  
outre l'application canonique Gn -t (H + Gn)/H est surjective, 
donc il en est de même de gr(p), et  on a gr(p)o gr(j) = O par 
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(12). Enfin, soit E E Gn/Gn+l dans le noyau de gr(p) ; il existe donc 
x E k tel que x E H + Gn+l; mais comme Gn+l c Ga, on a 

donc z = y f z avec y E H n Gn et  z E Gn+i ; cela prouve que k 
est la classe mod. de j(y),-autrement dit appartient à l'image 

de g r (W Par g r ( j ) .  

On notera que si l'on a une suite exacte O -t G' & G G" -+ O 
de groupes commutatifs filtrés, où u e t  v sont compatibles avec les 

@(O)  filtrations, la suite O -+ gr(Gf) --? gr(G) - gr(G") -. O n'est 
pas nécessairement exacte (exerc. 4). 

Si maintenant A et  B sont deux anneaux filtrés, h : A + B un 
homomorphisme d'anneaux compatible avec les filtrations, on 
vérifie aussitôt que l'homomorphisme de groupes gradués gr(h) : 
gr(A) -t gr(B) est aussi un homomorphisme d'anneaux. En  parti- 
culier, si A' est un sous-anneau de A muni de la filtration induite, 
gr(A1) s'identifie canoniquement à un sous-anneau gradué de 
gr(A) (prop. 2) ; si b est un idéal bilatère de A, et  si A/b est muni 
de la filtration quotient, gr(A/b) s'identifie canoniquement à 
l'anneau gradué quotient gr(A)/gr(b) (prop. 2). 

En fin, soient A un anneau filtré, E ,  F deux A-modules filtrés, 
u : E -t F un A-homomorphisme compatible avec les filtrations. 
Alors il est immédiat que gr(u) : gr(E) -t gr(F) est une application 
gr(A)-linéaire, donc un homomorphisme homogène de degré O de 
gr(A)-modules gradués. En  outre, si uf : E + F est un second 
A-homomorphisme compatible avec les filtrations, il en est de 
même de u + uf, et  on a 

Remarques. - 1) Il est clair que les homomorphismes d'an- 
neaux filtrés (resp. de modules filtrés sur un anneau filtré donné A) 
compatibles avec les filtrations peuvent être pris comme mor- 
phismes pour la structure d'anneau filtré (resp. de A-module 
filtré) (Ens., chap. IV, $ 2, no 1). 
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2) Soient E e t  F deux modules sur un anneau filtré A, e t  mu- 
nissons-les des filtrations déduites de la  filtration ( A , )  de A (no 1, 
Exemple 2). Alors toute application A-linéaire u : E -t F est com- 
patible avec les filtrations, puisque u(AnE) = A,u(E) c A,F. 

3) On notera qu'un homomorphisme u : E -t F de A-modules 
filtrés, compatible avec les filtrations, peut Ctre tel que gr(u) = O 
sans être nul ; il en est ainsi par esemple de l'endomorphisme 
x -t nx du groupe additif Z muni de la filtration (n)-adique (pour 
un entier n > 1 quelconque). La relation gr(n) - gr(v) pour deux 
endomorphismes u, v de E dans F, compatibles avec les filtrations, 
n'entraîne donc pas nécessairement ic = o. 

4) Les définitions du début de ce ri0 s'étendent immédiatement 
à deux groupes non nécessairement commutatifs G, G', filtrés 
par  des sous-groupes Gn, Gk, tels que Gn+i (resp. GL+i) soit distin- 
gué dans G, (resp. Gk). La prop. 2 est encore valable en faisant la  
même hypothèse sur les Gn e t  en supposant que H est distingué 
dans G, la  démonstration étant  inchangée aux notations près. 

5 .  Topologie définie par une filtration. 

Soit G un  groupe filtré par  une famille (Gn)nEz de sous-groupes 
distingués de G. Il  existe une topologie et  une seule sur  G compa- 
tible avec la structure de groupe e t  pour laquelle les G, consti- 
tuent  un système fondamental de voisinages de l'élément neutre 
e de G (Top. gén., chap. I I I ,  3e éd., 5 1, no 2, Exemple) ; on 
l'appelle la topologie de G définie par  la  filtration (G,). Lorsqu'on 
utilisera des notions topologiques relatives à un groupe filtré, il 
s'agira, sauf mention expresse d u  contraire, de la  topologie définie 
par  la filtration. On notera que les G,, é tan t  des sous-groupes 
d e  G, sont à la fois ouverts et fermés (Top. gén., chap. I I I ,  3e éd., 
3 2, no 1, cor. de la  prop. 4). 

Comme chaque Ga est distingué dans G, les entourages des 
structures uniformes droite e t  gauche de  G coïncident ; on en 
déduit que G admet un groupe séparé complété 8 (Top. gén., 
chap. I I I ,  3 e  éd., 3 3, no 4, th.  1 e t  no 1, prop. 2). 

Pour tout  partie M de G, l'adhérence de M dans G est égale 

à n ( M . G . ) =  ( G . . M ) ( T o p . g é n . , c h a p . 1 1 1 , 3 e é d . , $ 3 7  
n=Z 

n 
n e z  





structure uniforme définie par d est donc la structure uniforme 
du groupe topologique G. Si G est séparé, G est un espace topolo- 
gique métrisable éparpillé (Top. gén., chap. IX, 2e éd., 3 6 ,  no 4) ; 
d est une distance sur G si de plus la filtration (Gn) est exhaustive. 

Étant donné un anneau topologique A, rappelons qu'on appelle 
A-module topologique à gauche un A-module E, muni d'une topo- 
logie compatible avec sa structure de groupe additif et tel que 
l'application (a, x) -t ax de A x E dans E soit continue (Top. 
gén., chap. I I I ,  3e éd., 3 6, no 6). 

PROPOSITION 3.  - Soient A un anneau filtré, (A,) sa filtration, 

B le sous-anneau u A, de A, E un B-module filtré, (En) sa filtra- 
n e  Z 

U tion, F le sous-B-module En de E. Alors l'application (a, x) -t ax 
nez 

de B x F dans F est continue. 
Soient en effet a,=B, X ,EF  ; il existe par hypothèse des 

entiers r, s tels que a, E A, et x, E Es. La relation 

ax - a,z, = (a - a,)x, + a,(x - x,) + (a - a,) (x - x,) 

montre que si a - a, E At et x - xo E Ej, ax - aoxo appartient à 
Ei+, + Ej+, + El+,. Si donc on suppose donné un entier n, on 
aura ax - aGo E En pourvu que l'on ait i 2 n - s, j 2 n - r et 
i + j 2 n, c'est-à dire dès que i et j sont assez grands. 

COROLLAIRE. - L'anneau B est un anneau topologique et le 
B-module F un B-module topologique. 

La première assertion s'obtient en appliquant la prop. 3 
à F = Ba. 

On voit en particulier qu'un anneau filtré A dont la filtration 
est exhaustive est un anneau topologique ; lorsqu'il en est ainsi, 
tout A-module filtré dont la filtration est exhaustive est un A-mo- 
dule topologique. 

PROPOSITION 4. - Soient A un anneau commutatif filtré par 
une filtration exhaustive (A,), p un idéal de A. Supposons que l'idéal 
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gr(p) = @ (p n An)/(p n A,+1) de l'anneau gr(A) soit premier. 
n a Z  

Alors l'adhérence de p dans A est u n  idéal premier. 
On sait que l'anneau gr(A/p) est isomorphe a gr(A)/gr(p) (no 4, 

prop. 2), donc est intègre ; on en conclut que A / n (P + An) est. 
n = Z  

intègre (no 3, cor. de la prop. 1). Donc l'adhérence n (p + An)) 
nez 

de p est un idéal premier. 

Soient A un anneau, m un idéal bilatère de A ; la topologie 
définie sur A par la filtration m-adique (no 1, Exemple 3) est dite 
topologie m-adique ; comme la filtration m-adique est exhaustive, 
A est un anneau topologique pour cette topologie (cor. de la prop. 3). 
De même, pour tout A-module El on appelle topologie m-adique sur 
E la topologie définie par la filtration m-adique ; E est un A- 
module topologique pour cette topologie. 

Soit m' un second idéal bilatère de A ; pour que la topologie 
ml-adique sur A soit plus fine que la topologie m-adique, il faut et  
il suffit qu'il existe un entier n > O tel que m'n c m  ; la condition 
est en effet nécessaire, et  si elle est remplie, on a m'hn c mh pour 
tout  h > O, donc la condition est suffisante. Lorsque A est un 
anneau commutatif nœthérien, il revient au  même de dire que 
l'on a V(m) c V(ml) dans le spectre premier de A 
no 3, cor. 2 de la prop. 11 et  5 2, no 6, prop. 15). 

6 .  Modules filtrés complets. 

PROPOSITION 5. - Soit G un groupe filtré, dc 
(Gn) est formée de sous-groupes distingués de G. 
suivantes sont équivalentes : 

a) G est u n  groupe topologique complet. 

(chap. I I ,  § 4,. 

9nt la  filtration 
Les  conditions. 

b) L e  groupe séparé associé G1 = G /( I l  G J  est complet. 
n = Z  

c) Toute suite de Cauchy dans G est convergente. 
Lorsque G est commutatif et noté additivement, ces conditions 

sont aussi  équivalentes à la  suivante : 
d) Toute famille d'éléments de G' qui converge vers O r  



suivant le filtre 5 des complémentaires des parties finies de L est 
sommable dans G'. 

Pour qu'un filtre sur G soit un filtre de Cauchy (resp. un filtre 
convergent), il faut e t  il suffit que son image par l'application 
canonique G -t G' soit un filtre de Cauchy (resp. convergent). 
(Top. gén., chap. II ,  3e éd., $ 3, no 1, prop. 4) ; d'où en premier 
lieu l'équivalence de a) et 6 )  ; d'autre part, comme G' est métri- 
sable, l'équivalence de 3) et c) résulte de la prop. 9 de Top. gén., 
chap. IX, 2 e  éd., 3 2, no 6. 

Supposons maintenant G commutatif. Supposons G' complet, 
et soit (x,),,, une famille d'éléments de G' qui converge vers O 
suivant 5. Pour tout voisinage V' de O dans G' qui est un sous- 
groupe de G', il existe une partie finie J de L telle que la condition 
A E L - J entraîne x, E V' ; on a donc ;'I x, E V' pour toute par- 

A E I I  

tie finie H de L ne rencontrant pas J ,  ce qui montre que la famille 
( z , ) , ~ ~  est sommable (Top. gén., chap. I I I ,  3 e  éd., 3 5, no 2, th. 1). 

Réciproquement, supposons vérifiée la condition d), et soit 
(x,) une suite de Cauchy dans G' ; la famille (xn+l - xn) est alors 
sommable, et en particulier la série de terme général x,+~ - x, est 
convergente, donc la suite (2,) est convergente. 

Soit G un groupe filtré dont la filtration (Gn) est formée de sous- 
groupes distingués de G ; les groupes quotients G/G, sont discrets, 
donc complets, puisque les Gn sont ouverts dans G. Soit f, l'appli- 
cation canonique G -t G/Gn, et pour rn é n, soit f,, l'applica- 
tion canonique G/Gn --+ G/Gm ; (G/Gn, fmn) est un système projec- 
tif de groupes discrets ayant Z pour ensemble d'indices (Top. gén., 
chap. III ,  3e éd., 3 7, no 3). Soit G le groupe topologique limite 
projective de ce système projectif, et pour tout n, soit g, : 

6 -t G/Gn l'application canonique ; soit f : G + G la limite projec- 
tive du système projectif d'applications (f,), telle que f ,  = g, O f 
pour tout n ; enfin, soit j l'application canonique de G dans son 
séparé complété 6 ; comme les G/Gn sont complets, il existe un iso- 
morphisme et  un seul i : 6 -t 6 de groupes topologiques tel que 
f = i O j (loc. cit., cor. 1 de la prop. 2) ; nous dirons que c'est I'iso- 

Ci 

morphisme canonique de G sur 6. 
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Soit H un second groupe filtré dont la filtration (H,) est 
formée de sous-groupes distingués de Hl e t  soit u : G -+ H un 
homomorphisme compatible avec les filtrations (no 4). Posons 
fi = lim H/H, ; pour taut  n, u définit par passage aux quotients - 
un homomorphisme u,: G/Gn -+ H/Hn, e t  les u, forment Bvidem- 
ment un système projectif d'applications ; posons Ei = lim u,. 

C 

Soient par ailleurs Û le séparé complété de H l  û : -+ fi l'homo- 
morphisme déduit de u par passage aux séparés complétés (Top. 
gén., chap. I I ,  3e éd., $ 3, no 7, prop. 15). Il résulte aussitôt des 
définitions que lorsqu'on identifie G à G et fi à fi au moyen 
des isomorphismes canoniques, û s'identifie à LL. On en conclut 
en particulier que si, pour tout n, un est un isomorphisme, alors û 
est un isomorphisme de groupes topologiques. 

Exemples de groupes et d'anneaus filtrés complets. - 1) Soit G 
un groupe filtré complet. Tout sous-grohpe fermé de G muni de la 
filtration induite, est complet (Top. gin., chap. I I ,  3 e  éd., 9 3, 
no 4, prop. 8). Tout groupe quotient de G, muni de la filtration 
quotient, est complet (Top. gén., chap. IX,  2e éd., $ 3, no 1, Re- 
marque 1). 

2) Soit A un anneau commutatif filtré, dont nous désignons 
par (an)nEz la filtration ; soit A' l'anneau de séries formelles 
A[[Xl ,..., Xs]]. Pour tout e = (e ,,..., en) E N8, nous poserons 

8 8 

1 e 1 = C ec, Xe = rI X:i, de sorte que tout élément P E A' 
i-1 1-1 

peut s'écrire d'une seule manière P = C ae,pXe avec ae,p e A. 
e e N J  

Pour tout n E Z, désignons par a; l'ensemble des P e A' tels que 
aqP E a,! e l  pour tout  e E Na ; il est clair que ah est un sous-groupe 
additif de A' ; d'autre part, si P E a; e t  Q E ah on a,  pour e E Nb, 

et la  relation e' +e" = e entraîne oren, Q a ë ,  P E am-lellûn-leul c ûm+n-lel, 

ce qui prouve que (a&z est une filtration compatible avec la 
structure d'anneau de A' (car on a évidemment 1 E ai). Lorsqulon 
parlera désormais de A' comme d'un anneau filtré, il s'agira tou- 



jours, sauf mention expresse du contraire, de la filtration (a;). 

Il est clair que n ah est l'ensemble des séries formelles dont 
n E Z  

tous les coefficients appartiennent à n a. ; donc, si A est 
nez 

séparé, il en est de même de A'.5i a, = A, on a a; = A'. 

PROPOSITION 6. - Les notations étant comme ci-dessus, suppo- 
sons que a, = A ,  et désignons par h l'application P + (Cte,~)eeN'. 
Alors h est un isomorphisme du groupe additif topologique A' sur le 
groupe additif topologique A ~ :  L'anneau de polynômes A[X1, ..., X,] 
est dense dans A' ; si  A est complet, il en est de même de A'. 

Il est clair que h est bijective ; V, = h(a;) est l'ensemble 
des (a,) E A ~ '  tels que a, E an-lel pour tout e E Na tel que 1 e 1 < n ; 
comme ces éléments e sont en nombre fini, V, est un voisinage de 
O dans A ~ ' .  Inversement, si V est un voisinage de O dans A ~ * ,  
il y a une partie finie E de Nd et un entier v tel que les conditions 
a, E a, pour tout e E E entraînent (a,) E V ; si donc n est le plus 
grand des entiers v + 1 e 1 pour e E E,  on a h(ah) c V, ce qui prouve 
la première assertion de la prop. 6. De plus, n et E étant définis 
comme ci-dessus, on a h(P - X ac,pXe) E V pour tout P E A', ce 

C E E  

qui montre que AIXI, ..., Xs] est dense dans A'. La dernière 
assertion résulte de la première et. du fait qu'un produit d'espaces 
complets est complet. 

Soit m un idéal de A et supposons que (a,) soit la filtration 
m-adique ; alors, si n est l'idéal de A' engendré par m et les Xf 
(1 < i ,< s), la filtration (a;) est la filtration n-adique. En effet, 
il est clair que pour tout k 2 O, nk est engendré par les éléments 
aXC tels que a E mk-le1 pour tout e r Nu tel que 1 e 1 < k, d'où 
nk c ai. Prouvons inversement que a i  c nt. Pour tout P E ai, 
on a P = P' + P", avec P' = 2 ue,pXc, P" = 2 ~ e , p X ~ .  Il 

14 < k  l e l ~ k  

est clair que l'on peut écrire P" = 2 XCQc, où les Qc sont 
le1 = k 

des éléments de A', d'où P" E nk ; par ailleurs, il est clair 
que ae,pXe E nk pour tout e E Nd, d'où P' E nk. On a donc bien 
ttk = ai. 



210 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I I I ,  5 2 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau commutatif, 

A' = A[[Xi, ..., Xe]] 

L'anneau de séries formelles à s indéterminées sur A, n l'idéal de A' 
formé des séries formelles sans terme constant. L'anneau A' est séparé 
et complet pour la topologie n-adique, et l'anneau de polynômes 
AIXl ,..., X,] est partout dense dans A'. 

Il suffit d'appliquer ce qui vient d'être dit au  cas m = 10 /. 

7 .  Prop"étés de compacité linéaire des modules filtrés 
complets. 

Rappelons que si E est un A-module, on appelle partie afine 
(ou variété linéaire afine) de E toute partie F qui est vide ou de 
la forme a + M, où a E E et M est un sous-module de E ,  appelé 
direction de F (Alg., chap. II ,  3e éd., § 9, nos 1 e t  3). 

PROPOSITION 7. - Soient A un anneau filtré, E un A-module 
filtré, (En) la filtration de E ; on suppose que E, = E, que les En sont 
des sous-modules de E, que les A-modules E/En sont artiniens, et 
enfin que le groupe topologique E est séparé et complet. Alors l'inter- 
section d'une suite décroissante de parties afines fermées non vides 
de E est non vide. 

On a vu au no 6 que E ,  étant séparé et  complet, s'identifie à 
fi = lim E/E,. Soit (Wp) une suite décroissante de parties 

t- 
afines fermées non vides de E ,  et  pour tout  n 3 0, soit W,,, 
l'image canonique de W p  dans E/En ; nous allons construire une 
suite x = (xn) E E telle que x, E WP,n pour tout p e t  tout n ; on 
aura donc x E W p  + En pour tout p et  tout n, et comme les W p  
sont fermés, x E W p  pour tout  p (no 5), ce qui démontrera la pro- 
position. 

Comme E/E, = O, nous prendrons x, = O. Supposons définis 
les xt pour O < i < n - 1, et soit Wb,. l'ensemble des éléments de 
Wp,, dont l'image canonique dans E/En-l est xn-1 ; comme 
xn-1 E Wp,n-l et  que Wp,  %-1 est l'image canonique de Wp, n. Wh, n 

n'est pas vide, et  est évidemment une partie affine de E /En  ; en 
outre la suite (Wb, n ) p E ~  es t ,  décroissante. Comme E/En est 
artinien, cette suite est stationnaire (sans quoi la suite des sous- 



modules de E/En qui sont les directions des Wp,,, serait stricte- 
ment décroissante, ce qui est absurde). Il suffit alors de prendre 

pour 2. un élément de n Wg,, et la construction de (2,) peut 
P E N  

donc se faire par récurrence. 

PROPOSITION 8. - O n  suppose que A et E vérifient les hypothèses 
de la prop. 7.  Soit (F,) une suite décroissante de sous-modules fer- 

més de E tels que n Fp  = O. Alors, pour tout voisinage V de O 
P 

dans E ,  il existe p tel que F P c  V (autrement dit, la base de filtre 
(Fp) converge vers O). 

On peut supposer que V est l'un des En,  auquel cas E / V  est 
artinien. Posons Fp = (Fp + V)/V ; comme les Fp forment une 
suite décroissante de sous-modules de E/V, il existe un entier j 
tel que Fp = F; pour tout p 2 j. Nous allons voir que F j  = { 01, 
ce qui achèvera la démonstration. Soit x E Fj, et soit Wp l'ensemble 
des éléments de Fp  dont l'image dans E / V  est x ( p  2 j ) ;  par 
définition de j ,  les W, sont des parties affines fermées non  vides 
de E ,  et on a évidemment W,+ic W, ; il résulte donc de la 
prop. 7 qu'il existe un élément y appartenant à tous les W,. 

Comme W, c F p  et que n Fp  = 101, on a y = O ; puisque s 
p e  N 

est l'image canonique de y dans E/V, on a bien x = O (cf. exerc. 
15 à 21). 

8.  Relèvement d'homomorphismes de modules gradués 
associés. 

T H É O R È M E  1. - Soient X ,  Y deux groupes filtrés dont les 
filtrations (Xn), (Y,) sont formées de sous-groupes distingués ; 
soit u : X -+ Y u n  homomorphisme compatible avec les filtrations. 

(i) Supposons la filtration (X , )  exhaustive. Pour que gr(u) 

soit injectif, il faut et il suf i t  que ;(Y,) = Xn pour tout n e  Z.  
(ii) Supposons vérifiée l'une des hypothèses suivantes : cr) X est 

complet et Y séparé ; P) Y est discret. Alors, pour que gr(u) soit 
surjectif, il faut et il su f i t  que Y ,  = u(X,)  pour tout n PZ. 
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(i) Dire que l'application gr,(u) est injective signifie que l'on a 

C'est évidemment le cas si U(Y,+~) = X,+I. Inversement, si on a 
X, n ;(Y,+I) c Xn+1 pour tout n, on en déduit, par récurrence sur 

k, que Xn-k n z ( ~ , + ~ )  c Xn+l pour tout n e Z et tout k 2 0. 
Comme la filtration ()in) est exhaustive, on voit que, pour tout n, 

X est réunion des Xn-k (k 2 O), donc Z(Y,+~) c Xn+l pour tout 

n et on a par hypothèse Xn+l c Z(Y,+~), ce qui achève la démons- 
tration. 

(ii) Dire que l'application gr,(u) est surjective signifie que 
l'on a 

Yn = u(Xn)Yn+i- 

C'est évidemment le cas si Y, = u(X,). Réciproquement, suppo- 
sons que Y, = u(X,)Y,+l pour tout n E Z. Soient n un entier, y un 
élément de Y, ; on va définir une suite ( ~ k ) k > ~  d'éléments de X, 
telle que l'on ait Xk E Xn, Xk+1 = xk (rnod. Xn+k) et ~ ( x k )  - y 
(rnod. Yn+k) pour tout k 2 O. Nous prendrons x, égal à l'élément 
neutre de X, ce qui donne bien u(x,) G y (mod. Y,). Suppo- 
sons construit un xks  Xn tel que u(xk) = y  (rnod. Yn+k) ; on a 
(u(xk))-'y E Yn+k ; l'hypothèse entraine qu'il existe t E Xn+k tel que 
u(t) t (u(xk))-ly (rnod. Y,+r+l), donc ~(xkt )  5 y (rnod. Yn+k+l) ; il 
suffit de prendre xk+l = xkt pour poursuivre la récurrence. Cela 
étant, si Y est discret, il existe un k 2 O tel que Yn+k = 1 e t /  (dé -  
ment neutre de Y), d'où ~ ( x k )  = y, et on a donc dans ce cas prouvé 
que u(X,) = Y, pour tout n. Supposons maintenant X complet 
et Y séparé. Comme x i l x k ~  Xn+k pour h 2 k 2 O, (xk) est une 
suite de Cauchy dans X,; comme Xn est fermé dans X, donc 
complet, cette suite a au moins une limite x dans X,. En vertu 
de la continuité de u, u(x) est l'unique limite de la suite (u(xk)) 
dans Y, Y étant séparé. Mais les relations ~ ( x k )  f y (rnod. Yn+ktl) 
montrent que y est aussi limite de cette suite, d'où u(x) = y et on 
a encore prouvé que u(X,) = Y,. 

C. Q. F. D .  

COROLLAIRE 1. - Supposons que X soit séparé et sa filtra- 
iion ezhaustive. Alors, si  gr(u) est injectif, u est injectif. 



Soient e, e' les é léments  neutres d e  X et Y respectivement.  
On a 

par hypothèse,  d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 2. - Supposons vérifiée l'une des hypothèses 
suivantes : 

a )  X est complet, Y est séparé et sa filtration est exhaustive ; 
6) Y est discret et sa filtration est exhaustive. 
Alors, s i  gr(u)  est surjectif, u est surjectif. 

E n  e f f e t ,  o n  a alors Y = U Y. = U u(X.) c u ( X ) .  
n n 

COROLLAIRE 3. - Supposons X et Y séparés, les filtrations de  
X et Y exhaustives et X complet. Alors, s i  gr(u)  est bijectif, u est 
bijectif. 

Soient A un anneau local, m son idéal max imal ,  M un A - m o -  
dule ; munissons A e t  M des filtrations nt-adiques e t  soient gr (A)  e t  
gr(M) l'anneau gradué e t  le gr(A)-module  gradué associés à A 
e t  M .  O n  a vu ( n o  3, Exemple 3) que  l'application canonique (11)  
es t  toujours  surjective ; nous allons considérer la propriété suivante 
de  M : 

(GR)  L'application canonique 

est bijective. 

PROPOSITION 9. - Soient A u n  anneau local, m son idéal ma- 
ximal,  M, N deux A-modules, u : N + M u n  A-homomorphisme. O n  
muni t  M et N des filtrations m-adiques, et o n  suppose que : 10 M 
vérifie la propriété ( G R )  ; 20 gro(u) : gro(N) -t gro(M) est injectif. 
Alors gr (u)  : g r ( N )  + gr(M) est injectif, N et P = Coker ( u )  véri- 
fient la propriété ( G R ) ,  et o n  a mnN = z ( r n n ~ )  pour tout entier 
n > 0. 
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On vérifie aussitôt que le diagramme 

est commutatif. Comme gro(A) = A/m est un corps, l'hypothèse 
entraine que 1 @ gro(u) est injectif ; cc mme par hypothèse y, est 
injectif, il en est de même de y, 0 (1 63 gr,(u)). Ceci entraîne d'abord 
que y, est injectif, donc bijectif, et  ensuite que gr(u) est injectif. 

La formule z ( m n ~ )  = mnY est alors conséquence du th. 1, (i). 
En  outre, posons N' = u(N), et  soit j : N' -+ M l'injection 

canonique. Si p : M -+ P = M/N1 est 17homomorphisme cano- 
nique, alors, dans le diagramme cqmmutatif 

la ligne du bas est exacte (no 4, prop. 2), et  il en est de même de  
la ligne du haut, en vertu de la prop. 2 du no 4 et  du fait que 
gro(A) est un corps. D'ailleurs, gr(]) est injectif (1104, prop. 2), donc 
gro(j) est injectif. La première partie du raisonnement, appli- 
quée à j, montre que y,. est bijectif ; comme il en est de même de 
y, par hypothèse, on en conclut que y,, est bijectif (chap. 1, $ 1, 
no 4, cor. 2 de la prop. 2). 

COROLLAIRE. - SOUS les hypothèses de la prop. 9, si on sup- 
pose en outre N séparé pour la filtration m-adique, alors u est 
injectif. 

En  effet, cela résulte de ce que gr(u) est injectif (cor. 1 
du th. 1). 

*Remarque. - Supposons vérifiées les hypothèses de la 
prop. 9, et  en outre l'une des conditions suivantes : 

10 m est nilpotent ; 
20 A est nœthérien, et  P idéalement séparé (cf. $ 5, no 1) ; 

alors P est un A-module plat. Cela résulte en effet de ce que y, 
est bijectif et  du $ 5 ,  no 2, th. 1, (iv), puisque A/m est un corps.* 



9. Relèvement de familles d'éléments d'un module gradué 
associé. 

Soient A un anneau commutatif filtré, (An)nEz sa filtration, 
C un sous-anneau de A, tel que C n A, = { O j .  La restriction à C 
de l'application canonique A, -t A,/A, = gr,(A) est alors injec- 
tive, ce qui permet d'identifier C à un sous-anneau de gr,(A) ; c'est 
ce que nous ferons d'ordinaire en pareil cas. Si A, # A, et si K est 
un sous-corps quelconque de A,, on a K n Al = 1 O 1 puisque K n Al 
est un idéal de K ne contenant pas 1 ; on peut donc identifier K à 
un sous-corps de gr,(A). 

PROPOSITION 10. - Soient A un anneau commutatif filtré, (An) 
sa  filtration ; on suppose qu'il existe un sous-anneau C de A, tel que 
C n A, = 1 0 1 et on identifie C à un sous-anneau de gr,(A). Soit 
(xr)iszGq une famille finie d'éléments de A ; supposons que 
xi E Ani pour 1 < i < q, et soit Fi la classe de dans gr,i(A) pour 
1 < i < q .  

(i) Si la famille (Fz) d'éléments de gr(A) est algébriquement libre 
sur C, la famille (zz) est algébriquement libre sur C. 

(ii) Si la filtration de A est exhaustive et discrète et s i  (Et )  est un 
système de générateurs de la C-algèbre gr(A), alors (xi) est un sys- 
tème de générateurs de la C-algèbre A. 

Soit A' l'algèbre de polynômes CIX1, ..., X,] sur C ; munissons 
A' de la graduation (AB) de type Z pour laquelle Ah est l'ensemble 
des combinaisons C-linéaires des monômes X$(l) ... XQ(Q) tels que 

Q 

2 nrs(i).= n. Soit u l'homomorphisme f -t /(xi, ..., x,) de la C- 
i= l  

algèbre A' dans la C-algèbre A ; par définition, on a u(Ak) c An 
pour tout n E Z, donc u est compatible avec les filtrations (A' étant 
muni de sa structure d'anneau filtré associé à sa structure d'an- 
neau gradué, cf. no 1, Exemple 1). Cela étant, l'hypothèse de (i) 
signifie que gr(u) : A' = gr(A') -t gr(A) est injectif ; comme la 
filtration de A' est exhaustive et séparée, on peut appliquer le 
cor. 1 du  th. 1 du no 8, et u est injectif, ce qui démontre la conclu- 
sion de (i). De même l'hypothèse (ii) sur les (Fi) signifie que gr(u) 
est surjectif ; comme A est discret et que sa filtration est exhaus- 
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tive, on peut appliquer le cor. 2 du th. 1 du no 8 et u est surjectif, 
ce qui prouve la conclusion de (ii). 

PROPOSITION 11. - Soient A un anneau commutatif filtré, 
séparé et complet, C un sous-anneau de A, tel que C n A, = 1 O 1 ,  
( ~ t ) 1 < 6 < ~  une famille finie d'éléments de A telle que xt E Ani avec 
nt > O pour 1 < i < q ;  soit Fi la classe de xi dans grni(A) pour 
I < i < q .  

(i) II existe un C-homomorphisme et un seul v de l'algèbre de 
séries formelles A" = C[[Xl, ..., X,]] dans A tel que v(Xt) = xt 
poup 1 < i < p. 

(ii) Si la famille (Et) est algébriquement libre sur C, l'homo- 
morphisme v est injectif. 

(iii) Si la filtration de A est exhaustive et si la famille (Ez) est 
un système de générateurs de la C-algèbre gr(A), l'homomorphisme 
v est surjectif. . . 

Q Q 
Comme nt 2 1 pour tout i, on a 2 nrs(i) 2 2 s(i) pour tout 

d=1 t=1  
Q Q 

monôme Xi(') ... xi$), et d'autre part X nrs(i) < r .  X s(i) si r 
i=1 a= i 

est le plus grand des ni. Si l'on désigne par Ac  l'ensemble des 
séries formelles dont les termes non nuls asX:(l)...X$q) sont tels 

Q 
que X nrs(i) 2 n, il résulte du no 6, cor. de la prop. 6 que A" 

(=1 

est séparé et complet pour la filtration exhaustive (AB) e t  que 
A' =  XI, ..., X,] est dense dans A" ; en outre 1'homomorphisme 
u défini dans la démonstration de la prop. 10 est continu dans A' 
e t  se prolonge donc de façon unique en un homomorphisme continu 
v : A" -t A, puisque A est séparé et complet (Top. gén., chap. III ,  
3e éd.; § 3, no 3, prop. 5) ,  ce qui démontre (i) ; en outre, on a 
gr(AU) = gr(A1) et gr(v) = gr(u) ; (ii) et (iii) résultent donc res- 
pectivement des cor. 1 et 2 du th. 1 du no 8, VU les hypothèses 
sur A. 

On exprime parfois la conclusion de (ii) (resp. (iii)) dans le 
corollaire en disant que la famille (xi) est formellement libre sur 
C (resp. est un système formel de générateurs de A). 



PROPOSITION 12. - Soient A un anneau filtré, E un A-module 
filtré, (A,) et (En) les filtrations respectives de A et E. On suppose A 
complet, et la filtration (E,) exhaustive et séparée. Soit (x r ) ra~  une 
famille finie d'éléments de E et, pour tout i E 1, soit n(i) un entier 
tel que E En(#) ; soit enfin la classe de xt dans gr,(o(E). Alors, 
s i  (Et) est un système de générateurs du gr(A)-module gr(E), (xi) est 
un système de générateurs du A-module E.  

Dans le A-module L = AS, désignons par Ln l'ensemble des 
(a i )  tels que a6 E An-n(g) pour tout  i E 1 ; si p et  q sont le plus petit 
e t  le plus grand des n(i), on a A k q  3 Ln 3 et  la topologie 
définie sur L par la filtration (Ln) est la même que la topologie 
produit ; donc L est un A-module filtré complet. Comme L est 
libre, il existe une application A-linéaire u : L -t E telle que 
u((ai)) = atxt, et  elle est évidemment compatible avec les 

le1 

filtrations ; nous devons prouver que u est surjective, e t  pour cela, 
il sufi t ,  en vertu du cor. 2 du th. 1, no 8, de montrer que gr(u) : 
gr(L) -t gr(E) est surjective, ou encore que, pour tout  x E E,, il 
existe une famille (as) telle que ai E A,-,($> pour tout  i e 1 e t  
x E C arxc (mod. En+1). Soit c la classe de x dans grn(E) ; puisque 

l €1 

les engendrent le gr(A)-module gr(E), il existe des E gr(A) 
tels que E = C a& et  on peut supposer que ai E grn-n(()(A), en 

IEI 
remplaçant au besoin ut par sa composante homogène de degré- 
n - n(i). Alors cri est l'image d'un élément a t~A,- ,~z) ,  et  la  
famille (al) possède la propriété requise. 

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau filtré complet, E un 
A-module filtré dont la filtration est exhaustive et séparée. Si gr(E) 
est un gr(A)-module de type fini (resp. nœthérien), alors E est un 
A-module de type fini (resp. nœthérien). 

Si gr(E) est de type fini, il a un système fini de générateurs 
homogènes, et la prop. 12 montre que E est de type fini. Suppo- 
sons maintenant gr(E) nœthérien, et  soit F un sous-module de E ; 
l a  filtration induite sur F par celle de E est exhaustive et  séparée e t  
gr(F) s'identifie a un sous-gr(A)-module de gr(E) (no 4, prop. 2), 
donc est de type fini par hypothèse ; on en conclut que F est un 
A-module de type fini, donc E est ncethérien. 
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COROLLAIRE 2. - Soit A un anneau filtré séparé et complet, 
dont la filtration est exhaustive. Si gr(A) est un anneau nœthdrien 
à gauche, il en est de même de A. 

Il suffit d'appliquer le cor. 1 à E = A,. 

COROLLAIRE 3. - Soient A un anneau filtré complet, (A,) sa  
filtration, E un A-module filtré séparé, (En) sa  filtration, F un sous- 
module de type fini de E ; on suppose A, = A et E, = E. 

(i) Si, pour tout k > O, on a Ek = Ek+l + AkF, alors F = E. 
(ii) Si on suppose de plus que la filtration de E est déduite de celle 

de A (no 1, Exemple 2), la relation E = E, + F entraîne F = E. 
Soient Et (1 < i < n) les classes mod. El d'un système fini de 

générateurs de F. Il résulte de l'hypothèse faite que pour tout 
n 

k b O, tout  élément de grk(E) se met sous la forme X attr avec 
i=l 

ut E gr(A) ; les engendrent donc le gr(A)-module gr(E), ce qui 
démontre (i), en vertu de la prop. 12. Si la filtration de E est dé- 
duite de celle de A, la relation E = E, + F, entraîne Et = AkE = 
AkEl+ AkF = AkAiE + AkF c Ak+iE + AkF = Ek+i + AkF c Ek, 
d'où (ii). 

PROPOSITION 13. - Soient A un anneau, m un idéal bilatère de 
A contenu dans le radical de A, E un A-module. On munit A et E 
des filtrations m-adiques (no 1, Exemple 3). On suppose que l'une 
des conditions suivantes est vérifiée : 

a) E est un A-module de type fini et A est séparé ; 
b) m est nilpotent. 
Pour que E soit un A-module libre, il faut et il sufit que E/mE 

soit un (A/m)-module libre et que E vérifie la propriété (GR) (no 8). 
Si E est un A-module libre, e t  (eh) une base de E, mkE est 

somme directe des sous-modules mke, de E pour tout k 2 O (Alg., 
chap. II ,  3e éd., § 3, no 7, Remarque) ; par suite mkE/mk+lE s'iden- 
tifie à la somme directe des mkeA/rnk+leh (Alg., chap. II ,  3'3 éd., 
§ 1, no 6, prop. 7). On en déduit d'abord (pour k = 0) que les 
classes 1 @eh des eh dans E/mE = (A/m) @,E forment une base 
d u  (A/m)-module E/mE, puis que l'application canonique 



'est bijective pour tout k 2 O ; donc y, est bijective. On notera 
que cette partie de la démonstration n'utilise pas la condition a) 
ni b) .  

Supposons inversement vérifiées les conditions de l'énoncé, 
et soit ( x , ) , ~ ~  une famille d'éléments de E dont les classes mod. 
mE forment une base du (A/m)-module E/mE ; soient L le A-mo- 
dule libre AS), (f,),,, sa base canonique, et u : L + E l'applica- 
tion A-linéaire telle que u(f,) = x, pour tout L E 1. Les hypothèses 
entraînent déjà que u est surjective (chap. I I ,  5 3, no 2, cor. 1 de 
la prop. 4), e t  il reste à prouver que u est injective. Or, chacune detl 
hypothèses a), b) entraîne que A est séparé, donc il en est de 
même de L muni de la filtration m-adique, puisque mkL = (mk)(I) 
(Alg., chap. II, 3e Bd., 3 3, no 7, Remarque), et gr(L) s'identifie 
à gr(A) @,qm (L/mL) d'après la première partie de la démonstra- 
tion ; I'homomorphisme u est compatible avec les filtrations et on 
peut écrire gr(u) = y,ov où v est la bijection de gr(L) sur 
gr(A)@ap(E/mE) appliquant la classe de f ,  mod. mM sur 
1 @ZL, où Z est la classe de x, mod. mE. L'hypothèse entra'lne 
donc que gr(u) est injectif et on conclut à l'aide du cor. 1 du th. 1, 
no  8. 

10. Application : exemples d'anneaux noethériens . 
Lemme 1. - Soit A un anneau gradué de type Z, dont la gra- 

duation (A,) est telle que A, = O pour tout n < O, ou A, = O pour 
tout n > O. Soit M un A-module gradué de type Z. Pour que M soit 
un A-module nœthérien, il faut et il sufit que tout sous-module gra- 
dué de M soit de type fini. 

Comme n + - n est un automorphisme du groupe Z, on peut 
se borner au cas où A, = O pour tout n > O. Désignons par A' e t  
M' l'anneau A et le module M munis des filtrations associées à 
leurs graduations respectives (no 1, Exemple l ) ,  qui sont exhaus- 
tives et séparées ; l'hypothèse sur A entraîne que A' est discret, 
donc complet. Si E est un sous-A-module de M, le A'-module 
filtré E' obtenu en munissant E de la filtration induite est séparé 
e t  sa filtration est exhaustive ; en outre gr(E1) s'identifie à un 
sous-A-module gradué de M = gr(M1), donc est de type fini par 
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hypothèse. La  conclusion résulte donc du cor. 1 de la prop. 12 
du no 9. 

THÉORÈME 2. - Soient A un anneau gradué de type N, M un 
A-module gradué de type N, (An) et (Mn) leurs graduations respec- 
tives. On suppose qu'il existe un élément a E A, tel que A, = Aoan et 
Mn = anMo pour tout n > O. Alors, s i  Mo est un Ao-module nœthé- 
rien, M est un A-module nœthérien. 

En vertu du lemme 1, il suffit de prouver que tout sous-module 
gradué N de M est de type fini. Pour tout r 2 O, soit N, = N n M, 
e t  soit L, l'ensemble des m a  Mo tels que a rma  N,. Comme 
arAo c A, = Aoar on a arAoL, c AoarL, c AoN, c N,, donc les L, 
sont des sous-Ao-modules de Mo ; en outre on a 

donc la suite (Lr)r>o est croissante. L'hypothèse entraîne qu'il 
existe un entier n 3 O tel que L, = Ln pour r >, n. Pour chacun 
des r < n, soit (m,,s)lGSsk, un système de générateurs du A,- 
module L,. On va prouver que les éléments armr,s pour 1 < s < k,, 
O $ r d n forment un système de générateurs du A-module N. 
Comme M, = arMo pour tout r, on a NT = arLr pour tout r, par 
définition de L,. Pour r < n, on a donc 

e t  pour r > n 
kn kn fin 

NT = arLn = C arAom,, c C Aoarm,,, c C Aoar-n . (anm,, ,) 
8 = 1  S = l  S = l  

ce qui achève la démonstration (cf. exerc. 10). 

COROLLAIRE 1 (théorème de Hilbert). - Pour tout anneau 
commutatif nœthérien C, l'anneau de polynômes C[X] est nœthérien 
(cf. exerc. 10). 

COROLLAIRE 2. - Pour tout anneau commutatif nœthérien C 
et tout entier n > 0, Vanneau de polynômes C[Xl, ..., X,] est nœthé- 
rien. 

Cela résulte du cor. 1 par récurrence sur n. 



COROLLAIRE 3. - Si C est-un anneau commutatif nœthérien, 
toute C-algèbre commutative de type fini est un anneau nœthérien. 

En  effet, une telle algèbre est isomorphe à un quotimt d'une 
algèbre de polynômes C[Xi, ..., Xn] ( 5  1, no 1). 

COROLLAIRE 4. - Soit A un anneau commutatif gradué de type 
N, et soit (An) sa  graduation. Pour que A soit nœthérien, il faut et 
i l  suffit que A, soit nœthérien et que A soit une A,-algèbre de type 
fini. 

L a  condition est sufisante en vertu du cor. 3. Inversement, 
supposons A nœthérien ; m = 2 An, qui est un idéal de A, est 

n>l 

,donc de type fini ; par suite A est une A,-algèbre de type fini 
I(§ 1, no 2, cor. de la prop. 1) ; d'autre part A,, qui est isomorphe 
à A/m, est un anneau nœthérien. 

COROLLAIRE 5. - Soient A un anneau commutatif, m un 
idéal de A tel que A/m soit nœthérien, que m/m2 soit un (A/m)- 
module de type fini et que A soit séparé et complet pour la topologie 
nt-adique. Alors gr(A) et A sont nœthériens. 

En  effet, gr(A) est une (A/m)-algèbre engendrée par m/m2 
(no 3, Exemple 3), donc l'anneau gr(A) est nœthérien en vertu du 
cor. 3. On en déduit que A lui-même est nœthérien (no 9, cor. 2 
d e  la prop. 12). 

COROLLAIRE 6. - Pour tout anneau commutatif nœthérien C 
et tout entier n > 0, l'anneau de séries formelles C[[X,, ..., X,]] 
est nœthérien. 

Cela résulte d u  cor. 5 et  du no 6, cor. de la prop. 6, car si m 
est l'idéal de A = C[[Xi, ..., X,]] formé des séries formelles sans 
terme constant, A/m est isomorphe à C et  m/m2 au  C-module Cn, 

Remarques. - 1) Les corollaires 2, 3 et  6 s'appliquent en 
particulier lorsque C est un corps commutatif. 

*2) Soit g une algèbre de Lie sur un anneau commutatif nœthé- 
rien Cl et supposons que 9 soit un C-module de type fini. Munis- 
sons l'algèbre enveloppante U de de la filtration croissante (Un) 
définie au no 3, Exemple 4. Pour la topologie correspondante, U 
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est discret, donc séparé et  complet ; l'anneau gradué associé gr(U) 
est une C-algèbre de t ype  fini, étant u n  quotient de l'algèbre symé- 
trique S(g), donc gr(U) est un anneau nœthérien (cor. 3) e t  on  en 
déduit que U est u n  anneau nœthérien à gauche et à droite (no  9, 
cor. 2 de la prop. 12)., 

11. Anneaux m-adiques c o m p l e t s  et limites p r o j e c t i v e s .  

O n  a vu au no 6 q u e  si A est  un anneau  c o m m u t a t i f  e t  m 
u n  idéal d e  A te l  q u e  A soit séparé e t  complet pour l a  topologie 
m-adique,  alors l 'anneau topologique A s' identi f ie canonique- 
m e n t  à l a  l imi t e  projective des  anneaux  discrets Ai = ,4/mi" 
( i  E W) pour les applications canoniques hii : A/mi-tl -+ Almi+' 
( i  < j) ; o n  notera q u e  hgj est  surjecti f  e t  que ,  si ntr es t  son n o y a u ,  
o n  a 

nti = mi+l/mi+l = (m/mi+l)t+l = ( no,)i+l . 

en particulier (nor)j+l = O. Réciproquement  

PROPOSITION 14. - Soit (At, hii) un système projectif d'an- 
neaux commutatifs discrets, dont l'ensemble d'indices est N, et soit 
(Mg, uti) u n  système projectif de modules sur le système projectif 
d 'anneaux (At, hir). O n  désigne par nj le noyau de hoi : Aj +A,,, 
et o n  pose A = l i m  At, M = l i m  Mt. O n  suppose que : 

C- t- 

a)  pour tout i c N ,  hti est l'application identique de At, et 
pour i < j, hu et utj sont surjectifs ; 

b)  pour i < j, les noyaux  de hgj et urg sont n:+' et $+'Mi res- 
pectivement. 

Alors : 
(i) A est u n  anneau topologique séparé et complet, M est u n  

A-module topologique séparé et complet, et les applications cano- 
niques hz : A + At, ut : M -+ Mc sont surjectives. 

(ii) S i  Mo est u n  A,-module de type  fini, M est u n  A-module 
de type fini ; plus précisément, toute partie finie S de M telle pue 
u,(S) engendre Mo est u n  système de générateurs de M. 

Les  assertions d e  ( i )  résultent d e  Top .  gén., chap.  I I ,  3e éd., 
$ 3 ,  no 5 ,  cor. d e  la  prop. 10 e t  cor. 1 d u  th. 1. 

Pour  t o u t  i E N ,  posons mt+~ = Ker(hr) ,  = Ker(uc)  ; o n  



-1 

a donc mgil = lim ht, t+k(0) = lim ntf:, et Niil = lim n t , I k ~ , + ~  ; 
C +--- i- 

oomme ht+k et  u$+k sont surjectifs, on a 

Montrons que l'on a méNjc Né+* pour i 2 1 et j 2 1, ce 
qui revient à prouver que ~ t + ~ - ~ ( m ~ N ~ )  = O ; or ~r+~-l(mtNj) = 

3 h~+r-l(mt)ur+j-i(Nj) est égal à n;+j-l(ni+j-&+j-l) = 0, car, pour 
tout k 2 O ,  n;+l, qui est le noyau de hm, est égal à O. On voit 
de même que mémjc mi++ Si on pose, pour i ,< O ,  mi = A et 
N r  = M ,  (mi)i=z est une filtration de A et ( N é ) é e z  une filtration 
de M compatible avec la filtration de A ; les topologies de A 
et de M sont évidemment celles définies par ces filtrations. Cela 
étant, soit a un idéal de A tel que h,(a) = n,, et désignons par 
M' le sous-module de M engendré par S ; on va montrer que 

(17) N t  = aiM' + Nt+i pour i 2 0. 

Posons ai = ha(a), M i  = ué(M') ; il sufi t  de montrer que 
uz(Nz) = atMi. C'est vrai si i = 0, car N o  = M et M o  = Mo par hy- 
pothèse. Si i 2 1, on a ut(Né) = n!Mt par (16). Comme hlt est sur- 
jectif et que hi = ho1 0 hi<, hic applique le noyau ng de hoz sur le 

-1 
noyau ni de ha, et nt = hl&) ; on a hlr(at) = hl(a) = nl = hli(ni), 
et comme le noyau de hi{ est n:, on a né c ai + n? et aé c ni, d'où 
ni = a~ + na. Par ailleurs on a uor(M;) = uo(M1) = Mo = uoi(Mi) 
et comme Ker (uoi) = ntMé, MI = M i  + néMt ; d'où 

Or, on a afn:+l-k cn;+l = O pour O < k < i ; il en résulte 
bien que u ~ ( N i )  = n : ~ ~  = a f M i ,  ce qui prouve (17). 

-1 
Par ailleurs on a ml = hl(ni), d'où a c ml et par suite 

aé c m: c mt, d'où Nt  c mtM1 + Nt+l ; d'autre part on a évidem- 
ment mtM c N é ,  donc Né = mrM' + N t f l  pour tout i 2 O ; il ré- 
sulte alors du cor. 3 de la prop. 12 du no 9 que l'on a M 1  = M ,  ce 
qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE 1. - Les notations et hypothèses étant celles de 
Ja prop. 14, supposons de plus que M o  soit un A,-module de type fini 
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et que l'idéal n, de A, soit de type  fini. Soit  m, le noyau de h o ;  les 
topologies de A et de M sont alors les topologies ml-adiques sur cet 
anneau et ce module respectivement; d'une façon précise, pour tout 
i 2 O, les noyaux de hi et de ui  sont ml+' et rn:+lM respectivement; 
de plus m,/mS est u n  A-module de type  fini. 

Conservons les notations de la démonstration de la prop. 14 ; 
les hypothèses permettent ici de supposer que l'idéal a est de type 
fini. Soit i 2 O un entier quelconque ; pour tout  j à 0, on a, 
d'après (17), Ni+? = aj(aiM) + Ni+j+i c mj(aiM) + ; réci- 
proquement, mj(ûiM) c mjmiM c rni+iM c Ni+i, d'où 

Comme a et  M sont des A-modules de type fini, il en est de même 
de a". Appliquant le cor. 3 de la prop. 12 du no 9 au  module Ni 
muni de la filtration (Ntj)jez définie par Nij = Nt si j < 0, 
Nij = Ni+* si j à O, il vient Na = aiM, d'où Ni c  mi^. Mais on 
a aussi m:M c mdM c Na, d'où Ni = m!M. Appliquant ceci au  cas 
où Mi = Ai, uaj = hi/, il vient ma F mi. De plus, on a ml = a + m? 
en vertu de (17), ce qui démontre la dernière assertion d u  corol- 
laire. 

COROLLAIRE 2. - Les hypothèses étant celles d u  cor. 1, pour 
que A soit nœthérien, il faut et il su f i t  que A, le soit. 

La condition est nécessaire puisque A, est isomorphe à un 
quotient de A ; elle est sufisante en vertu d u  no 10, cor. 5 du th. 2. 

12. Séparé complété d'un module filtré. 

Soient G un groupe filtré dont la filtration (G,) est formée de 
sous-groupes distingués de G ; nous avons déjà rappelé (no 6) que 
le séparé complété 6 du groupe topologique G s'identifie cano- 
niquement à la  limite projective lim GIGn des groupes discrets 

L 

G/Gn, I'homomorphisme canonique i : G -+ G ayant pour image 1 e 
groupe séparé associé à G (partout dense dans G) e t  pour noyau 

l'adhérence n G, de { 01 dans G. Le séparé complété 6, du 
sous-groupe Gn de G s'identifie à l'adhérence de i(G,) dans b ( T o p .  



gén., chap. II ,  3e éd., $ 3, no 9, cor. 1 de la prop. 18), et puisque 
G, est fermé dans G, on a 

En outre, les 6% forment un système fondamental de voisi- 
nages de O dans 6 (Top. gén., chap. III ,  3e éd., 9 3, no 4, prop. 7) 
e t  sont donc des sous-groupes ouverts distingués de 6 (Top. gén., 
chap. I I I ,  3 e  éd., $ 2, no 3, prop. 8) ; la topologie de 6 est définie 
par la filtration (En), qui est toujours séparée par définition. 
Comme i(G) est dense dans 8 et que 6, est ouvert, on a 

(19) 6 = i ( ~ ) .  8, 
et de même 

A h 

(20) Gn-1 = i(Gn-1). Gn. 

On déduit de (18) et (19) que la filtration (6,) est exhaustive 
si e t  seulement si (Gn) l'est. 

Le second théorème d'isomorphie (Alg., chap. 1, 3 6, no 13, 
th.  6 d)) et les formilles (IS), (19), (20) montrent que les homo- 
morphismes canoniques 

A A 

(21) Gn-i/Gn -t Gn-i/Gn, GIGn + G/Gn, 
sont bijectifs, donc il en est de même de l'homomorphisme cano- 
nique 

(22) gr(G) -+ grG).  

Soient maintenant A un anneau Sltré, E un A-module filtré, 
(A,) et ( E n )  les filtrations respectives de A et de E ; nous suppose- 
rons ces filtrations exhaustives, de sorte que pour les topologies 
correspondantes, A est un anneau topologique et E un A-module 
topologique (no 5, prop. 3). On a alors défini (Top. gén., chap. I I I ,  
3e éd., $6 ,  noS 5 et 6) Â comme anneau topologique et Ê comme Â- 
module topologique. Si i : A -t Â est l~homomorphisme canonique, 
on a i(A,)i(An) c i(A,+,), d'où, en vertu de la continuité du pro- 
duit dans Â, 

(23) ÂmÂn c Â,,, 



226 ALGÈBRE COMMUTATIVE chap. I I I ,  $ 2 

puisque Ân est l'adhérence de i(An) dans Â. On montre de même 

que .. 
(24) ÂmÊn c Em+n ; 

autrement dit : 
PROPOSITION 15. - Soient A un anneau filtré, E un A-module 

filtré, les filtrations respectives (An), (En) de A et de E étant exhaus- 

tives. Alors (Ân) est une filtration compatible avec la structure d'an- 

neau de Â et (Ên) une filtration compatible avec la structure de 

module de Ê sur l'anneau filtré Â ; en outre ces filtrations sont 
ezhaustives et définissent respectivement les topologies de Â et de Ê. 
Enfin, les applications canoniques gr(A) + gr(Â) et gr(E) -t gr(Ê) 
de Z-modules gradués sont respectivement un isomorphisme d'an- 
neaux gradués et un isomorphisme de gr(A)-modules gradués. 

Dans ce qui suit, pour tout espace uniforme X,  nous noterons 

j, l'application canonique de X dans son séparé complété 2, par 
A 

X, = j,(X) le sous-espace uniforme de X, qui est l'espace séparé 
associé à X. Rappelons que la topologie de X est l'image réci- 
proque par j, de celle de X, (Top. gén., chap. II ,  3 e  éd., $ 3, no 7, 
prop. 12). Rappelons aussi que pour toute application uniformé- 

ment continue f : X + Y, f désigne l'application uniformément 
A A 

continue de 2 dans Y telle que f oj, = j,o f (loc. cit., prop. 15) ; 
si X est un sous-espace uniforme de Y et  f l'injection canonique, 
2 s'identifie à un sous-espace uniforme de Y, e t  f à l'injection 

canonique de 3 dans ? (loc. cit., no 9, cor. 1 de la prop. 18). 

f g  
Lemme 2. - Soit X + Y  -+ Z une suite exacte de morphismes 

stricts de groupes topologiques (Alg . ,  chap. II ,  3e  éd., Q 1, no 4, 
Remarque). Supposons que X, Y, Z admettent des groupes séparés 
compléiés, et que les éléments neutres de X, Y, Z admettent 
des systèmes fondamentaux dénombrables de voisinages. Alors 

7 h 

2 +- ? 5 2 est une suite exacte de morphismes stricts. 
Soient Nr, N, les noyaux respectifs de f e t  g ; écrivons 



oh fl est l'application canonique X -+ X/Nf, f, un isomorphisme 
de X/Nf sur N, et f3  l'injection canonique N, -t Y. On sait déjà 
que f, est un isomorphisme de (X/Nf)^ sur N,, et on vient de rap- 
peler que f3 est un morphisme strict injectif de fi, dans ; si on 
montre que Tl est un morphisme strict surjectif, il en résultera que 
f^ est un morphisme strict (Top. gén., chap. III ,  3e éd., $ 2, no 8, 
Remarque 2). Soit gl l'application canonique Y --+ YIN, ; si on 
montre que il est un morphisme strict .surjectif de noyau fi,, 
on verra comme ci-dessus que 2 est un morphisme strict et la suite 

f CI 

3 i- 9 2 sera exacte. On est donc ramené à prouver que si 
Y = X/N (où N est un sous-groupe distingué de X) et f : X -t Y 
l'application canonique, fA  est un morphisme strict surjectif de 
noyau fi. 

Soit f, : X, -t Y, l'application qui coïncide avec f dans X,; 
comme j, (resp. j,) est un morphisme strict surjectif de X sur X, 
(resp. de Y sur Y,), f, est un morphisme strict surjectif (Top. 
gin., chap. III ,  3e éd., $ 2, no 8, Remarque 3 ) .  Or X, et Y, sont 
métrisables (Top. gén., chap. IX, 2e  éd., 5 3, no 1, prop. 1) ; il 
résulte alors de Top. gén., chap. IX, 2e éd., 9 3, no 1, cor. 1 de la 

CI A 

prop. 4 et lemme 1, que f, = f est un morphisme strict surjectif 
e t  admet comme noyau l'adhérence fi; dans 2 du noyau No de f,. 
11 nous suEra donc de montrer que fi; = fi. Or No contient évi- 
demment No = j,(N) ; il suffira de prouver que No est contenu 
dans l'adhérence No de No dans X,. Or, 

est un ensemble ouvert dans X qui ne rencontre pas N ; comme f 
est un morphisme strict surjectif, V = f(U) est un ensemble ouvert 
dans Y ne contenant pas l'élément neutre e' de Y, donc ne ren- 
contrant pas l'adhérence de e' ; par suite j,(V) ne contient pas 

- 
l'élément neutre de Y,. Mais j,(V) = f,(X, - No), donc No c No, ce 
qui achève de prouver le lemme 2. 

PROPOSITION 16. - Soient A un anneau filtré, (A,) sa filtra- 
t i o ~ ,  E un A-module, (En) la filtration sur E déduite de celle de A, 
formée des E, = A,E. On suppose la filtration (A,) exhaustive et le 
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module E de type fini. Alors, s i  i : E -t Ê est l'application cano- 
nique, on a, pour tout n E Z, 

E n  particulier Ê est un Â-module de type fini. 
L'égalité AnE = En entraîne, en vertu de la continuité de la 

loi externe du Â-module Ê, ÂnÊ c Ên, et on a évidemment 
ÂnÊ 2 Â,~(E). Par hypothèse il existe un homomorphisme surjec- 
tif u : L + E, où L = AS, 1 étant un ensemble fini ; munissons L 
de la filtration produit, formée des Ln = Ai, qui définit sur L la 

* h 

topologie produit ; on a donc L = ÂS et En = AL (Top. gén., 
chap. II ,  3 e  éd., 8 3, no 9, cor. 2 de la prop. 18). Soient j : L -t ?, 
l'application canonique, (ei)zEI la base canonique de L ; pour 
qu'un élément Z afj(et) (avec at E Â pour tout i E 1) appar- 

ZEI 

tienne à Sn,  il faut et il suffit que a( E Ân pour tout i ; on a donc 
Sn = Â,. j ( ~ ) .  Cela étant, on a par définition u(Ln) = AnE = En, 
donc u est un morphisme strict de L sur E (Top. gén., chap. III, 
3 e  éd., tj 2, no 8, prop. 24). Le lemme 2 montre alors que û : 2 -t Ê 

A 

est un morphisme strict surjectif. Comme Ln est un sous-groupe ou- 
vert de L, û(Ln) est un sous-groupe ouvert (donc fermé) de Ê ; mais 
û(Sn) = Â%Û(~(L)) = Â n i ( ~ ) ,  et comme i(En) c Ani(E) c Â,~(E), 
on voit finalement que Ên c Â n i ( ~ )  c ÂnÊ c Ên, et par suite 

h C 

Ên = AnE = Ani(E) ; faisant n = O, on obtient la deuxième 
formule (25). 

COROLLAIRE 1. - SOUS les conditions de la prop. 16, s i  A 
est complet, il en est de même de E. 

En  effet, comme l'application canonique A -t Â est alors 
surjective (no 6, prop. 5), on a Ê = i(E) d'après (25), et on con- 
~ l u t  par la prop. 5 du no 6. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau commutatif, m un idéal 
*de A de type fini, Â le séparé complété de A pour la topologie m-adique. 

A 

On a alors mn = (*)n = mn.Â pour tout entier n > O, et la topo- 
hgie  de Â est la topologie %-adique. 
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Posons A, = mn, qui est un idéal de type fini de A. La formule 
mPA, = mn+p montre que la topologie induite sur An par la topo- 
logie nt-adique coïncide avec la topologie nt-adique du A-module 
An (no 1, Exemple 3). En vertu de la prop. 16 appliquée à E = A,, - /\ A 

on a A, = Â . A ~ ,  autrement dit ntn = ntn.A. En particulier 
A 

iii = m .  A, d'où 
A 6 

(fi), = mn.A = A.A, 
(cf. exerc. 12). 

Exemples de séparés complétés d'anneaux filtrés. - 1) Soit A 
un anneau gradué de type N, et soit (An)n>o sa graduation ; mu- 
nissons-le de la filtration associée qui est séparée et exhaustive 
(no 1, Exemple 1). Le groupe additif A s'identifie canoniquement 
à un sous-groupe de B = ri A, ; si on munit B de la topologie 

n = N  

produit des topologies discrètes, la topologie induite sur A est la 
topologie définie par la filtration de A ; en outre B est un groupe 
topologique complet, et A est dense dans B (Top. gén., chap. III ,  
3e éd., $ 2, no 9, prop. 25). Le groupe additif topologique B 
s'identifie donc au complété Â du groupe additif séparé A, et il 
résulte de la prop. 15 qu'il est muni d'une structure d'anneau 
unique qui en fait le complété de l'anneau topologique A. Pour 
définir la multiplication dans cet anneau, on remarque que si l'on 
pose Ah = C As, l'adhérence dans B de l'idéal bilatère Ah est 

i > n  

l'ensemble B, des x = (xi) E B tels que xi = O pour i 6 n. 
Soient alors x = (xi), y = (yi) deux éléments de B, z = (zz) leur 
produit. On a,  pour tout n > O, x = xk (mod. B,), y = y; 
(mod. B,), où xk = ( x ~ ) o < z < ~ ,  yk = (yt)o<i<n, d'où z - xkyk 
(mod. Bh). Mais xk et y; appartiennent à A, et on voit donc que 
l'on a pour tout n E N 

A 

E n  particulier, on retrouve le cor. de la prop. 6 du no 6 : si 
C est un anneau commutatif, le complété de l'anneau de polynômes 
CIX1, ..., X,], muni de la filtration associée à sa graduation usuelle 
(par le degré total) s'identifie canoniquement a l'anneau de séries 
formelles C[[Xi ,..., X,]] (cf. Alg., chap. IV, 5 5, no 10). 
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*2) Soit K un corps valué complet commutatif. Le complété 
de l'anneau des séries convergentes à r variables sur K s'iden- 
tifie canoniquement à l'anneau de séries formelles K[[X1, ..., X,]].* 

3) Soit a un élément non nul et  non inversible d'un anneau 
principal A ; la topologie (a)-adique sur A est encore appelée 
topologie a-adique ; elle est séparée, car l'intersection des idéaux 
(an) est réduite à O (Alg., chap. VII, § 1, no 3). On notera que le 
complété de A pour cette topologie n'est pas nécessairement un 
anneau intègre (cf. no 13, Remarque 3). L'anneau gradué associé 

gr(A) = gr(Â) est canoniquement isomorphe à (A/(a))[X] (no 3, 
Exemple 1). Lorsque A = Z, le complété de Z pour la topologie 
n-adique (n  > 1) se note Zn et ses éléments s'appellent les entiers 
n-adiques. 

Tout élément de ZlnkZ admet un représentant et un seul de la 
k- 1 

forme C aini avec O < ai 6 n - 1 pour tout i ;  en outre, son 
i=O 

k-2 

image canonique dans Z/nk-lZ est la classe de 2 atnt. Ces re- 
1=0 

marques, et le fait que Zn s'identifie canoniquement a la limite 
projective lim ZlnkZ, montrent aussitôt que tout élément de Zn 

C 
k 

m 

peut s'écrire d'une seule manière sous la forme aini avec 
<=O 

O 6 ai < n et que réciproquement une telle série est convergente 
dans Zn. 

13. Séparé complété d'un anneau semi-local. 

PROPOSITION 17. - Soient A un anneau commutatif, (nt,),,, 
une famille d'idéaux de A, distincts de A, tels que nt, et nt, soient 
étrangers pour h # K. Pour tout famille s = (s(A)),,, d'entiers 2 0, 

à support fini, on pose a, = n nt:(x) (égal au produit des 
AEL 

pour les h tels que s(A) # O ; cf. chap. I I ,  $ 1, no 2, prop. 3 et  5 )  ; les 
a, forment un système fondamental de voisinages de O pour une topo- 
logie % compatible avec la structure d'anneau de A ; soit Â le séparé 
complété de A pour cette topologie. D'autre part, pour tout A E L, 

soit Ah l'anneau A muni de la topologie W.-adique, et soit ÂA son 



séparé complété. S i  l'on désigne par u : A + II AA l'homomor- 
AEL 

phisme diagonal, u est continu et l~homomorphisme correspondant û: 

(Top. gén., chap. III ,  3e éid., 9 6, no 5 et chap. II, 3eéd., 5 3, 
no 9, cor. 2 de la prop. 18) est un isomorphisme d'anneaux topolo- 
giques. 

La première assertion résulte de Top. gén., chap. III, 3e éd., 
5 6, no 3, Exemple 3. Posons B = n AA ; comme la topologie 

AEL 

de A est plus fine que chacune des topologies ml-adiques, les 
applications p r ~  O u sont continues, donc u est continu. De plus, 
u(a,) est l'intersection de la diagonale A de B et de l'ensemble 

ouvert n pi(nt;(") de B ; il en résulte que u est un morphisme 
AEL 

strict du groupe additif A dans B, d'image A. Or A est dense 
dans B. En effet, soit b = un élément de B ; tout voisi- 
nage de b dans B contient un ensemble de la forme b + V, où 

v = n pour une a m  s = A à support 
AEL 

fini d'entiers 2 O. Comme les nt!(') sont deux à deux étrangers 
(chap. II, $ 1, no 2, prop. 3), il existe un x e  A tel que x EZ ah 
(mod. pour tout A (loc. cd., prop. 5), donc ( b  + V) n A # 0. 
Le complété séparé du groupe B/A est donc 10 1 ; appliquant le 

lemme 2 du no 12 aux suites exactes O -t A B, A B B B/A, 
on voit que Û est un isomorphisme de Â sur 6. 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau principal, P un système 
représentatif d'éléments extrémaux de A (Alg., chap. VII, $1, nO3). 
La topologie sur A pour laquelle les idéaux # O de A forment un sys- 
tème fondamental de voisinages de 0, qui est compatible avec lastruc- 
ture d'anneau de A, est séparée, et le complété de A muni de cette 
dopologie est canoniquement isomorphe au produit des complétés 
de A pour les topologies n-adiques, où x parcourt P. 

Les idéaux principaux (z) pour x E P sont en effet maximaux 
et deux à deux distincts, donc étrangers ; on a déjà vu (no 12, 
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Exemple 3) que les topologies x-adiques sont séparées, donc il en 
est de même de la topologie définie dans l'énoncé de la prop. 17, 
qui est plus fine que chacune des topologies x-adiques. 

Lorsqu70n applique le cor. de la prop. 17 à A = Z, on désigne 
par 2 le complété de Z pour la topologie pour laquelle tous les 
idéaux # O de Z forment un système fondamental de voisinages 
de O, anneau isomorphe au produit II Z, des anneaux d'entiers 

P E P  

p-adiques (P étant l'ensemble des nombres premiers). 

Remarques. - 1) Il est clair que sous les conditions de la 
prop. 17, la topologie 6 est la borne supérieure des topologies mA- 
adiques sur A. 

2) Tout idéal fermé a de ÂA est identique au produit de 
AEL 

h 

ses projections ah = prA(a), qui sont des idéaux fermés dans les Ah ; 
en effet, ÂA s'identifie canoniquement à un idéal fermé Ai de ~ Â A  

A 

et  ah à a n Ai (Alg., chap. 1, $ 8, no 10, prop. 6)) la somme des ah 
est dense dans le produit n a A  (Top. gén., chap. I I I ,  3 e  éd., $ 2, 

A 

no 9, prop. 25) et ce dernier est fermé dans ~ Â A ,  d'où notre asser- 
-A 

tion. 

PROPOSITION 18. - Soient A un anneau commutatif, (mi)l<t<, 
une famille finie d'idéaux maximaux distincts de A, r l'idéal pro- 
duit mlm2. . . m, = ml n ma n . . . n m,, S la partie multiplicative 

(A - On munit A de la topologie r-adique, l'anneau 
i=l 

B = SV1A de la topologie rB-adique, chacun des anneaux locaux 
Anii de la topologie (mzAm,)-adique. Soient u : A -+ B, vi : B -t Ami 
les homomorphismes canoniques (chap. I I ,  5 2, no 1, cor. 2 de la 

P 

prop. 2), v 17homomorphisme (oz) : B -+ n Am,. Les homomor- 
t=1 

phismes u et v sont continus, et les homomorphismes correspondants 
P 

Û :,Â -+ 6 et ? : 6 -+ n (Ami)^ sont des isomorphismes d'anneaux 
2=1 

topologiques. 



On a mt n S = 0 pour 1 < i < q, donc l'idéal mi = mfB de B 
est maximal (chap. I I ,  5 2, no 5, prop. 11) et  on a 

(chap. II ,  $ 2, no 4) ; enfin, on a Bm; = An,i à un isomorphisme 

canonique près (chap. II ,  $ 2 ,  no 5, prop. 11). Comme z ( r ~ )  = r et  
-1 
uZ(mZArnt) rB, u et  u sont continus. Il suf i t  donc de prouver que 

'J 

si w = v 0 u : A -+ n Ami, $ est un isomorphisme de Â sur 
.=1 

P 

Âmi, car ce résultat appliqué à B et  aux mi montrera que ô 
t=1 

est un isomorphisme, et  par suite aussi û. Notons que tout produit 
de  puissances des mt contient une puissance de r, donc la topo- 
logie r-adique est la borne supérieure des topologies mt-adiques ; 
en outre, si Ac désigne l'anneau A muni de la topologie ntf-adique, 

P '2 

e t  cp : A --+ fl At l'application diagonale, y; : Â --+ 11 Ât est un 
Z = 1  Z = 1  

isomorphisme (prop. 17). Tout revient donc à prouver que si .. 
ut : Ar --+ Ami est l'application canonique, Ûg : Ât -+ Ami est un 
isomorphisme. Or, pour tout  n, l'application 

déduite de ut par passage aux quotients est un isomorphisme 
(chap. I I ,  $ 3,  no 3, prop. 9) ; notre assertion résulte de ce que 
ÂZ (resp. Âmi) est la limite projective des anneaux discrets A/m? 
(resp. Am,/m?Am,) (cf. no 6). 

Remarque 3). - On voit donc qu'un anneau intègre A peut 
être tel que son séparé complété Â admette des diviseurs de zéro 
non nuls. 

PROPOSITION 19. - Soient A un anneau commutatif, m un 
. . 

idéal maximal de A. Le séparé complété Â de A pour la topologie 
m-adique est un anneau local, dont l'idéal maximal est fi. 

Si o = n mk, Â est le complété de l'anneau séparé A/a 
k2= 1 

associé à A, et  comme m/a est maximal dans A/a, on peut supposer 
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que A est séparé pour la topologie nt-adique. Comme A/m et  Â/fi 
sont des anneaux isomorphes (no 12, formule (21)), fi est maxi- 

mal dans Â. Comme la topologie de Â est définie par la filtration 
(mn)^ (no 12), la proposition sera conséquence du lemme suivant : 

Lemme 3. - Soit  A u n  anneau topologique séparé et complet, 
dans  lequel il existe u n  système fondamental 6 de voisinages de O 
formé de sous-groupes additifs de A. 

(i) Pour tout x E A tel que lim xn = 0, 1 - x est inversible dans  
n + m  

m2 

A et son inverse est égal à C xn. 
n=O 

(ii) Soit  a u n  idéal bilatère de A tel que lim xn = O pour tout 
n-+m 

x E a. Pour qu 'un élément y de A soit inversible, il faut et il s u f i t  
que sa classe mod .  a soit inversible dans  A/a ; e n  particulier a est 
contenu dans  le radical de A 

(i) Comme 

tout  revient a prouver que la série de terme général xn est 
convergente dans A ; or, par hypothèse, pour tout voisinage 
V E G de O dans A, il existe un entier p > O, tel que xn E V pour 
n 2 p. On en conclut que xp + xp+l f . . . + xq E V pour tout  
q 2 p, et  notre assertion résulte donc du critère de Cauchy ( T o p .  
gén., chap. I I  I ,3e  éd., $5,  no 2, th. 1). 

(ii) Supposons qu'il existe y' E A tel que yy' = 1 (mod. a) et  
y'y G 1 (mod. a). L'hypothèse sur a entraîne, en vertu de (i), que 
yy' et y'y sont inversibles dans A, donc y est inversible dans A. 
En  particulier, tout  x E a est tel que 1 - x soit inversible dans A, 
e t  comme a est un idéal bilatère de A, il est contenu dans le radi- 
cal de A (Alg., chap. VIII ,  s 6, nO3, th. 1). 

Ce lemme étant établi, il su%t de l'appliquer à l'anneau topo- 

logique Â et à l'idéal fi, car pour tout  n: = fi, on a xn E (%)" c (nt%)^ 
et  la suite (sa) tend donc vers O. 

Si on prend A = Z, tout idéal maximal de Z est de la forme pz, 
où p est premier. L'anneau des nombres p-adiques Z, est donc un 



anneau local, dont p z ,  est l'idéal maximal (cor. 2 de la prop. 16), 
et dont le corps résiduel est isomorphe à ZlpZ = F p  et Z(,), muni 
de  la topologie pz(,)-adique, s'identifie à u n  sous-anneau topolo- 
gique de  Z,, contenant Z .  

COROLLAIRE.  - Soient A u n  anneau semi-local ( chap .  I I ,  $ 3, 
no 5) ,  ml ses idéaux m a x i m a u x  distincts ( 1  < i < q) ,  

r = m l n m 2 n . .  . n m ,  

son radical. L e  séparé complété Â de A pour la topologie r-adique 
est u n  anneau semi-local, canoniquement isomorphe a u  produit 

@ * * n A,,, o ù  Ami est l 'anneau local séparé complété de l 'anneau lo- 
r = 1  

cal Ami pour la topologie (miAm,)-adique. 

5 3. T o p o l o g i e s  m-adip-eies s u r  les anneaux n œ t h é r i e n s .  

Toutes les filtrations considérées dans  ce paragraphe sont sup-  
posées exhaustives. 

1. Bonnes filtrations. 

Soient  A un anneau  c o m m u t a t i f  filtré, E un A-module  filtré, 
(A,) e t  ( E n )  les filtrations respectives d e  A et d e  E ; supposons 
q u e  A, = A. Dans l 'anneau d e  polynômes A [ X ] ,  l 'ensemble 
A' = 2 A n X n  est  u n e  sous-A-algèbre graduée de type  Fi ; le  

n>O 
sous-groupe E' = E E ,  O, A X n  d e  E @,\ A[X] est  un A'-mo- 

na O 

dule gradué d e  t y p e  N ,  puisque 

D É F I N I T I O N  1. - Soient A u n  anneau commutati f ,  m u n  idéal 
de  A, E u n  A-module, ( E n )  une filtration sur le groupe additif E ,  
formée de sous-modules de E .  O n  dit que la  filtration ( E n )  est nt-bonne 
si : 

10 m E ,  c En+1 pour tout n E Z ; 
2 O  il existe u n  entier no tel que m E n  = En+1 pour n 2 no. 
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On a alors, par récurrence sur q, mqEn = En+q pour n 2 no, 

q 1. On notera que la condition 10 signifie que la filtration (En) 
est compatible avec la structure de A-module de E ,  quand on 
munit A de la filtration m-adique. Il est clair que sur tout A- 
module E, la filtration m-adique est m-bonne. Si une filtration 
sur un A-module E est m-bonne, la filtration quotient sur tout 
module quotient de E est m-bonne. 

THÉORÈME 1. - Soient A un anneau commutatif, m un idéal 
de A, E un A-module, (En) une filtration du groupe additif E ,  formée 
de sous-A-modules de type fini. On suppose que mEn c En+l pour 
tout n. Soit A' la sous-algèbre graduée C mnXn de A[X], E' le A'- 

n>O 
module gradué En 63, AXn. Les deux conditions suivantes sont 

n a 0  

équivalentes : 
a) L a  filtration (En) est nt-bonne. 
b) E' est un A'-module de type fini. 
Supposons que mEn-1 = E n  pour > no 3 0. Pour i < no, 

soit (eu)lGjGri un système fini de générateurs du A-module EI. 
Comme le A-module En@,AXn est engendré par les éléments 
en,@ Xn pour O ,< n < no, et est égal à mn-noEno@,iAXn pour 
n > no, le A'-module E' est engendré par les éléments en,@ Xn 
pour O < n < no et 1 < j 6 rn ; il est donc bien de type 
fini. 

Réciproquement, si E' est un A'-module de type fini, il est 
engendré par une famille finie d'éléments de la forme ek 8 Xn('), 
où ek E En(k). Soit no le plus grand des entiers n(k). Pour n 2 no e t  
f E En, on a donc f @ Xn = çtk(ek @ Xn(k)) avec tk E A' ; rempla- 

k 
çant au  besoin tk par son composant homogène de degré n - n(k), 
on peut supposer que tk = akXn'n(k) avec ak E mn-n(k). Comme 
l'unique élément Xn forme une base du A-module AXn, l'éga- 
lité f @ Xn = (Canek) 63 Xn entraîne f 

k 

En c mn-noEn, ; l'inclusion opposée étant 

En = mn-noE 
4 9  

d'ou En = ~ E , - I  pour n > no. 

= Zakek. On a donc 
k 

évidente, on a 



Lemme 
idéal de A. 

1. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, m u n  
Alors le sous-anneau A' = 2 m n X n  de A [ X ]  est 

n>O 
nœthérien. 

En effet A' est une A-algèbre engendrée par m X  ; comme A 
est nœthérien, m X  est un A-module de type fini, et la conclu- 
sion résulte donc du § 2, no 10, cor. 3 du th. 2. 

PROPOSITION 1. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
m u n  idéal de A ; on munit A de la filtration m-adique. Soient E ,  
F deux A-modules filtrés, j : F -t E u n  homomorphisme injectif 
compatible avec les filtrations. S i  E est de type fini et s i  sa 
filtration est m-bonne, alors F est de type fini et sa filtration est 
m- bonne. 

Comme F est isomorphe à un sous-module de E, il est de type 
fini puisque A est nœthérien et E de type fini. Soient ( E n ) ,  (F,) 
les filtrations respectives de E et F, qui sont formées de sous- 
modules de type fini ; gardons les notations du lemme 1 et 
posons E' = C En@, A X n ,  F' = 2 Fn@, A X n  ; comme par 

na O n>O 
hypothèse Fn est isomorphe à un sous-module de En,  on voit 
que F' est isomorphe a un sous-module de E'. En vertu du th.  1, 
E' est un A'-module de type fini, donc il en est de même de Fr 
puisque A' est nœthérien (lemme 1) .  D'où la conclusion en 
vertu du th. 1. 

COROLLAIRE 1 (lemme d'Artin-Rees). - Soient A u n  anneau 
commutatif nœthérien, m u n  idéal de A, E u n  A-module de type 
fini, F un sous-module de E .  L a  filtration induite sur F par la filtra- 
tion m-adique de E est m-bonne. 

E n  d'autres termes, il existe un entier no tel que l'on ait 

(1) m ( ( m n E )  n F )  = (mn+lE) n F 

pour tout n 2 no. 

COROLLAIRE 2. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
a,  b deus idéaux de A. I l  existe u n  entier h > O tel que ah n b c ab. 

En effet, il existe n tel que an+l n b = a(an n b)  c ab en vertu 
d u  cor. 1 appliqué à E = A, F = b. 





la filtration m-adique. Puisque E est de type fini, il existe un 
entier r > O e t  un A-homomorphisme surjectif u : Ar -+ E ,  qui 
définit un A-homomorphisme injectif 

v = Hom(u, 1,) : Hom., (E,  F) -t Hom,(Ar, F )  ; , 

il est clair que v est compatible avec les filtrations (Hom, (E,  F,)} 
et  (Hom,(Ar, F,)). Comme Hom,(E, F )  et Hom,(Ar, F )  sont 
de type fini (lemme 2), il suffit, en vertu de la prop. 1, de 
montrer que la filtration (Hom,(Ar, F,)) est m-bonne ; mais 
cela est immédiat en vertu de l'existence de l'isomorphisme Cano- 
nique Hom,(Ar, F,) + Fr, et  du fait que la relation mF, = F,+I 
entraîne m(F',) = (mF,)' = F',+l (Alg., chap. I I ,  3e éd., 3 3, no 7, 
Remarque). 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau nœthérien, m un idéal 
de A tel que A soit séparé et complet pour la topologie m-adique. Soit 
E un A-module filtré sur l'anneau filtré A, la filtration (En) de E 
étant telle que E o  = E, et que E soit séparé pour la topologie définie 
par (En). Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) E est un A-module de type fini et (En) est une filtration 
m- bonne. 

b) gr(E) est un gr(A)-module de type fini. 
c) Pour tout n 3 0, grn(E) est un A-module de type fini, et 

il existe no tel que pour n 3 no l'homomorphisme canonique 

(3) gri(A) @A grn(E) -t grn+i(E) 

soit surjectif. 
Il  résulte aussitôt des définitions que a) implique c). Le fait que 

b)  entraîne c) est conséquence du § 1, no 3, lemme 1 ; inversement, 
si c) est vérifiée, il est clair que gr(E) est engendré, en tant  que 
gr(A)-module, par la somme des gr,(E) pour p < no, donc admet 
par hypothèse un système fini de générateurs. Reste à prouver 
que c) implique a) ; comme les gr,(E) sont de type fini et  que 
E o  = E ,  il est clair d'abord, par récurrence sur n, que E/E, est 
un A-module de type fini pour tout n ; il suffira donc de prouver 
que pour n > no, E n  est un A-module de type fini et  que l'on a 
mEn = En+l. Or, considérons le A-module E,+1 muni de la filtra- 
tion exhaustive et  séparée des En+k (k 2 1) ; on a mE, c En+1 ; 
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l'hypothèse c) entraîne que l'image de mE, dans gr,+l(E) = 

En+1/En+z est égale à grn+l(E) et  engendre le gr(A)-module gra- 
dué gr(En+l). Comme grn+1(E) est par hypothèse un A-module de 
type fini, il résulte du § 2, no 9, prop. 12 que mEn = En+i et  
que En+1 est un A-module de type fini. 

2. Topologies m-adiques sur les anneaux  nœthériens. 

PROPOSITION 4. - Soient A un anneau commutatif nœthérien, 
m un idéal de A, E un A-module de type fini. Toutes les filtrations 
nt-bonnes sur E définissent la même topologie (savoir la topologie 
m-adique). 

Soit (En) une filtration m-bonne sur E. Comme cette filtration 
est exhaustive, tout élément de E appartient à un des En, et  
comme E est de type fini et  les En des A-modules, il existe un 
entier nl  tel que En, = E. Soit d'autre part no tel que mEn = En+1 
pour n 2 no ; pour n > no - ni, on a donc mnE c En+7tl = 
mn+ni-noEn, c mn+nl-noE, ce qui démontre la proposition. 

THÉORÈME 2 (Krull). - Soient A un anneau commutatif nœ- 
thérien, m un idéal de A, E un A-module de type fini, F un sous- 
module de E. Alors la topologie nt-adique de F est induite par la 
topologie m-adique de E. 

E n  effet, il résulte du no 1, prop. 1, que la filtration induite sur 
F par la filtration m-adique de E est m-bonne, et la conclusion 
découle alors de la prop. 4. 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau commutatif nœthérien, 
m un idéal de A, E un A-module, F un A-module de type fini. 
Toute application A-linéaire u : E -t F est un morphisme strict 
(Top. gén., chap. I I I ,  3e éd., 3 2, no 8) pour les topologies 
nt-adiques. 

En  effet, comme u(mnE) = mnu(E), u est un morphisme 
strict de E sur u(E) pour les topologies nt-adiques sur ces deux 
modules, et  la topologie m-adique sur u(E) est induite par la topo- 
logie m-adique sur F en vertu du th. 2. 



PROPOSITION 5. - Soient A un anneau commutatif nœthérien, 
0 

m un idéal de A, E un A-module de type fini. L'adhérence n mnE 
n-1 

de 101 dans E pour la topologie 111-adique est l'ensemble des X E  E 
pour lesquels il existe un élément m E m tel que ( 1  - m)x = 0. 

En effet, si x = mx avec m E nt, on a x = mnx= m*E pour 

tout entier n 2 O, donc x E F = mm,. ,,versement, ai z e F, 
n-O 

Ax est contenu dans l'intersection des voisinages de O dans E ; il 
résulte alors du th. 2 que la topologie m-adique sur Az, qui est 
induite par celle de E, est la topologie la moins fine ; comme 
mx est par définition un voisinage de O pour cette topologie, on 
a mx = Ax, donc il existe m E m tel que x = m. 

-- 

COROLLAIRE ( Krull). - Soient A un anneau commutatif nœthé- 

rien, m un idka1 de A. L'idéal fi m. est l'ensemble des éiéments 
n-1 

z E A pour lesquels il existe un m E m tel que ( 1  - m)x = O. En parti- 
00 

culier, pour pue n mn = { O  1, il faut et il su, qdaucutt élément 
n-1 

de 1 + m ne soit diviseur de zéro dans A. 
Il sufit  d'appliquer la prop. 5 à E = A.. 

Remarque. - L'hypothése que A est nœlhérien est essentielle 2 dans ce corollaire. Par exemple, soit A L'anneau des applications 
indéfiniment différentiables de R dans lui-même, et soit îît I'iddal 
(maximal) de A forme des fonctions f telles que f(0) = O. 11 est 

immédiat que 
a-O 

fcn)(O) = O pour tout n 2 O, et il existe de telles fonctions telles 
que f(x) # O pour tout z # 0, par exemple la fonction f définie 
par f(x) = d l *  pour z # O et f(0) = 0. 
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DEFINITION 1. - Soit A u?2 anneau topologique. Si u n  idéal 
bilatère m de A est tel que la topologie donnée sur A soit la topologie 
m-adique, o n  dit que m est u n  idéal de définition de la topologie de A. 

Soient A un anneau commutatif nœthérien, m u n  idéal de A, t sa 
racine (chap. II, $ 2, no 6 ) .  Si m' est un idéal de définition de la 
topologie ln-adique, il existe un entier n > O tel que m'nc m 
( $  2, no 5), donc m' c t ; inversement, puisque A est nœthérien, il 
existe un entier Ic > U tel que fk c m (chap. II ,  $2 ,  no 6, prop. 15), 
donc t est le plus grand idéal de définition de la topologie m-adique. 

PROPOSITION 6 .  - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
m u n  idéal de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) m est contenu dans le radical de A. 
b)  Tout A-module de type fini est séparé pour la topologie m- 

adique. 
c) Pour tout A-module E de type fini, tout sous-module de E est 

fermé pour la topologie m-adique de E .  
d) Tout  idéal maximal de A est fermé pour la topologie m-adique. 
Montrons que a )  implique 6). Supposons m contenu dans le 

radical de A et  soit E un A-n~odule de type fini. Si x E E et m E m 
sont tels que (1 - m)x = O, on a x = 0, car 1 - m est inversible dans 
A. Donc (no 2, prop. 5) E est séparé pour la topologie m-adique. 

Prouvons que b) entraîne c). Supposons b) vérifiée. Soient E un 
A-module de type fini, F un sous-module de A. Alors E/F est 
séparé pour la topologie m-adique, qui est la topologie quotient de 
la topologie m-adique de E ; donc F est fermé dans E. 

Il est clair que c) implique d) .  Démontrons enfin que d) implique 
a) .  Il résulte de d )  que pour tout idéal maximal a de A, le A-module 
A/a est séparé pour la topologie m-adique. Cela entraîne 
m(A/a) # A/a, sinon la topologie m-adique de A/a serait la topo- 
logie la moins fine, et  A/a serait réduit à O, ce qui est absurde 
puisque A/a est un corps. L'image canonique de m dans A/a est 
donc un idéal de A/a distinct de A/a, donc est réduite à O ; on a par 
suite m c a, ce qui montre que m est contenu dans le radical de A. 



no 3 TOPOLOGIES SUR L E S  A N N E A U X  N ~ T I I E R I E N S  243 

D É F I N I T I O N  2. - On dit qu'un anneau topologique A est un 
anneau de Zariski s'il est commutatif et nœthérien et s'il existe un 
idéal de définition nt pour la topologie de A, satisfaisant aux condi- 
tioris équivalentes de la prop. 6. 

Un anneau de Zariski A est nécessairement séparé (prop. 6 ) ,  
et  tout idéal de définition pour sa topologie est contenu dans le 
radical de A. 

Exemples d'anneaux de Zariski. - 1) Soient A un anneau coin- 
mutatif nœthérien, m un idéal de A. Si A est séparé et complet 
pour la topologie m-adique, A est un anneau de Zariski pour cette 
topologie, en vertu du $ 2, no 13, lemme 3. 

2)  Tout anneau quotient A/b d'un anneau de Zariski est un 
anneau de Zariski, car il est nœthérien, et  si m est un idéal de défini- 
nition de A, m(A/b)  = (nt + b)/b est contenu dans le radical 
de A/b (Alg., chap. VIII,  $ 6 ,  no 3, prop. 7). 

3) Soient A un anneau semi-local nœthérien, r son radical. 
Alors A ,  muni de la topologie r-adique, est un anneau de Zariski. 
C'est toujours de cette topologie qu'il sera question (sauf men- 
tion expresse du contraire) quand on considérera un anneau 
semi-local nœthérien comme un anneau topologique. 

PROPOSITIOX 7. - Soient A, A' deux anneaux commutatifs, 
h : A -t A' un homomorphisme d'anneaux. O n  suppose que A est 
nœthérien et que A' est un A-module de type fini (pour la structure 
de module définie par h). Soit m un idéal de A, et soit m' = mA'. 
Alors : 

(i) Pour que la topologie m'-adique de A' soit séparée, il faut et 
il sufit que les éléments de 1 + h(m)  soient non diviseurs de O dans A'. 

(ii) S i  A, muni de la topologie m-adique, est un anneau de Zariski, 
alors A', muni de la topologie m'-adique, est un anneau de Zariski. 

(iii) S i  h est injectif (identifiant ainsi A à un sous-anneau de 
A') la topologie m'-adique de A' induit sur A la topologie nt-adique. 

Rappelons que la filtration mf-adique de A' coïncide avec la 
filtration m-adique du A-module A' ( 5  2, no 1, Exemple 3). L'asser- 
tion (i) est donc un cas particulier de la prop. 5 du no 2, e t  l'asser- 
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tion (iii) un cas particulier du th. 2 du nO2. Démontrons enfin (ii). 
Supposons que A soit un anneau de Zariski pour la topologie m- 
adique, et soit E' un A'-module de type fini ; c'est aussi un 
A-modiile de type fini, et les filtrations m-adique et  m'-adique sur 
E' coincident ; donc Et est séparé pour la topologie m'-adique. 
Enfin le A-module A' est northérien, donc l'anneau A' est nœthé- 
rien, ce qui achève dc prouver que A' est un anneau de Zariski. 

4 .  Séparé complété d'un anneau nœthérien. 

Soicnt A un anneau commutatif, m un idéal de A, E un  A- 
module ; notons Â et  Ê les séparés complétés respectifs de A et E 

A 

pour les topologies m-adiques, et j,, l'application canonique E -t E. 
L'application A-bilinéaire (a, x) -> aj,,(z) de Â x E dans Ê 

A 

définit une application A-linéaire a, : Â 63, E -t Ê, dite cano- 
nique. Soit u : E -t F un liomomorphisme de A-modules, et  soit 
û : Ê -t F l'application qu'on en déduit par passage aux séparés 

complétés ; pour a E Â, x E E,  on a 

autrement dit, le diagramme 

est commutatif. Enfin, il résulte du 3 2, no 12, prop. 16 que si E 
est de type fini, l'homomorphisme a, est surjectif. 

T H E O R È M E  3. - Soient A un anneau commutatif nethérien, 
m un idéal de A, E,  F, G trois A-modules de type fini. Alors : 

(i) S i  E % F = G est une suite exacte d'applications A-linéaires, 
û n "  

la suite Ê + F 2 G qu'on en déduit par passage aux séparés 
complétés (pour les topologies m-adiques) est exacte. 

A 

(ii) L'application A-linéaire canonique a, : Â 8, E + Ê est 
.bijective. 

(iii) Le A-module Â est plat. 



On a vu que u et  v sont des morphismes stricts de groupes to- 
pologiques (no 2, cor. du  th. 2). L'assertion (i) résulte donc du § 2, 
no 12, lemme 2. L'assertion (ii) est évidente lorsque E = A, e t  le 
cas où E est un A-module libre de type fini se ramène aussitôt a 
celui-là. Dans le cas général, E admet une présentation de type fini 

(chap. 1, 5 2, no 8, lemme 8). On en déduit le diagramme commu- 
tatif 

l @ î b  A IR(>  - h @, L --P 0, L' --i A @, E -+ O 
5 , C  C =:; $ uE 

A , "' ; , E ---- t O 

La première ligne est exacte (chap. 1, § 2, no 1, lemme 1) et  il en 
est de même de la seconde d'après (i). On sait déjà que cc,: est 
surjectif ( $  2, no 12, prop. 16) ; d'autre part, comme cc,, et ccIlr sont 
bijectifs et  1 @ v surjectif, cc, est iiljectif en vertu du chap. 1, $ 1, 
no 4, cor. 2 de la prop. 2 ; ceci démontre (ii). 

II résulte alors de (i) et  (ii) que si a est un idéal de A (nécessaire- 

ment de type fini), l'application canonique Â @, a + Â est injec- 
tive, étant  composée de â -+ Â et de m,, ce qui prouve que Â est 
un A-module plat (chap. 1, § 2, no 3, prop. 1). 

C .  Q .  F. D .  

Sous les conditions du th. 3, on identifie souvent Â 63, E à Ê au 
moyen de l'application canonique cc,. Si u : E -t F est un homo- 

morphisme de A-modules de type fini, Û : Ê +- ? se trouve alors 
identifié à 1 @ u en vertu de la commutativité du diagramme (4). 

COROLLAIRE 1. - Soient A un anneau commutatif nœthérien, m 
un idéal de A, E un A-module de type fini, F et G deux sous-modules 
de E. Munissons A, E ,  F et G des topologies m-adiques, et soit i 
l'application canonique de E dans Ê. On a alors: 

F = Â . i ( F ) ,  ( F + G ) - = @ + d l  ( F n G ) n = F n G ,  

( F  : G)^ = F : G. 
E n  outre, si a et b sont deux idéaux de A, et si c = ab, on a 

h h- 

c = ab. 
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E n  e f f e t ,  e n  v e r t u  d u  th. 3 ,  E ,  F, G s'identi f ient  canon iquement  
à Â @ El Â @ F, Â 8 G, ce qu i  démontre  les d e u x  premières for- 
mules .  La troisième e t  la quatr ième résul tent  respect ivement  
d u  chap.  1, 5 2 ,  no 6 ,  prop. 6 e t  no 10, prop. 12. Enf in  c o m m e  
A * .  A .. .. 
a = At(a), b = A i ( b ) ,  ? = Ai(c), o n  a bien 

C O R O L L A I R E  2. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
m u n  idéal de A, Â le séparé complété de A pour la topologie m- 
adique. S i  un élément a E A est non  diviseur de O dans  A, son image 

A 

canonique a' dans  A esl non  diviseur de O dans  Â. 

C o m m e  Â est  u n  A-module  plat, le  corollaire est  un cas parti- 
culier d u  chap.  1, $ 2 ,  n o  4 ,  prop. 3, (i). 

COROLLAIRE 3.  - S i  A est u n  anneau commutatif nœthérien, 
l 'anneau de séries formelles A [ [ X 1 ,  ..., X,]] est un A-module plat. 

E n  e f f e t  c'est le complété  de  l 'anneau d e  polynômes 

B = A [ X 1  ,..., X,] 

pour la  topologie nt-adique,  o ù  m est  l 'ensemble des polynômes 
sans t e r m e  cons tan t  ( 5  2 ,  no 12,  Exemple  1 )  ; c o m m e  B es t  ncethé- 
rien ( 5  2, no 10,  cor. 2 d u  th. 2), A [ [ X 1 ,  ..., X,]] est  u n  B-module  
plat e n  v e r t u  d u  th. 3 ,  e t  c o m m e  B est  un A-module  l ibre,  
A [ [ X l ,  ..., X,]] est  un A-module  plat ( chap .  1, § 2 ,  no 7 ,  cor. 3 d e  la  
prop. 8). 

P R O P O S I T I O N  8. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
m u n  idéal de A, Â le séparé complété de A pour la  topologie m- 
adique, j l 'application canonique de A dans  Â. Alors : 

( i )  Â est un anneau de Zarisk i  et tit = Â. j(m) est un idéal de 
définit ion de Â. 

( i i )  L'application n -+ 3 = Â. j(n) est une bijection de l'en- 
semble des idéaux m a x i m a u x  de A contenant m sur l'ensemble des 

-1 
idéaux m a x i m a u x  de Â, et q -t j(q) est ln bijection réciproque. 

( i i i )  Soi t  it u n  idéal max imal  de A contenant m. L'homomorphisme 
j' : A, -+ Â; déduit de j est in ject i f ;  s i  o n  identifie A, a u  moyen 



de j' à un sous-anneau de Â;, la topologie (nAn)-adique de An est 
induite par la topologie 6-adique de Ân, et An est dense dans Âc, pour 
la topologie fi-adique. 

Démontrons (i). Comme m est un idéal de type fini, on a 
(ntn)- = ( 6 ) n  = mnÂ ( §  2, no 12, cor. 2 de la prop. 16) et la topo- 
logie de Â est la topologie %-adique. Comme Â / 6  est isomorphe 
à A/m, c'est un anneau nethérien, et fi = mÂ est un Â-module 
de type fini, donc Â est nethérien ( §  2, no 10, cor. 5 du th. 2) ;  
enfin, comme Â est séparé et complet pour la topologie fi-adique, 
Â est un anneau de Zariski (no 3, Exemple 1). 

L'assertion (ii) réeulte aussitôt de ce que l'homomorphisme 
canonique A/m --t Â / f i  déduit de j est bijectif et du fait que tout 
idéal maximal de ,q contient rîr, puisque Â est un anneau de 
Zariski et que le radical de Â contient donc fi (rio 3, prop. 6). 

Prouvons enfin (iii). Comme n = $fi), on a j(A - n) c Â - 6, et 
j définit bien un homomorphisme j' : An -+ Ân (chap. II, $ 2 ,  no 1, 
prop. 2). Montrons que j' est injectif ; soient a E A, s E A - n tels 

A 

que jf(a/s) = j(a)/j(s) = O ; il existe donc sf E A - fi tel que 
sfj(a) = O (chap. II, $ 2, no 1, Remarque 3), et l'annulateur de 
j(a) dans Â n'est donc pas contenu dans fi. Or, si b est l'annulateur 
de a dans A, l'annulateur de j(a) dans Â est b̂ (cor. 1 du th. 3) ; 
donc b a n ,  ce qui montre que a/s = O. 

En outre, on a un diagramme commutatif 

où h et h' sont déduits de j et j' respectivement, et où les flèches 
horizontales sont les isomorphismes canoniques du chap. II, 
5 3, no 3, prop. 9. Comme nk est un idéal ouvert de A (puisqu'il 
contient mk), h est bijectif, donc il en est de même de h'. Ceci 

-1 * A  

montre d'abord que (nAn)k = jf((nA$k), donc la topologie de An 
est induite par celle de Ân ; en outre, on a Ân = An + (6Â;i)k 

pour tout k > O, donc An est partout dense dans Âa. 
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COROLLAIRE. - Soient A un anneau local (resp. semi-local) 

n~ thk r i en ,  m son radical. Alors Â est un anneau local (resp. semi- 
local) ncethkrien dont le r ad~ca l  est 1%. 

E n  enet,  Â est ncctliérien en vertu de la prop. 8, (il, e t  le reste 
résulte de la prop. 8, (ii) c t  tic la. froisihiric Eormiilc dii cor. 1 du  
t h .  : 3 .  

P n o i ~ o s i ~ r o ~  9. - Soienl A un anneau conz~nuiatif nmthérien, 

ni un ide'al de A ; munissons A de la topologie tn-adigue. Pour que Â 
soit un A-module fidèlement plat, il jaut et il .su,ffit que A soit un 
anneau de Zurislci. 

E n  cffet, pour tout  A-module de type fini M, l'application Ca- 

nonique M ->  M 3, h s'identi fie à l'application canonique M -t de 
M dans son séparé complété pour la topologie m-adique (no 4, th.  3 ) ,  
et  le noyau (le cette application est donc I'adhérencr: de 10 1 dans 
M pour w t t e  topologie. Comme on sait déjà que Â est un A- 
modiilc plat (no 4, th .  : 3 ) ,  la proposition résulte dc la caractérisa- 
tion des modules fidèleriicnt plats (cliap. 1, $ 3, no 1, prop. 1 b)) 
e t  de la  caractérisa1,ion des anneaux de Zarislii (no 3, prop. 6). 

Si A cst un anneau de Zarislti e t  si E est un A-module de type  

fini on peu t  (eii vertu de la prop. O) identifier E à une partie de Ê 
au  moyen de l'application canonique j ,  : E --t Ê. Avec cette identi- 
fication : 

COROLLAIRE 1. -- Soient A un anneaude Zariski, E un A-module 
de type fini, F un sous-module de E. Alors F = @ n E = (ÂF) n E. 

C'est un  cas particulier du chap. 1, § 3, no 5, prop. 10, (ii), e t  
résulte aussi d'ailleurs du  no 3, prop. 6. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau de Zariski, E un A- 
module de type fini. S i  Ê est un _i-module libre, E est un A-module 
libre. 

Soit m un idéal de définition de A, qui est donc contenu dans 
le radical de  A. Appliquons le critère du  chap. I I ,  $ 3 ,  no2, prop. 5 : 



l'application canonique j, : E -t Ê définit une bijection i, : 
A 

E/mE -t Ê/(mE)^ ; de même l'application canonique j, : A -t A 

définit une bijection i, : A/m + A/%, qui-est un isomorphisme 
.d'anneaux. On a (mE)^ = Â . ~ E  = 6 Ê  (no 4, th .  3),  de sorte que 

Ê/(mE)" est muni d'une structure de (Â/fi)-module, donc (à l'aide 
de i,) d'une structure de (A/m)-module. Il  est immédiat que i, 
est (A/m)-linéaire, de sorte que c'est un isomorphisme de (,4/m)- 
modules. Comme Ê/%Ê est un (Â/fh)-module libre, E /mE est un 
(A/m)-module libre. 

Par  ailleurs, soit v : m &i, E + E l'homomorphisme canonique ; 

comme ( m  @, E) @, Â s'identifie canoniquement à fi? @g Ê e t  
E @,Â à Ê (no 4, th .  3) ,  l'hypothèse que Ê est un Â-module libre 

entraîne que I'homomorphisme o @ 1 : f6 @-,Ê + Ê est injectif. 
Comme Â est un A-module fidèlement plat (prop. 9), on en conclut 
que v est injectif (chap. 1, S 3, no 1,  prop. 2) e t  les conditions 
d'application du  critère prScité sont bien remplies. 

COROLLAIRE 3. - Soient A un anneau de Zariski tel que Â soit 

intègre, a un idéal de A. S i  l'idéal aÂ deÂ est principal, a est principal. 
C'est un cas particulier d u  cor. 2. 

COROLLAIRE 4. - Soient A un anneau de Zariski tel que Â 
soit zntègre, L le corps des fractions de Â, K c L le corps des frac- 

tions de A ; on a Â n K = A. 
I l  est clair que A c Â n K ; d'autre part,, si z e Â n K, on 

a Â x c  donc cornine Âx = Â@,(Ax) (no 4,  th.  3)  on a 

Â@,((Ax + A)/A) = O. Comme Â est un A-module fidèlement 
plat (prop. 9),  on en déduit Ax c A, d'où x E A. 

COROLLAIRE 5. - Soient A un anneau commutatif nœthérien, 
E l  F deux A-modules de type fini, u : E -t F un A-homomorphisme. 
Pour tout idéal maximal m de A, notons A(m) (resp. E(m), F(m)) 
le séparé complété de A (resp. E ,  F) pour la topologie m-adique, 
pa r  u(m) : E(m) --+ F(m) l'homomorphisme correspondant à u. 
Pour que u soit injectif (resp. surjectif, bijectif, nul), il faut et il 
sufit que ~ ( m )  le soit pour tout idéal maximal m de A. 
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On sait en effet que pour que u soit injectif (resp. surjectif, 
bijectif, nul), il faut et il suffit que u, : E,, + Fm le soit pour tout  
idéal maximal m de A (chap. I I ,  § 3, no 3, th. 1). Notons mainte- 
nant  que A, est un anneau local nœthérien (chap. I I ,  § 2, no 4, 
cor. 2 de la prop. IO), donc un anneau de Zariski, e t  il y a un isomor- 

phisme canonique de A-algèbre:, Âm -t A(m) ( §  2, no 13, prop. 18). 
D'autre part  (début du no 4), on a un diagramme commutatif 

où les flhches horizontales de gauche proviennent de l'associati- 
vit6 du  pro<liiit tcaor ie l  e t  des isomoipl~ismes E, + E @,Am, 
Fm -+ F @,A, ; comme E e t  F sont des A-modules de type fini, 
il résulte d u  no 4, th .  3, que les lignes horizontales de ce dia- 
gramme sont formées d'isomorphismes ; tout  revient donc à 
montrer qu'il est équivalent que um soit injectif (resp. surjectif, 
bijectif, nul) e t  que u,% 1 le soit. Mais cela résulte du  fait que 

Â, (donc aussi A(m)) est un A,,,-module fid6lement plat d'après 
la prop. 9 (chap. 1, § 3, no 1, prop. 1 e t  2). 

PROPOSITIO~ 10. - Soient A, B deus anneaus de Zariski, Â, B 
leurs complétés, f : A -t B un homomorphisme continu d'anneaux, 
f :  Â -+ 6 l'homomorphisme déduit de f par passage aux complétés ; 

s i  Test bijectif, le A-module B est fidèlement plat. 
Comme A e t  B sont séparés, l'hypothèse que Test bijectif en- 

traîne d'abord que f est injectif. Identifiant (algébriquement) A  
à f(A) au  moyen de f e t  Â à 6 a u  moyen de f7. on a donc les inclu- 
sions A c 13 c Â = 9 ; on sait que Â est un A-module fidèlement 
plat e t  un B-module fidèlement plat (prop. 9) ; on en co:iclut que 
B est un A-module fidèlement plat (chap. 1, 5 3, no 4, Remarque 2). 

PROPOSITION 11. - Soient A un anneau local ncethérien, m son 

idéal maximal, Â son complété nt-adique, B  un anneau tel que 
A c B  c Â. Supposons que B  soit un anneau local nœthérien dont 
l'idéal maximal n vérifie la relation n = mB. On a alors 



pour tout k 2 1, la topologie n-adique de B est induite par la topo- 
logie fi-adique de Â, B est u n  A-module fidèlement plat, et il y a 
u n  isomorphisme de Â sur le complété n-adique 6 de B, qui prolonge 
l'injection canonique A -+ B. 

Il suffit de vérifier la relation nk = f?tk n B, car B étant dense 
dans Â e t  la topologie n-adique induite par la topologie 6i-adique, 
la dernière assertion résultera de Top.  gén., chap. II ,  3e  éd., 3 3, 
no 9, cor. 1 de la prop. 18, et  l'avant-dernière de la prop. 10. L'in- 
jection j,. : A + Â (resp. j, : B + Â) définit par passage aux 
quotients un liomomorphisme injectif i, : A/(t% n A) -+ Â/tt 
(resp. i, : B/(iIi n B) + Â/-ii(). On sait que fi n A = m e t  que i., est 
bijectif, donc i,; est bijectif, ce qui montre que B/(m nB)  est un 
corps, donc que TE n B est un idéal maximal de B, et  par suite 
~ n B = n . C o m m e Â = A + ? T î , o n a B = A + n = A + m B ;  
par récurrence sur k, on en déduit que B = A + mkB = A + nk 
pour tout  k > 1. Comme on a nkc %knB,  il suffit de montrer 
que %k n B c nk ; si b E 1Ek n B, on peut écrire b = a + z avec 
~ E A ,  z ~ n k ;  d'ou a = b - z ~ f i k n A  = mkcitk, et  b ~ n k .  

*Un cas important où ceci s'applique est le suivant : B est 
l'anneau des séries entièrss a n variables sur un corps valué com- 
plet K, qui convergent au voisinage de O, A est l'anneau local 

oil p es~l'idéal maximal formé des polynômes sans terme conn- 
tant, et A est l'anneau de séries formelles K[[XI, ..., X,]]., 

Remarque. - Un anneau local B tel que A c B c Â, dont l'idéal 2 maximal n est égal m B  et dont la topologie n-adique est induite 
par la topologie kadique de Â, n'est pas nécessairement nœthé- 
rien (exerc. 14). 

PROPOSITION 12. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
m u n  idéal de A, S la partie multiplicative 1 + nt de A, E u n  A- 
module de type fini. Dans ces conditions : 

(i) S- lA  est u n  anneau de Zariski  pour la topologie @-lm)- 
adique. 

(ii) L'application canonique f : E -+ S-lE est continue quand o n  
m u n i t  E de la  topologie m-adique et S-lE de la topologie (S- lm)-  
adique, et f : Ê -+ (S - lE)^  est u n  isomorphisme. 
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Tout élément de 1 + (S-lm) est de la forme 

1 + + ml)) = (1 + m + mf)/ ( l  + m) 

avec m E m et m' E m ; il est par suite inversible dans S 'A ,  ce qui 
prouve que S-lm est contenu dans le radical de S-'A ; comme 
S-'A est nœthérien (chap. I I ,  $2 ,  nO4, cor. 2 de la prop. IO), S-'A 
est un anneau de Zariski pour la topologie (S-lm)-adique, ce qui 
prouve (i). Démontrons (ii). Pour tout TL > 0, on a 

en effet, il est clair tout d'abord que f(mnE) c S-lmnE ; inverse- 
-1 

ment, soit x un élément de f(S-linnE) ; il existe donc des éléments 
nz', n2" de m et un x" E mnE tels que (1 + m') ((1 + m")x - x") = 0, 
d'où (1 - m).x = x' avec m = - (m' + m" + m'mu) E nt et  
x' = (1 + mf)x" E m*E ; on en conclut 

Ceci prouve que f est un morphisme strict. De plus, le noyau de f ,  
qui est l'ensemble des x E E pour lesquels il existe un s E S tel 
que sx = 0, est identique au  noyau de l'application canonique 

j : E -t Ê (no 2, prop. 5). Il y a donc un isomorphisme topolo- 
* 

gique f, : j(E) + f (E)  tel que f = f,o j ; comme j est un isomor- 
phisme topologique, tout revient à voir que f (E)  est dense dans 
S-'E. Or tout élément de S-'E s'écrit x / ( l  - m) avec m E nt, et  on 
vérifie aussitôt que 

x/ ( l  - m) = ((1 + m + ... + mn-l)x)/l (mod. S-lntnE) 

ce qui achève la démonstration. 

fj 4. Relèvement dans les anneaux complets. 

1 .  Polynômes fortement étrangers. 

Soit R un anneau commutatif. On dit que deux éléments x, y de 
R sont fortement Ltrangers si les idéaux principaux Rx et Ry sont 
étrangers, autrement dit (chap. II, $ 1, no 2) si Rx + Ry = R ; il 
revient au même de dire qu'il existe deux éléments a, b de R tels 
que ax + by = 1. 



Lemme 1 (4 lemme d'Euclide 8) .  - Soient z, y deux éléments 
fortement étrangers dans R ; si z E R est tel que s divise yz, alors z 
divise z. 

En effet, si 1 = a s  + by, on a z = s(az) + (yz)b. 

Si x et y sont fortement étrangers dans R, on a 

(chap. II, 5 1, no 2, prop. 5) ; si R est intègre, deux éléments forte- 
ment étrangers ont donc un ppcm égal à leur produit (Alg., 
chap. VI, 5 1, no 8) et sont par suite étrangers au sens de Alg., 
chap. VI, 8 1, no 12. Réciproquement, si R est un anneau principal, 
deux éléments étrangers sont aussi fortement étrangers, comme il 
résulte de l'identité de Bczout (Alg., chap. VII, S 1, no 2, th. 1). 

Dans les anneaux de polynômes, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau commutatif, P et P' 
deux polynômes fortement étrangers dans A[X]. On suppose que P 
est unitaire et de degré S. Alors tout polynôme T dans A[X] s'écrit 
d'une manière et d'une seule sous la forme 

(1) T = PQ + P'Q' 

avec Q E A[X], Q' E A[X] et deg(Q8) < S. 

Si de plus on a deg (T) g t et deg(P') < t - s, alors 
deg(Q) < t - S. 

Comme P est unitaïre, on a P R  # O pour tout polynôme 
R # O de A[X] e t  dans ce cas on a deg(PR) = s + deg(R). 

Soit T un polynôme quelconque dans A[X]. Comme l'idéal 
engendré par P et  P' est A[X] tout entier, il existe des poly- 
n6mes Q, et Q; tels que T = PQ, + P'Q; ; comme P est unitaire 
de degré s, la division euclidienne (Alg., chap. IV, $1, no 5) montre 
qu'il existe deux polynômes Q', Q" tels que QI = PQ" + Q' 
avec deg(Q') < s ; on en deduit donc 

T = PQ, + P8(PQ" + Q') = PQ + P'Q' 

avec Q = QI + P'Q". Pour démontrer I'unicit0 dans la for- 
mule ( i ) ,  il suffit de prouver que les relations 

(2) O = PQ + P'Q', deg(Qt) < s 
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impliquent Q = Q' = O. Or, si (2) est vérifiée, P divise - PQ=PfQ', 
e t  comme P et P' sont fortement étrangers, P divise Q' en vertu 
di? lemme 1 ; si on avait Q' # O, il existerait un polynôme S # O 
tel que Q' = PS, d'où deg(Q') = s + deg(S) 2 s, ce qui est con- 
tradictoire. On en conclut Q' = O, d'où PQ = O et finalement 
Q = O d'après la remarque du début. 

Enfin, supposons que l'on ait deg(T) < t et deg(P1) < t - s ; 
le polynôme T étant mis sous la forme ( l ) ,  on a 

et par suite 

d'où deg(Q) < t - S. 

Exemple. - Pour qu'un polynôme P E A[X] soit fortement 
etranger à X - a (où a E A), il faut et il sufi t  que P(a) soit inver- 
sible dans A. En effet, si P et X - a sont fortement étrangers, il 
résulte de la prop. 1 qu'il existe c E A et un polynôme Q E A[X] tels 
que cP + (X - a)Q = 1, d'où cP(a) = 1 et P(a) est inversible. 
Réciproquement, on a, par division euclidienne 

et si P(a) = b-l, où b E A, on en déduit 1 = bP - b(X - a)R, ce 
qui montre que P et X - a sont fortement étrangers. 

Soient A et B deux anneaux commutatifs, f : A -t B un homo- 
morphisme d'anneaux. Si P = atXd est une série formelle 

$ 2 0  

dans A[[X]], on désignera par EP) la série formelle ç f(ai)Xf 
t > O  

dans B[[X]]. Si P est un polynôme, il en est de même de  fi^), e t  
si de plus P est unitaire, alors f 7 ~ )  est unitaire de même degré 
que P. Enfin, il est clair que P -t RP) est un homomorphisme 
de A[[X]] dans B[[X]] qui prolonge f et applique X sur X. L a  
notation f sera constamment utilisée dans ce sens dans le reste de 
ce paragraphe. 



PROPOSITION 2. - Soient A et B deux anneaux commutatifs, f un 
homomorphisme de A dans B, P, P r  deux polynômes dans A[X]. 

S i  P et P' sont fortement étrangers dans A[X], alors f(P) et RP') 
sont fortement étrangers dans B[X]. La  réciproque est vraie s i  f est 
surjectif, si son noyau est contenu dans le radical de A, et s i  P est 
unitaire. 

Supposons P e t  P' fortement étrangers ; il existe donc des 
polynômes Q, Q' dans A[X] tels que PQ + P'Q' = 1 ; on en 
déduit ~(P)I(Q) + f ( ~ ' ) f ( ~ ' )  = 1, d'où la première assertion. 
Pour démontrer la seconde, désignons par a le noyau de f ; posons 
E = A[X], et soit F l'idéal de E engendré par P et P' ; comme f 
est surjectif et f(P) unitaire, la prop. 1 montre que pour 
tout polynôme T E  A[X], il existe deux polynômes Q, Q' dans 
A[X] tels que f ( ~ )  = f ( ~ ) f ( ~ )  + f ( ~ ' ) f ( ~ ' ) ,  d'où la relation 
E = F + aE. Or, E/F est un A-module de type fini, car tout 
polynôme est congru mod. P à un polynôme de degré < deg(P), 
P étant unitaire. Comme E / F  = a(E/F) et que a est contenu dans 
le radical de A, le lemme de Nakayama montre que E / F  = O 
(Alg., chap. VIII ,  S 6, no 3, cor. 2 de la prop. 6), ce qui signifie que 
P et P r  sont fortement étrangers. 

2. Séries fo~uneBEes restreintes. 

DÉFINITION 1. - On dit qu'un anneau topologique commutatif 
A est linéairement topologisé (et que sa topologie est linéaire) s'il 
existe un système fondamental 33 de voisinages de O formé d'idéaux 
de A. 

011 notera que dans un tel anneau, les idéaux J E 33 sont ou- 
verts e t  fermés (Top. gén., chap. III ,  3e éd., § 2, no 1, cor. de la 
prop. 4). Pour tout 3 G 33, l'anneau topologique quotient A/J 
est donc discret ; pour J E %,JI E 33,3' c 3, soit h3y : A/J1-+A/J 
l'application canonique. On sait (Top. gin., chap. I I I ,  3e  éd., 
tj 7, no 3) que (A/ J, f3y) est un système projectif d'anneaux dis- 
crets (relatif à l'ensemble d'indices 33, ordonné filtrant par la 
relation J), dont la limite projective est un anneau topolo- 
gique A linéairement topologisé, séparé e t  complet ; en outre 



256 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I I I ,  $ 4 

(loc. cit., prop. 2), on définit un morphisme strict i : A -t A, dont 
le noyau est l'adhérence de { 01 dans A, et l'image est partout 
dense dans A, de sorte que A s'identifie canoriiquement au séparé 
complété de A. 

DÉFINITION 2. - -  Étant donné un anneau topologique commutatif 
A, on dit qu'une sirie formelle T = Ç c, , , , . . .~,X~'X~". . .X~ de 

in,) 

l'anneau A[[X,, ..., X,]] est restreinte si, pour tout voisinage V de O 
dans A, il n'y a qu'un nombre fini de coejïcients c,, ...,, n'apparte- 
nant pas à V (autrement dit, la famille (c,, ...,,) tend vers O dans A 
suivant le filtre des complémentaires des parties finies de Np). 

Si A est linéairement topologisé, les séries formelles restreintes 
dans A[[X l,..., X,]] forment un sous-anneau de A[[X1, ..., X,]], 
que l'on note Al XI ,..., X, 1 : en effet, si T = Ç c, ,...,, X?' ... Xgp, 

(ni) 
T' =Cc;, ... ,,X?...X? sont deux séries formelles restreintes, 

(ni) 

J un voisinage de O dans A qui est un idéal de A, il existe un entier 
e nz tel que cn ,... nl, E 5 e t  C; ,... ,, E 3 pour tout  système (n  ,,..., np) 

tel que n t  3 m pour un indice k au moins ; or, si 

T" = TT' = Ç cg n,~l'...Xp", 
(nt) 

on a cg ... - cr ,... ,,CL ,... sp pour tous les systèmes (rt),  (sk) tels Izp - 
que rk + st = nt  pour 1 6 k ,< p ; on en conclut que si nt k 2m, 
on a r t  3 m OU s k  > m, donc, puisque 3 est un idéal, c&..,, E J 
dès que nk 3 2m pour un k au moins, ce qui établit notre asser- 
tion. En outre, toute dérivée dT/OXi (1 ,< i ,< p)  d'une série for- 
melle restreinte est restreinte, comme il résulte aussitôt de la défi- 
nition et  du fait que les voisinages J E  33 sont des sous-groupes 
additifs de A. 

Lorsque A est discret, l'anneau des séries formelles restreintes 
n'est autre que l'anneau des polynômes A[Xi, ..., X,]. 

Supposons toujours A linéairement topologisé, et  soit 33 un sys- 
tème fondamental de voisinages de O dans A formé d'idéaux de A ; 



pour tout I; E 33, soit p3 : A -t A/ J l'homomorphisme canonique. 
Par  définition, pour toute série formelle restreinte T E A{ XI, ..., X, 1, 
on a j&(T) E (A/J)[Xl, ..., X,]. Il est clair que 

est un système projectif d'anneaux (relatif à l'ensemble d'indices 
filtrant 33) et  que (p3) est un système projectif d'homomor- 
phismes A { XI ,..., X, -t (A/Zj)[Xl, ..., X,] ; comme tout poly- 
nôme est une série formelle restreinte, p3 est surjectif ; son noyau 
N3 est l'idéal de A ]  XI, ..., X, 1 formé des séries formelles restreintes 
dont tous les coefficients appartiennent à J ; nous munirons 
A{ XI, ..., X, 1 de la topologie (linéaire) dont les N3 (pour 3 G 33) 
forment un système fondamental de voisinages de O (topologie 
qui ne dépend kvidemment que de celle de A). Alors, il résulte de 
Top. gén., chap. IIJ ,  3 e  éd., S 7, no 3, pïop. 2, que 

est un morphisme strict, dont le noyau est l'adhérence de ( O  1 dans 
A{ XI, ..., X,!, e t  dont l'image est dense dans 

A' = 1' lm (A/J)CXl,..., XP1- 
C 
3 

PROPOSITION 3. - Si l'anneau commutatif linéairement topolo- 
gisé A est séparé et complet, l'honzomorphisme canonique n est un 
isomorphisme d'anneaux topologiques. 

En effet, pour tout (12, ,..., n,) E NP et tout J E 33, soit rp2 l...,p 

l'application (A/ J)[Xi, ..., X,] + A/ J qui à tout polynôme fait 
correspond're le coemcient de XI ... X ~ P  dans ce polynôme ; il est 

clair que les rpzl...np forment un système projectif d'homomor- 

phismes de (A/J)-modules (relatif à l'ensemble ordonné 33), e t  
comme A s'identifie canoniquement à lim (A/J) par hypothèse, 

4- 
3 

T ~ , . . . ~ ,  = l@ est un A-homomorphisme continu de A' 
3 

dans A. Pour tout élément S = (S=JJEm de A', nous allons voir 
que la série formelle T =x ynl...n,(S)X1'...X~ est restreinte 

(nd 
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et telle que n(T) = S. En  effet, pour tout J E  33, e t  tout J' E 33 
tel que 3' c 3, la relation P*...np(S,) = O entraïne 

comme S3 est un polynôme, on voit que y%, ...np(S) E J sauf pour 
les (ni ,..., n,) en nombre fini tels que cpz ,... np(S3) # O, ce qui 
prouve notre première assertion ; la seconde résulte des défini- 
tions. Comme A est séparé, l'intersection des N3 est réduite à 0, 
donc x est bijectif, ce qui achève la démonstration, puisque rr est 
un morphisme strict. 

PROPOSITION 4. - Soient A, B deux anneaux commutatifs li- 
néairement topologisés, B étunt séparé et complet, u : A + B un 
homomorphisme continu. Pour toute famille b = (bi)iGr<p d'élé- 
ments de B, il existe un homomorphisme continu et un seul 

tel que 6(a) = u(a) pour tout a E A et U(X2) = bi pour 1 Q i < p. 
Il existe en effet un homomorphisme v : A[XI, ..., X,] -t B et  

un seul tel que v(a) = u(a) pour a E Aet  v(X0 = bi pour 1 < i < p. 
En outre, si 5 est un voisinage de O dans B qui est un idéal, 
-1 
u(S)  = J est un idéal de A qui est un voisinage de O, et pour tout 
polynôme P E N3, il est clair que v(P) E 5, donc v est continu. 
Comme A[Xl, ..., X,] est dense dans A I  XI, ..., X, 1, l'existence et 
l'unicité de U résultent de Top. gén., chap. I I I ,  3e éd., 5 3, no 3, 
prop. 5 et du principe de prolongement des identités. 

Dans le cas particulier où A = B et où u est l'application iden- 
tique on écrira f(bl, ..., b,) OU f(b) la valeur de G(f) pour toute série 
formelle restreinte f E A{ XI, ..., X, 1. 

Remarques. - 1) La prop. 4 prouve que pour tout idéal fermé 
a d'un anneau A supposé séparé e t  complet, les relations bt E a 
pour 1 ,< i < p entraînent f(b1, ..., b,) E a pour toute série for- 
melle restreinte f E A{ Xi, ..., Xp {. 

2) Supposons A linéairement topologisé ; soit r un entier tel que 
1 < r < p, et munissons l'anneau AI X1, ..., x,! de la topologie 



définie ci-dessus. Alors l'anneau topologique A /  XI, ..., Xp 1 s'iden- 
tifie à l'anneau des séries formelles restreintes 

comme il résulte aussitôt des définitions. 
3) Avec les notations de la Remarque 2, supposons en outre A 

séparé et complet, et écrivons toute série formelle restreinte 
f E A /  Xi, ..., X, 1 SOUS la forme 

OU les cnr+,...n, sont des séries formelles restreintes. Pour tout 
système x = (xi, ..., xT) d'éléments de A, soit 

- bar+, ... np - ~n,+,.. .n~(~i,. . . ,  xï). 

Il résulte aussitôt de la Remarque 1 que C b,,+,.. . n p ~ " . . . ~ , "  
(nt) 

est une série formelle restreinte, que l'on note f(x1, ..., x,, X,+i ,..., X,); 
on dit qu'elle s'obtient en substituar~t les xi aux Xi pour 1 < i < r 
dans f.  

3. Le lemme de Hensel. 

Dans un anneau topologique A, on dit qu'un élément x est 
topologiquement nilpotent si O est une limite de la suite ( ~ n ) n > ~ .  Si 
A est un anneau commutatif linéairement topologisé, dire que 
x E A est topologicjuement nilpotent signifie que pour tout idéal 
ouvert J de A, l'image canonique de x dans A/ J est u n  élément 
nilpotent de cet anneau. Si r3 est le nilradical de A/ J, il est clair 
que (ïJ) est un  système projectif de parties et  l'ensemble f des 
éléments topologiquement nilpotents de A est l'image réciproque 
de r = Lm tg par l'homomorphisme canonique A + lim A l 3  ; 

f- 
3 

c'est donc un idéal fermé de A. Si en outre A est séparé et  complet, 
cet idéal est contenu dans le radical de A, et  pour qu'un élément 
x E A soit inversible, il faut et il suf i t  que sa classe mod. f soit 
inversible dans A/t  ( §  2, no 13, lemme 3). 

On notera que si A est un anneau, m un idéal bilatère de A, les 
éléments de m sont topologiquement nilpotents pour la topologie 
m-adique. 
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THÉORÈME 1 (Hemel). - Soit  A u n  anneau commutatif linéaire- 
ment topologisé, séparé et complet. Soit m u n  idéal fermé de A, dont 
les éle'ments sont topologiquement nilpotents. Soient B = A/m 
l 'anneau topologique quotient, <p : A -+ B l'application canonique. 
Soient R une série formelle restreinte dans  Ai X ;, u n  polynrime 
unitaire dans  B[X], une série formelle restreinte dans  B X {. O n  

- 

suppose que $(R) = P .  Q et que P et Q soient fortement étrangers 
dans  B/ X ( .  Alors il existe u n  couple (P,  Q) et u n  seul formé d 'un  
p o l y d m e  unitaire P E A[X] et d'une série formelle restreinte 
Q E Aj X [ tel que 

B e  plus P et Q sont fortement étrangers dans  A{ X 1, et s i  R est 
u n  polyn6me, il e n  est de même de Q. 

La démonstration se fait en quatre étapes. Dans les trois pre- 
mières, on suppose que A est discret, auquel cas R et Q sont des 
polynômes. 

1) m2 = 0. 
Soient S, T deux polynômes de A[X] tels que S soit unitaire 

et que l'on ait @(S) = P, @(T) = Q ; la prop. 2 du no 1 montre que 
S et T sont fortement étrangers ; donc (no 1, prop. 1) il existe un 
couple unique de polynômes (Sr, Ti) de A[X] tel que 

(5) R - ST = ST' f TS' e t  deg(St) < deg(S) = deg(P). 

Les polynômes P = S + S', Q = T + T' répondent alors à la 
question ; on a en effet 

(6) P .Y(T') + Q. ?(SI) = F(ST' + TS') = ?(R - ST) = 0. 

Comme P est unitaire, P et  Q fortement étrangers et 

la prop. 1 du no 1 montre que +(Sr) = @(Tt) = O ,  autrement 
dit les coefficients de S' e t  T' appartiennent à m, et la relation 
nt2 = O donne PQ = ST + ST' 4- TS' = R, ce qui vérifie les 

relations (4). Puisque $(P) = P et  $(Q) = Q, P et Q sont for- 



tement étrangers (no 1, prop. 2) ; enfin, si Pl, Q, sont deux autres 
polynômes de A[X] vérifiant (4) et tels que P, soit unitaire, on a 
nécessairement, en posant Si = P, - S, Ti = Q, - T,  deg(S1) < deg(S) 
et  R - ST = ST; + TS; puisque Si et  Ti  ont  leurs coefficients 
dans m ; mais la prop. 1 prouve alors que S' = Si et  T' = Ti, 
ce qui prouve l'unicité du couple (P,  Q). 

2) m est nilpotent. 
Soit n le plus petit entier tel que mm = O, et  raisonnons par 

récurrence sur n > 2, 1~ théorème é t a l t  démontré pour n = 2. 
Soient A' = A/mn-l, m1 = m/mn-l ; comme mrn-l = O, il existe 
un couple unique (P t ,  Q') de polynômes de A1[X] tel que P r  soit 
unitaire, R' = P'Q', T(P') = P et  $(QI) ,c Q, en désignant par 
+ l'homomorphisme canonique A' -t Af/m' = B, par 8 l'homo- 
morphisme canonique A --+ A' et  en posant R' = 0 ( ~ ) .  D'autre 
part,  comme (mn-1)2 = O, il existe un couple unique (P, Q) de 
polynômes de A[X] tel que P soit unitaire et  R = PQ, O(P) = P', 
0(Q) = Q' ; comme rp = + 00, cela montre l'existence et  l'unicité 
dl: P e t  Q vérifiant (4) ; en outre P' e t  Q' sont fortement étran- 
gers par l'hypothèse de récurrence, donc il en est de même de P 
e t  Q. 

3) A est discret. 
On notera que dans ce cas m n'est plus nécessairement nil- 

potent, mais c'est en tout  cas un nilidéal par hypothèse. Soient 
Po, Q, deux polynômes de A[X] tels que $Po) = P, $(Q,) = Q 
et  que P, soit unitaire. Considérons l'idéal n de A engendré par les 
coeficients dc R - P,Q, ; il est de type fini e t  contenu dans m, 
donc il est nilpotent (chap. I I ,  $ 2, no 6, prop. 15), ei, par' défi- 
nition, si + : A + A/n est l'application canonique, on a ?(R) = 
- 
+(P,)&(Q,). En outre, GE',) et  3 ; ( ~ ~ )  sont fortement étrangers, 
comme il rbsulte de l'hypothèse sur P et  Q et  de la prop. 2 tiu 
n o  1 appliquée à l'homomorphisme canonique A/n -t A/m. En  
vertu du cas 2), il existe donc un couple (P, Q) de polynômes 
de A[X], tel que P soit unitaire et  que les relations (4) soient véri- 
fiées. Le fait que P et  Q sont fortement étrangers entraîne encore 
ici que P et  Q sont fortement étrangers dans A[X] en vertu du 
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no 1, prop. 2, car m est contenu dans le radical de A. Supposons 
enfin que P,, Q1 soient deux polynômes de A[X] vérifiant (4) et  
tels que Pl soit unitaire, et  soit n, l'idéal de type fini de A engendré 
par les coefiicients de P - Pl et  les coefficients de Q - Q, ; comme 
nl est contenu dans m, il est nilpotent, et si +, : A -+ A/nl est 
l'application canonique on a &(P) = &(pl), &(Q) = &(Q,) ; la 
propriété d'unicité du cas 2) entraîne donc P = Pl, Q = Q,. 

4) Cas général. 
Soit 31 un système fondamental de voisinages de O dans A, 

formé d'idéaux de A. Pour tout 5 G 33, soient fg l'application 
canonique A + A/J, cpJ l'application canonique 

A / J  + (AIJ)l((m + J)/3 = A/(m + 3, 
g3 l'application canonique B = A/m -t A/(m + J), et posons 

- - 
R3 = fJ(R), p3: = &(F), q3 = &Q). Comme chaque anneau 
A/J est discret, on peut lui appliquer le cas 3), et  on voit qu'il 
existe un couple unique (P3, QJ) de polynômes de (A/J)[X] tels 

- - 

que P3 soit unitaire et  R3 = P3Q3, G3(P3) = PJ, FJ(Q3) = QJ. 
L'unicité de ce couple entraîne que si J' c J, 5's 3, et si fS3' : 

A/ J' -t A/ J est l'application canonique, on a P j  = fJa.(pY), QJ = 
- 

f334Q3.). Il résulte donc de l'identification canonique de A /  X 1 et 

de lim (A/ J)[X] (no 2, prop. 3) qu'il existe P E AI X 1 et  Q E A{ X 1 
\- 

3 
tels que R = PQ et  &(P) = PJ, &(Q) = QJ pour tout JE$. 
E n  outre, on a &(P - @(P)) = O, gJ(Q - $Q)) = O pour tout  
J €33, ce qui signifie que pour tout J E  33 les coeficients de 
- 
P - G(P) et  de Q - +(Q) appartiennent tous à (m + J)/m. Mais 

comme m est fermé dans A, on a n (ni + 3) = m, d70ii 
- J 
P = G(P), Q = T(Q), et  P et  Q vérifient donc bien (4) ; en outre, 
comme les Pg sont unitaires et  de même degré, la série formelle res- 
treinte P est un polynôme unitaire. Si (Pr ,  Q') était un autre couple 
vérifiant (4) et  tel que P r  soit un polynôme unitaire, on en dédui- 

rait que Rg = f3(p1)f3(~') ,  (PJ(&(P')) = F3 et 3;(f3(Qr>> = q3, 
e t  d'après l'unicité du cas 3), &P') = Pg, f 3 ( ~ ' )  = Qg pour 
tout  J E  33, ce qui entraîne P = P' e t  Q = Q'. Montrons enfin 
que P e t  Q sont fortement étrangers ; en vertu du cas 3) et  de la 



prop. 1 du no 1, pour tout J E  3, il existe un couple unique 
(S3, TJ) de polynômes de (A/J)[X] tels que 

L'unicité de ce couple montre aussitôt que pour J ' ~ 3 3 ,  
.Jrc J, on a S3 = /JJ '(~3')1 T j  = f3y(TJ') ; compte tenu du 
no 2, prop. 3, on en conclut l'existence de deux séries formelles 

restreintes, S, T de A I X I  telles que SJ = f3(s), T j  = &(T) 
e t  1 = PS + QT. 

Reste à voir que si R est un polynômc, il en est de même de Q. 
Or, les Q3 sont des polynômes par construction, et  comme Pg est 
unitaire, la relation R3 = P3QJ entraîne 

pour tout J G 33 ; d'où aussitôt la conclusion par définition de Q. 
C.  Q.  F .  D .  

4 .  Composition des systèmes de séries forrazelles. 

Soit A un anneau commutatif; nous dirons qu'un système 

de séries formelles en les Xi (1 < j < q), à coeflicients dans A, est 
sans terme constant s'il en est ainsi de tous les fj. Pour tout sys- 
thme (8) de séries formelles et tout  système 

(9) g = (bi,..., g,) (A[[x11-.., XrI1)' 

de q séries formelles sans terme constant, nous désignerons par 
f g (ou f(g)) le système de séries formelles ff(gi, ..., g,) (1 < j 6 p) 
dans (A[[Xl, ..., X,]])p (Alg., chap. IV, § 5, no 5). Si 

h = (hl ,... , hr) E (A[[Xl, ..., Xs]])' 

est un troisième système sans terme constant, on a 

En effet, pour tout  entier nz, on a 
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en désignant par f(m), P), h(m) les systèmes de polynômes formés 
des termes de degré total 6 m dans les systèmes de séries for- 
niclles f ,  g, h. Mtiis il est clair que i c i  Lern:es de degré total < m 
dans les séries de (E 0 g) 0 h (resp. f 0 (g ~ h ) )  sont les mêmes que 
dans (W og(m)) 0 h(m) (resp. Pm) 9 (g(7fi) 0 h(na))), d'où notre asser- 
tion. 

Pour tout système (8), rious désignerons par Mi, ou MI(X) ,  
la matrice jacobienne ( û f @ X j )  ( 1  < i < p ,  1 < j < q )  oii i est 
l'indice cles lignes et  j celui des colonncs ; pour deux systèmes 
(8) et  (9), où f; est sans ternie constant, on a 

(11) Mfog = ( M & ) ) .  Mg 

où Mf(g) est la matrice dont les éléments s'obtiennent en substi- 
tuant  çj à X j  ( 1  < j 6 q )  dans chaque série élément de M I  ; 
cette formule ne fait que trndiiirc en effet la formule (9) dlAlg., 
chap. IV, S 5, no 8. Nous i~o te ro~ i s  Mf(0) la matrice des termes 
constants des éléments de ilIf ; on déduit donc de (11) que 

(12) MI, ,(O) = M,(O) . lM,(O).  

Étant  donné un entier n > O, nous poserons 

(13) 1% = X = (Xi  ,..., Xn) E (A[[Xi ,..., Xn]])n, 

qui sera considéré comme matrice à une coloime. 
Pour tout  système f = (jl ,..., f,) E (A[[Xl, ..., X,]])n ,  MI est 

une matrice carrée d'ordre n ; nous noterons J I  ou Jf(X) son dë- 
terminant, Jr(0) le terme constant de Jf, égal a det(Mf(0)) ; 
si g = (gl, ..., g,) est un système sans terme constant dans 
(A[[Xl, ..., X,]])n, on a donc, d'après (11) et  (12) 

(14) Ji,, = Jr(g). Jg 

(15) Jiog(0) = Ji(O) JE(()). 

PROPOSITION 5. -Soient A u n  anneau commutati f ,  = (f,, ..., fn) 
un système sans  terme constant de n siries de A[[Xl, ..., X,]]. Suppo-  
sons que Jr(0) soit inversible dans  A. Alors il existe u n  système 
sans  terme constant g = (gl, ..., g,) de n séries de A[[Xl, ..., X,]] 
tel que 

(16) f og = ln. 



Ce système est unique et on a 

(17) go£ = 1,. 

L'existence et  l'unicité de g résullcnt d3Alg., cliap. IV, $ 5, 
no 9, prop. 10, appliquée aux n série3 formelles 

f t(Y~,. . . ,  Y 4  - X (1 : i < n). 

Il r& u i t r  de (15) et (1G) que l'on a Jf(0).l,(O) = 1, il mr 5,(0) 
est aussi inversible. On en conclut I'existcnce cl'iir: systilnic 
h = (hi, ..., h,) de n séries sans terme constant de A[[Xl, ..., X,]] 
tel que g0h - 1, ; dc cette relation e t  de (16) il rbsiillr~ alors, 
grhcr a (IO), qua h = l,, h = (f g) 0 h = f 0 (g  11) -= ; O 1,' = C. 

La prop. 5 et les formules (10) et  (15) montrent que pour la loi 
de composition (E, g )  -t f ng, l'ensemble des systèmes f = (JI, ..., f,,) 
do n séries sans lerme constant de A[[X1, ..., X,]] poiir lesquels 
Jr(0) est inversible dans A, est un groupe. 

5 .  Systèmes d't5quafiun.s dans les anneawx complets. 

Pour abréger, nous dirons dans ce qui suit qu'un anncaii A 
satisfait aux conditions dr  Ifensel s'il est cornmiitatif, linéaircmeiit 
topologis6. séparé et  complet ; ktant donné un idéal in dans i i r i  tel 
anneau, nous dirons que in (ou Ie couple. (A, ln)) satisfait a n r  condi- 
tiom clr HCIZSP~ si !II est fermé dans A et  si ses éléments sont topo- 
logiqiieirient nilpotents. L'idéal t dc A formé dc tous les éléments 
topologiquement nilpotents satisfait aux conditions de IIc?nsel 
(no 3). 

En particulier, si A est un anneau commutatif, nt un idéal de A, 
et  si A est séparé et  complet pour la topologie nt-adique, le coilplc 
(A, m) satisfait aux conditions de Hensel. 

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau commutatif, R un an,- 
neau satisfaisant aux conditions de Hensel, u : A -+ B un homornor- 
phisme. Pour toute famille x = (xi, ..., xn) d'éléments topologique- 
ment nilpotents de R, il existe un homomorphisme LL et un seul de 
A[[Xi, ..., X,]] dans B tel que ü(a) = u(a) pour tout a E A et 
;(Xi) = Xi pour 1 < i 6 n. E n  outre, si m désigne l'idéal des 
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séries sans terme comtant dans A[[Xl, ..., X,]], ü est continu pour 
la topologie m-adique. 

Soit a l'idéal de type fini engendré dans B par les xi (i < i < n) ; 
pour tout  idéal ouvert 5 de B, les images des xi dans B/4) sont 
nilpotentes, donc l'idéal (a + $)/Si est nilpotent dans B/5 ,  et  

n 

il existe un entier k tel que, pour pz 3 k on ait x? ... x,Pn E 5. 
i=l  

Comme tout  élément de mk est somme finie de séries formelles de 
n 

la forme X ? . . . X ~ ~ ( X I  ,..., X,), où Z pi B k, on voit que si ü 
i = l  

répond à la question, on a ü(mk) c 5, ce qui prouve la continuité 
de ü. 11 existe évidemment un homomorphisrne v : A[Xl, ..., X,] B 
e t  un seul tel que v(a) = n(a) pour a €  A et  v ( X ~ )  = .xi pour 
1 < i < n, et  le raisonnement précédent montre que v est continu 
pour la topologie induite sur AIX1, ..., X,] par la topologie m- 
adique. Comme AIXl ,..., X,] est dense dans A[[Xl, ..., X,]] pour 
l a  topologie m-adique et  que B est séparé et complet, cela achève 
de prouver l'existence et  l'unicité de ü. 

On notera que cette proposition redonne comme cas particulier 
le (i) de la prop. 11 d!i 5 2, no 9. 

Lorsque A est lui-même linéairement topologisé, la restric- 
tion de ü à Aj  XI, ..., x,[ coïncide avec l'homomorphisme défini à 
partir de  u dans la prop. 4 du no 2. Cela résulte aussitôt de ce que 
A[Xl, ..., X,] est dense dans A !  XI ,..., Xn 1 quand o n  munit cet 
anneau de la topologie ayant pour système fondamental de voisi- 
nages de O les idéaux mk n N3 (avec les notations du no 2 ; cette 
topologie est la borne supérieure de l a ,  topologie induite sur 
A{ Xi ,..., X,[ par la topologie m-adiqiie de A[[Xl, ..., X,]], et  de 
la topologie définie au no 2). 

Lorsque B = A e t  que u est l'application identique, nous no- 
terons f(x1, ..., x,) ou f(x) l'élément U(f) pour toute série formelle 
f E A[[Xl, ..., X,]] ; pour tout  système f = (f, ,..., f,) de séries 
formelles de A[[XI, ..., X,]], on notera f(x) l'élément (fi(x), ..., fr(x)) 
de Ar e t  on dit  qu'il s'obtient en substituant les xi aux Xi dans f .  
Si n < m e t  si F est une série formelle de A[[X1, ..., X,]], on peut 
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considérer F comme une série formelle en X,+I, ..., Xm à coeffi- 
cients dans A[[Xi, ..., X,]] ; on note F ( r 1 ,  ..., z,, X,+i ,..., Xm) la  
série forrric>lle (le A[[X,,l,..., X,]] obtenue en su1)stituant les xz 
aux  Xi dans les çocllicierits dc F, pour 1 < i 6 n. 

I'ronoris pour R un anneau dc s6i.ios formelles A[[&, ..., X,]!, 
( i l  soit, it I'idknl des séries de IJ> sans terme constant, de sorte que 
( I I ,  l t )  siitisf:iit aux conditions de IJcnsc.l (9 2, ng6, cor. dcla prop. 6) .  
On ])ciil nppliq~~er la prop. G en prenant pour les Xi E I? des 
stlrirs sans ttirriic~ constant ; alors, poiir toute série J=A[[Xi,  ..., X,]], 
U ( f )  n'est niitro que la séric formtillc f(n.1, ..., x , )  dC!iriic en Alg., 
(:li;ip. I V ,  $ 5, n o  5. C'est évident si J cst un polynôme et on en dC- 
duit la  proposition dans le cas ginéral en remarquant que 
f t /(.ri ,..., :r,,) rst conlinue dans A[[X1, ..., Xa]l pour la topologie 
m-adirpe. 

I I  I I .  - Soient A un, anneau satisfai.sar~t aux conditions 
de Ilcnscb, x - (xi,. . ., z,) une famille d'éléments topologiquement 

nibpolenbs dans A. Soient g = (gl, ..., g,) rrn s?y.stème san,.s terme 
con.stun,t de s(!ries de A[[Xl ,..., X,]], f 1 ( t ~ ,  ..., f,) un système de 
sdries formcllcs dc A[rX1, ..., X,]]. Alors g(x) = (gl(x), ..., gq(x)) 
est une famille tb'dlé~net~fs to,t~ologiquemenl ~zilpotenls de  h et on a 

IA. fait q u ~  1 ~ s g 4 x )  sont topologiqiicmcnt nilpotents résulte 
aussitôt do la prop. G et d11 fait q u ~  dans A l'idéal des éléments 
topologiqiicrnrnt nilpotcnts est fermé. La  relation (18) est évi- 
dente lorsqiic Ics f j  sont des polynômes ; d ' a u t h  part ,  si m e t  m' 
sont lcs it16aiiu tics sbrics sans terme cons t i~nt  dans A[[Xi, ..., X , ] ]  
e t  dans A([XI, ..., X,]] respcctivemcnt, i l  est clair que la  rcla- 
tiori J s i î t k  e n h i n r  f(gi,  ..., g q )  E m'k. I,es deux membres de (18) 
sont donc fonctions continues de f dans  (A[[Xl, ..., X,]])p quand 
on munit  A[[Xi, ..., X,11 de la topologie m-adique, en vertu de la 
remarque prkcédcntc e t  de la  prop. 6 ; d'où l a  relation (18). 

Dans ce qui suit, pour un anneau A e t  un  idéal m de  A, nous 
n 

noterons mxn l'ensemble produit n mi dans An, avec mt = m 
$=  1 

pour 1 6 i < n, pour éviter toute confusion. 
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PROPOSITION 7. - Soient A u n  anneau,  m un idéal de A tels 
que le couple (A, m) satisfasse a u x  conditions de Hensel. Soi t  
f = ( f l ,  -.., fn) u n  système sans  terme constant de séries de 
h [ [ X l ,  ..., X,]] tel que J i (0)  soit inversible dans  A. Alors, pour tout 
x E ntxn,  on n f ( x )  E mxn, et x -t f ( x )  est une bijection de ntx" sur  
lui-même, la  bijection réciproque étant x -t g ( x ) ,  où  x est donné par 
la  relaiion ( 1 6 )  d u  no 4. 

L e  fa i t  q u e  f ( x )  E m*" est  év iden t  lorsque les fi son t  des  
polynômes e t  résullc e n  général de  la  prop. 6 e t  d e  ce  q u e  m est  
fermé dans A. Les  autres  assertions d e  la  proposition sont  alors 
dcs  conséquences imm6di : t e s  d e  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 ) .  

COROLLAIRE. - Soit  q u n  idéal fermé de A contenu dans  m. 
Alors la  relalion x L x' ( m o d .  qAn) est équivalente a f ( x )  f ( x f )  
( m o d .  qx"). 

En  e f f e t ,  pour t o u t e  série formelle f G A [ [ X l ,  ..., X,]] ,  o n  a 

o ù  les hi appart iennent  à A [ [ X  ,,..., X,, Y ,,..., Y,]] (A lg . ,  chap.  IV, 
$ 5, no 8, prop. 9 )  ; o n  e n  dédu i t  aussitôt, q u e  l a  relation 
x -= x' ( m o d .  q"") entraîne  f ( x )  = f ( x f )  ( m o d .  qx"). L a  réciproque 
s 'obt ient  e n  remplaçant  f par son « inverse )) g. 

T H E O R È M E  2. - Soient A u n  anneau,  m u n  idéal de A tels 
que le couple (A, m) satisfasse a u x  conditions de Ilensel. Soit  
f = ( f l ,  ..., f,) u n  système de n éléments de A{ X I ,  ..., x,{ et soit 
a E An ; posons Jr(a) = e. I l  existe un système g = ( g l ,  ..., g,) de 
séries formelles restreintes sans  terme constant dans  A{ X I ,  ..., X ,  1, 
telles que : 

( i )  Al,(O) = 1, (matrice unité).  
( i i )  Pour  tout x E An, o n  a 

( 1 9 )  f(a + e x )  = f ( a )  + Mi(%)  . eg(x) .  

( i i i)  Soi t  h = ( h i ,  ..., hn) le système de séries formelles sans  
terme constant ( n o n  nécessairement restreintes) teE que g o  h = 1, 
(prop .  5 ) .  Pour  tout Y E mx", o n  a 
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a + ex', x E m, x' E m, f(b) = f(bl) = O, on déduit de (19) que 
e2(g(x) - g(xr)) = O. Comme g(X) - g(Y) = (X - Y)u(X, Y), où u 
est restreinte e t  u(0, O) = 1, on a g(x) - g(x1) = (x - x')v, où v E A 
est inversible, car, m étant fermé, on a v - 1 = u ( x ,  x') - 1 E m et 
m est contenu dans le radical de A ; d'où la relation e(b - b') = 0. 

Remarque. - Le corollaire s'applique notamment lorsque e 
est inversible dans A ; on peut alors déduire aussi l'existence de b 
du th. de Hensel, car l'image canonique de f ( X )  dans (Apt ) !  XI  
est de la forme (X  - a)f,(X), X - a et f,(X) étant fortement étran- 
gers, car f l (x )  = fl(a) esi l'image d e  e (no 1, Exemple). 

Exemples. - 1) Soient p un nombre premier f. 2 et n un 
entier dont la classe mod. p soit un cahé  # O dans le corps 
premier F,. Si Z, est l'anneau des entiers p-adiques ( $  2, 
no 12, Exemple 3)' l'application du cor. 1 au  polynôme X2 - n 
montre que n est un carré dans Z, ; par exemple 7 est un carré 
dans Z3. 

2) Soit A = K[[Y]] l'anneau des séries formelles a une indé- 
terminée a coeff~cients dans un corps commutatif K ; muni de la 
topologie (Y)-adique, l'anneau A est séparé et complet ( 9  2, no 6, 
cor. de la prop. 6) et l'application /(Y) -t f(0) définit par passage 
au quotient un isomorphisme de A/(Y) sur le corps K. En vertu 
du cor. 1, si F(Y, X) est un polynôme en X à coefficients dans A, 
et si a est une racine simple de F(O, X) dans K, il existe une série 
formelle et une seule f (Y)  telle que /(O) = a et  F(Y, /(Y)) = 0. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau, m un idéal de A tels 
que le couple (A, m) satisfasse aux conditions de Hensel. Soient r, n 
des entiers tels que O < r < n, f = (f,+l,..., f,) un système de n - r 
éléments de A 1 XI, ..., X n [  ; désignons par J?-')(X) le mineur de 
Mf(X) formé des colonnes d'indice j tel que r + 1 < j < n. Soit 
a E An tel que J?-''(a) soit inversible dans A et que l'on ait f(a; = O 
(mod. mX+"). Alors il existe un x = (xi, ..., x,) E An et un seul 
tel que xk = ak pour 1 < k < r, x r a (mod. ntxn) et f(x) = O. 

En  substituant ak a Xk pour 1 < k < r dans les f i  (no 2, 
Remarque 3) on voit aussitôt qu'on peut se restreindre au cas où 



r = O pour prouver le .corollaire. Le th. 2 et  la prop. 7 montrent 
alors que f définit une bijection de a + mxn sur f ( a )  + mxn = mxn ; 
le corollairé résulte de ce que O E mxn. 

CO~OLLAIRE 3. - Les notations étant celles d u  cor. 2 ,  soit 
a a An ; posons e = ~(,n-')(a) ( non  nécessairement inversible dans 
A) et supposons que l'on ait f ( a )  = O (mod. e2mxcn-')). Alors il 
existe n - r séries formelles <pi de A [ [ X l ,  ..., X r ] ]  ( r  + 1 i n) ci 
terme constant dans ln, telles que, pour tout, t = ( t i ,  ..., t r )  E mx: on  ait 

pour r + 1 i n. 
Poiir 1 a i a r ,  posons f t ( X )  = X i  - ai, et  soit II = ( f ~ ,  ..., f,) ; 

on a Ju(a) = e e t  le th. 2 est applicable au système u. Avec les 
notations du  th. 2 ,  il résulte des définitions précédentes que 
egt (X)= e x t  pour 1 < i r ,  d'où ehf (X)  = eXt  pour 1 < i a r ; 
en outre, si M' E Mn(A)  est telle que Mu(a) .  M' = el,, M' est 
de la forme 

Remplaçant Y par M' . z (avec z = (21, ..., z,) a mxn). dans la 
formule (20) ,  on obtient 

(26 )  f t (al+ e2zl, ..., ar + e2zr, ar+i + ehr+i(M1.z), ..., an + ehn(M1.z)) 
= fr(a) + e2zr pour 1 i n. 

Par  hypothèse, on a f j(a) = e2bj avec bj  e <pour r + 1 6 j n. 
Posons Jlj(X1 ,..., X n )  = h j ( M r .  X ) ,  e t  

pour r + 1 j a n. Pour r + 1 i 6 n, en substituant tj à zj 
pour 1 j r e t  - bj  à zj pour r + 1 < j n dans (26) ,  on 
obtient les relations (25)  pour tout t E mxr. 

6.  Appliation aux déconzpositions d'anneaux. 

Lemme 2. - Soient A u n  anneau, m u n  idéal de A tels que le 
couple (A, m) satisfasse a u x  conditions de Hemel.  Soient B l'anneau 
quotient A/m, x : A -+ B l'homomorphisme canonique. Pour tout 
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idempotent c de B ,  il existe u n  idempotent e E A et u n  seuE tel que 
x ( e )  = c. 

Soit a E A tel que ~ ( a )  = c ; on peut appliquer le cor. 1 du 
th. 2 du no 5 au polynôme f ( X )  = X2 - X de A[X] et  a l'élément 
a E A. On a f l (a)  = 2a  - 1 ,  et  comme x (2a  - 1 )  = 2c - 1 e t  
(2c  - 1)" 1 dans B, 2c - 1 est inversible dans B, donc 2a - 1 
est inversible dans A ( 5  2 ,  no 13, lemme 3). Comme f(a) E nz, 
le cor. 1 d u  th. 2 du no 5 donne aussitôt l'existence et l'unicité 
de e. 

PROPOSITION 8. - Soient A u n  anneau, m u n  idéal de A tels 
que le couple (A, m) satisfasse a u x  conditions de Hensel. Soient B 
l 'anneau qzcotient Alin, ~i : A -+ B l 'homomorphisme canonique. 
S i  B est composé direct d'une famille finie (b i ) ier  d' idéaux, il existe 
une famille et une seule ( a i ) i ~ i  d'idéaux de A telle que x(ûi) = bt 
pour tout i E 1 et que A soit composé direct de la lamille (a i ) .  

Soit 1 = C . C ~  O U  ci 6 bt pour tout i ; les ci sont des idempotents 
i 

de B tels que cicj = O pour i # j. En vertu du lemme 2,  il existe 
donc des idempotents ei de A ( i  E 1) tels que-;i(ei)  = ci pour tout i ; 
comme eiej est un idempotent tel que x(ecej )  = cicj = O pour 
i # j, on a erej = O pour i # j (lemme 2 )  ; comme 1 - C e i  est un 

1: 

ide-mpotent tel que x ( l  - C e i )  = 1 - C c l  = O ,  on a de même 
Z Z 

1 = x e t .  Il en résulte que A est composé direct des idéaux ai = eiA 
i 

et  que x(ai) = x (e i )B  = bi. 
Il reste à démontrer l'unicité d'une telle décomposition. Or, 

supposons A composé direct d'une seconde famille ( a&=~  d'idéaux 
avec x(ai) = ba pour tout i ; on a alors 1 = C.ei avec ei E ai, d'où, 

i 

dans B, 1 = Z x ( e i ) .  avec x(ei )  E b i ,  ce qui entraîne x(eS) = ci ; 
Z 

comme ei et et sont des idempotents, on a nécessairement ef = el 
(lemme 2 ) ,  ce qui achève la démonstration. 

Remarque. - La prop. 8 redonne la structure d'un anneau 
semi-local A séparé e t  complet pour la topologie r-adique (r  radical 
de A), déjà obtenue comme conséquence du 5 2 ,  no 13, cor. de la 
prop. 19. 



tj 5. Propriétés de platitude des modules filtrés. 

1. Modules idéalement séparés. 

DÉFINITION 1. - Soient A un anneau commutatif, J un 
idéal de A. On dit qu'un A-module M est idéalement séparé pour J 
(ou simplement idéalement séparé s'il n'en résulte pas de confusion) 
si, pour tout idéal a de type fini de A, le A-module a@, M est séparé 
pour la topologie J-adique. 

Faisant a = A dans cette définition, on voit déjà que M est 
nécessairement séparé pour la topologie J-adique. 

Exemples. - 1) Si A est nœthérien, et si J est contenu dans 
le radical de A (autrement dit si A est un anneau de Zariski pour 
la topologie J-adique), tout A-module de type fini est idéalement 
séparé ( §  3, no 3, prop. 6). 

2) Toute somme directe de modules idéalement séparés 
est un module idéalement séparé, en vertu des relations 
Sn(a BA @ MA) = Jn @ (a @A MA) = @ Jn(a NA Mi;). 

AEL AEL AEL 

3) Si un A-module M est plat et séparé pour la topologie 
J-adique il est idéalement séparé, car a @, M s'identifie alors à un 
sous-module de M, et la topologie J-adique sur a@, M est plus 
fine que la topologie induite sur a @, M par la topologie J-adique 
de M, qui est séparée par hypothèse. 

2. Ihoncé du critère de platitude. 

Soient A un anneau, J un idéal bilatère de A, M un A-module 
à gauche, gr(A) e t  gr(M) l'anneau gradué et le gr(A)-module gradué 
associés respectivement à l'anneau A et au module M munis des 
filtrations J-adiques ( §  2, no 3). On a vu (loc. cit.) qu'on a pour tout 
entier n 2 O un homomorphisme surjectif de Z-modules 

yn : ( Jn/Jn+') @al3 (MI JM) -+ JnM/ Jn+lM 

et un homomorphisme gradué de degré O de gr(A)-modules gradués 
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dont la restriction a gr,(A) @,,(A) gr,(M) est yn pour tout  n, et  
qui est par suite surjectif. 

T H É O R È M E  1. - Soient A un anneau commutatif, 3 un idéal 
de A, M un A-module. Considérons les propriétés suivantes : 

(i) M est un A-module plat. 
(ii) Toe(N,  M) = O pour tout A-module N annulé par J. 
(iii) M/JM .kt un (AI 3)-module plat et l'application canonique 

J 8, M -+ SM est bijective (cette dernière condition étant équi- 
valente à Toe(A/  J, M) = O en vertu de la relation Tor:(A, M) = O 
et de la suite exacte Tor:(A, M) -t Torl(A/ J, M) -+ J @, M -+ M). 

(iv) M/JM est un (A/J)-module plat, et l'homomorphisme ca- 
nonique y, : gr(A) @,,(a> gr,(M) -t gr(M), est bijectif (propriété 
(GR) du $ 2, no 8). 

(v) Pour tout n 3 1, MI JnM est un (AI Jn)-module plat. 
Alors on a (i) => (ii) o (iii) 5 (iv) e (v). 
S i  en outre J est nilpotent, ou si  A est nœthérien et M idéale- 

ment séparé, les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) et (v)  sont équivalentes. 

Remarque. - Lorsque AIS est un corps (cas fréquent dans les 
applications) la  condition << Ml JM est un (A/ 3)-module plat » est 
automatiquement vérifiée pour tout  A-module M, ce qui simplifie 
l'énoncé des propriétés (iii) et (iv) ; en outre, dans ce cas, la pro- 
priété (v) équivaut à dire que M/JnM est un (AISn)-module libre 
pour tout  entier n 2 1 (chap. II ,  § 3, no 2, cor. 2 de la prop. 5). 

3.  Démonstration du critère de platitude. 

A) Les implications (i) 3 (ii) e (iii). 
L'implication (i) 3 (ii) est immédiate (chap. 1, $ 4). L'équi- 

valence (ii) e (iii) est un cas particulier du chap. 1, $ 4, prop. 2, 
appliquée à R = A, S = AIS, F = M, E = N, en tenant 
compte de ce que la donnée d'une structure de (A/ 3)-module sur N 
équivaut à la donnée d'une structure de A-module pour laquelle N 
est annulé par 3. 

Remarque 1). - La condition (ii) est aussi équivalente à la 
suivante : 



(ii') To$(N, M) = O pour tout A-module N annulé par une 
puissance de 3. 

E n  effet, il est clair que (ii') implique (ii). Réciproquement, 
si (ii) est vérifiée, on a en particulier TO~;(J~N/J"+~N,  M) = Q 
pour tout n ; de la suite exacte 

on déduit la suite exacte 

et comme il existe un entier m tel que JmN = O, on en déduit par 
récurrence descendante sur n que Tort(JnN, M) = O pour tout 
n < m, et en particulier pour n = 0. 

Il résulte de là que lorsque 3 est nilpoteh, (ii) => (i), car (ii') 
signifie alors que Tori(N, M) = O pour tout A-module N, donc 
que M est plat (chap. 1, § 4). 

B) Démontrons la proposition suivante : 

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau commutatif, 3 un 
idéal de A, M un A-module. Les conditions suivantes sont équiva- 
lentes : 

a)  Pour tout n 3 1, on a Tort(A/Jn, M) = 0. 
b) Pour tout n 2 1, l'homomorphisme canonique 

8, : Jn@,M -+ JnM 

est bijectif. 
E n  outre ces conditions entraînent : 
c) L'homomorphisme canonique y, : gr(A) @gro(~)  gr,(M) -t gr(M) 

est bijectif . 
Réciproquement, s i  J est nilpotent, c) entraîne a)  et b). 
L'équivalence de a) et b) résulte de la suite exacte 

Considérons ensuite le diagramme 
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où on note que (Jn/Jn+') @, (MI JM) s'identifie canoniquement 
avec ( Jn/Jn+l) @,,3 (Ml JM). Ce diagramme est commutatif par 
définition de yn et ses lignes sont exactes. Si b) est vérifiée, 0, 
e t  8n+1 sont bijectifs, et il en est donc de même de y, par défi- 
nition d'un conoyau, donc b) entraîne c). Inversement, supposons 
J nilpotent, et montrons que c) entraîne b) ; nous procéderons par 
récurrence descendante sur n, puisque J" 8, M = JnM = O pour 
n assez grand. Supposons donc que dans le diagramme (l), y, et 

soient bijectifs ; il en est alors de même de 8, en vertu du 
chap. 1, $1, no 4, cor. 1 de la prop. 2. 

C) L'implication (ii) => (iv) . 
Si (ii) est vérifié, il en est de même de (ii') en vertu de la Re- 

marque 1) ; la prop. 1 montre donc que y, est un isomorphisme. 
D'autre part, on sait déjà que (ii) entraîne (iii), donc M/JM 
est un (AIS)-module plat, ce qui achève de prouver que (ii) en- 
traîne (iv). 

Remarque 2). -La prop. 1 montre que lorsque J est nilpotent, 
(iv) entraîne (iii) ; compte tenu de la Remarque I ) ,  on a donc prouvé 
dans ce cas que (i), (ii), (iii) e t  (iv) sont équivalentes. 

D) L'équivalence (iv) o (v). 
Pour tout n 2 1, M/JnM est canoniquement muni d'une 

structure de (AI Jn)-module. Si on le filtre par la filtration (JI Jn)- 

adique, il est immédiat que grm(M/ JnM) = grm(M) si m < n, e t  
gr,(M/ JnM) = O si m 3 n. Pour tout k 3 1, posons Ak = A/ Jk, 

C k  Jk = d/i) , Mk = M/JkM ; notons (iv)k (resp. (v)k) l'assertion 
déduite de (iv) (resp. (v)) en remplaçant A, 3, M par Ak, Jk, Mk. 
Il résulte de ce qu'on vient de dire que (iv) équivaut à <( pour tout 
k 2 1, (iv)k », et  il est évident que (v) équivaut à G pour tout 
k 2 1, (v)k )>. Il suflira donc d'établir l'équivalence (iv)k e ( v ) ~  
pour tout k, ou encore de démontrer que (iv) o (v) lorsque J est 
nilpotent. Or (Remarque 2) on a vu que dans ce cas (iv) équivaut à 
(i). Comme M/JnM est isomorphe à M @, (A/Jn), (i) entraîne (v) 
(chap. I ,  $ 2 ,  no 7, cor. 2 de la prop. 8) ; par ailleurs il est clair que 
(v) entraîne alors (i). Nous avons donc démontré l'équivalence 



(iv) * (v) dans tous les cas, e t  aussi celle de toutes les propriétés 
du théorème dans le cas où J est nilpotent. 

E)  L'implication (v) * (i) lorsque A est nœthérien et M idéale- 
ment séparé. 

Il suffit de prouver que pour tout idéal a de A, l'applica- 
tion canonique j : a@, M -+ M est injective (chap. 1, $ 2, no 3, 
prop. 1). Soit x E Ker j ; comme a RA M est séparé pour la topologie 
3-adique, il suffit de voir que pour tout entier n > O, on a 
x E Jn(a 8, M). Soit f : Jna + a l'injection canonique ; il suffit de 
montrer que x e Im(f €G 1,) ; en effet, si b E Jn7 a E a et m E M, 
l'image par f 8 1, de l'élément (bu) @ m de (3%) @,M est l'élé- 
ment (ba) @ m = b(a@ m) de a BA M, donc Im(f @ 1,) c Jn(a @, M). 
E n  vertu du th. de Kru11 ( $ 3 ,  no 2, th. 2), il existe un entier k tel 
que ak = a n Jk c 3 %  ; si i : ak -t a est l'injection canonique, il 
suffira donc de montrer que x E Im(iQ3i 1,). Or, en désignant par 
p : a -t a/ak et h : a/ak -+ A/Jk les applications canoniques, on a 
un diagramme commutatif 

dans lequel la première ligne est exacte. Il suffit de prouver que 
x E Ker(p 8 l,,) et comme x E Ker j par hypothèse, il suffira de 
voir que l'application h @  1, est injective. Or, elle s'écrit aussi 
(Alg., chap. II, 3e éd., fj 3, no 6, cor. 3 de la prop. 6) 

h @ lMI3k, : ( Q / c ~ )  g A j J k  (MI JkM) -+ hl/ JkM 

et comme h est injective et que, d'après (v), M/JkM est un (A/ Jk)- 

module plat, cela achève la démonstration. 

4. App Zications . 
PROPOSITION 2. - Soient A un anneau commutatif, J un 

idéal de A, B une A-algèbre commutative nœthérienne telle que JB 
soit contenu dans le radical de B. Alors tout B-module de type fini M 
est un A-module idéalement séparé pour 3. 



278 ALGÈBRE COMMUTATIVE chap. III ,  $ 5 

Nous allons voir plus généralement que pour tout A-module 
de type fini N, N@,M est séparé pour la topologie J-adique. 
E n  effet, Ne) = N Ra B est un B-module de type fini, et le B- 
module N 63, M s'identifie canoniquement à N(,) 63, M en vertu de 
l'associativité du produit tensoriel. Soit 2 le radical de B ; comme 
JB c 2, la topologie J-adique sur N BA M est ainsi identifiée à 
une topologie plus fine que la topologie 2-adique de N(,> 8, M ; 
mais cette dernière topologie est séparée puisque N(,) 63, M est un 
B-modulc de t,ype fini (no 1, Exemple l ) ,  d'où la conclusion. 

PROPOSIT~ON 3. - Soient A un anneau commutatif, B une A- 
algèbre commutative, J un idéal de A, M un B-module. On suppose 
que B est un anneau nœthérien et un A-module plat, et que M est 
idéalement séparé pour JB. Les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

a) M est un B-module plat. 
b) M est un A-module plat et M/ JM = M/(JB)M est un 

(BI JB)-module plat. 
Si en outre l'homomorphisme canonique A/J -+ B/JB est 

bijectif, les conditions a) et b) sont aussi équivalentes à : 
c) M est un A-module plat. 
La condition a) entraîne b) en vertu du  chap. 1, $ 2, no 7, 

cor. 2 et 3 à la prop. 8 e t  du fait que M/JM est isomorphe à 
M B, (BI JB). Supposons la condition b) satisfaite ; pour montrer 
que M est un B-module plas, nous allons appliquer le th. 1 du no 2, 
avec A remplacé par B e t  J par JB. 11 suffira donc de montrer que 
l'application canonique f : JB 63, M -+ JM est injective. Soient f, 
l'application canonique J@,B -t JB et f, l'isomorphisme cano- 
nique J 63, M -+ ( 3  63, B) C3, M ; f 0 (fi@ lP) 0 f, est l'application 
canonique f' : J 63, M -+ JM, comme on le vérifie facilement. Or 
f' est un isomorphisme puisque M est un A-module plat, tandis que 
f ,  est un isomorphisme parce que B est plat sur A ; f est donc un 
isomorphisme. 

Soit p : A1.3 -+ B/ JB l'homomorphisme canonique ; la struc- 
ture de (A/J)-module de M/JM déduite par p de sa structure de 
(331 JB)-module est isomorphe à celle de M 63, (A/3) .  Il en résulte 
que si M est un A-module plat, M/JM est un (A/J)-module plat, 



donc aussi un (B/JB)-module plat si p est un isomorphisme ; 
on a ainsi prouvé que c)  * b) dans ce cas. 

COROLLAIRE. - Soient A u n  anneau commutatif nœthérien, 
J u n  idéal de A, Â le séparé complété de A pour la topologie J-adique,  
M u n  Â-module idéalement séparé pour JÂ. Pour que M soit u n  A- 

module plat, il faut et il s u f i t  que M soit u n  Â-module plat. 
On sait en effet que Â est un anneau ncethérien ( 5 3 ,  no 4, 

prop. 8) et  un A-module plat ( 5 3 ,  no 4, th.  3 ) ,  que 3 Â  = 3 ( § 2, 
no 12, prop. 16) et  que 17hornomorphisme canonique A/J -+ Â / 3  
est bijectif ( 5  2, no 12, prop. 15) ; on peut donc appliquer la prop. 3. 

PROPOSITION 4. - Soient A et B deux anneaux commutati fs  
nœthériens, h : A + B u n  homomorphisme d 'anneaux,  J u n  idéal de 
A, 2 u n  idéal de B contenant JB et contenu dans  le radical de B. 

Soient Â le séparé complété de A pour la topologie 5-adique,  6 le 
séparé complété de B pour la  topologie !&adigue ; h est continu pour 
ces topologies et 2 : Â -t 6 fait donc de 6 une Â-algèbre. Soient M 
u n  B-module de type  fini, son séparé complété pour la topologie 
2-adique ; les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a )  M est u n  A-module plat. 
b) M est u n  A-module plat. 
c )  M est u n  Â-module plat. 
Comme B,  muni de la topologie 2-adique, est un anneau de 

Zariski, 6 est un B-module fidèlement plat ( $  3 ,  no 5, prop. 9) e t  
M est canoniquement isomorphe à M @ , B  ( 5  3 ,  no 4, th. 3) ; on 
vérifie aussitôt que cet isomorphisme canonique est un isomor- 

phisme de la structure de A-module de % sur la structure de A- 
module de M @ , B  déduite de celle de M. Appliquons la prop. 4 
du chap. 1, $ 3, no 2 avec R remplacé par B ,  S par A, E par 6, 
F par M ; on voit que pour que M soit un A-module plat, il faut 
et  il suf i t  que k soit un A-module plat. Par ailleurs, M est un 

6-module de type fini et  JB est contenu dans f! = 26, donc 

dans le radical de 6 (5 3, no 4, prop. 8) ; par suite k est un Â- 
module idéalement séparé pour J Â  (prop. 2). Les conditions b) e t  
c )  sont donc équivalentes en vertu du cor. de la prop. 3. 



EXERCICES 

1) Soit A un anneau commutatif gradué de type Z, (A,) sa gradua- 
tion ; on pose A> = @ A,, As = @ A, ; ce sont des sous-anneaux 

n a 0  n<O 

gradués de A. 
a) Pour tout élément homogène f de A, de degré d, l'anneau de frac- 

tions Af (correspondant à la partie multiplicative formée des f n ,  où 
n 3 0) est canoniquement muni d'une structure d'anneau gradué 
(Alg. ,  chap. II,  3 e  éd., § 11) ; on désigne par A(f, le sous-anneau de Af 
formé des éléments de degré 0. Montrer que si d > O, on a (A>)f = Af, 
A(f) est isomorphe a - 1)AId) et ((A,)")fli est un anneau gradué 
isomorphe à Af. 

6) On munit l'anneau de polynômes B = A[X] = A € 9 ~  Z[X] de la 
graduation produit tensoriel de celles de A et de Z[X], graduation com- 
patible avec la structure d'anneau de B. Montrer que si d > O, B(f) est 
isomorphe à (Af)<, et (A(&)), est un anneau gradué isomorphe à 
Am @z Z [X, X-']. 

c) Soit g un second élément homogène de A, de degré e. Montrer que 
si d > O et e > O, A(,,) est isomorphe à 

*d) On suppose d > O et  A, = { O 1 pour n < O. Montrer que, si A est 
nœthérien, il en est de même de (utiliser le $2,  no 10, cor. 4 du th. 2)., 

2) Soit A un anneau commutatif gradué de type Z tel que A, = O 
pour n < O. Pour tout n 2 O, on désigne par Arnl l'idéal gradué @ A, 

n 

de A ; la A-algèbre A: = @ AI,] est un anneau gradué par les AI,] = A: ; na O 

pour tout f E Ad (d > O), on désigne par fV7élément de A~ dont les 
composantes sont nulles sauf celle de degré d, égale à f. 

a) Montrer que si f E Ad, avec d > 0, l'anneau A;$, est isomorphe 
à (Af)> (notations de l'exerc. 1). 
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6 )  Pour que A$ soit une A-algèbre de type fini, il faut e t  il sufit  que 
A soit une Ao-algèbre de type fini. 

c) Pour que A!+, = A P A ~  (resp. A! = (A?)") pour n 2 no, il faut e t  
il suffit que An+l = AIAn (resp. A, = (Ai)") pour n 2 no. 

3) Soient K un corps, B l'anneau de polynômes K[X, Y], muni de la 
graduation définie par le degré total, C le sous-anneau gradué de B en- 
gendré par X et  Y2, a l'idéal gradué de C engendré par Y4. Montrer que 
dans l'anneau gradué A = C/a, on a An+l = AlA, pour n 2 2, mais 
A, $ (Al)" pour n 2 6. 

1) Soient K un corps commutatif, A l'anneau de polynômes K[X, Y] 
à deux indéterminées, CI, l'idéal principal (XYn) dans A ;  la suite (a,),>, 
forme, avec ûo = A, une filtration exhaustive et séparée sur A. Soit b 
l'idéal principal (X) de A ; montrer que, sur b, la topologie induite par 
celle de A est strictement moins fine que la topologie définie par la filtra- 
tion de b associée à celle de A (et a fortiori cette dernière filtration est dis- 
tincte de la filtration induite par celle de A). 

2) Soient K un corps commutatif de caractéristique # 2, A l'anneau 
K[[X, Y]] des séries formelles à deux indéterminées. 

a) Montrer que dans A l'idéal principal p = (X2 - Y3) est premier. 
(Si un produit f(X, Y)g(X, Y) de deux séries formelles est divisible par 
X2 - Y3, remarquer d'abord que l'on a f(T3, T2) = O OU g(T3, T2) = O 
dans l'anneau de séries formelles K[[T]] ; supposant par exemple 
f(T3, T2) = O, montrer d'abord que f(X, Y2) est divisible par X - Y3 e t  
par X + Y3, et en considérant f(- Y3 + X, Y2), prouver finalement que 
f(X,  Y2) est divisible par X2 - Y6.) 

b) Soit m l'idéal maximal AX + AY de A. Montrer que P est fermé 
pour la topologie m-adique sur A (pour laquelle A est séparé et  com- 
plet), mais que dans l'anneau gr(A), gr(P) n'est pas un idéal premier (P 
étant muni de la filtration induite par celle de A). 

3) Soient A un anneau filtré, E un A-module de type fini. Montrer 
que si on munit E de la filtration déduite de celle de A, gr(E) est un 
gr(A)-module de type fini (cf. exerc. 5 c ) ) .  

4) Donner un exemple d'application A-linéaire bijective ic : E + F, 
où E et F sont deux A-modules filtrés, telle que u soit compatible avec les 
filtrations, mais que gr(u) ne soit ni injective ni surjective. (Prendre 
E = A, F = A muni d'une autre filtration, u étant l'application iden- 
tique.) 

5) Soit A un anneau commutatif filtré, la filtration étant 
telle que ûo = A. 

a )  Pour que l'anneau gr(A) soit engendré par une famille d'éléments 
dont les degrés sont bornés, il faut et il suffit qu'il existe un entier q 
tel que, pour tout n, on ait a, = a,+~ + b,, où b, est la somme des idéaux 
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Upa:'. . . apq pour tous les systèmes d'entiers Ur 3 O (1 6 i < q )  tels que 
P 

i ~ i  = n. On a alors an = an+s + bn pour tout k > 0. 
t-1 

b) Pour que gr(A) soit nathérien, il faut e t  il sufit que A/al soit nœ- 
thérien, que la condition de a) soit vérifiée et que pour i 6 q, les ai,iai+~ 
soient des (Alal)-modules de type fini (utiliser le cor. 4 du th. 2 du no 10). 

c) Soient K un corps commutatif, A l'anneau de polynômes à deux 
indéterminées K[X, Y]. On définit svir l'ensemble des monômes XmYn 
un ordre total en posant XmYn < XpYp si m + n 6 p + q, OU si 
m + n = p + p et m < p. Soit (MÈ) la suite des monômes en X, Y ainsi 
rangés par ordre croissant, et soit a, l'idéal de A engendré par les M k  

d'indice k 3 n. Montrer que (a,) est une filtration compatible avec la 
structure d'anneau de A ; pour cette filtration, gr(A) admet des diviseurs 
de O e t  n'est pas ncethérien, bien que A soit un anneau intègre nœthérien 
(utiliser le critère de b)) ; en particulier, gr(al) (pour la filtration induite 
sur a, par celle de A) n'est pas un (gr(A))-mgdule de type fini, bien que QI 
soit un A-module de type fini (cf. $ 1 ,  no 2, cor. de la prop. 1). 

6) Soient A un anneau commutatif, E et F deux A-modules, 
(En) (resp. (F,)) une filtration exhaustive sur E (resp. F) formée de sous- 
A-modules. Sur le produit tensoriel G = E @* F,  on considère la filtra- 
tion exhaustive formée des Gn = C Im(Et @, Fr). 

t + j = n  

a)  Montrer que les homomorphismes canoniques composés 
(EtIEi+i) @, (F,/Fi+i) -t (Et @, Fj)/(Im(Ei @, F,+I) + Im(Ei+l @A Fr)) -+ 

Gr+j/Gt+r+i sont les restrictions d'un homomorphisme gradué de degré O 
(dit canonique) gr(E) @, gr(F) -t gr(E BA F), qui est surjectif. 

b) Montrer que si gr(E) est un A-module plat, les A-modules Em/En 
pour m ,< n, et E/En pour tout n E Z, sont plats. 

c)  On suppose dans ce qui suit que gr(E) est un A-module plat 
e t  que E est un A-module plat (la seconde hypothèse étant conséquence 
de la première lorsque (En) est une filtration discrète). Alors les 
Htr = Ei@,Fj  s'identifient canoniquement à des sous-modules de 
G = E @, F (chap. 1, § 2, no 5, prop. 4). Montrer que pour deux parties 
finies quelconques R, S de Z x Z, on a 

OU dans la seconde somme, (i, j, h, k) parcourt R x S. (Lorsque R et S 
sont chacun réduits à un élément, utiliser le chap. 1, § 2, no 6, prop. 7. 
Si p est le plus grand des indices i et h figurant dans les éléments de R 
OU S, q le plus petit des indices j et k figurant dans les éléments de R OU S, 
considérer les images des deux membres de (*) par 17homomorphisme ca- 
nonique E @, F, + (E/E,) @, F,, e t  raisonner par récurrence sur 
Card(R) + Card(S)). 

d) Déduire de c )  que l'homomorphisme canonique défini dans a)  
est alors bijectif. 



9 2 EXERCICES 283 

7) Soient A un anneau commutatif, E un A-module, F un sous- 
module de E, B l'algèbre extérieure /I\ (E), 3 l'idéal bilatère de B engendré 
par les images canoniques dans B des éléments de F. Soit g+(B) l'anneau 
gradué associé à l'anneau B filtré par la filtration 3-adique. 

a)  Définir un homomorphisme canonique surjectif de A-algèbres 
(non graduées) (A (F)) @8, (A (E/F)) -t grs(B) (où il s'agit du produit 
tensoriel gauche d'algèbres graduées (Alg., chap. I II ,  3 e  éd.)). 

b) Montrer que si F admet un supplémentaire dans E, l'homomor- 
phisme défini dans a)  est un isomorphisme. 

c) On prend A = 2, E = 2/42, F = 22/42 ; montrer que l'homo- 
morphisme défini dans a) n'est pas injectif dans ce cas. 

S) Soient A un anneau filtré, (A,) sa filtration, E un A-module filtré, 
(E,) sa filtration. Montrer que si A. = A et Eo = E, l'application 
(a, x) -s a s  de A x E dans E est uniformément continue pour les topo- 
logies définies par les filtrations. 

9) Donner un exemple de deux anneaux filtrés A, B, dont les filtra- 
tions sont exhaustives et séparées, et d'un homomorphisme non surjectif 
u : A -+ B, compatible avec les filtrations et tel que gr(u) soit bijectif. 
En déduire un contre-exemple au cor. 1 de la prop. 12, lorsqu'on ne 
suppose plus l'anneau A complet, et un contre-exemple à la prop. 13 
lorsqu'on ne suppose plus E de type fini (utiliser Alg., chap. VIII,  § 7, 
exerc. 3 6)). 

10) Soient A un anneau nœthérien, o un automorphisme de A. 
Montrer que l'anneau E défini dans Alg., chap. IV, § 5, exerc. 10 O), est 
un anneau nœthérien (à gauche et  à droite). 

11) Montrer que si E est un espace vectoriel de dimension > 2 sur 
un corps commutatif, l'algèbre tensorielle de E est un anneau qui n'est 
nwthérien ni à gauche ni à droite (si a,  O, sont deux vecteurs linéairement 
i~~dépendants  dans E, considérer l'idéal à gauche (ou l'idéal à droite) 
engendré par les éléments anbn pour n 2 1). 

fi 12) Soient K un corps commutatif, A l'anneau K[XJLEI des poly- 
nômes sur K en une famille infinie arbitraire d'indéterminées, m l'idéal 
{maximal) de A engendré par les X,. Si l'on pose Ai = A/m6+l, les Ai e t  
les homomorphismes canoniques hu : A/mi+l + A/m"+l pour i < j véri- 
fient les conditions de la prop. 14 ; l'anneau lim Ai est le complété Â de 

t 
A pour la topologie m-adique, et le noyau de l'homomorphisme cano- 
nique Â -+ At est égal à (mi)^, adhérence de mi dans Â. 

a)  Montrer que Â s'identifie canoniquement à l'anneau des séries for- 
melles par rapport aux X,, n'ayant chacune qu'un nombre fini de termes 
de  degré donné (Alg., chap. IV, $5, exerc. 1). 

b) On prend désormais 1 = N. Montrer que l'on a T% # Â.m (consi- - - 
dérer la série formelle Xn). 

n a 1  

c) On suppose que K est un corps fini. Montrer que (T?t)2 # (?Tt2)^. 
(On démontrera d'abord le résultat suivant : ~ o u r  tout entier k > O. il 
existe un entier nk et, pour tout entier n 3 nr, un ~olynôme homo- 



284 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I I I ,  $ 2 

gène F, de degré n en n2 indéterminées, à coeficients dans K, tel que 
F, ne puisse être la somme des termes de degré n dans aucun polynôme 
de la forme PlQl + . - - + PrQr,  où les Pi et  Q' sont des polynômes sans 
terme constant par rapport aux-mêmes n2 indéterminées). 

En déduire que Â n'est pas complet pour la topologie fi-adique. 
13) Soient K un corps, A = K[[X]] l'anneau des séries formelles, m 

son idéal maximal, de sorte que A est séparé et complet pour la topologie 
m-adique (no 6, cor. de la prop. 6). Sur le groupe additif A, on considère 
la filtration (E,) telle que EO = A et  E, est l'intersection de mn et de 
l'anneau K[X] ; cette filtration est exhaustive et séparée, la topologie Z 
qu'elle définit sur A est compatible avec la structure de groupe additif 
de et  est plus fine que la-topologie m-adique, mais A n'est pas un 
groupe complet pour la topologie 7? (considérer la suite des polynômes 
(1 - xn) / ( l  - X)). 

14) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), E un A- 
module à gauche. On dit qu'une topologie sur E est linéaire si elle est 
invariantepar translation et si O admet un système fondamental de voisi- 
nages qui sont des sous-modules de E ; on dit alors que E est linéairement 
topologisé. Une topologie linéaire sur E est compatible avec sa structure de  
groupe additif, e t  définit sur E une structure de A-module topologique 
lorsqu'on munit A de la topologie discrète. Sur un A-module quelconque, 
la topologie discrète et  la topologie la moins fine sont des topologies 
linéaires. 

a )  Si E est un module linéairement topologisé, F un sous-module de E, 
la topologie induite sur F et la topologie quotient de celle de E par F sont 
des topologies linéaires. Si (E,, fZp) est un système projectif de A-modules 
linéairement topologisés, où les fa8 sont des applications linéaires conti- 
nues, le A-module topologique E = lim E, est linéairement topologisé, 

C 
b) Soit E un A-module linéairement topologisé. Il existe un système- 

fondamental (VA)AEL de voisinages de O dans E, formé de sous-modules 
ouverts (et fermés) ; si qilr : E/Vp E/Vh est l'application canonique 
lorsque VA> VIL, la famille (E/VA,yAp) est un système projectif de A- 
modules discrets ; le A-module topologique g = lim E/Vh s'identifie a& 

L 

séparé complété de E,  qui est donc l i néa i r emen t t~~o lo~ i sé  (Top. gén., 
chap. III,  3e éd., 9 7, no 3). 

c) Un A-module linéairement topologisé séparé E est discret lorsqu'il 
est artinien, ou lorsqu'il existe un plus petit élément dans l'ensemble 
des sous-modules # O de E. 

15) a)  Soit E un A-module linéairement topologisé (exerc. 14). Pour 
qu'une base de filtre B sur E formée de variétés linéaires affines admette 
un point adhérent, il faut e t  il sufit qu'il existe une base de filtre conver- 
gente B' 2 % formée de variétés linéaires affines. On dit que E est linéaire- 
ment compact s'il est séparé et si toute base de filtre sur E formée de va- 
riétés linéaires afines admet au moins un point adhérent. Tout module 
artinien est linéairement compact pour la topologie discrète. Tout sous- 
module linéairement compact d'un module linéairement topologis6 
séparé F est fermé dans F. 
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b) Si E est un A-module linéairement compact, u une application 
linéaire continue de E dans un A-module linéairement topologisé sé- 
paré F, u(E) est un sous-module linéairement compact de F. 

c) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, F un sous- 
module fermé de E. Pour que E soit linéairement compact, il faut et il 
suffit que F et E /F  le soient. 

d) Tout prodüit de modules linéairement compacts est linéairement 
compact (considérer une base de filtre maximale parmi les bases de filtre 
formées de variétés linéaires affines). 

e) Soit (E,, jap) un système projectif de modules linéairement topo- 
logisés relatif à un ensemble d'indices filtrant ; on suppose que les 

-1 
fap soient des applications linéaires continues, et que pour a < (3, fap(0) 
soit un sous-module linéairement compact de Ep. Soit E = lim E,, e t  

t 

soit f, l'application canonique E --+ E, ; montrer que pour tout a, on a 

JdE) = n ,p(Ep) (en particillier si les fap sont surjectifs, il en est 
a a P  

-1 
de mBme des fa), et /,(O) est linéairement compact (utiliser d), e t  Top.gén., 
chap. I ,3e éd., Appendice, no 2, th. 1). 

7 16) a )  Soit E un A-module linéairement topologisé séparé. Mon- 
trer que les propriétés suivantes sont équivalentes 

a) E est linéairement compact (exerc. 15). 
p) Pour toute application linéaire continue u de E dans un A- 

module linéairement topologisé séparé F, u(E) est un sous-module fermé 
de F. 

y) Pour toute topologie linéaire (séparée ou non) sur E,  moins fine 
que la topologie donnée, E est complet. 

6) E est complet, et il y a un système fondamental (UA) de voisinages 
ouverts de O dans E,  formé de sous-modules, et tel que les E/UA soient des 
A-modules discrets linéairement compacts (cf. § 3, exerc. 5). 

(Pour voir que y) entraîne 6)' considérer un sous-module ouvert F de 
E, e t  une base de filtre 8 sur E/F formée de variétés linéaires affines. 
Pour toute V E 8 ,  soit Mv l'image réciproque dans E du sous-module 
directeur de V dans E /F  ; considérer sur E la topologie linéaire dont les 
M, forment un système fondamental de voisinages de O.) 

b) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, M un sous- 
module linéairement compact de E. Montrer que pour tout sous-module 
fermé F de E, M + F est fermé dans E (considérer l'image de M dans 
E/F). 

c) Soient E un A-module linéairement compact, F u n  A-module linéai- 
rement topologisé séparé. Montrer que pour tout sous-module fermé 
M de E x F,  la projection de M sur F est fermée. Réciproque (cf. Top. 
gén., chap. 1, 3e éd., 5 10, no 2). 

d) Soient E un A-module linéairement compact, u une application 
linéaire continue de E dans un A-module linéairement topologisé séparé 
F. Montrer que pour toute base de filtre !8 sur E, formée de variétés li- 
néaires afines, l'image par u de l'ensemble des points adhérents à !8 est 
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l'ensemble des points adhérents à u(%). En  particulier, pour tout sous- 

module fermé M de E, on a n(M+N)=M+ 
NE B 

n .. 
N E  B 

17) On dit que sur un A-module E une topologie linéaire b est 
minimale si elle est séparée et s'il n'existe pas de topologie linéaire. 
séparée strictement moins fine que Z. 

a )  Pour qu'une topologie linéaire Z séparée sur E soit minimale it 
faut et il sufit  que toute base de filtre % sur El  formée de variétés li- 
néaires affines, et ayant un seul point adhérent, soit convergente vers ce 
point. (Pour voir que la condition est nécessaire, observer que lorsque M 
parcourt e t  V un système fondamental de voisinages de O formé de 
Sous-modules, les Ni + V forment une base de filtre ayant mêmes points 
adhérents que 8. Pour voir que la condition est sufisante, remarquer 
cru'une base de filtre formée de sous-modules ouverts. dont l'intersection 
est réduite à 0, est un système fondamental de voisinages de O pour une 
topologie linéaire séparée moins fine que Z . )  

b) Pour que la topologie discrète six un A-module E soit minimale, 
il faut et il suffit que E soit artinien. 

c )  Si G est minimale, la topologie induite par Z sür tout sous- 
module fermé de E est minimale. 

7 18) Dans un A-module E, on dit qu'un sous-module M # E est 
abrité s'il existe un plus petit élément dans l'ensemble des sous-modules. 
# O de E/M. 

a )  Montrer que tout sous-module N # E de E est intersection de 
sous-modules abrités (pour tout x é N, considérer un élément maximal 
dans l'ensemble des sous-modules de E contenant N et ne contenant pas x). 

6) Soit Z une topologie linéaire séparée sur El  e t  soit Z *  la topologie 
linéaire ayant pour système fondamental de voisinages de O la base 
dc filtre engendrée par les sous-modules de E ouverts pour Z ,  et abrités. 
Montrer que b *  est séparée et  que tout sous-module fermé pour b est 
aussi fermé pour Z *  (remarquer que tout sous-module fermé pour b' 
est intersection de sous-modules ouverts pour 73). En  déduire que si E 
est complet pour b * ,  il est complet pour b (Top. gén., chap. III,  
3e éd., § 3, no 5, prop. 9). 

c) On suppose Z linéairement compacte. Montrer alors que Z *  est. 
linéairement compacte et est la moins fine des topologies linéaires sépa- 
rées moins fines que b ; en particulier Z *  est une topologie linéaire 
minimale (exerc. 17). (Soit % une base de filtre formée de sous-modules 
fermés pour b ,  ayant O pour intersection ; montrer que pour tout 
sous-module U ouvert pour b et abrité, il existe M E % tel que M c U, en 
utilisant l'exerc. 16 d)). 

d) Soit F un -4-module linéairement topologisé séparé, e t  soit Z, sa 
topologie ; montrer que si u : E + F est une application linéaire continue 
pour les topologies Z et Tl, u est aussi continue pour les topologies Z *  
et  7 2 .  

7 19) a)  Soit E un A-module linéairement compact. Montrer que les 
conditions suivantes sont équivalentes : 
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a) Pour toute application linéaire continue u de E dans un A-module 
linéairement topologisé séparé F, u est un morphisme strict (Top. gén., 
chap. III,2eéd., § 2 , n 0 8 ) d e E  dansF. 

p) Pour tout sous-module fermé F de E, la topologie quotient sur 
E / F  est une topologie minimale (exerc. 17). 

y) E est complet e t  il y a un système fondamental (UA) de voisinages 
ouverts de O dans E ,  formé de sous-modules, e t  tel que les E/Un soient 
des modules artiniens. 

(Pour voir que y) entraîne p), se ramener au cas où F = O, e t  utiliser 
les exerc. 17 et  18.) 

Lorsque E vérifie les conditions équivalentes cc), fi), et  y), on dit que 
E est strictement linéairement compact. 

b) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, F un sous- 
module fermé de E. Pour que E soit strictement linéairement compact 
il faut e t  il suffit que F et  E /F  le soient. 

c) Toute limite projective de modules strictement linéairement com- 
pacts est strictement linéairement compacte. 

d) Soient E un A-module linéairement topologisé séparé, u une 
application linéaire de E dans un A-module strictement linéairement 
compact F. Montrer que si le graphe de u est fermé dans E x F, u est 
continue (utiliser l'exerc. 16 c), e t  le fait que si M est fermé dans E et  
E/M artinien, M est ouvert dans E). 

7 20) a)  Montrer qu'un module linéairement compact discret ne 
peut être somme directe d'une infinité de sous-modules non réduits 
à 0. 

b) Donner un exemple de topologie linéaire minimale (exerc. 17) non 
linéairement compacte (considérer une somme directe infinie de modules 
simples deux à deux non isomorphes). 

c) Soit E un module linéairement compact tel qu'il existe une famille 
de sous-modules simples dont la somme soit dense dans E. Montrer que : 
10 E est strictement linéairement compact (appliquer a) au quotient de 
E par un sous-module ouvert) ; 20 E est isomorphe au produit (topolo- 
gique) d'une famille de modules simples discrets. (Considérer les en- 
sembles D de sous-modules ouverts maximaux de E tels que pour toute 

n 

suite finie (G,),<,<, de n éléments distincts de D, E /( n G J  soit 
k= 1 

somme directe de n sous-modules simples. Montrer qu'il existe un en- 
semble .O maximal (pour la relation d'inclusion), et que l'intersection de 
tous les sous-modules G appartenant à un tel ensemble est réduite à O; on 
utilisera le fait que f O est intersection de sous-modules ouverts maxi- 
maux, e t  que pour tout sous-module ouvert maximal G de E,  il y a au 
moins un sous-module simple de E non contenu clans G. Conclure en utili- 
sant le fait que E est strictement linéairement compact.) 

d) Déduire de c) que tout espace vectoriel linéairement compact 
sur un corps K est strictement linéairement compact e t  isomorphe à un 
produit Ki. 
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7 21) On rappelle que sur un anneau A, une topologie est dite li- 
néaire (à gauche) si c'est une topologie linéaire sur le A-module A, et  
si elle est compatible avec la structure d'anneau de A (chap. II,  § 2, 
exerc. 16). On dit qu'un anneau topologique A est linéairement compact 
(à gauche) (resp. strictement linéairement compact (à gauche)) si A, est un 
A-module linéairement compact (resp. strictement linéairement compact). 

a)  Montrer que si A est linéairement compact 4 gauche pour une topo- 
logie '2>, la topologie %* définie dans l'exerc. 18 b) est encore compatible 
avec la structure d'anneau de A (utiliser l'exerc. 18 d)). 

b) On suppose A commutatif ; soit u # O un idempotent de A/%, où 
% est le radical de A. Montrer que si A est linéairement compact pour la 
topologie discrète, il existe un idempotent e E A et un seul dont l'image 
dans A/% soit égale à u. (Montrer que parmi les variétés linéaires a f h e s  
x + 16, où b c % et  x2 - IL. E b, qui sont contenues dans la classe u, il y a 
un élément minima1 e + a. En  déduire que e2 = e et  a = O, en considé- 
rant l'élément e2 - e = r et en montrant que r E Ar2, à l'aide de Alg., 
chap. VIII, 6, exerc. 10 a). Prouver l'unicité de e en montrant que si 
el, ez sont deux idempotents de A tels que elez E %, on a ele2 = 0.) 

c) Montrer que tout anneau commutatif A qui est linéairement com- 
pact pour la topologie discrète est composé direct d'un nombre fini 
d'anneaux locaux (linéairement compacts pour la topologie discrète). 
{Considkrer d'abord le cas où % = O, en utilisant l'exerc. 15 b) e t  le 
chap. II,  $ 1, no 2, prop. 5, puis appliquer b )  aux idempotents de A/%.) 

d) Montrer que tout anneau commutatif linéairement compact 
(resp. strictement linéairement compact) A est produit d'une famille 
d'anneaux locaux linéairement compacts (resp. strictement linéairement 
compacts). (Soit (mi) la famille des idéaux maximaux ouverts de A ; 
pour tout idéal ouvert a ne contenant pas mi, soit Ai x A: la décomposi- 
tion de A/a en composé direct de deux anneaux, tels que Ai soit l'anneau 
local d'idéal maximal (mi + a)/a, définie dans c) ; soit eh(a) l'élément 
unité de Ah, considéré comme classe mod. a dans A ; les ei(a) forment 
une base de filtre qui converge dans A vers un idempotent ei, e t  Aei est 
un idéal fermé de A dont ei est l'élément unité. Montrer que l'anneau 
Aei est un anneau local e t  que A est isomorphe au produit des Aeh.) 

9 22) a)  Soient A un anneau local, m son idéal maximal. Montrer 
que si, pour une topologie linéaire sur A, A est strictement linéaire- 
ment compact, Z est moins fine que la topologie m-adique. 

b) Soient A un anneau commutatif, m un idéal de A. Pour que A 
soit strictement linéairement compact pour la topologie m-adique, il 
faut e t  il sufit  qu'il soit séparé et  complet pour cette topologie, que 
A/m soit un anneau artinien et  m/m2 un (A/m)-module de longueur finie 
*(autrement dit, A est un anneau nœthérien semi-local complet),. 

c) Soient 1 un ensemble d'indices infini, K un corps fini, 
A = K[[X,]ILEI l'algèbre des séries formelles par rapport à la famille 
d'indéterminées (XL),EI (Alg., chap. IV, 5, exerc. 1) ; A est un anneau 
local. En tant  qu'espace vectoriel sur K, on peut identifier A à l'espace 
produit KN'" ; si on munit K de la topologie discrète et  A de la topologie 
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produit TG, montrer que TG est une topologie linéaire sur l'anneau A, 
pour laquelle A est strictement linéairement compact ; si m est l'idéal 
maximal de A, montrer, en raisonnant comme dans l'exerc. 12 c), que 
A n'est pas complet pour la topologie m-adique. 

7 23) Soit A un anneau commutatif muni d'une topologie linéaire 7 2  
a)  Montrer que les idéaux a de A, fermés pour ?> et tels que A/a soit 

artinien, forment un système fondamental de voisinages de O pour une 
topologie linéaire Z'") sur A, moins fine que ?> (utiliser Alg., chap. VIII,  
5 2, exerc. 12) ; on a (TG'"))'") = 72''). Soit B l'anneau séparé complété de 
A pour la topologie TG'') ; montrer que B est strictement linéairement 
compact; on dit que B est l'anneau strictement linéairement compact 
associé à A. 

b) Soient ?>,(A) la topologie discrète sur A, TGc(A) la topologie 
(Z,(A))(')'. Pour que la topologie TG'") sur A soit séparée, il faut et  il suffit 
que TG soit séparée et  que pour tout idéal b de A, ouvert pour Z, la topo- 
logie TGc(A/b) soit séparée. *Si A est un anneau de valuation non discrète 
de rang 1 (chap. VI), TGc(A) n'est pas séparée., 

c) On suppose A linéairement compact pour 75 ; alors A est complet 
(mais en général non séparé) pour WC). Pour que 72") soit alors séparée, 
il faut et  il sufit  qu'il existe sur -4 une topologie linéaire, strictement 
linéairement compacte, e t  moins fine que TG ; 72") est alors l'unique topo- 
logie ayant ces propriétés. 

d) Soit E un A-module linéairement topologisé et  strictement linéai- 
rement compact. Montrer que lorsqu'on munit A de la topologie TG,(A), E 
est un A-module topologique (remarquer que si F est un A-module arti- 
nien, alors, pour tout x E F, l'annulateur a de x est tel que A/a  soit arti- 
nien). En déduire que, si B est le séparé complété de A pour la topo- 
logie ?>,(A), E peut être considéré comme un B-module topologique ; 
l'anneau B étant isomorphe à un produit d'anneaux locaux Bi stricte- 
ment linéairement compacte (exerc. 21 d)), montrer que E est iso- 
morphe à un produit de sous-modules strictement linéairement com- 
pacts Eh, où Ex est annulé par les B, d'indice p. $1 A et peut par suite être 
considéré comme BA-module topologique (si eh est l'élément unité de BA, 
prendre Eh = eh. E). 

24) Sur un anneau commutatif A, on désigne par TG,(A) la topologie 
linéaire dont un système fondamental de voisinages de O est formé des 
produits (égaux aux intersections) d'un nombre fini de puissances d'idéaux 
maximaux (cf. no 13, prop. 17) ; on désigne par TGu(A) la topologie linéaire 
dont un système fondamental de voisinages de O est formé par tous les 
idéaux # ( 0 1 de A. 

a )  Montrer que ?>,(A) (exerc. 23) est moins fine que ?>,(A) (observer 
que le radical d'un anneau artinien est nilpotent) ; donner un exemple 
où ?>,(A) # TG,(A) (cf. exerc. 22 c)). *Si A est un anneau de valuation 
non discrète de rang 1 (chap. VI), on aTG,(A) = ?>,(A) et  TGu(A) # TG,(A)., 

b) La topologie G,(A) est la moins fine des topologies linéaires sur 
A pour lesquelles les idéaux maximaux de A sont fermés e t  toute puis- 
sance d'un idéal ouvert de A est un idéal ouvert (noter que pour une 
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topologie linéaire sur A pour laquelle un idéal maximal m est fermé, 
nt est nécessairement ouvert). 

C)  Si A est un anneau nœthérien, on a Gm(A) = Zc(A) (observer 
que si TTI est un idéal maximal de A, A/mk est un anneau artinien pour tout 
entier k >, 1, en remarquant que mh/mh+l est un (A/m)-module nécessai- 
rement de longueur finie). Donner un exemple d'anneau local nœthérien 
A pour lequel z m ( A )  + '?.%(A) (considérer un anneau local d'un anneau 
de polynômes sur un corps). 

25) Soient A un anneau topologique, E un A-module à gauche de 
type fini. Montrer qu'il existe sur E une topologie (dite canonique) com- 
patible avec sa structure de A-module, et  plus fine que toutes les autres 
(écrire E sous la forme As"/R, munir As" de la topologie produit et  E de la 
topologie quotient). Si E' est un A-module topologique et  u : E -t E' 
une application A-linéaire, montrer que u est continue pour la topologie 
canonique sur E. Si de plus E' est de type fini et  muni de la topologie 
canonique, u est un morphisme strict. Si la topologie de A est définie par 
une filtration (A,), montrer que la topologie canonique de E est définie 
par la filtration ( L E ) .  

26) Soient A un anneau commutatif, m un idéal de A, (ah)hEL un 
système de générateurs de m, Â le séparé complété de A pour la topologie 
m-adique. 

Montrer que, si A' désigne l'anneau des séries formelles par rapport 
à une famille (TA)hEL d'indéterminées, n'ayant qu'un nombre fini de 
termes de degré donné (exerc. 12), Â est isomorphe au quotient de A' 
par l'adhérence b de l'idéal de A' engendré par les TA - ah (utiliser le th. 1 
du no 8). E n  particulier, l'anneau Z p  des entiers p-adiques est isomorphe 
au quotient Z[[T]]/(T - p). 

T[ 27) a) Soit A un anneau commutatif muni d'une topologie linéaire. 
Pour toute partie multiplicative S de A, on désigne par A { S-'1 le séparé 
complété de l'anneau S-'A muni de la topologie dont un système fonda- 
mental de voisinages de O est formé des idéaux S-'UA, où (UA) est un 
système fondamental de voisinages de O dans A formé d'idéaux de A. 
Montrer que A 1 S-' 1 est canoniquement isomorphe à la limite projective 
des anneaux Si1(A/U~) où SA est l'image canonique de S dans A/Uh. Si Â 
est le séparé complété de A, A {  S-' 1 est canoniquement isomorphe à 
Â {  Sr-' 1, où S' est l'image canonique de S dans Â. 

6) Pour que AI S-'1 soit réduit à O, il faut et  il suffit que, dans A, O 
soit adhérent à S. En déduire un exemple où A est séparé et complet, 
mais où il n'en est pas de même de S 'A pour la topologie définie 
dans a). 

c) Pour tout homomorphisme continu de A dans un anneau linéaire- 
ment topologisé B, séparé et  complet, tel que u(S) soit formé d'éléments 
inversibles dans B, montrer que u = u' O j ,  où j : A -+ A ( S-lI est l'appli- 
cation canonique, e t  u' est continu ; en outre u' est déterminé de façon 
unique. 

d) Soient SI, Sa deux parties multiplicatives de A, et  soit S; l'image 
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canonique de S2 dans A{ S ' j ;  définir un isomorphisme canonique de 
A { (SlS2)-' 1 sur A f Si1 1 f SP1 1. 

e) Soit a un idéal ouvert de A, et  soit S-'1 le séparé complété de 
Ç-la pour la topologie induite par celle de S 'A ; montrer que ai S-' 1 
s'identifie canoniquement à un idéal ouvert de Ai  S-'1, et  que l'anneau 
discret A f S-' {/ai est isomorphe à S-'(A/a). Inversement, si a' est 
un idéal ouvert de A (S-1 1, son image réciproque dans A est un idéal 
ouvert tel que a' = a{ S-' 1. E n  particulier, l'application p + p / $7'1 est 
une bijection croissante de l'ensemble des idéaux premiers ouverts de A ne 
rencontrant pas S sur l'ensemble des idéaux premiers ouverts de A{ S-' 1. 

f) Soit p un idéal premier ouvert dans A, et  soit S = A - p. Montrer 
que A { S-' 1 est un anneau local, dont le corps résiduel est isomorphe au 
corps des fractions de A!p. 

g) Pour tout élément f E A, on désigne par A{,} l'anneau A {  s/' 1, où 
SI est l'ensemble multiplicatif des f"(n 2 0). Lorsque f parcourt une 
partie multiplicative S de A, les A{/; forment un système inductif fil- 
trant d'anneaux, dont on désigne par A{s} la limite inductive (non mu- 
nie d'une topologie) ; définir un homomorphisme canonique 

Lorsque S = A - p ,  où p est un idéal premier ouvert de A,  montrer que 
A{s} est un anneau local, l'homomorphisme canonique Ais) + A S-'( 
est local et  les corps résiduels de A{s) et  de A l  S-'1 sont canoniquement 
isomorphes (cf. chap. I I ,  $ 3, exerc. 16). 

h) On suppose que la topologie de A est la topologie m-adique pour 
un idéal m de A, que A est séparé et  conplet, et  que m/m2 est un (A/m)- 
module de type fini. Montrer que si m' = m{S-ll ,  la topologie de 
A' = A { S-' 1 est la topologie ml-adique, on a m' = mA' e t  mtjm'2 
est un (Af/m')-module de type fini (utiliser la prop. 14 du no 10). Si A est 
nmthérien, il en est de même de A'. 

28) Soient A un anneau commutatif muni d'une topologie linéaire, 
E, F deux A-modules topologiques, linéairement topologisés. Lorsque V 
(resp. W)  parcourt l'ensemble des sous-modules ouverts de E (resp. F), 
les sous-modules Im(V 8, F )  + Im(E @, W) de E 63, F forment un sys- 
tttme fondamental de voisinages de O dans E 63, F pour une topologie 
compatible avec sa structure de module sur l'anneau topologique A,  
et  dite produit ten,soriel des topologies données sur E et  F. Le séparé 
complété ( E  @, F)^ de ce A-module est un Â-module appelé produit tenso- 
riel complété de E e t  F. 

a) Montrer que si (VA) (resp. (W,)) est un système fondamental de 
voisinages de O dans E (resp. F )  formé de sous-modules, (E 63, F)^ est 
canoniquenient isomorphe à la limite projective du système projectif 
de A-modules (E/VA) 8, (F/\V,) ; en déduire que (E @, F)^ est un Â- 
module canoniquement isomorphe à (Ê @Â l?)̂ ; on le note aussi Ê & P. 
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b) Soient E', F' deux A-modules topologiques, linéairement topolo- 
gisés, I L  : E -f Er,  v : F -+ F' deux applications A-linéaires continues ; 
montrer que u @ v : E C3 F -t E t  @ F' est continue pour les topologies 
produits tensoriels sur E @ F et  Et @ F'; on désigne par u 6 v l'application 
linéaire continue (E @ F)^ -+ (E' @ FI)^ correspondant à u 63 a .  

c) Soient B, C deux A-algèbres commutatives munies de topologies 
linéaires telles que les applications canoniques A -t B, A -+ C soient con- 
tinues (on dit pour abréger que B et C sont des A-algèbres topologiques). 
Montrer que (B @,C)* est canoniquement muni d'une structure de A- 
algèbre topologique, dite produit tensoriel complété des algèbres B et C. 
Définir des représentations continues canoniques p : B -f (B C3, C)^, o : 
C -f (B €9, C)^ ayant la propriété suivante : pour toute A-algèbre topolo- 
gique commutative D, séparée et complète, et tout couple de A-homo- 
morphismes continus u : B +- D, v : C +- D, il existe un A-homo- 
morphisme continu et un seul w : (B @, C)^ -+ D tel que u = w o p  
et v = woa. 

d) Soit m un idéal de A tel que la topologie de A soit la topologie 
m-adique. Si E et F sont munis chacun de la topologie m-adique, mon- 
trer que sur E @, F le produit tensoriel des topologies de E et F est la 
topologie m-adique. En déduire que (E @, F)^ est isomorphe aux limites 
projectives lim ((E/mn+lE) @, F) et lim (E @, (F/mn+lF)). 

t 
29) soient A un anneau commutatif, m un idéal de A tel que 

n mn = O, c un élbment de A non diviseur de O. Montrer que les 
n> O 

transporteurs qn = mn : Ac sont ouverts pour la topologie m-adique et  
ont une intersection réduite à O. Si A est strictement linéairement com- 
pact pour la topologie m-adique (exerc. 22 b ) ) ,  (9,) est un système fonda- 
mental de voisinages de O dans A pour cette topologie. 

30) Soient K un corps commutatif infini, A l'anneau des séries 
formelles K[[X, Y]] à deux indéterminées, qui est un anneau local 
nœthérien séparé et complet. Définir une partie multiplicative S de A 
tel que S-lA ne soit pas un anneau semi-local (si (An) est une suite infinie 
d'éléments distincts de K, considérer les idéaux premiers pn = A(X + hnY) 
de A). 

31) Montrer que si A est un anneau semi-local, il en est de même 
de l'anneau de séries formelles A[[X]] (considérer le radical de cet 
anneau). 

1) a) Soient K un corps commutatif de caractéristique p > O, B 
l'anneau des séries formelles à coeficients dans K, par rapport à deux 
systèmes infinis d'indéterminées (X,), (Y,), n'ayant qu'un nombre fini 
de termes de degré donné ( $  2, exerc. 12) ; B est un anneau local séparé 
pour la topologie m-adique, m étant son idéal maximal. Soit b l'idéal 
fermé de B engendré par les monômes YtX, pour i 2 0, O ,< j 6 i ;  
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soit A l'anneau local B/b, séparé pour la topologie n-adique, où n = m/b 
est son idéal maximal. Soit c l'élément de A égal à la classe mod. b 

00 

de 2 ~ 1 1 "  ; montrer que pour k 3 on a nk n (Ac) 4: n2c (et a fortiori 
n=l 

on ne peut avoir la relation 

nz(nzk n (Ac)) = nzk+z n (Ac)). 

b) Soit C' l'anneau commutatif ayant pour ensemble sous-jacent 
A x A, avec la multiplication (a, x) (a', x') = (aa', ax' + a'x) ; soit C 
le sous-anneau A x (Ac) de C' ; C et Cf sont des anneaux locaux, dont 
on désigne par i: et r' les idéaux maximaux, et C' est un C-module de type 
fini. Montrer que l'on a r = r' n C mais que la topologie induite sur C 
par la topologie r'-adique n'est pas la topologie r-adique. 

2) Soient A un anneau nœthérien intègre qui n'est pas un corps, 
K son corps des fractions, m un idéal # A de A. La topologie m-adique 
sur A n'est pas induite par la topologie m-adique sur K et cette dernière 
n'est pas séparée. 

*3) Si A est un anneau de valuation non discrète de rang 1 (chap. VI) 
e t  m son idéal maximal, A est non séparé pour la topologie m-adique, 
l'adhérence de f O 1 étant m., 

7 4) Soient A un anneau semi-local, r son radical. Pour que -4 soit 
nœthérien, il faut e t  il suffit que tout idéal de A soit fermé pour la topo- 
logie r-adique et que tout idéal maximal de A soit de type fini. (Si ces 
conditions sont vérifiées, montrer d'abord que le séparé complété Â de A 
est nœthérien en utilisant le $2 ,  no 13, cor. de la prop. 19 et no 10, cor. 5 
du th. 1. Observer ensuite que la topologie r-adique est séparée sur A et 
qu'il existe une injection croissante de l'ensemble des idéaux de A dans 
l'ensemble des idéaux de Â.) 

T[ 5) Soient A un anneau commutatif nœthérien, m son radical. 
a) Pour que A soit strictement linéairement compact pour une topo- 

logie linéaire Z ( $  2, exerc. 19)' il faut et il suffit que A soit semi-local, et 
complet pour la topologie m-adique ; 75 est alors nécessairement identique 
à cette dernière topologie. (Utiliser le $ 2, exerc. 21 d) e t  22 a), ainsi que 
le $ 3, no 3, prop. 6). 

b) Pour que A soit linéairement compact pour une topologie li- 
néaire Z, il faut et il sufit que A soit semi-local et complet pour la topo- 
logie m-adique, e t  que Z soit plus fine que cette dernière topologie. 
(Pour voir que la condition est suffisante, utiliser la prop. 6 du no 3. 
Pour voir qu'elle est nécessaire, se ramener d'abord au cas où A est un 
anneau local, en utilisant l'exerc. 21 d) du $ 2. Considérer d'abord le cas 
où Z est la topologie discrète, et noter que A est alors linéairement 
compact pour la topologie m-adique. Dans le cas général, se ramener au 
cas où Z est une topologie minimale ( $  2, exerc. 18 c)) ; montrer que A 
est alors strictement linéairement compact, en utilisant le critère y) 
du § 2, exerc. 19 a)  e t  l'exerc. 18 b) du $2.) 

6) Soient A un anneau local nœthérien intègre, m son idéal maximal, 
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K son corps des fractions ; on suppose A complet pour la topologie m- 
adique. On considère sur A une topologie linéaire G plus fine que la topo- 
logie m-adique. Montrer que si 7? est la topologie linéaire sur K dont un 
système fondamental de voisinages de O est formé des voisinages de O 
dans A pour la topologie Z ,  G' est compatible avec la structure de corps 
de IC, et  K est complet pour la topologie g'. 

7) Soient A un anneau commutatif nathérien, E un A-module. On 
munit A de la topologie Z,(A) ( $  2, eserc. 24), et  on désigne par rGm(E) 
la topologie linéaire sur E dont un système fondamental de voisinages 
de O est formé par les sous-modules a .  E, où a parcourt un système fon- 
damental de voisinages de O pour Z,,,(A), formé d'idéaux de A. Montrer 
que si E est de type- fini, E est un A-niodule topologique séparé (pour 
Zm(A) et  Z,(E)), dont tout sous-module est fermé. Un système fonda- 
mental de voisinages de O pour 'G,(E) est alors formé des sous-modules 
F de E tels que E / F  soit un module de longueur finie, et  pour tout sous- 
module h i  de E, la topologie Gm(M) est induite par Z,,(E). 

8) Soient A u n  anneau semi-local &thérien, n son nilradical 
(qui est le plus grand idéal nilpotent de A), m son radical. Montrer que 
si A (muni de la topologie m-adique) est tel que A/n soit complet, alors 
A est complet. (Se ramener au cas où n est engendré par un seul élé- 
ment c tel que c2 = O ; en utilisant l'exerc. 9 de Top. gén., chap. III ,  
3e éd., 3 3, se ramener à montrer que n = Ac est complet, e t  utiliser le 
fait que ?t est un (A/n-)module). 

9) a )  Soient A un anneau de Zariski, m un idéal de définition de 
A, B un anneau tel que A C  B c Â, qui est un A-module de type fini ; 
montrer que si m B  est ouvert dans B pour la topologie induite par la topo- 
logie de Â, on a nécessairement B = A (utiliser le lemme de Nakayama). 

* b )  Soient A un anneau commutatif nathérien, m un idéal de A. 
Montrer que si le séparé complété Â de A pour la topologie m-adique est 
un A-module de type fini, A est complet pour la topologie nt-adique 
(se ramener au cas où A est séparé ; utiliser le chap. V, $ 2, no 1, prop. 1 
e t  th. 1 pour montrer que A est un anneau de Zariski pour la topologie 
nt-adique, e t  conclure à l'aide de a))., 

10) Soient A un anneau de Zariski, m un idéal de définition de la 
topologie de A, E un A-module de type fini. Montrer que si Ê est un 
Â-module admettant un système de générateurs de r éléments, alors le 
A-module E admet un système de générateurs de r éléments (remarquer 
que E /mE e t  Ê /mÊ sont isomorphes et  utiliser le chap. I I ,  $ 3 ,  cor. 2 de 
la prop. 4). Le résultat est-il valable lorsqu'on ne suppose pas E de type 
fini (cf. exerc. 9) ? Est-il valable lorsqu'on suppose seulement A nccthé- 
rien (prendre A = Z) ? 

11) Soit A l'anneau Z, des entiers p-adiques (p premier) muni de 
la topologie p-adique pour laquelle il est un anneau de Zariski complet. 
Soit E le A-module A(w muni de la topologie p-adique. 

a) Montrer que le complété Ê de E s'identifie au  sous-module de 
AN formé des suites d'éléments de A telles que lim a, = 0. 

n+m 
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b) Soit e, le n-ème vecteur de la base canonique de E. On considère 
dans E le sous-module F engendré par les vecteurs e,-, et le sous- 
module G engendré par les vecteurs pZne, - e,, (n >, 1). Montrer que 
les topologies induites sur F et  sur G par la topologie p-adique de E sont 
les topologies p-adiques de F et de G, mais que dans 8, on a 

m 

c )  Dans Ê, soit a, = pne,+p (r 2 O) ; soit H le sous-module de Ê 
n=O 

engendré par les a, (r >, 0). Montrer que sur H la topologie induite par 
la topologie p-adique de Ê est la topologie p-adique de H,  mais que l'on a 
E n H  # On1q.  

d) Soit L le sous-module de E engendré par les pne, ; montrer que 
sur L la topologie induite par la topologie p-adique de E est distincte de 
la topologie p-adique de L. 

12) a)  Soient A un anneau commutatif nœthérien, mi, mz deux 
idéaux de A contenus dans le radical de h ; soit Ar le complété de A pour 
la topologie m,-adique. Si ml c m2, montrer que l'application identique 
de A se prolonge par continuité en une représentation injective de Ai 
dans Az (cf. Top. gén., chap. III,  3'3 éd., $ 3 ,  no 5, prop. 9). 

b) Soit n = Aimz. Montrer que si on identifie canoniquement Ai à 
un sous-anneau de Az, A2 s'identifie au complété de Al pour la topologie 
n-adique. 

13) Soient A un anneau local nmthérien d'idéal maximal m,  B un 
anneau tel que A c B c Â. On suppose que B soit un anneau local ncethé- 
rien, d'idéal maximal n (cf. exerc. 14). 

a)  Montrer que l'on a n = B n et B = A + n. Si en outre on a 
A 

nz = B n mz. alors on a n - Bm (remarquer que l'on a alors n = Rm + n2). 
b) Soient K un corps commutatif, C l'anneau de polynômes KrX], 

l'idéal premier CX, A l'anneau local (ncethérien) Cp, m son idéal 
maximal ; le complété s'identifie à l'anneau des séries formelles 
K[[X]] (no 4, prop. 8). Soit u = a(X) un élément de Â transcendant sur 
le corps des fractions rationnelles K(X) (cf. Alg., chap. V, $ 5, exerc. 13 
ou Fonct. var. réelie, chap. I II ,  5 1, exerc. 14 a)), n'ayant pas de terme 
constant ; soit B le sous-anneau de Â formé des quotients 

où P et  Q sont des polynômes de K[X, Y] tels que Q(0,O) # O. Montrer 
que B est un anneau local ncethérien contenant A, dont l'idéal maximal 
n est engendré par X et  a(X) ; mais sur B la topologie n-adique est stric- 
tement moins fine que la topologie m-adique. 

c) Les définitions étant les mêmes que dans b), soit B' le sous-anneau 
de B engendré par A et par u(X) ; montrer que B' n'est pas un anneau 
local (remarquer que B' n n est un idéal maximal de B', mais qu'il y a 
des éléments de B' non inversibles dans B' e t  n'appartenant pas à B' n n). 

7 14) Soient K un corps commutatif, C l'anneau K[X, Y], p l'idéal 
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maximal CX + CY de C, A l'anneau local Cp, m son idéal maximal, Â 
le complété de A, qui s'identifie à l'anneau des séries formelles IC[[X, Y]] 
(no 4, prop. 8). Soit B le sous-anneau de Â formé des séries fornlelles du 
type Xf(X7 Y) + (P(Y)/Q(Y)), où f E Â et où P e t  Q sont deus poly- 
nômes de K[Y] tels que Q(0) # 0. 

a) Montrer que l'on a A C  B, que B est un anneau local dont l'idéal 
maximal n est égal à Bm, et que l'on a nk = B n fik pour tout entier 
k 2 1 ; B est donc partout dense dans Â et la topologie induite sur B par 
la topologie fi-adique de Â est la topologie n-adique. 

b) Montrer que dans B l'idéal b engendré par tous les éléments de la 
forme Xf(Y), où f (Y) E K[[Y]], n'est pas de type fini (cf. Alg., chap. V, 
5 5, exerc. 13), et  par suite B n'est pas nœthérien, bien que B/n  et  
gr(B) = gr(Â) soient nœthériens et  que l'idéal n soit de type fini ; on a 
b = B n AX, et  b est l'adhérence dans B de l'idéal principal (non fermé) 
B X  ; enfin B n'est pas un A-module plat e t  6 = Â n'est pas un B- 
module plat (utiliser le chap. I ,  § 3,  no 5, prop. 9). 

c) Soit f(Y) une série formelle inversible de K[[Y]], qui n'est pas un 
élément de K(Y). Si c est l'idéal de B engendré par X et Xf(Y), montrer 
que sur c la topologie ?t-adique est strictement plus fine que la topologie 
induite sur c par la topologie n-adique de B. Montrer que l'application 
canonique Û @, c +? (où C est le complété de c pour la topologie n- 
adique) n'est pas injective (considérer les images de f (Y) @ X et de 
1 C3 Xf(Y) ; pour montrer que ces deus éléments sont distincts dans 
B @, c, on considérera ce produit tensoriel comme quotient du produit 
tensoriel B @,c,,~). 

d) Soient fi(Y), fz(Y) deux séries formelles inversibles de Ii[[Y]] 
telles que 1, f l  e t  f2 soient linéqirement indépendants sur IC(Y). Soient 
Ci, Cz les idéaux principaux de B engendrk respectivement par Xfi(Y) et  
Xfz(Y) ; les topologies n-adiques sur cl et  C2 sont respectivement iden- 
tiques aux topologies induites par celle de B, e t  les adhérences de ces 
idéaux dans A = 6 sont toutes deus identiques à l'idéal principal ÂX 
de Â. En déduire que l'adhérence de CS n cz dans Â n'est pas égale à 

A 

CS n &, e t  qile l'adhérence de CI : C2 dans A n'est pas égale à cl : 72. 
15) a)  Soient A un anneau nathérien intègre, in un idéal de A, A le 

séparé complété de A pour la topologie m-adique. Montrer que si M est un 
A-module sans torsion, alors, pour tout élément b non diviseur de O dans 
Â, l'hon~othétie de rapport b dans le A-module Â C3, il1 est injective. (Se 
ramener au cas où M est de type fini ; il existe alors un système libre 
maximal dans M et un a E A tels que pour tout nl E M, on ait 
am = &,mj avec a, E A ; tout .2: E Â BA RI est donc tel que an: = Ch, C3 m, 

4 4 

avec bj E Â ; utiliser alors la platitude du A-module m.) 
b) Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique 0, 

B l'anneau de polynômes K[X, Y], P (X7 Y) = X(X2 + Y2) + (X2 - Y2). 
Montrer que l'idéal B P  est premier dans B ; on considère l'anneau quo- 
tient A = B/BP qui est intègre e t  nœthérien. Soit tip l'idéal maximal de A, 
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image canonique de l'idéal maximal n = BX + BY de B. Montrer que 
le séparé complété Â de A pour la topologie nt-adique n'est pas intègre 
(observer que dans l'anneau de séries formelles K[[X, Y]], P se décom- 
pose en produit de deux séries formelles (« point double d'une cubique 
irréductible D)). 

16) Soient A un anneau commutatif nœthérien, un idéal de A, 
E un A-module de type fini muni de la topologie nt-adique. Pour tout 
ensemble infini 1, on désigne par E, l'ensemble des familles (x,), ,~ d'élé- 
ments de E telles que lim x, = O suivant le filtre des complémentaires 
des parties finies de 1 ; c'est un sous-module du A-module produit E'. 

a)  Montrer que si O -+ E' -+ E -+ E" -+ O est une suite exacte de 
A-modules de type fini, la suite correspondante O -t E; -+ E, -+ E;' -+ O 
est exacte. 

b) Définir un A-homomorpliisme canonique A, C3, E -+ E, pour 
tout A-module E et  montrer que c'est un isomorphisme (le vérifier 
d'abord lorsque E est libre de type fini, puis utiliser a)). 

c) Déduire de 6) que A, est un A-module fidèlement plat. 
7 17) a) Soient K un corps commutatif, A = K[[Xl, ..., X,]] l'anneau 

des séries formelles à n indéterminées, à coefficients dans K, V un espace 
vectoriel sur K. Avec les notations du $ 2, no 6 ,  Exemple 1, on désigne 
par V[[Xl, ..., X,]] l'espace vectoriel \ J ~ ~  muni de la structure de A- 
module définie par (Zcaxa)  (O,) = (w,), où wa = ;-: c@~*. Montrer 

a P+r=a 
que si V admet une base dont 1 est l'ensemble d'indices, le A-module 
V[[Xl, ..., X,]] est isomorphe à A' si 1 est fini, au A-module A, 
défini dans I'exerc. 16 si 1 est infini. En  déduire que V[[Xl, ..., X,]] 
est un A-module plat, e t  est fidèlement plat si V n'est pas réduit à 0. 

b) Soit L une extension du corps K. Déduire de a) que l'anneau de 
séries formelles L[[Xi, ..., X,]] est un module fidèlement plat sur l'anneau 
K[[Xi ,..., X,]]. Si L et  de rang fini sur K, L[[Xl, ..., X,]] est isomorphe 
à L C3, K[[Xi, ..., X,]]. 

c) Si L est une extension algébrique de K, montrer que l'anneau 
L[[Xi, ..., X,]] est un module fidèlement plat sur l'anneau 

(considérer L comme limite inductive de ses sous-extensions de rang 
fini sur K, e t  utiliser le chap. 1, $ 2, no 7 ,  prop. 9). En déduire que 
l'anneau B = L C3, K[[Xl, ..., X,]] est un anneau local nœthérien, dont 
le complété s'identifie à L[[Xi, ..., X,]]. Pour que B = B, il faut et il 
sufit  que l'on ait n = O ou [L : KI < + CO. 

7 18) Soit A un anneau local, d'idéal maximal rn ; on dit qu'un 
A-module M est quasi-fini si M/mM est un espace vectoriel de rang fini 
sur le corps résiduel k = A/m. En particulier, si A est intègre, le corps 
des fractions K de A est un A-module quasi-fini. 

a)  Montrer que si A est nœthérien, e t  si M est un A-module quasi- 
fini, son séparé complété @ pour la topologie i?t-adique est un Â-module 
de type fini (utiliser le $ 2, no 11, cor. 2 de la prop. 14). En  particulier, 
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si A est complet et  hl  séparé pour la topologie m-adique, A l  est un A-mo- 
dule de type fini. 

6) Soient B un second anneau local, n son idéal maximal, cp : A -+ B 
un homomorphisme local, hl un B-module de type fini. Montrer que si 
B est nœtliérien, et si RI est un il-module quasi-fini, alors les topolo- 
gies m-adique et  n-adique sur I I  sont identiques. (Remarquer que 
M/mM est un B-module de longueur finie, e t  en déduire que si b est 
l'anniilateur du B-module M/mM, on a V(b) = i n )  dans Spec(B), et  
par suite lT(mB + 6) = 1 n 1. Conclure à l'aide du chap. II,  S 4, nO3, cor. 2 
de la prop. 11 .) 

c) Sous les hypothèses de b), montrer que si hI # O, B/b est un A- 
module quasi-fini (remarquer que l'on a M # nM, e t  M/nhf est un espace 
vectoriel de rang fini sur k ; en déduire que B/n  est de rang fini sur k). 

T[ 19) Soient A un anneau commutatif nathérien, m un idéal de 
A, S une partie multiplicative de A. On munit A de la topologie ~n-adique. 

a )  Xlontrer qiie l'anneau A f S-' ( S  2, exerc. 27) est un A-module plat. 
6) Soit S' ilne seconde partie niultiplicative de A, contenue dans S. 

Montrer que S-1 1 est un (A { Sr-' /)-module plat (utiliser l'exer. 27 d) 
du § 2). 

c) Montrer que -4 1 S-'1 est un AIS)-module plat ( $  2, exerc. 27 g)). 
d) On suppose que S = A - p ,  où 9 est un idéal premier ouvert de A. 

Montrer que A { S-'1 est un A{,l-module fidèlement plat, et  en déduire 
que l'anneau est ncethérien (cf. $ 2, eserc. 27 g)). 

20) Soient A un anneau commutatif, m un idéal de A ; on munit A 
de la topologie m-adique. Soit B une A-algèbre topologique commuta- 
tive ( S  2, exerc. 28) ; on suppose que B est un anneau de Zariski ; soit 
it un idéal de définition de B. hIontrer qiie si fil est un A-module de type 
fini, muni de la topologie m-adique, alors, sur le B-module B @,M, le 
produit tensoriel de la topologie de B et de la topologie m-adique de M 
est la topologie n-adique de B @, RI ; par suite le produit tensoriel com- 
plété (B 63, M)^ est isomorphe à B @, RI. 

21) Soient A un anneau commutatif ncethérien, m un idéal de A, 
M et N deux A-modules de type fini. 

a )  On suppose hl séparé pour la topologie m-adique. Montrer que 
dans Hom,(M, N), muni de la topologie nt-adique, l'ensemble des homo- 
morphismes injectifs est ouvert (utiliser le no 1, prop. 2, e t  le lemme 
dYArtin-Rees). 

b) On suppose que A soit un anneau de Zariski complet, m un idéal 
de définition de A. Pour tout  entier i, soient Ar = A/W+l, Mt = hl/mi+lM, 
Nt = N/mf+lN ; montrer que le A-module topologique Hom,(M, N) est 
isomorphe à lim HomAi(Mt, Nt). E n  déduire que dans Hom,(M, N), l'en- 

C 

semble des homomorphismes surjectifs est ouvert. 
T[ 22) (*) Soit A un anneau commutatif ou non; tous les A-modules 

considérés sont des A-modules à gauche. Soit P une propriété telle que : 

(*) Les exerc. 22 2 25 nous ont et6 communiqués par P. Gabriel. 
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a)  si f : M + N est un homornorphisme injectif de A-modules et  si N 
possède la propriété P, alors M possède la propriété P ; P) la somme 
directe de deux A-modules possédant la propriété P possède la pro- 
priété P. 

a)  Soit XI un A-module. Montrer que les sous-modules M' de M tels 
que M/M' possède la propriété P forment un système fondamental de 
voisinages de O pour une topologie linéaire Tp(M) sur M. Montrer que 
Zp(A8) est compatible avec la structure d'anneau de A, et que M, muni 
de la topologie Zp(M), est un module topologique sur A muni de Tp(A,). 
Tout homo~norphisme f : M -> N de A-modules est continu pour les 
topologies Zp(M) et Zp(N). 

b) On suppose vérifiée la condition suivante : y) si N est un sous- 
module de M possédant la propriété P, et si, pour tout sous-module 
1, # O de M, on a N n L # O, alors M possède la propriété P. Montrer 
que dans ces conditions, si F est un sous-module d'un A-module El la 
topologie Zp(F)  est induite par Tp(E).  (Soit F' un sous-module de F tel 
que F/F1 possède la propriété P ; considérer un élément maximal G parmi 
les sous-modules de E tels que G n F = F', e t  montrer que E/G possède 
la propriété P.) 

fi 23) a)  Soient A un anneau commutatif ncethérien, III un idéal de 
A. On désigne par Pi M j la propriété suivante : M est un A-module et  
tout  sous-module de type fini de M est annulit par une puissance de m. 

Montrer que les conditions a) ,  p) et  y) de l'exerc. 22 sont remplies. 
(Pour prouver y), se ramener au cas où M est de type fini ; pour tout 
a E ml il existe par hypothèse k > O tel que akN = O ; utiliser le fait qu'il 
existe r > O tel que Ker(aL) n Im(aL) = O (Alg., chap. VIII,  § 2, 
no 2, lemme 2)). 

b) Montrer que si M est un A-module de type fini, la topologie Zp(M) 
est identique à la topologie m-adique. Donner un exen~ple de A-module 
M pour lequel Zp(hI) est strictement plus fine quc la topologie m-adique 
(cf. exerc. 11). 

c) Montrer que la conclusion de a )  ne s'étend pas au cas où A est un 
anneau non commutatif nœthérien à gauche et  m un idéal bilatère de A 
(considérer l'anneau des matrices triangulaires inférieures d'ordre 2 
sur un corps commutatif). 

24) On dit qu'un anneau (commutatif ou non) -2, non réduit à 0, est 
principal  s'il ne possède pas de diviseur de zéro non nul et  si tout idéal 
a gauche ou'à droite de A est monogène. Un tel anneau est nœthérien 
à gauche et  à droite. 

a )  Montrer que pour tout élément c f O de A, A/Ac est un A-module 
de longueur finie. (Observer que si une suite décroissante d'idéaux Au, de 
A contient Ac, on a c = bnan pour tout n, et  considérer les idéaux à 
droite bnA.) 

b) Montrer que tout sous-module d'un A-module libre (à gauche ou à 
droite) est libre (même raisonnement que dans Alg., chap. VII, 5 3, th.  1). 

c) Dans tout A-module Ml l'ensemble des éléments non libres de M 
est un sous-module T de M, dit sous-module de torsion de M (utiliser le 



chap. II, $ 2, exerc. 14 a)) ; on dit que M est un module de torsion si 
T = M ; on dit que M est sans torsion si T = 0. 

d) Montrer que tout A-module de type fini et sans torsion est libre 
(utiliser le chap. II,  $ 2, exerc. 23 b)). 

e) Montrer que tout A-module de type fini est somme directe d'un 
m o d u l e M e  et d'un module de torsion. 

f) Soit a?in idéal bilatère # O de A. Montrer qu'il existe un élément 
a E a un automorphisme o de A tels que a = Aa = aA et que 
ax = o(x)a pour tout z E A. (Si b est un générateur de l'idéal à gauche a, 
il existe un endomorphisme T de A tel que bx = ~ ( x ) b  pour tout x E A;  
montrer que si a = ub est un générateur de l'idéal à droite a,  u est inver- 
sible en utilisant Alg., chap. VIII, $ 2 ,  exerc. 8 b).) 

T[ 25) Soient A un anneau principal (exerc. 24), a un idéal bilatère 
# O de A, a un élément de a ayant les propriétés énoncées dans l'exerc. 24 f). 
On désigne par P ( M { la propriété suivante : M est un A-module à gauche 
et  tout sous-module de type fini de M est annulé par une puissance de a. 

a)  Montrer que les conditions a) ,  p) et y) de l'exerc. 22 sont remplies 
(considérer l'homothétie a, et raisonner comme dans l'exerc. 23 a), 
en observant que Ker(a:,) et Im(a',) sont des sous-modules de M). 

6) Montrer que tout A-module de torsion M (exerc. 24 c)) est somme 
directe d'un sous-module Ma qui possède la propriété P,  et d'un sous- 
module ML tel que la restriction à hl: de l'homothétie a, soit bijective 
(observer que si N est un A-module de torsion et îi a, est injective, alors 
a, est bijective ; on se ramènera pour cela au cas où N est monogène, e t  
on utilisera I'exerc. 24 a)  ainsi que Alg., chap. VIII, $2 ,  no 2, lemme 2). 

c) Soit S l'ensemble des éléments s E A dont l'image canonique dans 
l'anneau A/a soit inversible. Montrer que S est une partie multiplicative 
de A et que les conditions suivantes, pour un idéal à gauche 1 de A, sont 
équivalentes : 

a)  1 n S # 0 ; 9) 1 + a = A ; y) (A/I), = O (avec les notations 
de b)) ; 6 )  pour tout x E A, il existe s E S tel que sx E 1. 

En déduire que A possède un anneau de fractions (à gauche ou à 
droite) pour S (chap. II, $ 2, exerc. 22)' qui est principal e t  dont les seuls 
idéaux bilatères non nuls sont engendrés par les images canoniques des 
idéaux an ; en outre l'application canonique de A dans cet anneau de frac- 
tions est injective. 

d) On suppose maintenant que l'idéal bilatère a soit maximal. Montrer 
que pour t o ~ t  entier n > 0, l'anneau Alan est isomorphe à un anneau de 
matrices Mr(Bn) sur un anneau complètement primaire (Alg . ,  chap. VIII, 
$ 6, exerc. 20). Si b, est l'idéal maximal de B,, montrer que 6: = 0, que 
tout idéal (à gauche ou à droite) de B, est de la forme ba et est mono- 
gène. (Remarquer d'une part que alan = Mr(bn) (Alg., chap. VIII, $ 6 ,  
exerc. 5), et d'autre part que pour k < n, b$/b;+l est nécessairement un 
Bn-module simple, sans quoi M,(bk) ne pourrait être un (A/an)-module 
monogène.) 

En déduire que le complété Â de A pour la topologie Zp(A,) est un 
anneau de matrices Mr(B) sur un anneau B sans diviseur de zéro autre 
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que O, et  dont tout idéal (à gauche ou à droite) est une puissance d'un 
même idéal bilatère maximal. 

26) Soient B un anneau commutatif, A un sous-anneau de B, semi- 
local, nœthérien et  complet. Soit n un idéal de B contenant une puissance 
du radical de A, et tel que la topologie n-adique sur B soit séparée. Mon- 
trer alors que la topologie de A est induite par la topologie n-adique de B 
(utiliser la prop. 8 du $ 2, no 7). 

fC 27) Soient A un anneau, B une A-algèbre commutative qui est 
un anneau de Zariski, N un B-module de type fini. 

a) On suppose que, pour un idéal 3 de B contenu dans le radical 
de B, les A-modules N/J"+lN soient plats pour tout n 2 O. Montrer que 
N est un A-module plat. (Si o : M -+ Mr est un homomorphisme injectif 
de A-modules de type fini, il faut prouver que u : v B 1 : M @, N -t M' BA N 
est injectif. Se ramener à prouver que, si l'on pose Nn = N/Y1N et  
un = v Ci3 1,, l'homomorphisme lim un est injectif, en utilisant le fait 

C 

que les topologies 3-adiques sur M @, N et M' BA N sont séparées.) 
b) Soit b un élément contenu dans le radical de B et tel que l'homo- 

thétie de rapport b dans N soit injective. Montrer que si NIbN est un A- 
module plat, N est un A-module plat (se ramener au cas de a)) .  

c) On suppose en outre que A est un anneau local, d'idéal maximal m 
et  de corps résiduel k = A/m, et  que mB est contenu dans le radical 
de B. Soient P un B-module qui soit un A-module plat, u : N -+ P un 
homomorphisme tel que u @ 18 : N BA k -+ ,P BA k soit injectif. Montrer 
alors que N est un A-module plat e t  que u est injectif. (Se ramener à 
montrer que pour tout A-module M de type fini, l'homomorphisme 
u Ci3 1, : N 63, M -+ P @, M est injectif ; observer que la topologie m-  
adique sur N Ci3, M est séparée ; utiliser alors le 2, no 8, cor. 1 du th. 1, en 
considérant le diagramme commutatif 

e t  utilisant la platitude de P, les flèches verticales étant les homomor- 
phismes canoniques du $ 2, exerc. 6.) 

1) Soient A un anneau commutatif séparé et complet pour une filtra- 
tion (an)n2o telle que ûo = A. Soient M, M', N trois A-modules, munis 
chacun de la filtration déduite de celle de A et de la topologie définie par 
cette filtration ; on pose M = M/aiM, M' = M'/aiMr, N = N/aiN. 
Soient f : M x M' -+ N une application bilinéaire, f : a x M' -t N 
l'application (Alal)-bilinéaire déduite de f par passage aux quotients. 
Soient y E N, Z E 2, 2' E M' tels que : 10 f ( ~ ,  Z') soit la classe de y dans 
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- 
N ; 20 tout élément de N peut s'écrire f(z, 2') + f(i, a') où i E Ïiï et 2' E M'. 
Montrer que si N est séparé, e t  si M et Mt sont complets, il existe x E Z e t  
x' E 5' tels que f(x, x') = y (raisonner par récurrence comme dans la dB- 
monstration du lemme de Hensel). A quelle condition x et  x' sont-ils 
déterminés de façon unique? 

7 2) Soient A un anneau local, m son idéal maximal, k = A/m son 
corps résiduel, f : A -+ k l'homomorphisme canonique. Soit P E A[X] 
un polynôme unitaire de degré n. On pose B = A[X]/P. A[X] et  on note 
x l'image canonique de X dans B. 

a)  Soient Q, Q' deux polynômes unitaires fortement étrangers dans 
A[X], tels que P = QQ'. Montrer que l'anneau B est somme directe des 
idéaux B .  Q(x) et  B.  Q1(x). 

b) Réciproquement, soit B = b@ b' une décomposition de B en 
somme directe de deux idéaux. Montrer qu'il existe des polynômes Q, Q' de 
A[X] vérifiant les hypothèses de a )  et tels que b = B. Q(x), 6' = B.  Q'(x). 
(Montrer d'abord que b/mb et b'/mbl sont engendrés par les images dans 

-1 -1 

B/mB de polynômes unitaires QO E Nb), Qo E fib'), tels que 

Soit r = deg(Qo), s = deg(Q6). Montrer que b est un A-module libre de 
base Qo(x), xQo(x), ..., xs-'Qo(x) (appliquer le chap. I I ,  § 3, no 2, prop. 5) ; 
on peut alors écrire x8Qo(x) = aoQo(x) -t alxQo(x) + - -  - + a,-lx8-'Qo(x) 
avec ar E A (O 6 i 6 s - 1)  ; montrer que ,si l'on pose 

Q'(X) = XE - (a0 + aiX + ... + a,-lx'-'), 
-1 

on a f ( ~ )  - f ( ~ o ) f ( ~ ' )  et  Q' E Rb'). Définir de même Q B partir de Q' e t  
Q, et  montrer que Q et Q' répondent à la question, en utilisant la prop. 2 
du no 1). , 

7 3) Soient A un anneau local, m son idéal maximal, k = A/m son 
corps résiduel, f : A + k l'homomorphisme canonique. Montrer que les 
deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(H)  Pour tout polynôme unitaire P E A[X], et toute décomposition 
- - 

de f ( ~ )  E k [ X ]  en produit f ( ~ )  = Q.  Q' de polynômes étrangers unitaires, 
il existe deux polynômes unitaires Q, Q' dans AIX] tels que f ( ~ )  = Q, 
fiQ') = Q e t  P = QQ'. 

(C) Toute algèbre con~mutative sur A, qui est un A-module de type 
fini, est composée directe de A-algèbres qui sont des anneaux locaux. 

(Pour prouver que (H)  entraîne (C), raisonner comme dans la prop. 8 
du no 6 ,  en utilisant l'exerc. 2 a)  Pour voir que (C) entraîne (H), mon- 
tres d'abord que pour toute A-algèbre commutative B, qui est un A- 
module de type fini, toute décomposition de B/mB en somme directe de 
deux idéaux est nécessairement de la forme b/mb O b'/mbl, où B = b O b' 
est une décomposition de B en somme directe de deux idéaux ; puis uti- 
liser l'exerc. 2 b) ) .  

On dit qu'un anneau local A vérifiant les conditions (H)  e t  (C) est 
hensélien. Tout anneau local séparé et complet est hensélien. Si A est hensé- 
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lien et  si B est une A-algèbre commutative qui est un anneau local et  un 
A-module de type fini, alors B est hensélien. 

4) a)  Soit (A,, va@) un système inductif d'anneaux locaux hensé- 
liens, les homomorphismes y,@ étant locaux. Montrer que l'anneau local 
A = lim A, (chap. I I ,  $3 ,  exerc. 16) est hensélien (utiliser le critère (H) 

---, 
de l'exerc. 3). 

b) Soient K un corps commutatif, L une extension algébrique de K. 
Déduire de a)  que l'anneau L @, K[[XI, ..., X,]] est hensélien. 

*c) Soient A un anneau local hensélien, B une A-algèbre commuta- 
tive qui est entière sur A (chap. V) et  est un anneau local. Montrer que B 
est un anneau hensélien (utiliser a))., 

7 5) Soient A un anneau lucal hensélien, B une A-algèbre (non néces- 
sairement commutative) qui est un A-module de type fini, b un idka1 
bilatère de B, et  soit B = B/b. 

a) Montrer que tout idempotent E de B est l'image canonique d'un 
idempotent de B (se ramener au cas commutatif;'en considérant la sous- 
algèbre de B engendrée par un seul élément). 

b) Soit ( E ~ ) , ~ ~  une suite infinie d'éléments de B tels que 

pour tout couple d'indices (i, j). Montrer qu'il existe dans B une suite 
orthogonale d'idempotents tels que E, soit l'image canonique de 
en pour tout n. (Procéder par récurrence comme dans Alg., chap. VIII ,  
S 6, exerc. 10 ; on observera que si e, e' sont deux idempotents de B tels 
que ce' = O, e' - e'e = eu est un idempotent tel que ee" = eue = 0.) 

c) On suppose maintenant que b est le radical de B. Soit n un entier, 
e t  soit ( E C ~ )  (1 < i < n, 1 < j < n) une famille d'éléments de 8 telle que 

n 

Eijcnr = G 5 n ~ t x  et  1 = x EW Montrer qu'il existe dans B une famille 
t=1 

n 

(es,) (1 < i < n, 1 < j < n) telle que eijehx = 8,herk et  1 = x es', c t  
i=1 

que ~ t ,  soit l'image canonique de eu pour tout couple d'indices. (Utiliser b),  
l'exerc. 11 de Alg., chap. VIII,  § 6, et  l'exerc. 9 de Alg., chap. VIII,  § 1.) 
E n  déduire que si B est isomorphe à un anneau de matrices M,(D), où D 
est un corps non nécessairement commutatif, alors B est isomorphe à 
un anneau de matrices H,(D), où D est une A-algèbre qui est un A- 
module de type fini e t  dont le radical b est tel que D/b soit isomorphe à - 
D (cf. Alg., chap. VIII,  § 1,  exerc. 9 e t  3). Montrer que si de plus B est 
une algèbre dYAzumaya sur A (chap. II ,  § 5, exerc. 14), il en est de même 
de D. 

6 )  Donner un exemple d'anneau non commutatif artinien A, filtré 
par une suite (an) d'idéaux bilatères tels que a,, = A et 02 = O, e t  pour 
lequel la prop. 8 du no 6 n'est pas valable (cf. Alg., chap. VIII,  5 2, 
exerc. 6). 

7 7 a)  Soient A un anneau commutatif, m un idéal de A tel que A 
soit séparé et  complet pour la topologie m-adique e t  que m/m2 soit un 
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A-module de type fini. Montrer que la topologie de A' = A (  XI,. . . ,X, 1 
est la topologie m'-adique, où mf = mA1, et que m'/ntf2 est un (A'/m')- 
module de type fini (utilis,er la prop. 14 du $ 2, no 11). En particulier, si 
A est ncethérien, il en est de même de A'. 

b) Soient A un anneau commutatif nœthérien, m un idéal de A tel 
que A soit séparé et complet pour la topologie î?t-adique. Soit u : A -+ B 
un homomorphisme continu de A dans un anneau topologique commuta- 
tif séparé B faisant de B une A-algèbre. Montrer que les conditions sui- 
vantes sont équivalentes : 

rr.) B est nœthérien, sa topologie est la topologie mB-adique, B est 
complet et B/mB est une algèbre de type fini sur A/m. 

fi) B est topologiquement A-isomorphe à lim B,, où (Bn),>, est 
C 

un système projectif de A-algèbres discrètes tel que les applications 
cp,, : Bm -t Bn pour m 2 n soient surjectives, que le noyau de <pn, soit 
i ~ + l B , ,  et que BI soit une algèbre de type fini sur A/m. 

y) B est topologiquement A-isomorphe à un quotient d'une algèbre 
de la forme A{  XI ,..., X, 1 par un idéal fermé. 

(Pour prouver que p) entrafne y), utiliser la prop. 14 du $ 2, no 11 
et le th. 1 du $ 2, no 8.) 

8) Soit A un anneau commutatif linéairement topologisé. On identifie 
le groupe additif A[[Xl, ..., X,]] au groupe produit ANp, et on le munit 
de la topologie produit G. 

a) Montrer que 72 est compatible avec la structure d'anneau de 
A[[Xl, ..., X,]] et est une topologie linéaire, pour laquelle les applications 
f -+ af/bXi sont continues. 

b) Pour tout élément P = CG(,,,X~ de A[[Xl, ..., X,]] (notations 

du $ 1, no 6), et toute A-algèbre topologique B ( $ 2 ,  exerc. 28) séparée et 
complète, on dit qu'un élément x = (xi, ..., x,) E BP est substituable dans 
P si la famille (a,,,xe) (où on a posé xe = x? ... xp pour e = (el, ..., e,)) con- 
verge vers O dans B suivant le filtre des complémentaires des parties 
finies de NP. Cette famille est alors sommable e t  sa somme se note P(x). 
Montrer que l'ensemble des séries formelles P E A[[Xl, ..., X,]] telles que 
x soit substituable dans P est un sous-anneau Sx de A[[Xl, ..., X,]] et 
que l'application P + P(x) est un homomorphisme de Sx dans B. 

c) Montrer que si x est substituable dans P e t  si y = (yl, ..., y,) 
est un élément de BP tel que les y* soient topologiquement nilpotents 
pour 1 < i < p, alors x + y est substituable dans P. 

En particulier, s'il existe dans B un voisinage de O formé d'éléments 
topologiquement nilpotents, alors, pour tout P E A[[Xl, ..., X,]], l'en- 
semble D des x E BP substituables dans P est ouvert et l'application 
x -t P(x) de D dans B est continue. 

d) On suppose désormais Aséparé et complet, et  on munit A[[Xl, ..., X,]] 
de la topologie Z. Pour qu'un système de q séries formelles Pi, ..., P, de 
A [[XI, ..., X,]] soit substituable dans une série formelle 
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il faut et il suffit que le système (Pi(O), ..., P,(O)) soit substituable dans Q. 
e) On suppose que x cst substituable dans chacun des Pr (1 < k 6 y) 

et  que le système (Pl, ..., Pu) est substituable dans Q. &îontrer que s 
est substituable dans Q(P1, ..., P,), que le système (Pi(x), ..., I),(x)) est 
substituable dans Q et que l'on a Q(Pi(x), ..., P,(x)) - (Q(P1, ..., P,))(x) 
lorsqu'on suppose en outre satisfaite l'une des hypothèses suivantes : 
U) il y a dans k3 un idéal n tel que le couple (B, Tt)  vérifie les conditions de 
Hensel, et les x, (1 < i < p) appartiennent à n ; 6 )  la série formelle Q 
est restreinte. 

j )  On prend B = A = F2, muni de la topologie discrète, P = X + X2, - - 
Q = X2"; alors P est substituable dans Q, x = 1 est substituablc dans - 

n=O 
P et  dans Q(P) et  P(z) esl substitua1)le dans Q, mais on a Q(P(r)) = O 
et (Q(P))(x) = 1. 

1) Soient A un anneau commutatif, 3 un idéal de A. On dit qu'un 
A-modulc M est absolünzent séparé pour 3 si pour tout A-module de type 
fini N, le A-module N @, M est séparé pour la topologie 3-adique; un 
A-module absolument séparé est idéalement séparé. 

a)  Pour que M soit absolument séparé pour 5, il faut e t  il suffit 
que pour tout A-modiile de type fini N et  tou t  sous-module N' de N, 
Im(N' @, M) soit fermé dans N 8, M pour la topologie 3-adique. 

b) Soient B  une A-algèbre commutative, e t  soit 9 un idéal de B 
contenant 3B.  Si iM est un B-module absolument séparé pour 2, M est 
un A-module absolument séparé pour 3. 

2) Montrer que tout Z-module séparé pour la topologie p-adique 
(p nombre preinier) est idéalement séparé, mais donner un exemple de 
Z-module de type fini, séparé mais non absolument séparé pour p (utiliser 
l'exerc. 1 a)). 

3) Les notations étant celles de l'exerc. 11 du § 3, soit N le sous- 
module de @, adhérence dans Ê du soüs-module de 2 engendré par les 

A 

vecteurs pegn-l - pnez, (IL l ) ,  et soit M = E/N. Montrer que pour la 
topologie p-adique, le soiis-module pM de M n'est pas fermé dans M, 
et  en déduire que M est un Z,-module idéalement séparé mais non abso- 
lument séparé pour p. 

7 4) Soient A un anneau commutatif, 3 un idéal de A, S = 1 + 3. 
Montrer que si M est un A-module absolument séparé pour 3 ,  on a 
S-lM = M, autrement dit, pour tout a E S, x -t ax est une bijection de M 
sur lui-même. (Montrer d'abord que I'hypothèse que M est séparé pour 
la topologie 3-adique entraîne que x -+ ax est injective ; prouver ensuite 
que le sous-module ah1 de M est dense dans M pour la topologie 3-adique 
et  utiliser l'exerc. 1 a)). 

5) On prend A = Z, 3 = pz,  où p est premier. 
a)  Montrer que si q est un nombre premier distinct de p, le Z-module 

Z/qZ vérifie la propriété (ii) du th. 1, mais non la propriété (i). 
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6) Montrer que le Z-module Q/Z vérifie la propriété (iv) du th. 1, 
mais non la propriété (ii). 

6) Soient A un anneau commutatif noethérien, 3 un idéal de A, 
M un A-module. Montrer que la condition (v) du th. 1 équivaut à la sui- 
vante : 

(v') Pour tout A-module de type fini N et tout sous-module fi' 
de N, l'application canonique (M 8, NI)- + (M BA N)^ (où les deux 
membres sont les séparés complétés pour les topologies %adiques de 
M BA N' et M 63, N respectivement) est injective. (Pour prouver que (v) 
entraîne (v'), raisonner comme dans la partie E) de la démonstration du 
th. 1. Pour voir que (v') entraîne (v), considérer des A-modules N annulés 
par une puissance de 3). 

7 7) Soit (Ah, fd) un système inductif filtrant d'anneaux locaux 
ncethériens ; si ma est l'idéal maximal de Ah, on suppose que pour A < p, 
on ait m, = mAA,, et que A, soit un Al-module plat. Montrer alors que 
A = lim Ah est ncethérien et est un AA-module plat pour tout A. (Si 

3 

m = mhA est l'idéal maximal de A (chap. II ,  § 3, exerc. 16), montrer 
que sur A la topologie nt-adique est séparée, en observant que A est un 
Ah-module fidèlement plat pour tout A. Prouver ensuite que, si Â est le 
complété de A pour la topologie nt-adique, Â est nœthérien, en utilisant 
le S 2, no 10, cor. 5 du th. 2 ; enfin, prouver que pour tout A, Â est un Ah- 
module plat en utilisant le th. 1 du no 2 et la prop. 2 du no 3.) 

7 8) Soient A un anneau local nœthérien, m son idéal maximal, 
k = A/m son corps résiduel. Soit K une extension de k ; montrer qu'il 
existe un homomorphisme local de A dans un anneau local nœthérien B 
tel que B/mB soit isomorphe à K e t  que B soit un A-module plat. (Consi- 
dérer d'abord le cas où K = k(t), en distinguant deux cas suivant que t est 
algébrique ou transcendant sur k ; considérer ensuite une famille (KA) 
de sous-corps de K contenant k, bien ordonnée par inclusion, et tel que 
si KA a un prédécesseur K,, on ait K?. = K,(t,) pour un t ,  E K,. Enfin, 
appliquer l'exerc. 7.) 



CHAPITRE I V  (*) 

IDÉAUX PREMIERS ASSOCIÉS 

ET DÉCOMPOSITION PRIMAIRE 

Tous les anneaux considérés dans ce chapitre sont supposés être 
commutatifs, et avoir u n  élément unité ; tous les homomorphismes 
d'anneaux sont supposés transformer l'élément unité en  élément 
unité. Par u n  sous-anneau d 'un anneau A, on  entend u n  sous-anneau 
contenant l'élément unité de A. 

O n  rappelle que pour tout A-module E ,  et tout x E E ,  on désigne 
par Ann(x )  l'annulateur de x ,  ensemble des a E A tels que ax  = 0. 

5 1. Idéaux premiers associés à un module. 

1 .  Définition des idéaux premiers associés. 

DEFINITION 1. - Soit M u n  module sur u n  annean A. On dit 
qu'un idéal premier p de A est associé à M s'il existe x E M tel que 
p soit égal à l'annulateur de z. O n  note Ass,(M), ou simplement 
Ass(M),  l'ensemble des idéaux premiers associés à M .  

"Exemple. - Soient a un idéal de l'anneau de polynômes 
A = CCXI, ..., X,], V la variété algébrique affine correspondante, 
V I ,  ..., V, les composantes irréductibles de V .  Si on prend pour M 
l'anneau Ala des fonctions régulières sur V, les idéaux de V,, ..., 
V, sont des idéaux premiers associés à M mais ce ne sont pas les 
seuls en général.* 

(*) Les rbsultats de ce chapitre ne dependent d'aucun autre Livre de la 
deuxième partie, ni du chap. 1 ,  $ 4 ou du chap. III, § 5. 
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Comme l'annulateur de O est A, un élément x E M dont l'annu- 
lateur est un idéal premier est nécessairement # O. Dire qu'un idéal 
premier p est associé à M revient à dire que M contient un sous- 
module isomorphe a A/p (savoir Ax, pour tout x € M dont p est 
l'annulateur). 

Si un A-module M est réunion d'une famille ( M , ) , ~ I  de sous- 
modules il est clair que l'on a 

PROPOSITION 1. - Pour tout idéal premier p d'un anneau A 
et tout sous-module M # O de A/?, on a Ass(M) = 1 p 1. 

En effet, comme l'anneau A/p est intègre, I'annulateur d'un 
élément # O de A/p est p. 

PROPOSITION 2. - Soit M un module sur un anneau A. Tout 
élément muximal de l'ensemble des idéaux Ann(x) de A, où x parcourt 
l'ensemble des éléments # O de M, appartient à Ass(M). 

En effet, soit a = Ann(x) ( X E  M, x # O) un tel élément 
maximal ; il suffit de montrer que a est premier. Comme x # 0, 
on a a f A. Soient b, c des éléments de A tels que bc E a et c o a. 
On a alors cx # O, b E Ann(cx) et Q c Ann(cx). Comme a est maxi- 
mal, on a Ann(cx) = a, d'oh b E Q, de sorte que a est premier. 

COROLLAIRE 1. - Soit M un module sur un anneau nœthérien 
A. Alors la condition M # { 01 équivaut à Ass(M) # 0. 

Si M = (01, il est clair que Ass(M) est vide (sans hypothèse 
sur A). Si M # { 01, l'ensemble des idéaux de la forme Ann(x), 
où x E M et s # 0, est non vide et formé d'idéaux # A ; comme A 
est nœthérien, cet ensemble admet un élément maximal ; il suffit 
donc d'appliquer la prop. 2. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau nœthérien, M un 
A-module, a un élément de A. Pour que l'homothétie de M, de rapport 
a, soit injective , il faut et il sufit que a n'appartienne à aucun idbal 
premier associé à M. 



Si a appartient à un idéal premier p E Ass(M), on a p = Ann(x) 
avec x E M, x # O ; d'où ax = O et  l'homothétie de rapport a n'est 
pas injective. Réciproquement, si ax = O pour un x E M tel que 
x # O, on a Ax # { O  1 ,  d'où Ass(Ax) # 0 (cor. 1). Soit p E Ass(Ax) ; 
on a évidemment p E Ass(M) et  p = Ann(bx) avec b E A ; d'où 
a E p, puisque abx = 0. 

COROLLAIRE 3. - L'ensemble des diviseurs de zéro dans un 
anneau nœthérien A est la réunion des idéaux p E Ass(A). 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau, M un A-module, N un 
sous-module de M. On a 

L'inclusion Ass(N) c Ass(M) est évidente. Soient p E Ass(M), 
E un sous-module de M isomorphe à A/p, et  F = E n N. Si 
F = 101, E est isomorphe à un sous-module de MIN, d'où 
p E Ass(M/N). Si F # 101 ,  l'annulateur de tout  élément # O de F 
est p (prop. 1), donc p E Ass(F) c Ass(N). 

COROLLAIRE 1. - S i  un A-module M est somme directe d'une 

/amille (M,)EI de sous-modules, on a Ass(M) = U Ass(M,). 
tEI  

On se ramène au cas où 1 est fini au moyen de (1)' puis au cas 
où Card(1) = 2 en procédant par récurrence sur Card(1). Soit alors 
1 = 1 i, j f ,  i # j ; comme M/Mt est isomorphe à Mi, on a 
Ass(M) c Ass(Mi) u Ass(MI) (prop. 3) ; par ailleurs, Ass(Mi) et  
Ass(Mi) sont contenus dans Ass(M) (prop. 3), d'où le résultat. 

COROLLAIRE 2. - Soient M un A-module, (Qi)iEr une famille 

finie de SOUS-modules de M. Si nQt = { O l 7  on a 
S E I  

U Ass(M) c Ass(M/Qt). 
ZEI 

En  effet, l'application canonique M + @ (M/Qt) est injective ; 
ZEI 

il suf i t  donc d'appliquer la prop. 3 et  son cor. 1. 
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PROPOSITION 4. - Soient M un A-module, a> une partie de 
Ass(M). I l  existe alors un sous-module N de M tel que Ass(N) = 

Ass(M) - a> et Ass(M/N) = <D. 
Soit CE l'ensemble des sous-modules P de M tels que 

Ass(P) c Ass(M)-- a. La formule (1) montre que l'ensemble CE, 
ordonné par inclusion, est inductif ; en outre, on a i 01 E 6, 
donc C5 # 0. Soit N un élément maximal de CE. On a donc 
Ass(N) c Ass(M) - a. Nous allons voir que Ass(M/N) c a>, ce qui, en 
vertu de la prop. 3, achèvera la démonstration. Soit p E Ass(M/N) ; 
alors MIN contient un sous-module FIN isomorphe à Alp. En vertu 
des prop. 1 et 3, on a Ass(F) c Ass(N) u jp 1. Puisque N est 
maximal dans CE, on a F e C5, donc p E a. 

2. Localisatùm des idéaux premiers associés. 

PROPOSITION 5. - Soient A un anneau, S une partie multi- 
plicative de A, cD l'ensemble des idéaux premiers de A qui ne rencon- 
trent pas S, M un A-module. Alors : 

(i) L'application p -t S-lp est une bijection de Ass,(M) n 0 
sur une partie de ASS,-I,(S-~M). 

(ii) Si p E @ est un idéal de type fini et s i  S-lp E ASS,-~,(S-~M), 
alors on a p E Ass,(M). 

Rappelons (chap. I I ,  3 2, no 5, prop. 11) que l'application 
P -+ S-'p est une bijection de @ sur l'ensemble des idéaux premiers 
de S-lA. Si p E Ass,(M) n @, p est l'annulateur d'un sous-module 
monogène N de M ; alors S-'p est I'annulateur du sous-module 
monogène S-IN de S-lM (chap. II, § 2, no 4, formule (9)), donc 
S-lp E Ass,-l,(S-lM). Réciproquement, supposons p E @ de type 
fini et tel que S-'p soit associé à S-lM ; il existe alors x E M et t E S 
tels que S-lp soit I'annulateur de x/t. Soit (ai)laz<n un système de 
générateurs de p ; on a (ar/l)(x/t) = O, donc il existe st E S tel 
que siaiX = 0 (1 < i < n). Posons s = s1s2 ... s, ; pour tout a E p, 
on a sax = O, d'où p c Ann(sx) ; d'autre part, si b E A est tel que 
bsx = O, on a b / l  E S-lp par définition, d'où b e p. Donc 
p = Ann(sx) et p E Ass*(M). 



COROLLAIRE. - S i  l'anneau A est nœthérien, l'application 
p + S-'p est une bijection de Ass,(M) n @ sur AM,-l,(S-'M). 

Lorsque -2 n'est pas nethérien, l'application p -+ S-lp de 
Ass,(M) n dans Ass,-l,(S-'M) n'est pas nécessairement surjec- 
tive (exerc. 1). 

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau nœthérien, M un A- 
module, S une partie multiplicative de A, et Y l'ensemble des éléments 
de Ass,(M) qui ne rencontrent pas S. Alors le noyau N de l'applica- 
tion canonique M + S-lM est l'unique sous-module de M qui vérifie 
les relations 

En  vertu de la prop. 4 du no 1, il existe un sous-module N' de 
M qui vérifie les relations Ass(N1) = Ass(M) - Y et Ass(M/N1) = Y. 
Il s'agit de prouver que Di' = N. Considérons le diagramme com- 
mutatif 

où p, u, v sont les homomorphismes canoniques. Nous allons mon- 
trer  que S-lp et v sont injectifs, ce qui prouvera que u et  p ont 
même noyau, donc que IV' = N. 

Comme Ass(Nf) n Y = 0, tout élément de Ass(N1) ren- 
contre S. On a donc Ass;-I,(S-~N') = 0 (cor. de la prop. 5), d'où 
S-IN' = { \j 1 (no 1, cor. 1 de la prop. 2), ce qui prouve que S-'p 
est injectif (vhap. II ,  § 2, no 4, th. 1). D'autre part, si x appartient 
a u  noyau K de v, on a Ann(x) n S # 0 (chap. II ,  $2 ,  no 2, prop. 4) ; 
donc Ass(K) = 0 puisque Ass(K) c Ass(M/Nf) = Y ; on en déduit 
K = { 0 1. (no 1, cor. 1 de la prop. 2) et  v est injectif. 

3. Relations avec le support. 

Soit M un module sur un anneau A. Rappelons qu'on appelle 
support de M et  qu'on note Supp(M) l'ensemble des idéaux pre- 
miers p de A tels que M, # O (chap. II ,  $ 4, no 4, déf. 5). 
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PROPOSITION 7. - Soient A un anneau, M un A-module. 
(i) Tout idéul premier p de A contenant un élément de Ass(M) 

appartient à Supp(M). 
(ii) Inversement, si A est nœthérien, tout idéal p +z Supp(M) 

contient un élément de Ass(M). 
Si p contient un élément q de Ass(M), on a q n (A - p) = 0, 

donc si on pose S = A - p, S-lq est un idéal premier associé à 
S-'M = Mp (no 2, prop. E i ) ,  et a fortiori Mp # O, donc p E Supp(M). 
Inversement, si A est nœthérien, il en est de même de Ap (chap. II ,  
$2,  no 6, cor. 2 de la prop. 10). Si Mp # O, on a donc Ass,,(Mp) # 0 
(no 1, cor. 1 de la prop. 2) donc il existe q c AssA(M) tel que 
q n (A - p) = 0 (no 2, cor. de la prop. 5). 

COROLLAIRE 1. - Si  M est un module sur un anneau nœthé- 
rien, on a Ass(M) c Supp(M), et ces deux ensembles ont mêmes élé- 
ments minimaux. 

COROLIAIRE 2. - Le nilradical d'un anneau nœthérien A est 
l'intersection des idéaux p E Ass(A). 

On sait en effet que le nilradical de A est l'intersection des élé- 
ments minimaux de Spec(A) = Supp(A) (chap. II ,  $2,1106, prop. 13). 

4 .  Cas des modules de type fini sur un anneau nathérien. 

T H É O H È M E  1. - Soient A un anneau nethérien, M un A- 
module de type fini. Il existe une suite de  co?nposition (Mr)o<t<, de 
M telle que, pour O < i < n - 1, Mt/Mz+~ soit isomorphe à Alpl, 
où pt est un idéal premier de A. 

Soit en effet @l'ensemble des sous-modules de M qui possèdent 
une suite de composition ayant la propriété de l'énoncé. Comme @ 
est non vide (car 101 appartient à (3) et comme M est nœthérien, 
@ possède un élément maximal N. Si M # N, on a MIN # 0, 
donc Ass(M/N) # 0 (no 1, cor. 1 de la prop. 2) ; MIN contient 
donc un sous-module N'IN isomorphe à un A-module de la forme 
A/p, où p est premier ; on a alors par définition N' E (3, ce qui 
contredit le caractère maximal de N. Par suite, on a nécessaire- 
ment N = M. 

C. Q. F. D. 



THÉORÈME 2. - Soient M un module de type fini sur un 
anneau nœthérien A, et (Mr)o<t<n une suite de  composition de  M 
telle que, pour O 6 i 6 n - 1, hlt/Mt+i soit isomorphe à A/&, où 
pi est zm idéal premier de  A. On a alors 

les éléments minimaux de ces trois ensembles sont les mêmes, et 
coïncident avec les éléments minimaux de  l'ensemble des idéaux 
premiers contenanl Ann(M). 

L'inclusion Ass(M) c {PO, ..., pn-i 1 résulte aussitôt des prop. 1 
et  3 du no 1. Pour O 6 i < n - 1, on a 

(chap. I I ,  5 4, no 4, Exemple), d'où p i e  Supp(Mz) c Supp(M) 
(chap. II, 4, no 4, prop. 16), ce qui démontre l'inclusion 
1 Po, -.., ~ n - 1 1  c Supp(M). Le cor. 1 de la prop. 7 du no 3 montre 
que Ass(M) e t  Supp(M) ont les mêmes éléments minimaux, et  (4) 
montre que ceux-ci ne sont autres que les éléments minimaux 
de 1 PO, ..., p,-11. La dernière assertion résulte alors du chap. II ,  
$ 4, no 4, prop. 17. 

COROLLAIRE. - Si M est un module de  lype fini sur un anneau 
nœthérien A, Ass(M) est fini. 

Sous !es conditicns du th. 2, l'enscnilile 1 PO, ..., Pn-i 1 n'est pas 
~iécessairement déterminb de façon unique par M ; en particulier 
il peut étie distinct de Ass(M) (excrc. 6). 

PROPOSITION 8. - Soient A un anneau nœthérien, a un 
idial de  A,  M'un A-module de type fini. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

a)  il existe un élément x # O de M tel que ax = 0 ; 
b )  pour tout a= a,  il existe un élément x Z O de  M tel que 

a x =  0 ;  
c) il existe p E Ass(M) tel que a c p. 
I l  est clair que a) implique b).  E n  vertu du no 1, cor. 2 de la 

prop. 2, la coridition b)  signifie que l'idéal a est contenu dans la 
réunion des idéaux premiers associés à M, donc dans l'un d'eux 
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puisque Ass(M) est fini (chap. I I ,  $ 1, no 1, prop. 2) ; ainsi b) en- 
traîne c). Enfin, s'il existe ? E Ass(M) tel que a c ?, ? est l'annula- 
teur d'un élément x # O de M (no 1, déf. i ) ,  e t  on a ax = 0 ; 
donc c) implique a). 

PROPOSITION 9. - Soient A un anneau nœthérien, a un idéal 
de A, M un A-module de type fini. Pour qu'il existe un entier n > O 
tel que anM = O, il faut et il sufit que a soit contenu dans l'intersec- 
tion des idéaux premiers associés à M. 

En effet, cette intersection est aussi celle des éléments mini- 
maux de Supp(M) (nO3, cor. 1 de la prop. 7), et dire que a est con- 
tenu dans cette intersection équivaut à dire que V(a) s Supp(M) 
avec les notations du chap. II ,  $ 4 ; la conclusion résulte alors du 
chap. I I ,  $ 4, no 4, cor. 2 de la prop. 17. 

D É F I N I T I O N  2. - Étant donné un A-module M, on dit qu'un 
endomorphisme u de M est presque nilpotent si, pour tout x E M, il 
existe un entier n(x) > O tel que U ~ ( ~ ) ( X )  = O. 

Si M est de type fini, tout  endomorphisme presque nilpotent 
est nilpotent. 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau nœthérien, M un A-mo- 
dule, a un élément de A. Pour que Z'homomorphisme a, : x -t a s  
de M soit presque nilpotent, il faut et il sufit que a appartienne a 
tout idéal de Ass(M). 

E n  effet, la condition de l'énoncé équivaut à dire que pour 
tout X E  M, il existe n(x) > O tel que (Aa)n(Z)(Ax) = O ; en 
vertu de la prop. 9, cela signifie encore que a appartient à tous les 
idéaux premiers associés au sous-module Ax de M ; le corollaire 
résulte donc de ce que Ass(M) est la réunion des Ass(Ax) lorsque x 
parcourt M (no 1, formule (1) ). 

PROPOSITION 10. - Soient A un anneau nœthérien, E un A- 
module de type fini, F un A-module. On a alors 

(5) ASS(HO~,(E,  F)) = Ass(F) n Supp(E). 



Par  hypothèse, E est isomorphe à un A-module de la forme 
An/R, donc Hom,(E, F)  est isomorphe à un sous-module de 
Hom,(An, F),  et ce dernier est isomorphe à Fn ; or, on a Ass(Fn) = 

Ass(F) (no 1, cor. 1 de la prop. 3) ; donc Ass(Hom,(E, F)) c Ass(F). 
D'autre part, on a Supp(Hom,(E, F))  c Supp(E) : en effet, pour 
tout  idéal premier p de A, H O ~ , ~ ( E , ,  Fp) est isomorphe à 

(Hom,(E, F)), (chap. I I ,  $ 2, no 7, prop. 19), d'où aussitôt notre 
assertion ; on conclut alors du th. 2 que Ass(Hon~,(E, F))  c Supp(E). 

Inversement, soit p un idéal premier de A appartenant a 
Ass(F) n Supp(E). Par définition, F contient un sous-module iso- 
morphe a A/p. D'autre part, puisque E est de type fini et Ep # O, 
on sait qu'il existe un homomorphisme w # O de E dans A/p 
(chap. I I ,  $ 4, no 4, prop. 20). Comme il existe un homomorphisme 
injectif j de A/p dans F,  on a j o  w E Hoin(E, F), et j o  w # 0. 
D'autre part, la relation aw = O pour un a =  A équivaut à a E p ,  
I'annulateur de tout élément # O de A/p étant p ; on a donc bien 
p E Ass(Hom,(E, F)). 

C .  Q .  P. D.  

fj 2. D6eomposition primaire. 

1 .  Sous-modules primaires. 

PROPOSITION 1. - Soierzt A un anneau nœthérien et M un 
A-module. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 
a) Ass(M) est réduit à un seul élément. 
b) On a M # O, et toute homothétie de M est, soit injective, soit 

presque nilpotente ( §  1, no 4). 
S i  ces conditions sont remplies, et si p est l'ensemble des a E A 

tels que l'homothétie a, soit presque nilpotente, on a Ass(M) = { p i .  
Ceci résulte aussitôt du $ 1, no 4, cor. de la prop. 9 e t  no 1, 

cor. 2 de la prop. 2. 

DÉFINITION 1. - Soient A un anneau nœthérien, N un A- 
module, Q un sous-module de N. Si le module M = N/Q satisfait aux 
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conditions de la prop. 1, on dit que Q est p-primaire par rapport a N 
(ou dans N). 

Lorsque aucune confusion n'en résulte, on dit simplement 
que Q est <( p-primaire )> ou << primaire P ; il est clair que pour 
tout sous-module Nr # Q de N contenant Q, Q est p-primaire 
dans Nr. 

La définition 1 s'applique en particulier au cas N = A ; les 
sous-modules de N sont alors les idéaux de A, e t  on dit donc qu'un 
idéal q de A est primaire si Ass(A/q) a un seul élément, ou, ce qui 
revient au même, si A # q et si tout diviseur de zéro dans l'anneau 
A/q est nilpotent. Si q est p-primaire, il résulte de la déf. 1 que p est 
la racine (chap. II ,  S, 2, 110 6) de l'idéal q. 

Remarque. - Soit Q un sous-module p-primaire d'un A- 
module N. Si N/Q est de type fini, il existe un entier k > O tel que 
pkN c Q, en vertu du § 1, no 4, prop. 9. 

Exemples. - 1) Si p est un idéal premier de A, p est p- 
primaire (5 l, 110 l, prop. l ) .  

2) Soit q un idéal de A tel qu'il existe un seul idéal premier m 
(nécessairement maximal) contenant q ; alors, si M est un A-module 
tel que qM # M, qM est m-primaire par rapport à M. E n  eR'et, tout 
élément de Ass(M/qM) contient q, donc est égal à nt, e l  on a 
Ass(M/qM) # 0 ( §  1, no 1, cor. 1 de la prop. 2). En particulier q 
est un idéal m-primaire dans A. 

3) Soit m un idéal maximal de A ; les idéaux m-prinaires sont 
alors les idéaux q de A pour lesquels il existe un entier ?2 2 1 tel 
que mn c q c m. En effet, si inn c q c m, in est' le seul idéal premier 
contenant q (chap. 1 J, S, 1, no 1, cor. de la prop. l ) ,  e t  la conclusion 
résulte de l'Exemple 2 ; réciproquement, si q est m-primaire, m est 
la raiine de q, et il existe donc n 2 1 tel que mnc q (chap. II ,  

2, no 6, prop. 15). 
4) Dans un anneau principal A, les idéaux primaires sont (O) 

et les idéaux de la forme Apn, où p est un élément extrema1 et 
n 2 1 ; cela résulte aussitôt de l'Exemple 3. 

5) Les puissances d'un idéal premier quelconque ne sont pas Z nécessairement des idéaux primaires (exero. 1). D'autre part, il 



existe des idéaux primaires qui ne sont pas des puissances d'idéaux 
premiers (exerc. 1). 

PROPOSITION 2. - Soient M un module sur un anneau 
nœthérien A, p un idéal premier de A, et (Q+EI une famille finie 
non vide de sous-modules de M, p-primaires par rapport à M. 

Alors n Qt est p-primaire par rapport à M. 
IEI 

En effet, M (1 n Qtj est isomorphe à un sous-module # O 
IEI  

de la somme directe @ (MIQ*). Or, on a 
i €1  

( 8 i, no 1, cor. 1 de la prop. 3.) Donc Ass(M/( I l  j) = p 
t € I  

(8 1, no 1, prop. 3 et cor. 1 de la prop. 2). 

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau nœthérien, S une 
partie multiplicative de A, p un idéal premier de A, M un A-module, 
N un sous-module de M, et i = l'application canonique de M dans 
S-'M. 

(i) On suppose que p n S # 0. S i  N est p-primaire par rapport 
à M, on a S-lN = S-lM. 

(ii) On suppose que p n S = 0. Pour que N soit p-primaire 
-1 

par rapport à M, il faut et il sufit que N soit de la forme i(N1), 
où N' est un sous-S-lA-module de S-'M, (S-lp)-primaire par 
rapport à S-'M ; on a alors N' = S-'N. 

(i) Si p n S # 0, et si N est p-primaire par rapport a M, 
on a A~s,-I,(S-~(M/N)) = 0 ( $  1, no 2, cor. de la prop. 5), donc 
S-'(MIN) = 0 ($1, no 1, cor. 1 de la prop. 2), d'où S-lM/S-lN = 0. 

(ii) Supposons p n S  = 0. Si N est p-primaire par rapport 
à M, on a Am,-l,(S-'(MIN)) = f S-'p 1 ( $  1, no 2, cor. de la 
prop. 5), donc le sous-module N' = S-'N de S-lM est (S-lp)- 
primaire ; en outre, si s E S et m~ M sont tels que s m e  N, on 
a m E N, car l'homothétie de rapport s dans M/N est injective, 

-1 
d'où N = i(N1) (chap. II, $ 2, no 4, prop. 10). Réciproquement, 
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soit N' un sous-module de S-lM, (S-lp)-primaire par rapport à 
-1 

S-lM ; posons N = i(N1) ; on a N' = S-lN (chap. II, $ 2, no 4, 
prop. 10) et Ass,-I,(S-'(MIN)) = AM,-1,((S-'M)/N1) = { S-'p 1. 
Comme l'application canonique M/N -t S-l(M/N) est injective, 
aucun idéal premier de A associé à MIN ne rencontre S ( 5  1, no 2, 
prop. 6) ; il en résulte que Ass(M/N) = ( p  1 ( $  1, no 2, cor. de la 
prop. 5), de sorte que N est p-primaire par rapport à M. 

2.  Existence d'une décomposition pimaire. 

DÉFINITION 2. - Soient A un anneau nœthérien, M un 
A-module, N un sous-module de M. On appelle décomposition pri- 
maire de N dans M une famille finie (Qi) i=~ de sous-modules de M, 

primaires par rapport & M, et tels que N = n Qt. 
(€1 

Exemple. - Prenons A = Z, M = Z, N = nZ pour un entier 
n > O. Si n = pl' ...p", est la décomposition de n en facteurs pre- 
miers, nZ = (#Z) n ... n (p2Z) est une décomposition primaire de 
BZ dans Z d'après l'Exemple 4 du no 1. 

Par abus de langage, on dit que la relation N = n Qt est 
iEI 

une décomposition primaire de N dans M. Il revient au même de 

n dire que { O 1 = (Qe/N) est une décomposition primaire de 
t e 1  

O 1 dans MIN. Si (Qi)z=~ est une décomposition primaire de N 
dans M, l'application canonique de MIN dans @ (M/Qt) est injec- 

e ~ 1  

tive. Réciproquement soient N un sous-module de M, et soit f un 
homomorphisme injectif de MIN dans une somme directe finie 
P = @Pt, où chaque ensemble Ass(P4) est réduit à un seul élé- 

(€1 

ment pf ; soient f z  l'homomorphisme M/N -t Pt déduit par compo- 
sition avec f de la projection P +- Pc, et soit Qf/N le noyau de ft ; 
alors les Qt distincts de M sont primaires par rapport à M (no 1, 

en vertu du $ 1, no 1, prop. 3. 



T H É O R È M E  1. - Soit M un module, de type fini sur un anneau 
nœthérien, et soit N un soqs-module de M. Il existe une décomposi- 
tion primaire de N dans M de la forme 

où, pour tout p E Ass(M/N), Q(p) est p-primaire par rapport à M. 
Quitte à remplacer M par MIN, on peut supposer que N = 0. 

En vert.u du $ 1, no 4, cor. du th. 2, Ass(M) est fini ; en vertu 
du 3 1, no 1, prop. 4, il existe, pour chaque p E Ass(M), un sous- 
module Q(p) de M tel que Ass(M/Q(p)) = { p [ et Ass(Q(p)) = 

Ass(M) - j p j. Posons P = n ,(pl ; POU, tout p E *ss(M), 
p E Ass(M) 

on a Ass(P) c Ass(Q(p)), donc Ass(P) = O, ce qui entraîne P = O 
( §  1, no 1, cor. 1 de la prop. 2) et démontre donc le théorème. 

3. Propl-iéGs d'unicité dans la décomposition primaire. 

DEFINITIOS 3. - Soient M un module sur un anneau nœ- 
thérien, N un sous-module de M. On dit qu'une décomposition pri- 

maire N = n Qi - de N dans M est réduite si les conditions suivantes 
iEI  

sont remplies : 

a) il n'existe aucun indice i E 1 tel pue n Qi c QI ; 
5 f  i 

b) si Ass(M/Qs) = { ~ $ 1 ,  les pi ( i  E 1) sont deux à deux dis- 
tincts. 

n De toute décomposition primaire N = Qt de N dans M, 
i €1 

on déduit une décomposition primaire réduite de N dans M, de la 
facon suivante : soit J un élément minimal de l'ensemble des par- 

ties 1' de 1 telles que N = n Qt. 11 est clair que (Q i ) i e~  vérifie la 
à€If 

condition a). Soit alors @ l'ensemble des pi pour i E J ; pour tout 
p E a, soit H(p) l'ensemble des ic J tels que pt = p, et soit 

Q ( p )  = n Qt ; il résulte de la prop. 2 du no 1 que Q(p) est 
(E=(P)  
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p-primaire par rapport A M ; on a en outre N = n Q(p) et la 
PEQ, 

famille (Q(p))pEm est donc une décomposition primaire réduite 
de N dans M. 

Nous allons voir que la décomposition primaire définie dans 
la démonstration du th. 1 du no 2 est réduite ; cela résulte de la 
proposition suivante : 

PROPOSITION 4. - Soient M u n  module sur u n  anneau nœthé- 

rien, N u n  sous-module de M, N = n Qt une décomposition pri- 
t e 1  

maire de N dans M, et pour tout i E 1, soit j pt 1 = Ass(M/Qt). Pour 
que cette décomposition soit réduite, il faut et il suf i t  que les pt soient 
deux à deux distincts et appartiennent à Ass(M/N) ; o n  a alors 

ASS(Q</N) = U j pl j pour tout i E I .  
j#t 

Si la condition de l'énoncé est vérifiée, on ne peut avoir 

N = n Qj, car on en déduirait Ass(M/N) c U { pl 1 (O i, no 1, 
r+ r+r  

cor. 2 de la prop. 3) contrairement à l'hypothèse ; la décomposi- 
tion primaire (Qi)i=~ de N est donc bien réduite. Inversement, 

on a toujours Ass(M/N) c U 1 ptl ( 8  1, no 1, cor. 2 de la pmp. 3) ; 
Z E L  

d'autre part, pour tout i E 1, posons Pr = n QI ; ona Pt n Qt = N 
i f 6  

e t  Pr # N si (Qi)t=~ est réduite, donc Pi/N est non nul et est iso- 
morphe au sous-module (Pt+Qt)/Qr de M/Qi, d'où { ~ t j  = AW'r/N) 
( $  1, no 1, prop. 3 et cor. 1 de la prop. 2) ; comme Pg/N cM/N, on 
a pt E Ass(M/N), ce qui achève de prouver la nécessité de la condi- 

n tion de l'énoncé et la formule (2). Enfin, comme N = (Qr n Qt), r# r 



mais Qt/(Qr n Qt) est isomorphe au sous-module (Qt + Qj)/Qj 

de M/Qi, donc Ass(Qi/(Qj n Qi)) c pi 1, e t  Ass(Q</N) c U ,+* {Pr{ ;  

compte tenu de (2) et  de la prop. 3 du $ 1, no 1, on obtient bien la 
formule (3). 

COROLLAIRE. - Soient A un anneau nœthérien, M un A- 
module, N un sous-module de M, (Q~)<EI  une décomposition primaire 
de N dans M. On a alors Card(1) 2 Card(Ass(M/N)) ; pour que 
(Qi) i=~ soit une décomposition primaire réduite, il faut et il sufit que 
Card(1) = Card(Ass(M/N)). 

Il résulte des remarques précédant la prop. 4 qu'il existe une 
décomposition primaire réduite (R3) iE~ de N dans M telle que 
Card(J) 6 Card(1) ; la première assertion résulte donc de la se- 
conde, et  cette dernière est une conséquence de la prop. 4. 

PROPOSITION 5. - Soient A un anneau nœthérien, M un A- 

module, N un sous-module de M, N = n Qg une décomposition pri- 
i €1  

maire réduite de  N dans Ml et pour tout i E 1, soit 1 pi 1 = Ass(M/Q~). 
Si pi est un élément minimal de Ass(M/N), Qz est égal au saturé de N 
relativement à pi (chap. II ,  $ 2, no 4) (cf. exerc. 2). 

On peut évidemment se borner au  cas ou N = O, en rempla- 
çant au  besoin M par MIN. Si pi est minimal dans Ass(M), l'en- 
semble des éléments de Ass(M) qui ne rencontrent pas A - pt est 
réduit a pt ; la  proposition résulte alors de la formule (3) ci-dessus, 
e t  du  $ 1, no 2, prop. 6, le noyau de l'application canonique 
M -+ MPi étant égal au saturé de O relativement à pi (chap. I I ,  

2, no 4). 

Remarque. - Les idéaux premiers pi E Ass(M/N) qui ne sont 
pas des éléments minimaux de cet ensemble sont parfois appelés 
les idéaux premiers immergés associés à MIN ; lorsque MIN est de 
type fini, pour que p, E Ass(M/N) soit immergé, il faut et  il sufi t  
que V(p,) ne soit pas une composante irréductible de Supp(M/N) 
(chap. II ,  $ 4, no 3, cor. 2 de la prop. 14) ; si ( Q ( P ) ) ~ € A ~ ~ ( M / N )  et 
(Q'(p))peassc~l~) sont deux décompositions primaires réduites de 
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N dans M, il peut se faire alors que Qr(p,) # Q(p,) (exerc. 24 c) ; 
on peut toutefois définir une décomposition primaire réduite 
canonique de N dans M, en imposant aux sous-modules primaires 
qui y figurent des conditions supplémentaires (exerc. 4). 

4 .  Localisation d'une décomposition primaire. 

Étant  donné un sous-module N d'un module M sur un anneau 
nœthérien A, nous désignerons pour simplifier par D,(M/N), dans 
ce no, l'ensemble des décompositions primaires réduites de N dans 
M dont l'ensemble d'indices est 1 (équipotent a Ass(M/N)). 

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau nœthérien, M un 
A-module, N un sous-module de M, 1 = Ass(M/N). Soient S une 
partie multiplicative de A, J la partie de 1 formée des indices i tels 
que S n pi = 0. Soit N' le saturé de N pour S dans M. Alors : 

(i) Si (Qi)ca est un élément de D,(M/N), la famille (Q i ) i e~  est 
un élément de D,(M/N'), et la famille (S-lQt)ieJ un élément de 
D,(S-IM/S-l N). 

(ii) L'application (Qt ) re~  -t (S-lQé)reJ est une bijection de 
DJ(M/N1) sur D,(S-'MIS-IN). 

(iii) Si  (Qt ) ia~  est un élément de D,(M/N1) et (Ri)ae~ un élément 
de D,(M/N), la famille (T t ) i~r ,  telle que Tt = Qt pour i E J et Tt = Rr 
pour i E 1 - J ,  est un élément de D,(M/N). 

(i) On sait (no 1, prop. 3) que pour i E J ,  S-lQr est primaire 
pour S - l ~ r  e t  que pour i e  1 - J ,  S-lQr = S-lM ; comme 

s-IN = f l  FQ, (chap. I I ,  $2,  n04), on a aussi s-IN = I l  s-lQ1. 
(€1 iEJ  

Les S-lpt pour i E J sont deux à deux distincts e t  leur ensemble 
est Ass(S-'MIS-IN) ( 5  1, no 2, cor. de la prop. 5) ; donc (prop. 4) 
(S-lQt)r€~ est une décomposition primaire réduite de S-IN. 
E n  outre, on a Qt = ($)-'(S-lQi) (no 1, prop. 3)' donc N' = 

( i ( S I N )  = Q ,  et  (Q5)i.l est évidemment une décom- 
fEJ 

position primaire réduite de N' dans M. 
(ii) Comme S"N1 = S-IN, on peut remplacer N par NI, c'est- 

à-dire supposer que J = 1. Soit (Pr)r€r une décomposition pri- 
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maire réduite de S-lN dans S-lM, e t  posons Qi = (i:)-'(Pr) ; il 
résulte du no 1, prop. 3, que Qi est primaire pour Pa ( i  E 1) e t  
(Qi )àe~  est donc une décomposition primaire réduite de N dans M 
en vertu du no 3, cor. de la prop. 4. Enfin, comme pour tout 
i E 1 et tout sous-module Q( de M qui est pi-primaire par rapport 
à M, on a QL = (i:)-l(S-lQ;) en vertu du  no 1, prop. 3 et de 
l'hypothèse J = 1, on voit que l'on a défini deux applications 
D,(M/N) -+ D,(S-lM/S-IN) et D,(S-lM/S-lN) -t D,(M/N) dont les 
composées sont les identités dans D,(M/N) e t  D,(S-'MIS-IN), ce 
aui Drouve (ii). 

L . z 

(iii) E n  vertu de (i), on a Nt = n Fit, d'où N = Nt n n Ri = 
~ E J  i € I - J  

( n ,,> n ( n R,>, et il résulte aussitôt du no 3, cor. de la 
i € J  Z E I - J  

prop. 4, que cette décomposition primaire est réduite. 

COROLLAIRE. - Les applications D,(M/N) -+ D,(M/N1) et 
D,(M/N) -+ DJS-lM/S-lN) définies dans la prop. 6, (i), sont surjec- 
tives. 

En effet, la prop. 6, (iii) montre que l'application 
D,(M/N) -t DJ(M/N1) est surjective, e t  la prop. 6 (ii) montre 
alors que l'application D,(M/N) -+ D,(S-lM/S-lN) est surjective. 

5. Anneaux et modules de longueur finie. 

Si un A-module M est de longueur finie, nous noterons cette 
longueur long,(M) ou long(M). Rappelons que tout anneau arti- 
nien est nœthérien (Alg., chap. VIII ,  $6,  no 5, cor. 3 de la prop. 12) 
e t  que tout module de type fini sur un anneau artinien est de lon- 
gueur finie (loc. cit., cor. 1 de la prop. 12). En outre, tout  anneau 
artinien intègre est un corps (Alg., chap. VIII, $ 6, no 4, prop. 9). 

PROPOSITION 7. - Soit M un module de type fini sur un 
anneau nœthérien A. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a)  M est de longueur finie. 
b) Tout idéal p E Ass(M) est un idéal maxima2 de A. 
c) Tout idéal p E Supp(M) est un idéal maximal de A. 
Soit (Mf)o<t<n une suite de composition de M telle que, pour 
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O ,< i < n - 1, Mi/Mw soit isomorphe a Alpi, où pi est premier 
( §  1, no 4, th. 1). Si M est de longueur finie, il en est de même de 
chacun des A-modules Alpi, ce qui implique que chacun des 
anneaux A/& est artinien ; mais comme A/& est intègre, c'est alors 
un corps, autrement dit pi est maximal ; on en conclut que a) im- 
plique b)  ( 5  1, no 4, th. 2). La condition b) entraîne c) en vertu du 
$ 1, no 3, prop. 7. Enfin, si tous les idéaux de Supp(M) sont maxi- 
maux, il en est de même des pi ( §  1, no 4, th. 2), donc les A/pt sont 
des A-modules simples, et M est de longueur finie, ce qui achève 
la démonstration. 

COROLLAIRE 1. - Pour tout modale de longueur finie M sur un 
anneau nœthérien A, on a Ass(M) = Supp(M). 

En effet, tout ëlément de Supp(M) est alors minimal dans 
Supp(M) et la conclusion résulte du 4 1, no 3, cor. 1 de la prop. 7. 

COROLLAIRE 2. - Soient M un module de type fini sur un 
anneau nœthérien A, et p un idéal premier de A. Pour que M, soit 
un A,-module de longueur finie non nulle, il faut et il sufit que p 
soit un élément minimal de Ass(M). 

En vertu du 1, no 2, cor. de la prsp. 5, AssAP(Mp) est l'en- 
semble des idéaux q,, où q parcourt l'ensemble des idéaux de 
Ass(M) qui sont contenus dans p. D'autre part, p, est l'unique 
idéal maximal de A, ; en vertu de la prop. 7, pour que Mp soit 
un A,-module de longueur finie, il faut et il sufi t  qu'aucun élé- 
ment de Ass(M) ne soit strictement contenu dans p. D'autre part, 
pour que M, # O, il faut e t  il sufi t  par définition que p E Supp(M) 
(chap. II ,  $ 4, no 4), c'est-à-dire que p contienne un élément de 
Ass(M) ( $  1, no 3, prop. 7). Ceci démontre le corollaire. 

Remarque 1. - Soit M un module de type fini sur un anneau 
nethérien A ; soit une suite de composition de M telle 
que pour O ,< i < n - 1, Mi/Mt+l soit isomorphe à AIPI, où 
est un idéal premier de A ( 3  1, no 4, th. 1). Si p est un élément 
minimal de Ass(M), la longueur longAp(MP) est égale au nombre 
des indices i tels que pi = p. En effet, les (Mt)p forment une suite 
de composition de MP, et (Mt)v/(Mi+i)p est isomorphe à (A/&),, 
donc à 1 O 1 si pl: # p (puisque p est minimal dans l'ensemble des 
pi en vertu du 5 1, no 4, th. 2) et à (A/P)p qui est un corps, si pt = p. 



PROPOSITION 8. - Soit M un module de longueur finie sur 
un anneau nœthérien A. 

(i) Il n'existe qu'une seule décomposition primaire de { O J  
par rapport à M indexée par Ass(M) (nécessairement réduite) ; 

soit 101 = n Q(p) cette décomposition, 06 Q(p) est p-primaire , E dss(hl) 

par rapport à M. 
(ii) Il existe un entier no tel que. pour tout n 2 no et tout 

p E Ass(M), on ait Q(p) = pnM. 
(iii) Pour tout p E Ass(M), l'application canonique de M dans 

M, est surjective et son noyau est Q(p). 
(iv) L'injection canonique de M dans @ (M/Q(p)) est 

P = k ( W  
bijective. 

Comme tout élément p E Ass(M) est minimal dans Ass(M) 
(prop. 7), l'assertion (i) résulte du no 3, prop. 5. Comme M 
est de type fini, il existe no tel que l'on ait pnMc Q(p) pour 
tout p E Ass(M) et tout n 2 no (no 1, Remarque) ; mais comme 
p est un idéal maximal, pnM est p-primaire par rapport 

à M (no 1, Exemples 2 et 3), et comme n P"M = 101, il 
P €2 k ( W  

résulte de (i) que 1,011 a nécessairement pnM = Q(p) pour tout 
p E Ass(M) ; d'où (ii). Comme les pn, pour p E Ass(M), sont 
deux à deux étrangers (chap. II, $ 1, no 2, prop. 3) ,  l'application 
canonique M -t @ (M/pnM) est surjective (chap. II, 5 1, 

P =*MW 

no 2, prop. 6) d'où (iv). On a Ass(Q(p)) = Ass(M) - { p l  e t  
Ass(M/Q(p)) = 1 p 1 (no 3, prop. 4) ; comme les éléments de Ass(M) 
sont des idéaux maximaux, p est le seul élément de Ass(M) qui ne 
rencontre pas A - p ; Q(p) est donc le noyau de l'application 
canonique j : M --+ M, ( $  1, no 2, prop. 6). Si s E A - p, l'homo- 
thétie de M/Q(p) de rapport s est injective, en vertu de la relation 
Ass(M/Q(p)) = f p 1 (no 1, prop. 1) ; puisque M/Q(p) est art.i- 
nien, cette homothétie est bijective (Alg., chap. VIII, $ 2, no 2, 
lemme 3). L'application canonique M -+ M/Q(p) s'écrit donc f 0 j 
où f : M, --+ M/Q(p) est un A-homomorphisme (chap. II ,  $2 ,  no 2, 
prop. 3) ; comme Ker(j) = Ker(f 0 j) = Q(p), f est injectif ; on en 
conclut que j est surjectif et f bijectif. 
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COROLLAIRE. - S i  M est un module de longueur finie sur un 
anneau nœthérien A, on a 

Cela résultera de la prop. 8, (iv) si l'on prouve que 
longn(M/Q(p)) = long,,(M,). Or, il résulte de la prop. 1 du no 1 
que pour tout s E A - p ,  l'homothétie de rapports dans M/Q(p) est 
injective ; l'homothétie de rapport s dans tout sous-module R de 
M/Q(p) est donc injective, et comme R est artinien elle est bijec- 
tive (Alg., chap. VIII, § 2, no 2, lemme 3) ; on en conclut que les 
sous-A-modules de M/Q(p) sont les images par la bijection 
f : Mp -+ M/Q(p) des sous-A,-modules de M, (chap. II, § 2, no 3), 
d'où notre assertion. 

PROPOSITION 9. - Soit A un anneau nœthérien. Les condi- 
tions suivantes sont équivalentes : 

a) A est artinien. 
b) Tous les idéaux premiers de A sont des idéaux maximaux. 
c )  Tous les éléments de Ass(A) sont des idéaux maximaux. 
S i  ces conditions sont satisfaites, A n'a qu'un nombre fini 

d'idéaux premiers, qui sont tous maximaux et associés au A- 
module A ; de plus, A est un anneau semi-local, et son radical est 
nilpotent. 

En effet, dire que A est artinien équivaut à dire que A est un 
A-module de longueur finie ; donc a) et c) sont équivalentes en 
vertu de la prop. 7. 11 est clair que b)  implique c). Enfin a) implique 
b) puisque tout anneau artinien intègre est un corps. Les proprié- 
tés a,) b), c) sont donc équivalentes. 

Supposons-les vérifiées. Comme tout idéal premier de A 
appartient à Supp(A) et que tout élément de Supp(A) contient un 
élément de Ass(A) ( 3  1, no 3, prop. 7), il résulte de c) que Ass(A) 
est l'ensemble de tous les idéaux premiers de A ; donc A n'a qu'un 
nombre fini d'idéaux premiers, tous maximaux et associés au A- 
module A. Ceci implique évidemment que A est semi-local ; enfin, 
on sait que le radical d'un anneau artinien est nilpotent (Alg., 
chap. VIII, $6,  no 4, th. 3). 



Remarque 2. - Les conditions de la prop. 9, pour un 
anneau nœthérien A, entraînent que le spectre de A est fini et dis- 
cret, tout point de Spec(A) étant alors fermé (chap. II ,  § 4, no 3, 
cor. 6 de la prop. 11). Inversement , pour un anneau nœthérien A, 
dire que tout point de Spec(A) est fermé signifie que tout idéal pre- 
mier de A est maximal (loc. cit.), donc cette condition équivaut à 
celles de la prop. 9. 

COROLLAIRE 1. - Tout anneau artinien A est isomorphe au 
composé direct d'une famille finie d'anneaux artiniens locaux. 

En effet, il résulte de la prop. 9 et de la prop. 8, (iii) et (iv), 
que si (m6)16i6, est la famille des idéaux maximaux de A, I'appli- 
cation canonique A -t UArni est bijective. 

t 

Remarque 3. - Ce corollaire peut aussi se déduire du fait 
que Spec(A) est fini e t  discret, et du chap. II ,  $ 4, no 3, prop. 15. 

COROLLAIRE 2. - Soient A un anneau nœthérien, m un idéal 
de A. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) A est un anneau semi-local, et m un idéal de définition de A. 
b) A est un anneau de Zariski pour la topologie m-adique, et 

A/m est artinien. 
En effet, si a) est vérifiée, A est un anneau de Zariski pour la 

topologie m-adique (chap. III ,  $3 ,  nO3, Exemple 3) ; de plus, comme 
par hypothèse m contient une puissance du radical r de A, tout 
idéal premier de A qui contient m contient aussi r (chap. II ,  $ 1, 
no 1, prop. 1) ; il est par suite maximal, puisque r est intersection 
finie d'idéaux maximaux (loc. cit.) ; la prop. 9 montre donc que 
A/m est artinien. Réciproquement, si b) est vérifiée, tout idéal 
maximal p de A contient le radical de A, donc contient m (chap. III ,  
§ 3, no 3, prop. 6) ; comme A/m est artinien, les idéaux p/m sont 
en nombre fini (prop. 9), donc A n'a qu'un nombre fini d'idéaux 
maximaux, ce qui entraîne qu'il est semi-local. 

COROLLAIRE 3. - Soient A, A' deux anneaux, h un homo- 
morphisme de A dans A'. On suppose que A est semi-local et nœthé- 
rien, et que A' est un A-module de type fini. Alors l'anneau A' est 
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semi-local et nœthérien ; si m est un idéal de définition de A, mA1 est 
un idéal de définition de A'. 

En effet, on sait que A' est un anneau de Zariski pour la topo- 
logie mA1-adique (chap. I I I ,  $ 3, no 3, prop. 7). Comme A/m est 
artinien (cor. 2) e t  que A'/mAr est un (A/m)-module de type fini, 
A'/mA1 est un anneau artinien, donc A' est semi-local et mA' est 
un idéal de définition de A' (cor. 2). 

COROLLAIRE 4. - Soient A un anneau nœthérien, semi-local 
et complet, m un idéal de définition de A, E un A-module de type fini, 

(F,) une suite décroissante de sous-modules de E telle que n Fn = O .  
n 

Alors, pour tout p > O, il existe n > O tel que Fn  c mPE. 
Comme A est un anneau de Zariski, E est séparé et les Fn 

sont fermés pour la topologie m-adique. D'autre part, E est com- 
plet (chap. I I I ,  § 2, no 12, cor. 1 de la prop. 16). Enfin, E/mPE est 
un module de type fini sur l'anneau A/mP, qui est artinien (cor. 2) ; 
par suite E/mPE est un (A/mP)-module artinien, donc un A- 
module artinien. Le corollaire résulte alors du chap. I I I ,  $ 2, no 7, 
prop. 8. 

COROLLAIRE 5. - Da,ns un anneau nœthérien, semi-local et 
complet, toute suite décroissante d'idéaux dont l'intersection est O est 
une base de filtre qui converge vers O. 

Il suf i t  d'appliquer le cor. 4 au A-module A. 

PROPOSITION 10. - Soient A un anneau nœthérien, pi, ..., p, 
les idéaux premiers associés a u  A-module A, avec pz # pj  pour i # j. 

(i) L'ensemble S = (A - pr) est l'ensemble des éléments 
2=1 

non diviseurs de O dans A. 
(ii) Si tous les pc sont des éléments minimaux de Ass(A), 

l'anneau total de fractions S-lA de A est artinien. 
(iii) S i  l'anneau A est réduit, tous les pz sont des éléments mini- 

maux de Ass(A) (et par suite sont les éléments minimaux de Spec(A)), 
et chacun des Avi est un corps ; pour chaque indice i, l'homomorphisme 
canonique S-lA -t Avi (chap. II ,  $ 2, no 1, cor. 1 de la prop. 2) 



est surjectif et son noyau est S-'& ; enfin l'homomorphisme cano- 
n 

nique de S-'A dans T[ (S-lA/S-'pc) est bijectif. 
t=1 

Le fait que S est l'ensemble des éléments non diviseurs de O 
de A a déjà été vu ( $  1, no:l, cor. 3 de la prop. 2). Les idéaux pre- 
miers de S-'A sont de la forme S-'p, où p est un idéal premier 

n 

U de A contenu dans pi (chap. I I ,  $ 2, no 5, prop. IO), c'est- 
i=l 

à-dire contenu dans un des pi (chap. I I ,  $ 1, no 1, prop. 2). Si p( 
est un élément minimal de Ass(A), c'est un élément minimal de 
Spec(A) ( §  1, no 3, cor. de la prop. 7) ; si chacun des pi est un élé- 
ment minimal de Ass(A), on voit donc que les idéaux premiers de 
S-'A sont les S3ps, et ils sont donc tous maximaux, ce qui montre 
que S-lA est artinien (prop. 9). 

Supposons enfin que l'anneau A soit réduit. On a alors 
n 

n p, = ( $  1, no 3, cor. 2 de la prop. 7). On en déduit que 
i=1 

n 

f O 1 = n p, est,une décomposition primaire réduite de l'idbal { O 1 
t = l  

(no 3, cor. dè la prop. 4) ; en particulier, aucun des pç ne peut con- 
tenir un pj d'indice j # i, e t  par suite les pz sont tous des éléments 
minimaux de Ass(A). L'anneau S-lA est donc artinien d'après 
(ii). Les S-'pt sont des idéaux premiers associés au S-'A-module 

n 

S"A ( $  1, no 2, cor. de la prop. 5) et on a { O !  = S-l( n p,) = 
m. f = l  

n S-'pt (chap. II ,  $ 2 ,  no 4) ; comme les S-'pt sont deux à deux 
t = l  

distincts, (S-'pz)i<z<n est une décomposition primaire réduite de 
f O i dans S-'A (no 3, cor. de la prop. 4). La prop. 8 montre alors 
que l'homomorphisme canonique gz : S-'A -t (S-'A),, est sur- 
jectif e t  de noyau S-'PI, et que l'homomorphisme canonique 

n 

S ' A  -t I1 (S-'AIS-'pz) est bijectif. On sait d'ailleurs que l'homo- 
Z = 1  

morphisme canonique S-lA -+ Api est composé de gg et d'un iso- 
morphisme (S-lA)s-lpi -t Apt (chap. II ,  $ 2, no 3, prop. 7). Enfin, 
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il résulte de la prop. 8 que (S-lA)s-lpi est isomorphe à S-'A/S-'P*, 
donc est un corps puisque S-lpr est un idéal maximal. 

6 .  Décomposition primaire et extension des scalaires. 

Dans ce no, on désigne par A et B deux anneaux et on consi- 
dère un homomorphisme d'anneaux p : A -t B, qui fait de B une 
A-algèbre ; rappelons que pour tout B-module F,  p,(F) est le groupe 
commutatif F muni de la structure de A-module définie par 
a . y  = p(a)y pour ~ E A ,  ~ E F .  

Lemme 1. - Soient A un anneau nœthérien, p un idéal premier 
de A, E un A-module dont Z'annulateur contient une puissance de p 
et tel que Ass(E) = pl ,  F un B-module tel que p*(F) soit un A- 

module plat. La  condition p E Ass,(E F)  entraîne alors ;@) = p. 
Si n est tel que pnE = O, on a pnB c Ann(E@, F), d'où 

pnB c 9, ce qui entraîne pn c $ ( ~ )  et par suite p c$(p) puisque 
-1 
p ( 9 )  est premier. Par  ailleurs, si a E A - p, l'homothétie h de rap- 
port a dans E est injective ( $  1, no 1, cor. 2 de la prop. 2) ; comme 
h @  1, est l'homothétie h' de rapport p(a) dans E@,F et que 
p*(F) est plat, h' est injective (chap. 1, $ 2, no 2, déf. 1) ; ceci 

prouve que p(a) e '@, dyoù;(!J3) = p. 

T H É O R ~ M E  2. - Soient p : A -+ B un homomorphisme d'an- 
neaux, E un A-module, F un B-module tel que p*(F) soit un A-module 
plat. On a alors 

Lorsque A est nœthérien, les deux membres de (5) sont kgaux. 
Soit p E AssA(E) ; par définition, il existe une suite exacte 

O -t A/p -+ E. 

Puisque F est un A-module plat, on en déduit une suite 
exacte 

O -+ F/pF -t E63,F 

d'où Ass,(F/pF) c Ass,(E 63, F), ce qui prouve l'inclusion (5). 



Supposons maintenant A nœthérien et démontrons l'inclusion 
opposée. 

On procédera par étapes : 
(i) Supposons d'abord que E soit un A-module de type fini 

e t  que Ass,(E) soit réduit à un seul élément p. En vertu du $ 1, 
no 4, th. 1, il existe une suite de composition (Ei)o<c<n de E telle 
que Ee/Eg+l soit isomorphe a A/pr, où pz est un idéal premier de A ; 
en outre ( $  1, no 4, th. 2 et no 3, prop. 7) tous les pi contiennent p. 
Comme F est un A-module plat, les Et@,F forment une suite 
de composition de E BA F et (Er 63, F)/(Et+1gA F) s'identifie à 

(A/pt) F = FlpiF. En vertu du 5 1, no 1, prop. 3, on a donc 

On sait que E est annulé par une puissance de p (no 1, Re- 
marque) ; le lemme 1 montre donc que pour tout P E AssB(E @, F), 

on  a $(p) = p. Comme F/p$ est isomorphe à (A/pg) @, F, on a 
-1 
p('$') = Pt pour tout Pr E Ass,(F/pgF) en vertu du lemme 1, 
d'où Ass,(E @, F) n Ass(F/ptF) = 0 si pz # p, ce qui démontre 
le théorème dans le cas considéré. 

(ii) Supposons seulemenl que E soit un A-module de t ype  
fini. Soient pt (1 < i < n) les éléments de AssA(E), et soit 

n 

{ O ? - n Q, une décomposition primaire réduite correspon- ' - 
dante (no 3) ; E est donc isomorphe à un sous-module de la somme 
directe des Ea = E/Qg, et comme F est un A-module plat, E @, F 
est isomorphe à un sous-module de la somme directe des B-modules 
Et 8, F. On en déduit ( f 3  1, no 1, prop. 3 et cor. 1 de la prop. 3) 

n 

Mais Et est un A-module de type fini tel que AssA(Et) soit 
réduit à un seul élément pg (no 1, déf. 1). En vertu de (i), on a 
ASS,(E~ 8, F) = Ass,(F/ptF), d'où le théorème dans ce cas. 

(iii) Cas général. Le B-module E@, F est réunion des sous- 
modules Er@, F, E r  parcourant l'ensemble des sous-modules de 
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type fini du A-module E. Si 9 appartient a Ass,(E €3, F),  il existe 
donc un sous-module de type fini E'  de E tel que 9 E AssB(E1 63, F). 
D'après (ii), il existe p E AssA(E1) tel que 9 E Ass,(F/pF) ; comme 
AssA(E1) c AssA(E), cela achève la démonstration du th. 2. 

COROLLAIRE 1. - S i  A est nœthérien et si  E AssB(E 63, F), 

on a-;(p) E AssA(E) et:(!+?) est le seul idéal premier p de A tel que 
9 A~~B(F/PF) .  

Cela résulte du th. 2 et du lemme 1 appliqué au cas où E = A/p. 

COROLLAIRE 2. - On suppose que A et B sont nœthériens et 
que Ei est u n  A-module plat. Soient p u n  idéal premier de A, Q c E u n  
sous-module p-primaire, 9 u n  idéal premier de B. Pour que Q BA B 
soit u n  sous-module '$primaire de E BAB, il faut et il sufit  que 
pB soit u n  idéal 9-primaire de B. 

Appliquons le th. 2 au A-module E/Q et au B-module B ; on a 
Ass,(E/Q) = { p 1 et (E/Q) BAB est isomorphe à ( E  @AB)/(Q@A B), 
donc Ass,((E 63, B)/(Q 8, B)) = Ass,(B/pB). Dire que Q 8, B est 
9-primaire dans E @,B signifie donc que Ass,(B/pB) est réduit 
à 9, d'où le corollaire. 

Remarque. - Supposons A et B nœthériens. Soit 9 un idéal 

premier de B, et soit p = $(@) ; posons S = A - p, et soit 
k(p) = S-'(A/?)) le corps des fractions de A/p. Puisque 9 con- 
tient pB, q / p B  est un idéal premier de B/pB. Si p' est l'homo- 
morphisme composé A -% B -+ B/pB, on sait qu'on identifie 
S-l(B/pB) à l'anneau (pr(S))-l(B/pB) et Cp' = S-l(y/pB) a un idéal 
de cet anneau (chap. II ,  § 2, no 2, prop. 6) ; comme 9 / p B  ne ren- 
contre pas p1(S), 9' est un idéal premier de S-'(B/pB) (chap. II, 
$ 2, no 5, prop. 11) ; par ailleurs on a des isomorphismes cano- 
niques entre S-l(B/pB), SP1((A/p) €3, B), et (S-l(A/p)) B = 

k(p)€3,B ; de même S-l(F/pF) s'identifie canoniquement à 
k(p)BA F. Cela étant, sous les hypothèses du th. 2, pour 
que 9 E AssB(E @, F), il faut et il suf i t  que p =AssA ( E )  et 
9' E A s s ~ ( ~ ) B ~ ~ ( ~ ( P )  @A F). E n  effet, en vertu du th. 2 et  de son 
cor. 1, tout revient à voir que les conditions 

cc '$ E AssB(F/pF) )) et (( '$' E As~~(, ,@,~(k(p) @A F) )) 



sont équivalentes ; mais comme B est nœthérien, cela résulte du 
$1, no 2, cor. de la prop. 5 et des identifications précédentes. 

PROPOSITION 11. - On suppose que A et B sont nœthériens 
et que B est un A-module plat. Soient E un A-module, E' un sous- 
module de E tel que pour tout idéal p = Ass,(E/E1), pB soit un idéal 

premier de B ou soit égal à B. Soit E r  = n Q@) une 
P E As(E1E') 

décomposition primaire réduite de Et  dans E, Q(p) étant p-primaire 
pour tout p E Ass(E/E1). 

(i) Si p E Ass(E/E1) et si pB = B, on a Q(p) @, B = E @,B. 
(ii) Si p E Ass(E/E1) et si pB est premier, Q(p) 8, B est pB- 

primaire dans E @, B. 
(iii) Si @ est l'ensemble des p E Ass(E/E1) tels que PB soit pre- 

mier, on a E' 8, B = n (Q(p) @, B), et cette relation est une 
)>=O 

,décomposition primaire réduite de E' 8, B dans E 8, B. 
Si pB = B, le th. 2 appliqué à E/Q(p) et à B, montre que l'on a 

Ass,((E/Q(p)) @ A B )  = 0 et  comme B est nœthérien et est un 
A-module plat, on en conclut ( $  1, no 1, cor. 1 de la prop. 2) que 
Q(p) BAB = E 8, B. L'assertion (ii) résulte du cor. 2 du th. 2, en 

prenant IP = PB. Enfin la relation E'@,B = n (Q(p) @,B) 
PEQ, 

résulte de ce que B est un A-module plat (chap. 1, $ 2, ne 6, 

prop. 6) ; comme p = $(PB) pour p E @ (lemme l), on a pB # p'B 
pour deux idéaux distincts p, p' de l'ensemble a> ; d'autre part, 
on a Ass((E @,B)/(E1 8, B)) = @ en vertu du th. 2 ; on conclut 

du  no 3, prop. 4 que E r  BAB = fl (Q(p) €3, B) est une décompo- 
PEQt 

sition primaire réduite. 

COROLLAIRE. - Supposons que PB soit premier pour tout 
p E AssA(E/E1). Alors, si pi, ..., p, sont les éléments minimaux de 
Ass,(E/E1), les piB sont les éléments minimaux de 

Il résulte en effet de la prop. 11 que l'on a dans ce cas 
ptB # ~ $ 3  pour i # j .  
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Exemples. - 1) Prenons B = S"A, où S est une partie multi- 

plicative de A ; si A est nœthérien, les hypothèses de la prop. 11 
sont vérifiées, et on retrouve une partie de la prop. 6 du no 4. 

2) Soient A un anneau nœthérien, nt un idéal de A, B le séparé 
oomplété de A pour la topologie m-adique ; alors B est un A-module 
plat et on peut appliquer à F = B le th. 2 ; mais en général les 
hypothèses de la prop. 11 ne seront pas vérifiées pour les idéaux 
premiers de A (chap. III ,  $ 2, exerc. 15 b ) ) .  

3) Soient A un anneau nœthérien, B l'algèbre de polynômes 
A[X,, ..., X,] ; B est nœthérien et est un A-module libre, donc plat. 
En outre, si p est un idéal premier de A, B/pB est isomorphe à 
(A/p)[X,, ..., X,], qui est intègre, donc pB est premier ; les hypo- 
thèses de la prop. 11 sont donc vérifiées pour tout A-module E et 
tout sous-module E' de E. 

4)  Soient A une algèbre de type fini sur un corps k, K une 
extension de k, B = A€% K l'algèbre sur K obtenue par extension 
des scalaires ; A et B sont nœthériens et B est un A-module libre, 
donc on peut appliquer le th. 2 à F = B. Dans certains cas (par 
exemple lorsque k est algébriquement clos), on peut montrer que 
pour tout idéal premier p de A, pB est premier ou égal à B ; nous 
reviendrons plus tard sur cet exemple. 

£j 3. Décomposition primaire dans les modules gradués 

1 .  Idéaux premiers associés à un module gradué. 

PROPOSITION 1. - Soient A un groupe commutatif sans tor- 
sion, A un anneau gradué de type A, M un A-module gradué de 
type A. Tout idéal premier associé à M est gradué, et est l'annulateur 
d'un élément homogène de M. 

On sait qu'on peut munir A d'une structure d'ordre total com- 
patible avec sa structure de groupe (Alg., chap. II, 3e éd., $ 11, 
no 4, lemme 2). Soit p un idéal premier associé à M, annulateur 
d'un élément x = M, et soit (xt)tEa la famille des composantes 
homogènes de x ; soient i(1) < 42) < . . . < i(r) les valeurs de i 
pour lesquelles xt # O. Considérons un élément a e  p, et soit 



(&)ta& la famille de ses composantes homogènes ; nous allons 
prouver que l'on a a$ E p pour tout i E A, ce qui montrera que p 
est un idéal gradué. 

Raisonnons par récurrence sur le nombre des indices i tels 
que at # O. Notre assertion est évidente si ce nombre est O ; sinon, 
soit m le plus grand des indices i pour lesquels at # O ; si nous 
prouvons que a, E p, l'hypothèse de récurrence appliquée à a - a, 
permettra de conclure. Or, on a ax = O ; pour tout j E A7 en écri- 
vant que la composante homogène de degré m + j de ax est 0, il 
vient X û+axj+{ = O ; on en conclut que a,xj est combinaison 

i E A  

linéaire des xt pour les indices i > j .  En particulier, on a donc 
amxé(r) = O, d7oÙ, par récurrence descendante sur n < r, 
a,-n +1 xi(,> = O. On a par suite akx = O, d'où a& E p, et comme p 
est premier, a, E p. 

Montrons maintenant que p est 17annulateur d'un élément 
homogène de M. Posons b, = Ann(xrcn)) pour 1 < n < r. Pour 
tout élément homogène b de p et tout n, la composante homogène 
de bx de degré i(n) + deg(b) est bxtcn), donc bxt(n) = O et par suite 
b E bn ; comme p est engendré par ses éléments homogènes, on a 

p c b,. D'autre part, il est clair que i1 bn Ann(x) = p ; 
n = l  

comme p est premier, il existe un n tel que b, c p (chap. II, $ 1, 
no 1, prop. I ) ,  d'où b, = p = Ann(xrcn)), ce qui achève la dé- 
monstration. 

COROLLAIRE. - Pour tout idéal premier (nécessairement gradué) 
p associé d un A-module gradué M, il existe un indice k E A tel que 
le  A-module gradué (A/p)(k) obtenu par décalage des degrés de k à 
partir du A-module gradué A/p (Alg., chap. II, 3e éd., Q 11, no 2) 
soit isomorphe à un sous-module gradué de M. 

Avec les notations de la démonstration de la prop. 1, considé- 
rons en effet l'homomorphisme déduit par passage au quotient de 
i'homomorphisme a + aXrcn) de A dans M ; ce dernier est un homo- 
morphisme gradué de degré i (n),  donc il donne par passage au 
quotient un homomorphisme bijectif gradué de degré i(n) de A/p 
sur un sous-module gradué de M. 
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PROPOSITION 2. - Soient A u n  groupe commutatif sans tor- 
sion, A u n  anneau nœthérien gradué de type A, M u n  A-module de 
type fini, graduéde type A. Il existe une suite de composition (Mt)o<t<n 
formée de sous-modules gradués de M telle que, pour O < i < n - 1, 
le module gradué Mt/Mt+i soit isomorphe à u n  module gradué 
décalé (A/pi)(kt), où pt est u n  idéal premier gradué de A et kt E A. 

Il suffit de reprendre le raisonnement du $ 1, no 4, th. 1, en 
prenant cette fois pour CZ l'ensemble des sous-modules gradués de 
M possédant une suite de composition ayant les propriétés de 
l'énoncé ; on conclut en utilisant le cor. de la prop. 1. 

2. Sous-naodules primaires correspondant aux idéaux pre- 
miers gradués. 

, 
PROPOSITION 3. - Soient A u n  groupe commutatif sans 

torsion, A u n  anneau nœthérien gradué de type A, p u n  idéal gradué 
de A, M u n  A-module gradué de type A, non réduit à O. O n  suppose 
que pour tout élément homogène a de p, l'homothétie de rapport a dans 
M est presque nilpotente et que pour tout élément homogène b de 
A - p, l'homothétie de rapport b dans M est injective. Alors p est 
premier et le sous-module ( O 1 de M est p-primaire. 

Il suffit de montrer que Ass(M) = { P I  ( $  2, no 1, prop. 1). 
Soit q un idéal premier associé a M ; c'est un idéal gradué, et il est 
l'annulateur d'un élément homogène x # O de M (no 1, prop. 1). 
Pour tout élément homogène a de q, on a ax  =- O, donc l'homothé- 
tie de rapport a dans M n'est pas injective, d'où a E p. Inversement, 
soit b un élément homogène de p ; il existe un entier n > O tel que 
bnx = O, d'où bn E Ann(x) = q, et comme q est premier, b E q. 
Comme p et q sont engendrés par leurs éléments homogènes res-1 
pectifs, on a p = q, ce qui prouve que Ass(M) c { p 1. Comme 
M # { 01, on a Ass(M) # 0 ( $  1, no 1, cor. 1 de la prop. 2), d'où 
Ass(M) = 1 p 

PROPOSITION 4. - Soient A u n  groupe commutatif sans t o r ~ i o n , ~  
A u n  anneau nœthérien gradué de type A, M u n  A-module gradué de 
type A. Soient p u n  idéal premier de A, N u n  sous-module de M, p- 
primaire par rapport a M. 



(i) L e  plus grand idéal gradué p' de A contenu dans p (Alg. ,  
chap. II ,  3e éd., 11, no 3) est premier. 

(ii) L e  plus grand sous-module gradué N' de N est pl-primaire 
par rapport àjM. 

On sait (loc. cit.) que les éléments homogènes de p' (resp. NI) 
ne sont autres que les éléments homogènes de p (resp. N). Soit a 
un élément homogène de p ; si x est un élément homogène de M, 
il existe un entier n > O tel que anx E N ; comme anx est homogène, 
on a anx e N' ; comme tout y E M est somme d'un nombre fini 
d'éléments homogènes, on en conclut qu'il existe un entier q > O 
tel que aqy E N', de sorte que l'homothétie de rapport a dans M/Nf 
est presque nilpotente. 

Considérons maintenant un élément homogène b de A - p' ; 
on a b e p puisque b est homogène. Soit x un élément de M tel que 
bx  E N', et soit (x,)cEa la famille des composantes homogènes de x.  
Comme:Nf est gradué, on a bxi E N' pour tout i, donc bxr E N, e t  
comme b s p on en conclut que xi E N ; comme xi est homogène, on 
a xi E N', d'où x E N' et l'homothétie de rapport b dans MIN' est 
injective. La prop. 4 résulte alors de la prop. 3 appliquée à p' et 
à-MIN'. 

3. Décomposition primaire dans les modules gradués. 

PROPOSITION 5. - Soient A u n  groupe commutatif sans  tor- 
sion, A u n  anneau nœthérien gradué de type A, M u n  A-module gra- 

dué de type A, N u n  sous-module gradué de M ,  et soit N = m Qt 
f €1 

une décomposition primaire de N dans M .  
(i) Soit  Q;  le plus grand sous-module gradué de M contenu dans 

Qi. Alors les Q; sont primaires et o n  a N = n Q;. 
iEI  

(ii) S i  la décomposition primaire N = n Qt est réduite, il 
(€1 . - 

e n  est de même de la décomposition primaire N = n Q;, et pour 
IEI 

tout i e 1, les idéaux premiers correspondant à Qg et a QI sont 
égaux. 
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(iii) Si Qt correspond à un idéal premier pt qui est un élément 
minimal de Ass(M/N), Qt est un sous-module gradué de M. 

On a vu (no 2, prop. 4) que les Q; sont primaires par rapport 
a M, e t  on a N c Q; c Qt, ce qui démontre (i). La prop. 4 du no 2 
montre aussi que l'idéal premier pi correspondant à QZ est le plus 
grand idéal gradué contenu dans l'idéal premier pz correspon- 

dant à QI. Si la décomposition N = n Qt est réduite, on a 
Z E I  

pt=Ass(M/N) pour tout i ( $  2, no 3, prop. 4), donc pz est un 
idéal gradué (no 1, prop. 1) et par suite pi = pt ; on a donc 

Ass(M/K) = U 1 p;j ( 3  2, no 3, prop. 4), ce qui prouve que la 
é E I  

décomposition N = fl Q; est réduite ( $  2, no 3, prop. 4). Enfin, 
(€1 

si pt est un élément minimal de Ass(M/N), on a pi = pi puisque 
pt est gradué (no 1, prop. 1), d'où Q; = Qf en vertu du § 2, no 3, 



E X E R C I C E S  

1) a) Soit A un anneau absolument plat (chap. 1, 5 2, exerc. 17). 
Montrer que Ass(A) est l'ensemble des points isolés de Spec(A) (remar- 
quer que Ass(A) est l'ensemble des idéaux premiers annulateurs d'un 
idempotent de A). 

b)  Déduire de a)  un exemple d'anneau A tel que A # O et 
Ass(A) = 0 (cf. chap. II, $ 4, exerc. 17)' et pour lequel la conclusion du 
no 1, cor. 2 de la prop. 2, n'est pas valable. 

c) Déduire de 6 )  un exemple d'anneau A et de partie multiplicative S 
de A tels que l'application p +S-lp de Ass(A) n dans Ass(SIA) (no 2, 
prop. 5) ne soit pas surjective. 

"2) Soient K un corps commutatif, A l'anneau de valuation, dont le 
groupe des ordres est Q, formé des (( séries formelles » &,T', où c, e K, 

r 
r E Q+ et l'ensemble des r tels que c, # O est bien ordonné. Soient a un 
nombre irrationnel > O, a l'idéal de A formé des éléments de valuation 
> a, C l'anneau A/a. Alors Spec(C) ,est réduit à un point p ; pour 
tout x # O dans C, on a pz # O, mais pour tout h E p, il existe y # O 
dans C tel que ?.y = O. En  particulier, on a Ass(C) = 0, bien que 
~ u p p ( ~ )  = Spec(C) = { P {., 

3 )  Soient M un A-module, N un sous-module de M. Montrer que tout 
idéal premier P E Ass(M/N) qui ne contient pas Ann(N) est associé a M. 
Donner un exemple d'idéal p appartenant à Ass(M/N) mais non à Ass(M) 
(prendre A intègre, M = A). 

4) Donner un exemple d'anneau A tel que ht = A ne vé~ifie pas Ia 
conclusion du th. 1 du no 4 (cf. exerc. 1 b ) ) .  

5) Soit A = K[X, Y] l'algèbre des polynômes à deux indéterminées 
sur un corps commutatif K, a l'idéal maximal AX + AY de A. Montrer 
que Supp(a) = Spec(A) est infini et Ass(a) = { 0 1. Prouver qu'il n'y a 
aucune suite de composition de a dont tous les modules facteurs seraient 
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isomorphes à A. (L'existence d'une telle suite entrairierait que a serait 
isomorphe à un module An ; on aurait nécessairement n = 1, ce qui 
est absurde.) 

7 6) Soient A un anneau, E un A-module. 
a) Montrer que pour qu'un idéal premier p de A appartienne à 

Supp(E), il faut et il suffit qu'il existe un sous-module F de E tel que 
p E Ass(E/F) (pour voir que la condition est nécessaire, considérer un 
sous-module F de E de la forme Px, où x E E ; pour voir que la condi- 
tion est suffisante, utiliser la prop. 7 du no 3). 

b) On suppose A ncethérien et  E de type fini. Montrer que pour 
tout  idéal premier 9 E Supp(E), il existe une suite de composition 
(Ei)o<ign de E telle que, pour O < i ,< n - 1, Ei/Et+i soit isomorphe 
à Alpi, où pi est un idéal premier, e t  où un des est égal à p. 

T[ 7) Soient A un anneau nethérien, M un A-module de type fini, 
a = Ann(M). 

a)  Montrer que si a est premier, a est le plus petit élément de Ass(M). 

(Remarquer que a = fl P)- 
p € A s p I )  

b) Montrer que tout idéal premier associé à A/a est associé à M. 
(Remarquer que si p est un idéal premier de A, annulateur de la classe 
dans A/a d'un élément a E A, on a p = Ann(aM), et  utiliser a).) 

c) Soient p, q deux-idéaux premiers distincts de A tels que p c 9. 
Montrer que si M = (AIp) O (illg), on a Ass(A/a) # Ass(M). 

8) Soient A un anneau ncethérien, a un idéal de A, M un A-module 
de type fini, P 1s sous-module de M formé des x E AI tels que ûx = 0. 
Montrer que Ass(M/l-') c Ass(h1) (remarquer que pour tout x E M. l'annu- 
lateur de (Ax f P)/P est aussi celui de ûx, et utiliser l'exerc. 7 a)). 

9) Soient A un anneau nœthérien, un idéal de A. 
a) Pour qu'un idéal b de A soit tel que a : b # a,  il faut et il suffit 

que b soit contenu dans un idéal premier p E Ass(A/a). 
b) Soit A l'dgèbre K[X, Y, Z] des polynômes à 3 indéterminées sur 

un corps K. Soient n = AX, m = AX + AY + AZ, a = n n ma. 
Montrer qu'il y a un idéal premier p contenant a ,  tel que a : p f. 0, 
mais qui n'est pas un idéal premier associé à A. 

10) a) Donner un exemple de Z-module M tel que Ass(Homz(M, M)) 
ne soit pas contenu dans Supp(M) (cf. chap. I I ,  5 4, exerc. 24 c)). 

b) Donner un exemple de Z-modules E, F ,  tels que 

Ass(Homz(E, F)) = 0, 

mais Ass(F) n Supp(E) + 0 (prendre F = Z). 
11) a)  Soient A un anneau nœthérien, E un A-module. Montrer que 

l'homomorphisrne canonique de E dans le produit Ep est in- 
P € A s a )  

jectif (si N est le noyau de cet homomorphisme, montrer queAss(N) = 0). 
b) On prend p o w  A i'anneau de polynômes K[X, Y, Z] sur un 

corps K ;  soient pr = AX + AY, pz  = AX + AZ, qui sont des idéaux 
premkrs, û l'idéal pip*. Lknsemble Ass(A/a) est formé de pi, pz et  d e  
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l'idéal maximal m = pl + pz ; montrer que 17homomorphisme cano- 
nique de E = A/a dans Ep, x Ep, n'est pas injectif. 

12) Soient A un anneau nœthérien, P un A-module projectif. Mon- 
trer que si, pour tout p E Ass(A), Pp est un &-module de type fini, 
alors P est un A-module de type fini (plonger A dans le produit 

n A, (exerc. i l ) ,  et utiliser Alg., chap. II,  3e éd., $ 5, no 5, prop. 9). 
p E &(A) 

7 13) Soient A un anneau nœthérien, E un A-module de type fini, 
p,  9 deux idéaux premiers de A tels que p c 9, a un élément de 9. On 
suppose que p E Ass(E) et que l'homothétie a, est injective. Montrer qu'il 
existe un idéal premier n E Ass(E/aE) tel que p + Aa c n c 9. (Rem- 
plaçant A par A,, on peut supposer A local d'idéal maximal 9. Soit F # O 
le sous-module de E formé des x tels que px = O. Montrer que la rela- 
tion F c aE entraînerait F = a F  et  en tirer une contradiction avec le 
lemme de Nakayama. Utiliser ensuite la prop. 8 du no 4.) 

14) Soient A un anneau intègre, a # O un élément de A, p un élé- 
ment de Ass(A/aA). Montrer que pour tout élément b # O de pl on a 
p E Ass(A/bA) (si c E A est tel que la relation xc E UA soit équivalente à 
x E p, montrer qu'il existe d E A tel que xd E bA soit équivalente à 
xc E UA). 

15) Soient A un anneau nœthérien, E un A-module de type fini, 
F un sous-module de E, m un idéal de A. Pour que F soit fermé dans E 
pour la topologie m-adique, il faut e t  il suffit que p + rn # A pour tout 
idéal p E Ass(E/F). (Se ramener au cas où F = 0, utiliser le chap. III,  
$ 3 ,  no 2, cor. de la prop. 5, e t  appliquer le cor. 2 de la prop. 2 du no 1 
à un élément 1 + m, où m E m.) 

16) Soit A un anneau nœthérien. Pour que A soit isomorphe à un 
produit fini d'anneaux intègres, il faut e t  il suffit que pour tout idéal 
premier p de A, l'anneau local Ap soit intègre. (Pour voir que la condi- 
tion est suEsante, noter d'abord qu'elle entraîne que l'anneau A est 

réduit ; en déduire que j O 1 = n pt, où les pt (1 < i < n) sont les idéaux 

premiers minimaux de A. ~ o n t r e r  que pour i # j ,  on a nécessairement 
pt + p j  = A ; pour cela, remarquer que s'il existait un idéal maximal nt 
contenant pi + PI, l'anneau Am ne serait pas intègre, en utilisant le 
cor. 3 de la prop. 2 du no 1, et le cor. de la prop. 5 du no 2.) 

7 17). Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu'un idéal pre- 
mier p de A est faiblement associé à M s'il existe un x E M tel que p soit 
un élément minimal de l'ensemble des idéaux premiers contenant Ann(x) ; 
on désigne par Assf(M) l'ensemble des idéaux faiblement associés à M. 
On a Ass(M) c Assf (M). 

a) Montrer que la relation M # O est équivalente à Assf(M) # 0. 
b) Pour que a E A soit tel que a, soit injective, il faut et il suffit 

que a n'appartienne à aucun élément de Assf(M) (remarquer que si a appar- 
tient à la racine d'un idéal Ann(x) avec x # O dans M, il existe y # O 
dans M tel que a E Ann(y). Pour montrer que la condition est nécessaire, 
se ramener, en considérant l'anneau A/Ann(x), à prouver que dans un 
anneau A tout élément appartenant à un idéal premier p minimal dans 
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l'ensemble des idéaux premiers de A, est nécessairement diviseur de O 
(chap. II, $ 2, no 6, prop. 12)). 

Pour que a E A soit tel que a, soit presque nilpotente, il faut et 
il sufit  que a appartienne a tous les éléments de Assf(M). 

c) Si N est un sous-module de M, on a 

(Noter que si p est un idéal premier, a e p, x e M tel que ax E N et 
Ann(x) c p, on a Ann(m) c p.) 

d) Soient S une partie multiplicative de A, @ l'ensemble des idéaux 
premiers de A ne rencontrant pas S. Montrer que p -t S-lp est une bi- 
jection de Assf (M) n @ sur Assf (S-lM). (Observer que l'image réciproque, 
par l'application canonique A -t S-'A, de l'annulateur d'un élément x/s,  
où x E M, s E S, est le saturé pour S de Ann(x)). 

e)  Soit S une partie multiplicative de A ; montrer que si N est le 
noyau de l'homomorphisme canonique M -t S-lM, Assf(N) est l'en- 
semble des p E Assf(M) qui rencontrent S, e t  Assf (MIN) l'ensemble des 
P E Assf(M) qui ne rencontrent pas S. (Pour prouver le dernier point, 
considérer un idéal premier 9, minimal dans l'ensemble de ceux contenant 
Ann(ïj), où ï j  E MIN ; remarquer que si y E ïj et  t E q, il existe c B q et, un 
entier n > O tel que ctny E N (chap. II,  $ 2, no 6, prop. 12) ; en déduire 
d'abord que q n S = 0. Il existe s E S tel que sctny = O ; en conclure qu'il 
ne peut y avoir d'idéal premier q' # q tel que Ann(y) c q' c q.) 

f )  Pour qu'un idéal premier de A appartienne à Supp(M), il faut et 
il sufit  qu'il contienne un élément de Assf(M). 

g) Montrer que si A est nœthérien, on a Assf(M) = Ass(M). 
h) Si A est un anneau absolument plat, on a Assf(A) = Spec(A). 
i) Pour tout A-module E, l'homomorphisme canonique de E dans 

le produit rl[ Ep est injectif ; en d'autres termes, l'intersection des 
P€A=f(E) 

saturés de { O 1 dans E pour les idéaux p E Assf(E) est réduite à O. Généra- 
liser de même l'exerc. 12. 

j )  Soit M un A-module de type fini. Montrer que les éléments 
minimaux de l'ensemble des idéaux premiers contenant a = Ann(M) 
appartiennent à Assf (M) (si (xt)rsisn est un système de générateurs de M, 
montrer qu'un tel idéal contient un des Ann(xr)). En déduire que Assf (Ala) 
est contenu dans Assf(M) (si un idéal premier p contient l'annulateur de la 
classe mod. a d'un élément a E A, remarquer que p contient l'annulateur 
du sous-module aM de M) ; montrer que Assf (A/a), Assf(M) et  l'ensemble 
des idéaux premiers contenant a ont les mêmes éléments minimaux. 

18) Soient A un anneau, M un A-module. Pour qu'un élément c E A 
soit tel que, pour tout a E A tel que l'homothétie a, soit injective, b, soit 
une homothétie injective pour tout b de la forme a + Ac, avec h E A, 
il suffit que c appartienne à l'intersection des éléments maximaux de 
Assf (M) (utiliser l'exerc. 17 b). Cette condition est-elle nécessaire ? 

*19) Soient A un anneau de valuation de rang 2, r son groupe des 
ordres, l?, l'unique sous-groupe isolé de r distinct de 101 et  de I', 
y > O un élément de I' n'appartenant pas a r,. Soient a l'idéal des x E A 
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tels que v(x) 2 y, b l'idéal des x E A tels que v(z) > y, E = A/a,F = A/b. 
Montrer que Assf(Hom,(E, F)) est distinct de Assf(F) n Supp(E)., 

1) a) Montrer que dans l'anneau nœthérien A = Z[X] des poly- 
nômes à une indéterminée sur Z, l'idéal m = 2A -t AX est maximal e t  
que l'idéal q = 4 h  + AX est m-primaire, mais n'est pas égal à une 
puissmce de m. 

b) Dans l'anneau B = Z[2X, X2, X3] c A qui est nœthérien, mon- 
trer que l'idéal p = 2BX + BX2 est premier, mais que p2 n'est pas 
p-primaire, bien que sa racine soit égale à p. 

c) Soient K un corps c~mmutat~if ,  A l'anneau qzotient de K[X, Y, Z] 
par l'idéal engendré par Z2 - XY ; soient x, y, z les images canoniques 
de X, Y, Z dans A. Alontrer que p = Ax + Az est premier, que p2 n'est 
pas primaire et  que p2 = n b2 est une décomposition primaire de p2, 
o ù a = ~ e t b = A x + A y + A z .  

2) Dans l'exemple de l'exerc. 11 b) du $ 1, montrer que 
a = m2 n pi n pz est une décomposition primaire réduite de a dans A, 
e t  que le saturé de a pour m est égal à a (et n'est donc pas primaire). 

3) Soient A un anneau nœthérien, M un A-module de type fini. 
Soit Q un sous-module p-primaire dans M. La borne inférieure des en- 
tiers n > 1 tels que pnM c Q est appelée l'exposant de Q dans M, e t  
notée e(M/Q). 

Soit (QA)AEL u:le famille de sous-modules p-primaires dans M. 

Pour que Q = n QA soit p-primaire dans M, il faut et  il suffit que la 
AEL 

famille (e(%f/QA))AEL soit majorée ; on a alors e(M/Q) 2 e(M/Qh) pour 
tout A E L. 

4) Soient A un anneau nœthérien, M un A-module de type fini. 
Soit p un élément de Ass(M), et  soit (&., l'ensemble des sous-mo- 
dules Q de M tels que Ass(M/Q) -r p 1 e t  Ass(Q) = Ass(M) - { p 
(ensemble qui n'est pas vide, en vertu du $ 1, no 1, prop. 4). On pose 
ep(M) = inf e(M/Q) (exerc. 3). 

Q € e p  
a) Soit n, un entier 2 ep(M), et  soit &n,) la partie de %, formée des 

sous-modules Q tels que e(M/Q) < np. Montrer que 5 (np)  possédc un 
plus petit élément Q(p, n,). 

b) Soit (n , ) ,~ass(~)  une famille d'entiers telle que n, 2 ep(M) pour 
tout p E Ass(hl). Montrer que les sous-modules Q(p, n,) correspondant 
à cette famille forment une décomposition primaire réduite de { O [  
dans M, dite canoniqxement déterminée par la famille (n,). Si l'on 
prend n, = ep(M) pour tout p E Ass(M), la décomposition primaire 
formée des Q(p) = Q(p, ep(M)) est dite décomposition primaire canonique 

n de ( O 1 dans M. Soit 1 0 1 = Q1(p) une décomposition primaire réduite 
P E 
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quelconque de { O 1 dans M. Montrer que l'on a e(M/Q(p)) < e(M/Q1(p)) 
pour tout p E Ass(M) et que si e(M/Q(p)) = e(M/Qf(p)) pour un p, on 
a Q(p) c Q1(p) (« tiu2orème d70rtiz n). 

c) Montrer que Q(p, np) est le saturé de pnpM pour p (utiliser le S 1, 
no 2, prop. 6) ; p est le plus petit élément de Supp(M/pnW). 

d) Soit S une partie multiplicative de A ne rencontrant pas un 
idéal premier p E Ass(M), et soit Q lin sous-module p-primaire de M. 
Montrer que e(M/Q) = e(S-lM/S-lQ). Montrer que si S est une partie 
multiplicative de A, cD l'ensemble des p E Ass(M) tels que S n p = 0, 
et N le saturé de { 0 1 dans M pour S, les Q(p, np) pour p E (D forment la 
décomposition primaire réduite de N dans M, canoniqucnient déterminée 
par la famille (n,),,@, et les S-lQ(p, np) pour p E <D la décomposition 
primaire réduite de 10 1 dans S-lhl, canoniquement déterminée par la 
famille (np)pEQ. Cas particulier des décompositions primaires cano- 
niques. 

5) Soient L un Z-module libre de type fini, T un groupe commutatif 
fini, dont l'ordre est une puissance d'un nombre premier p. Montrer que 
la décomposition primaire canonique (exerc. 4) de 1 O ( dans M = L @ T 
est 10 1 = pnL n T, où n est le plus petit entier O tel que p n ï  = O 
(noter que pnM = pnL). 

6) Dans l'exerc. 5 du $ 1, (01 est primaire dans le A-module a, 
relativement à l'idéal premier { O 1 de A. Montrer que le sous-module AX 
de a est primaire par rapport à a, relativement à un idéal premier # O 1, 
et que le sous-module AXY de a n'est pas primaire par rapport a a. 

7) Soient A un anneau nœthérien, M un A-module de type fini, 
(pi)isiGn une suite obtenue en rangeant dans un ordre quelconque 
les éléments de Ass(M). Montrer qu'il existe une suite de composition 
(Mt),<,,, de M telle que, pour O ,< i ,< n - 1. Mt+, soit p,-primaire dans 
Mi (utiliser la prop. 4 du no 3). 

7 8) Soient A un anneau nathérien, E un A-module de type fini, 

F un sous-module de E,  m un idéal de A. Soit F = n ,(Pl une 
p € Ass(E/F) 

décomposition primaire réduite de F dans E. Montrer que l'adhérence de 

F dans E pour la topologie m-adique sur E est égale à n Qlp), où (D est 
P E @  

l'ensemble des p E Ass(E/F) tels que p + m # A. (Considérer d'abord le 
cas où F est p-primaire dans E, e t  montrer que si p + m = A, F est 
dense dans E ; passer au cas général en utilisant I'exarc. 15 du 9 1 et le 
chap. III,  § 3, no 4, cor. 1 du th. 3). 

9) Soient A un anneau nœthérien, m un idéal maximal de A, M un 
A-module tel que { 0 1 soit m-primaire dans M. Si Â est le séparé complité 
de A pour la topologie m-adique, montrer que l'application canonique 
M -t M @, Â est bijective (considérer d'abord le cas où M est de type fini, 
en utilisant la prop. 7 du no 5 ; dans le cas général, considérer M comme 
limite inductive de ses sous-modules de type fini). 
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10) Soient A un anneau nœthérien, M un A-module. Montrer que les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

a)  Tout sous-module de type fini de M est de longueur finie. 
p) M est limite inductive de A-modules de longueur finie. 
y) Tout élément p E Ass(M) est un idéal maximal de A. 
6) Tout élément p E Supp(M) est un idéal maximal de A. 
11) Soient A un anneau, M un A-module, N un sous-module de M. On 

appelle racine de N dans M et on note r,(N) l'ensemble des a E A tels que 
l'homothétie de rapport a dans MIN soit presque nilpotente. Montrer que 
r,(N) est un idéal de ,4 et  que pour tout p E Assf(M/N) on a rM(N) c p. 
Si NI, N, sont deux sous-modules de M, on ar,(N, n N,) = r,(Nl) n T,(N2) ; 
si a est un idéal de A, r,(aN) I, r(a) n rM(N) et r,(a) = r(a).  

7 12) Soient A un anneau, M un A-module, N un sous-module de M. 
a)  Pour que Assf (MIN) ( 5  1, exerc. 17) soit réduit à un seul élément p ,  

il faut et il suffit que N # M et que pour tout a E A, l'homothétie de 
rapport a dans MIN soit injective ou presque nilpotente ; on a alors 
p = TM(N) (exerc. II) et  on dit encore que N est primaire (ou p-primaire) 
dans M. Pour tout sous-module M' de M tel que N c A I '  et N # M', N est 
alors p-primaire dans M'. 

6) Si r,(N) est un idéal maximal de A, montrer que N est primaire 
dans M. En  particulier, tout idéal de A qui n'est contenu que dans un 
seul idéal premier m (nécessairement maximal) est m-primaire. 

c )  Soit A un anneau intègre, et x un élément de A tel que p = Ax 
soit premier; alors, pour tout entier n 2 1, Axn est p-primaire. Montrer 
que ce résultat ne s'étend pas lorsque A n'est pas intègre (prendre 
il = B/b, où B = K[X, Y] (K étant un corps), b = BX2 + BXY). 

d) Si A est un anneau absolument plat (chap. 1, § 2, exerc. 17), les 
idéaux primaires de A sont identiques aux idéaux premiers de A. 

e) Donner un exemple de 2-module M tel que 1 O 1 soit p-primaire 
(pour un nombre premier p) mais que pour aucun a # O dans Z, l'homo- 
thétie a, ne soit nilpotente (cf. chap. II ,  $ 2, exerc. 3). 

13) a) Soit u : M + M' un homomorphisme surjectif de A-modules. 
Montrer que si Nt est un sous-module primaire dans M', N = L'(NI) est 
primaire dans M, et  r,(N) = &((NI). 

b) Toute intersection finie de sous-modules p-primaires dans un A- 
module M est p-primaire dans M. La proposition s'étend-elle aux inter- 
sections quelconques ? 

c) Pour qu'un A-module M soit tel que { O 1 soit p-primaire dans M, 
il faut et il sumt que pour tout sous-module N de M, on ait Supp(N) = V(p). 
(Remarquer que pour tout x E M, M contient un sous-module isomorphe 
à A/Ann(x).) 

14) a) Généraliser aux anneaux quelconques la prop. 3 du no 1. 
b) Soit M un A-module tel que, pour toute partie multiplicative S de 

A, le noyau de l'application canonique M -+ S-IM soit { O  1 ou M. 
Montrer que { 0 1 est primaire dans M (considérer pour tout a f O dans A 
la partie multiplicative des an  (n 2 O)).  
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7 15) Soient q un idéal primaire dans un anneau A, p sa racine. 
Montrer que dans l'anneau de polynômes B = A[X], l'idéal Bq est 
primaire et  a pour racine l'idéal premier Bp. (Soient f(X) = x a j X f  et 

5 

g(X) = C bjX5 deux polynômes non constants tels que f g  E Bq et f d Bp. 
I 

Soit a m  le coefficient de plus petit indice n'appartenant pas à P ; soit a 
l'idoal de Li engendré par a,, a ,,..., a,-, ; il existe un entier k tcl que 
a k c  q. Soit qt le transporteur de a*-* dans q pour i < k. Montrer par 
récurrence sur i que l'on a g E Bq*) en raisonnant par l'absurde.) 

16) Dans un anneau A, soient p un idéal premier non maximal, q un 
idéal p-primaire distinct de p. Soient z un élément de p - 9, y un élément 
de A - p tel que p + Ay # A. Montrer que l'idéal - 9 $- Axy, tel 
que P 3 3 9, n'est pas primaire (remarquer que l'on ne peut avoir 
x E a). 

17) Soient M un A-module, N un sous-module p-primaire dans M. 
a )  Soit F un sous-module de M non contenu dans N. Montrer que le 

transporteur N : F est un idéal de A contenu dans p. 
b) Soit a un idéal de A. Montrer que si a c N : M, on a N : - M. 

Si a a N : M, N : a est un sous-module p-primaire dans M. Si a c t  P, on a 
N : ~ = N .  

18) a) Soient A un anneau, M un A-module. Montrer que si P 
est un élément minimal de Assy (M), le saturé de { O  1 pour p dans M est 
p-primaire dans M (cf. 5 1, exerc. 17 b)). 

b) Soit p un idéal premier de A. Montrer que pour tout entier n > O 
le saturé dans A de pn pour p est p-primaire dans A (utiliser l'exerc. 
14a)) ; ce saturé se note p@) et  s'appelle la puissance symbolique n-ème 
d e  p. 

c )  Montrer que si tout idéal premier de A est maximal, alors, pour 
tout A- nodule M et  tout sous-module N de M, N est intersection d'une 
famille (finie ou non) de sous-modules primaires dans M (utiliser a)  e t  
l'exerc. 27 i) du 5 1). 

*19) Déterminer les idéaux primaires dans un annwu de valuation 
d e  rang 2 (cf. chap. VI) ; en déduire un exemple d'anneau,où il y a des 
idéaux qui ne sont pas intersection d'une famille (finie ou non) d'idéaux 
primaires, bien qu'il n'existe dans l'anneau que 2 idéaux premiers 
distincts., 

7 20) 011 définit pour un anneau quelconque A la notion de décom- 
position primaire et  celle de décomposition primaire rédaite comme dans 
les no8 2 et 3 (en utilisant la notion de sous-module primaire diifinie dans 
l'exerc. 12). 

a) Généraliser les prop. 4 et 6, en y remplaçant partout Ass par 
Assy. 

b) Soient E un A-module de type fini, F un sous-module de E. Pour 
toute partie multiplicative S de A, on note sat,(F) le saturé de F dans E 
pour S. Montrer que si F admet unc décomposition primaire dans E, 
tout saturé de F dans E est de la forme F : (a) pour un a E A. (Soient P t  

(1 < i d r) les éléments de Assf(E/F). Montrer d'abord, en utilisant a), 



§ 2 EXERCICES 347 

que pour toute partie multiplicative S de A, il existe b E A tel que si T est 
l'ensemble multiplicatif des bn (n 3 O), on a sat,(F) = sat,(F), en pre- 
nant b tel que b E Pi lorsque pi n S f 0 et b e pi dans le cas contraire. 
Prouver ensuite qu'on peut prendre a = bm pour m assez grand.) 

c) Donner un exemple de Z-module E tel que / O 1 soit primaire par 
rapport à E mais qu'il existe des saturés sat,(O) qui ne soient pas de la 
forme O : (a) (cf. Alg., chap. VII, 5 2, exerc. 3). 

21) Soient A un anneau, F un polynôme unitaire de A[X], B l'an- 
neau A[X]/F . A[X], m un idéal maximal de A, k = A/m le corps quotient, 
F l'image canonique de F dans k [ X ] .  

n 

a) Soit F = n j16, où les j, sont des polynômes irréductibles de 
5-1 

k[Xj, deux à deux distincts. Soit FIE A[X] un polynôme unitaire tel 
que son image canonique dans k[XJ soit fi. On note % R i  l'idéal m B  + FI .  B 
de B ; montrer que les %Rt sont deux à deux distincts e t  sont les seuls 
idéaux maximaux de B contenant mB (noter que B/mB est une algèbre 
de rang fini sur A/m = k engendrée par les racines de F). 

b) Pour tout i, on pose Qs = mB + F2.B. Montrer que les Qt sont 
%%primaires dans B et  que mB = QI n Q, n . . . n Qn = DIQ. . .Qn. 

c )  Pour que B soit un anneau local, il faut e t  il sufit  que A soit un 
anneau local e t  que F soit une puissance d'un polynôme irréductible de 
k W .  a 22) Soient E un A-module, F un sous-module de E. 

a) Soit p un idéal premier de A, a un élément de A tel que a e P 
e t  que Q = F : (a) soit p-primaire dans E. Montrer que l'on a 
F = Q n (F  + aE). 

b) Supposons qu'il existe b E A et x E E tel que bflx e F pour tout 
n > O. Montrer que s'il existe un entier n > O tel que F : b*+l = F : bn, 
on a F = (F + Abnx) n ( F  : (bn)). 

c) On suppose que F est irréductible par rapport à E (Alg., chap. I I ,  
3 e  éd., § 2, exerc. 16), et  on considère les trois propriétés suivantes : 

a) F est primaire dans E. 
p) Pour tout idéal premier p de A, le saturé de F pour p dans E est 

de  la forme F : (a) pour un a e p. 
y) Pour tout b E A, la suite ( F  : (bn)),,, est stationnaire. 
Montrer que chacune des conditions P), y) entraîne a) (utiliser a) et  

b) e t  l'exerc. 18 a)). Si E est de type fini, les trois conditions a ) ,  P) et  y) 
sont équivalentes (cf. exerc. 20 b) et 20 c)). 

d) Soient K un corps, A l'anneau K[X, Y], in l'idéal maximal 
AX + AY dans A ; montrer que l'idéal nt2 est primaire mais non irré- 
duc tible. 

e )  Soient A un anneau non nécessairement commutatif, E un A- 
module à gauche nœthérien. Montrer que tout sous-module F de E 
est intersection d'une famille finie de sous-modules irréductibles dans E 
(considérer un sous-module de E maximal parmi ceux qui ne sont pas 
intersections finies de sous-modules irréductibles). 

f )  Déduire de e) e t  c) une nouvelle démonstration du th. 1 du no 2. 
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7 23) Soit A un anneau. On dit qu'un A-module E est laskérien 
s'il est de type fini et si tout sous-module de E posséde une décomposition 
primaire dans E. 

a)  Pour qu'un A-module de type fini E soit laskérien, il faut et i l  
suffit qu'il vérifie les deux axiomes suivants : 

(LA,) Pour tout sous-module F de E et  tout idéal premier P de A, 
le saturé de F pour p dans E est de la forme F : (a) pour un a e P. 

(LAn) Pour tout sous-module F de E, toute suite décroissante 
(sat,(F)) (oh (Sn) est une suite décroissante quelconque de parties 
multiplicatives de A) est stationnaire. 

(Pour montrer que les conditions sont suffisantes, prouver d'abord, 
en utilisant (LA,) e t  les exerc. 18 a) et 22 a), que, pour tout sous-module F 
de E, il existe un sous-module Q de E, primaire pour un idéal p F : E, 
et  un sous-module G = F + aE, où a e p, tels que F = Q n G. Raisonner 
ensuite par l'absurde : montrer qu'il existerait une suite infinie (Qn) 
de sous-modules pn-primaires de E,  et une suite strictement croissante 
(G,) de sous-modules de E tels que, si on pose Hn = Q, n Q, n . . . n Q, : 
10 on ait F = H, n G, ; 20 Gn soit maximal parmi les sous-modules G 
contenant Gn-1 et tels que F = Hn n G ; 30 il existe a, e p, tel que 

anE c Gn. Montrer alors que si Sn = n (A - PI), Sn rencontre G, : E, 
l<*<n 

et  en déduire que sat,(F) = Hn. Conclure à l'aide de (LA,).) 
*b) Donner un exemple d'anneau A tel que le A-module A ne vérifie 

pas (LA,), mais où tout idéal a c A est irréductible et  l'ensemble des 
saturés sat,(a) pour toutes les parties multiplicatives S de A est fini 
(cf. exerc. 19)., 

c) Soient I< un corps, B = K[[X]] l'algèbre des séries formelles 
sur K, m l'idéal maximal de B, formé des séries formelles sans terme cons- 
tant. Dans l'algèbre produit BN, on considère la sous-algèbre A engendrée 
par 1 et l'idéal n = m(N). Montrer que dans A les seuls idéaux premiers 
distincts de n sont les idéaux sommes directes dans n de tous les idéaux 
composants sauf un ; toute suite strictement croissante d'idéaux premiers 
de A a donc au plus deux éléments. Soit a # A un idéal de A, et soit S 
une partie multiplicative de A ne rencontrant pas a ;  si an (resp. Sn) est la 
projection de a (resp. S) sur le n-ème facteur B, de BN, montrer que sat,(a) 
est somme directe des idéaux sat,(a,) (observer que si s E S, si Sn E Sm 
est la n-ème projection de s,  et six, E sat,(an) est tel que snxn E an, alors 
s2xnE a). En déduire que A vérifie l'axiome (LA,) mais non (LA,) 
(utiliser l'exerc. 20 b ) ) .  

d) Montrer que si un A-module E vérifie l'axiome (LA,), tout sous- 
module de E est intersection d'une famille (finie ou non) de sous-modules 
primaires dans E (raisonner comme dans a),  par récurrence transfinie). 

e) Soient E un A-module de type fini, E' c E un sous-module de type 
fini. Pour que E soit laskérien, il faut e t  il suffit que E r  et E/E1 le soient. 
En  particulier, si A est un anneau laskérien, tout A-module de type fini 
est laskérien. Si E est un A-module laskérien, S-lE est un S-lA-module 
laskérien pour toute partie multiplicative S de A. 



5 2 EXERCICES 349 

7 24) Dans un anneau laskérien A (exerc. 23), soient pl, pz, p, trois 
idéaux premiers distincts tels que pl c p, c p,; soient x, E p, - p,, x, E p, - pz. 
E n  remplaçant au besoin p, et  p, par des idéaux premiers contenus 
dans p,, p, respectivement et  contenant respectivement x, et  x,, on peut 
supposer que pz est minimal dans Assf(A/(p, + Ax,)), et p, minimal 
dans Assf(A/(p2 + Ax,)). On considère l'idéal a = p, + x,p,. 

a)  Montrer que l'on a x2 e a et xg d3 a pour tout entier k > O ; en 
déduire que a n'est pas primaire dans A. Montrer que p, est un élément 
minimal de Assf (A/a). 

6) Soit a = n q, une décomposition primaire réduite de a dans A, 
t=1 

e t  soit pl la racine de q, ; on suppose que p, 4: p: pour 1 < i < s, p, c pi 
pour s + 1 < i 6 n ;  montrer que l'on a nécessairement s < n e t  
2, E qi pour 1 < i < S. Montrer qu'il existe un indice L 2 s + 1 tel que 
p, = pi. (Raisonner par l'absurde : dans le cas contraire, il existerait 
y e p3 tel que y E 4, pour tout i 3 s + 1 ; on aurait alors x,y E a et on 
prouvera que cette relation contredit y e p,.) Conclure que p, est un 
élément non minimal de Assf(A/a) ; on désignera par 93 la composante 
primaire de a dans A qui lui correspond dans la décomposition précé- 
dente. 

c) Soit b  = p, n  q;; soit d'autre part m > O tel que x r  E 44, et  soit 
C = b + AX~". Montrer que le saturé de c pour p, est un idéal p,-pri- 
maire cl;' (montrer que tout élément de p, a une puissance dans q3' en 
utilisant le fait que le saturé de p2 + Ax, pour p, est primaire). Prouver 
d'autre part que x3 4 q;' et  que b = pz n 94' ; on a donc deux décompo- 
sitions primaires réduites distinctes de l'idéal b. 

7 35) Soit Aun  anneau lasliérien. Soient a un idéal de A, a = n q, 
l<t<n 

une décomposition primaire réduite de a dans A ; on désigne par p, la 
racine de q, ; on suppose que les éléments minimaux de Assf(A/a) sont 

les p,  tels que 1 < L < s, et  que l'on a s < n. On pose b  = n q., 
1<i<s 

C c n c,&. 
s+l<z<n 
a) Montrer qu'il existe x E C tel que x $ p, pour 1 < i < s et que l'on 

a a = b n  (a + Ax). 
b) On suppose par exemple que pS+l est minimal dans Assr(A/C). 

Montrer que l'on a xp,+i + a # Ax + a, et  a = b n (xps+l + a )  ; en 
outre, ps+i est minimal dans Assf(A/b), où b = xp,+l + a. Montrer 
que le saturé de b pour est différent de q,+l. (Remarquer que ce 
saturé ne peut contenir x.) 

7 26) Soit A un anneau laskérien dans lequel tout idéal # A 
possède une décomposition primaire réduite unique dans A. 

a )  Montrer que pour tout idéal a # A, tous les éléments de 
Assf(A/a) sont minimaux dans cet ensemble (utiliser l'exerc. 25 b)). 
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Soit { 0 1 = 1 1 q, une décomposition primaire réduite dans A, et  
1Si S n  

soit pi la racine de 91 (1 < i < n). Montrer que tout idéal premier de A 
distinct des pi est maximal !utiliser l'exerc. 24 c ) ) .  Si p est un idbal premier 
de A, q un idéal contenu dans p et  tel que p/q soii un nilidéal dans A/q, 
montrer que toiit idéal a tel que q c a c p est p-primaire. En déduire 
que si l'un des pt n'est pas maximal, pi est le seul idéal pi-primaire et 
on a pi = pt (utiliser l'exerc. 16). 

b) Montrer que dans A toute suite croissante d'idéaux égaux à leurs 
racines est stationnaire. En déduire que toute suite strictement crois- 
sante (a,) d'idéaux, telle que tout quotient an/~n-i contienne des éléments 
non nilpotents dans A/~,-I,  est finie. Conclure de là que pour tout idéal 
premier p de A, il existe un idéal primaire de racine p et de type fini. En 
particulier, chacun des pl qui n'est pas maximal est de type fini et par 
suite contient un idempotent et qui l'engendre (chap. II, § 4, exerc. 15). 

c) Montrer que, pour i # j ,  on a pi + pl = A (considérer 
ec + ej - eier si & et  ne sont pas maximaux). En conclure que A 
est isemorphe au produit d'un nombre fini d'anneaux Ar = A/qr tels que : 
ou bien Ai est un anneau local dont l'idéal maximal est un nilidéal : ou 
bien A est un anneau intègre dans lequel tout idéal premier # ) 0 1 est 

~, 

maximal et dans lequel tout idéal # { 0 1 n'est contenu que dans un 
nombre fini d'idéaux maximaux *(cf. $ 1, exerc. 2),. Réciproque. 

7 27) Soient M un A-module, Q un sous-module p-primaire de M. 
On dit que Q est d'exposant m si m est le plus petit entier k tel que 
pkM c Q (cf. exerc. 3) ; s'il.n'existe aucun entier k ayant cette propriété, 
on dit que Q est d'exposant infini. Si Q est d'exposant fini, on dit 
aussi que Q est fortement primaire. 

a)  Montrer que si on a Q : p = Q, Q est d'exposant infini, et qu'il 
existe sr E p tel que Q : (a) soit distinct de Q et soit un sous-module p-pri- 
maire de M d'exposant infini. 

* b )  Donner un exemple d'un anneau A et  d'un idéal p-primaire q 
d'exposant infini et tel que q : p = q (cf. § 1, exerc. 2)., 

c )  Soient K un corps, A l'anneau des polynômes KIXnInEN, p l'idéal 
premier de A engendré par les Xn, q l'idéal p-primai~e engendré par lea 
produits XiXj (i # j )  et  les éléments X:'. Montrer que pour tout 
a €  p - 9, 9 : (a) est d'exposant fini, que 9 : p # q et que q : p est 
un idéal p-primaire d'exposant infini. 

d) Soit Q un sous-module p-primaire de M d'exposant fini e .  Mon- 
trer que les pkM pour k < e sont tous distincts e t  que les sous-modules 
Q : pk pour k < e sont tous distincts. Pour tout idéal a de A, montrer 
que, ou bien Q : a = Q, ou bien Q : a est un sous-module p-primaire 
dans 31, distinct de hl et d'exposant < e - 1 (observer que si a c p ,  
on a pe-lM c Q : a). 

7 28) On dit qu'un A-module E de type fini est fortement laskérien 
si tout sous-module de E admet une décomposition primaire dans E 
dont tous les éléments soient fortement primaires (exerc. 27). 

a) Montrer que pour qu'un A-module de type fini E soit fortement 
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laskérien, il faut e t  il sufit  qu'il vérifie l'axiome (LA,) de l'exercice 23 
et  l'axiome : 

(LA,,) Pour toute suite (br) d'idéaux de A et tout sous-module F de 
E, la suite croissante des sous-modules F : (bl b2 . . . br) est stationnaire. 

(Pour montrer que les conditions sont nécessaires, utiliser 
l'exerc. 37 d). Pour voir qu'elles sont suffisantes, prouver d'abord 
que (LA,,,) entraîne (LA,), puis qu'elle entraîne que tout idéal primaire 
est d'exposant fini, en utilisant l'exerc. 27 a)). 

b )  hlontrer que l'anncnu A défini dans l'exerc. 23 c) vérifie (LA,,,). 
c) Soient, K un corps, V un K-espace vectoriei de dimension infinie, 

A = K @ V l'anneau dont la multiplication est définie par (a, x)(al, z') = 
(au', as' + a'x). Montrer que dans A tout idéal # A est fortement 
primaire, bien que A ne soit pas nœthérien. 

d) Soient E un A-module de type fini, E' c E un sous-module de 
type fini. Pour que E soit îortement laskérien, il faut et il sufit que E' 
e t  E/E' le soient. En particulier, si A est un anneau fortement laskérien, 
tout A-module de type fini est fortement laskérien. Si E est un A-module 
fortement laskérien, S-lE est un S-IA-module fortement laskérien pour 
toute partie multiplicative S de A. 

e) Généraliser aux modules fortement laskériens les exerc. 3 et  4. 
fi 29) Soit A un anneau fortement laskérien (exerc. 28). 

a) Soient a, b deux idéaux de A, ab = îl qi une décomposition 
8-1 

primaire réduite de ab dans A, c l'intersection de ceux des qr dont la ra- 
cine ne contient pas b ; montrer que l'on a a c C (si qr est tel que sa racine 
pi  ne contienne pas b et si x E b et  x a ps, considérer le produit QX). 

6) Déduire de a) qu'il existe trois idéaux a', b', c et un entier s > O 
tels que as c a', b'c b', (a + b).c C, et  ab = a' n b = a n b' = a n b n C. 

c) Montrer que pour toute famille finie (&) d'idéaux de A, il existe 

un entier rn > O tel que n c (appliquer b) en raisonnant par 
k k 

récurrence sur le nombre d'idéaux ak). 
m 

d) Pour tout idéal a de A, montrer que l'intersection b = n an 
n-1 

est l'idéal des x E A tels que x E xiî (appliquer b) au produit (Ax)~) .  En dé- 
duire que b est l'intersection des composantes primaires de { 0 / (pour une 
décomposition primaire réduite de {O 1) dont les racines rencontrent 1 + a. 

e )  Déduire de d) que pour tout idéal premier p de A, l'intersection 
des puissances symboliques p(*) (exerc. 18 b ) )  pour n E N est l'idéal des 
x E A tels que x E xp (considérer l'anneau Ap). 

30) Soit h l  un A-module, e t  soit N un sous-module de M admettant, 

une décomposition primaire réduite N = f i  Qr ; soit pi l'idéal premier 
4-1 

associé à Q<. 
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a)  Montrer que si b est un idéal de A qui n'est contenu dans aucun 
des Pi, on a N : b = N (cf. exerc. 17). 

b) Si chacun des Qi est fortement primaire dans M, montrer récipro- 
quement que si l'on a N : b = N, b n'est contenu dans aucun des pi. 

(Remarquer que si b c pi e t  P = n Qj, on a brP c IV pour un entier r 
7 f  i 

convenable, et  en déduire que si l'on avait N : b = N, on aurait P = N.) 
En déduire qu'il existe alors P E b tel que N : (P) = N. 

31) a) Soient A un anneau nœthérien, m un idéal maximal de A, 
p un idéal premier contenu dans m ; montrer que si le séparé complété Â 
de A pour la topologie m-adique est intègre, la base de filtre des puis- 
sances symboliques y(") de p tend vers O pour la topologie m-adique 
dans A. (Se ramener au cas où A est local ; soient q un idéal premier de Â 
dont la trace sur A soit p ,  et pour tout n > O ,  soit c, e p tel que cnp(n' c pn ; 
montrer que 1,011 a c,p("jÂ c q("). Utiliser l'exerc. 29 e), ainsi que le 
chap. III,  § 2, no 7, prop. 8.) 

b) Soient A un anneau nœthérien, n un idéal de A, p un idéal pre- 
mier minimal dans Ass(A/n), m,, m deux idéaux maximaux de A conte- 
nant p ; désignons par A(n),  A(ino), A(m) les séparés complétés de A pour 
les topologies it-adique, ma-adique, m-adique respectivement. Soit z un 
élément de A(n) dont l'image canonique dans A(m,) est nulle. Montrer 
que si A(nt) est intègre, l'image canonique de z dans ~ ( m )  est nulle aussi. 
(Prendre z comme limite d'une suite ( ~ n )  d'éléments de A telle que 
xn - xm s nm pour n 3 m, et Zn E mi ; en déduire que x, appartient a 
l'adhérence de nm pour la topologie ma-adique ; en utilisant l'exerc. 8, en 
conclure que xm E p(m) pour tout m ; achever à l'aide de a).) 

c) Soient A un anneau de Zariski, r un idéal de définition de A ; on 
suppose que Spec(A) est connexe et que pour tout idéal maximal m de A, 
le séparé complété A(m) de A pour la topologie nt-adique est intègre. 
Montrer alors que le complété Â de A pour la topologie r-adique est in- 
tègre. (Montrer que pour tout idéal maximal m de A, l'homomorphisme 
canonique Â -t A(m) est injectif. Pour cela, on peut supposer que r 
est intersection d'un nombre fini d'idéaux premiers, minimaux dans 
Ass(A/r), soit r = 9, n p ,  n . . . n ps ; montrer que l'hypothèse sur Spec(A) 
entraîne pour chaque i l'existence d'un idéal maximum mi contenant 
(pi n . . . n pi-1) + pi. En utilisant b), montrer que si l'image canonique 
de z E Â dans A(m) est nulle et  si par exemple p l  c m, alors l'image ca- 
nonique de z dans chacun des A(mi) est nulle, puis conclure que l'image 
canonique de z dans A(ml) est nulle pour tout idéal maximal m' de A.) 

32) On dit qu'un anneau A est primaire s'il est un anneau local et  
si son idéal maximal m est un nilidéal (*). Tout idéal de A contenu 
dans m est alors m-primaire dans A. 

a )  Soit A un anneau primaire fortement laskérien, de sorte qu'en 

(*) Pour les anneaux artiniens (commutatifs), cette définition coïncide 
avec celle d'Alg., chap. VIII, § 6, exerc. 20. 
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particulier l'idéal maximal nt est nilpotent. Montrer que si a, b sont 
deux idéaux conteniis dans nt, on a nbcessairement a :  b fL a (utiliser 
l'exerc. 30 0 ) ) .  

b) Un annqau nmtliérien primaire est artinien. En déduire que 
pour tout rnodule M de type fini sur un anneau ncethérien A et tout sous- 
rnodule p-primaire DI de M, il existc un entier rn tel que toute suite stricte- 
ment décroissante (~VI , /N) , , , ~ ,  de sous-inodriles de MIN, pour laquelle 
les ?A, sont p-primaires, a une longueur k < m (considérer le Ap-module 
Mp et  noter que Mp/Np est annulé par une puissance de PAp). 

c) Montrer qu'un anneau artinien A dans lequel tout idéal premier 
# O 1 est maximal est composé direct d'un nombre fini d'anneaux pri- 
maires. 

33) Soit A un anneau commutatif. On dit qu'un idbal a de A est 
primal si, dans Ala, l'ensemble des diviseurs de O est un idéal p/a ; 
l'idéal p est alors premier. 

a) Montrer que tout idéal primaire et tout idéal irréductible est 
primal. 

b) Soif, a un idéal de A tel que l'ensemble des idéaux b pour lesquels 
û : b # a ait lin plus grand éltiment p ; montrer que p est premier et 
que a est primal. *Donner un exemple d'idéal primal a pour lequel la 
condition précédente n'est pas remplie (cf. $1 ,  exerc. 2)., 

c) Dons un anneau nccthérien A, caractériser les idéaux primaux, 
e t  donner un exemple d'idéal primal non primaire (cf. S 1, exerc. 11 b)). 

34) Dans un annean commutatif A, on dit qu'un idéal a est quasi- 
premier si pour tout couple d'idéaux b, c de A, ln relation b n c c a en- 
traine b c a ou c c a ; tout id6al premier est quasi-premier, et tout idéal 
quasi-premier est irréductible. Si le théorème chinois est valable dans A, 
montrer que tout idéal irréductible est quasi-premier (Alç . ,  chap. VI, 
5 1, exerc. 23). 

*35) Soient K un corps commutatif, B l'anneau de valuation, dont 
le groupe des ordres est R, formé des K séries formelles » ÇC,T~ où c, E K, 

Z 

x E R+ et l'ensemble des x tels que c, # O est bien ordonné ; l'anneau A 
défini au $ 1, exerc. 2 est un sous-anneau de B et B est un A-module plat. 
Si C est le A-module défini dans le § 1, exerc. 2, montrer que l'on a 
Ass,(C @, B) # 0 bien que ilss,(C) = O (considérer un élément de 
C @,13 = B/aB, image canonique d'un élément de B de valuation a)., 

1) Sous lcs hypothèses de la prop. 1 du no 1, montrer que tout idéal 
premier p E AssJ(M) ( 3  2, exerc. 17) est gradué et  est élément minimal de 
l'ensemble des idéaux premiers contenant l'annulateur d'un élément 
homogène de M. (Démontrer d'abord que le plus grand idéal gradué p' 
contenu dans un idéal premier p de A est premier, en observant que si le 
produit de deux élhments z, y appartient à p', il en est de même du produit 
de leurs composantes homogènes # O de plus haut degré. Noter ensuite 
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que si un idbal premier contient 17annulateur d'un élément z E M, il con- 
tient aussi l'annulateur d'une au nioins des composantes homogénes 
#, O de 5.) 

2) Dans un anneau gradué A de type A (où A est sans torsion) soit p 
un élément minimal de l'ensernhle des idéaux premiers de A, qui est 
nécessairement gradué (exerc. 1). Moritrer que pour tout élément homo- 
gène t E p,  il existe un élément homogèix s CE p et  un entier TL > 0 tels 
que stn = O. En  déduire des généralisations des prop. 3, 4 e t  5 aux 
anneaux gradués non n9cessairement nathériens (avec les définitions 
du  5 2, exerc. 12 e t  20). 

3) Soient A un anneau gradué de type A (où A est sans torsion), M un 
A-module gradué de type fini fortement laskérien ( 5  2, exerc. 28). 
Montrer que les sous-modules Q(p) = Q(p, e p ( M ) )  (où p parcourt 
Assf(M)) définis dans 17exerc. 4 du 5 2, sont des sous-modules gradués. 
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Homomorphisme gradué associé à un homomorphisme compatible avec les 

filtrations : III, 2, 4. 
Homomorphisme local : II, 3, 1. 

Idéal fractionnaire inversible : II, 5, 7. 
Idéal gradué essentiel : III, 1, 4. 
Idéal premier: II, 1, 1. 
Idéal premier associé à un module : IV, 1, 1. 
Idéal premier immergé : IV, 2, 3. 
Idéal premier minimal : II, 2, 6. 
Idéal primaire, p-primaire : IV, 2, 1 et  exerc. 20. 
Idéalement séparé (module) : III, 5, 1. 
Idéaux étrangers : II, 1, 2. 
Immergé (idéal premier) : IV, 2, 3. 
Induite (filtration) : III,  2, 1. 
Inversible (idéal fractionnaire) : II,  5, 7. 
Inversible (sous-module) : II, 5, 6. 
Irréductible (composante) : II,  4, 1. 
Irréductible (ensemble) : II, 4, 1. 
Irréductible (espace) : II, 4, 1. 

Krull (théorème de) : III,  3, 2. 

Laskérien (module) : IV, 2, exerc. 23. 
Lemme d'Artin-Rees : III, 3, 1. 
Linéairement topologisé (anneau) : III, 4, 2. 
Local (anneau) : II,  3, 1. 
Local (homomorphisme) : II, 3, 1. 

Minimal (idéal premier) : II, 2, 6. 
Module cohérent : 1, 2, exerc. 11. 
Module de fractions défini par une partie d'un anneau : II, 2, 2. 
Module de présentation finie : 1, 2, 8. 
Module fidèlement plat : 1, 3, 1. 
Module filtré : III, 2, 1. 
Module filtré associé à un module gradué : III,  2, 1. 
Module gradué associé à un module filtré : III, 2, 3. 
Module idéalement séparé : III, 5, 1. 
Module plat pour M, - M-plat : 1, 2, 2. 
Module plat : 1, 2, 3. 
Module projectif de rang n : II, 5, 3. 
Module pseudo-cohérent : 1, 2, exerc. 11. 
Multiplicative (partie) : II, 2, 1. 

Nilradical d'un anneau : II, 2, 6. 
Nœthérien (espace) : II, 4, 2. 
Non dégénéré (sous-module) : II, 5, 5. 
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Partie multiplicative d'un anneau : II, 2, 1. 
Partie multiplicative engendrée par une partie : II, 2, 1.  
Partie multiplicative saturée : II, 2, exerc. 1. 
Plat (module) : 1, 2, 3. 
Plat pour M, M-plat (module) : 1, 2, 2. 
Point générique d'un espace irréductible : II, 4, exerc. 2. 
Premier (idéal) : II, 1, 1. 
Premier (spectre) : II, 4, 3. 
Présentation d'un module, - finie : 1, 2, 8. 
n-présentation : 1, 2, exerc. 6. 
Présentation finie (module de) : 1, 2, 8. 
Presque nilpotent (endomorphisme) : IV,  1, 4. 
Primaire (décomposition) : IV,  2, 2 et  exerc. 20. 
Primaire, p-primaire (idéal, sous-module) : IV,  2, 1 et exerc. 20. 
Principe de récurrence nœthérienne : II, 4, 2. 
Produit (filtration) : III ,  2, 1. 

Quotient (filtration) : III, 2, 1. 

Racine d'un idéal : II, 2, 6. 
Rang en p d'un module projectif : II, 5, 3. 
Rang d'un module projectif : II, 5, 3. 
Récurrence nœthérienne (principe de) : II, 4, 2. 
Réduit (anneau) : II, 2, 6. 
Réduite (décomposition primaire) : IV,  2, 3. 
Résiduel (corps) : II, 3, 1. 
Restreinte (série formelle) : III ,  4, 2. 

Saturé d'un sous-module pour une partie multiplicative ( pour un idéal 
premier) : II, 2, 4. 

Semi-local (anneau) : II, 3, 5.  
Série formelle restreinte : III, 4, 2. 
Sous-module inversible : II, 5, 6. 
Sous-module non dégénéré : II, 5, 5. 
Sous-module primaire, p -primaire : IV,  2, 1. 
Spectrale (topologie) : II, 4, 3. 
Spectre premier d'un anneau : II, 4, 3. 
Support d'un module : II, 4, 4. 
Système formel de générateurs : III, 2, 9. 

Théorème de Hensel : III, 4, 3. 
Théorème de Krull : III, 3, 1. 
Topologie déduite d'une filtration : III, 2, 5 .  
Topologie de Zai-iski : II, 4, 3. 
Topologie spectrale : II, 4, 3. 
Topologiquement nilpotent (élément) : III, 4, 3. 
Transporteur : 1, 2, 10. 
Triviale (filtration) : III, 2, 1. 
Type fini (algèbre de) : III, 1, 1. 

Zariski (anneau de) : III, 3, 3. 
Zariski (topologie de) : II, 4, 3. 
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